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Capitulo 1

Elementos del sistema operativo UNIX.

versién final 1.4-010816

1.1 Introduccion.

En este capitulo se intentara dar los elementos basicos para poder trabajar en un ambiente
UNIX. Sin pretender cubrir todos los aspectos del mismo, nuestro interés se centra en dar
las herramientas al lector para que pueda realizar los trabajos del curso bajo este sistema
operativo. Como comentario adicional, concientemente se ha evitado la traducciéon de gran
parte de la terminologia técnica teniendo en mente que documentacion disponible se encuentre
por lo general en inglés y nos interesa que el lector sea capaz se reconocer los términos.

El sistema operativo UNIX es el més usado en investigaciéon cientifica, tiene una larga
historia y muchas de sus ideas y métodos se encuentran presentes en otros sistemas operativos.
Algunas de las caracteristicas relevantes del UNIX moderno son:

e Memoria grande, lineal y virtual: Un programa en una méaquina de 32 Bits puede
acceder y usar direcciones hasta los 4 GB en un maquina de sélo 4 MB de RAM. El
sistema solo asigna memoria auténtica cuando le hace falta, en caso de falta de memoria
de RAM, se utiliza el disco duro (swap).

e Multitarea (Multitasking): Cada programa tiene asignado su propio “espacio” de me-
moria. Es imposible que un programa afecte a otro sin usar los servicios del sistema
operativo. Si dos programas escriben en la misma direccion de memoria cada uno
mantiene su propia “idea” de su contenido.

e Multiusuario: Més de una persona puede usar la maquina al mismo tiempo. Programas
de otros usuarios continian ejecutandose a pesar de que un nuevo usuario entre a la
magquina.

e Casi todo tipo de dispositivo puede ser accedido como un archivo.

e Existen muchos aplicaciones disenadas para trabajar desde la linea de comandos. Ade-
mas, la mayoria de las aplicaciones permiten que la salida de una pueda ser la entrada
de la otra.

e Permite compartir dispositivos (como disco duro) entre una red de méquinas.
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Por su naturaleza de multiusuario, nunca se debe apagar una maquina UNIX!, ya que
una maquina apagada sin razén puede matar trabajos de dias, perder los tltimos cambios de
tus archivos e ir degradando el sistema de archivos en dispositivos como el disco duro.

Entre los sistemas operativos UNIX actuales cabe destacar:

Linux: esta disponible para: Intel x86; Motorola 68k, en particular, para las estaciones
Sun3, computadores personales Apple Macintosh, Atari y Amiga; Sun SPARC; Alpha;
Motorola/IBM PowerPC; ARM, maquinas NetWinder; Sun UltraSPARC; MIPS CPUs,
maquinas SGI y estaciones Digital; HP PA-RISC; TA-64, arquitectura Intel de 64-bits;
S/390, servidores IBM S/390 y SuperH procesadores Hitachi SuperH.

SunOS?: disponible para la familia 68K asi como para la familia SPARC de estaciones
de trabajo SUN

Solaris® : disponible para la familia SPARC de SUN asi como para la familia x86.
OSF1%: disponible para Alpha.

Ultrix: disponible para vAX de Digital

SYSVR4®: disponible para la familia x86, vax.

IRIX: disponible para MIPS.

AIXS: disponible para RS6000 de IBM y PowerPC.

1.2 Ingresando al sistema.

En esta secciéon comentaremos las operaciones de comienzo y fin de una sesién en UNIX asi
como la modificacién de la contrasefia (que a menudo no es la deseada por el usuario, y que
por lo tanto puede olvidar con facilidad).

1.2.1 Terminales.

Para iniciar una sesién es necesario poder acceder a un terminal. Pueden destacarse dos tipos
de terminales:

e Terminal de texto: consta de una pantalla y de un teclado. Como indica su nombre,

en la pantalla sélo es posible imprimir caracteres de texto.

e Terminal grafico: Consta de pantalla grafica, teclado y mouse. Dicha pantalla sue-

le ser de alta resolucion. En este modo se pueden emplear ventanas que emulan el
comportamiento de un terminal de texto (xterm o gnome-terminal).

Lincluyendo el caso en que la maquina es un PC normal corriendo Linux u otra versién de UNIX
2Sun0S 4.1.x también se conoce como Solaris 1

3también conocido como SunOS 5.x, solaris 2 o Slowaris :-)

4también conocido como Dec Unix

Stambien conocido como Unixware y Novell-Unix

6también conocido como Aches
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1.2.2 Login.

El primer paso es encontrar un terminal libre donde aparezca el login prompt del sistema:
Debian GNU/Linux 2.2 hostname tty2
hostname login:

También pueden ocurrir un par de cosas cosas:

e La pantalla no muestra nada.

— Comprobar que la pantalla esté encendida.

— Pulsar alguna tecla o mover el mouse para desactivar el protector de pantalla.

e Otra persona ha dejado una sesion abierta. En este caso existe la posibilidad de intentar
en otra maquina o bien finalizar la sesién de dicha persona (si ésta no se halla en las
proximidades).

Una vez que se haya superado el paso anterior de encontrar el login prompt se pro-
cede con la introduccién de tu Username al prompt de login y después la contrasena
(password) adecuado.

1.2.3 Passwords.

El password puede ser cualquier secuencia de caracteres a eleccion. Deben seguirse las si-
guientes pautas:

e Debe ser facil de recordar por uno mismo. Si se olvida, debera pasarse un mal rato
diciéndole al administrator de sistema que uno lo ha olvidado.

e Para evitar que alguna persona no deseada obtenga la password y tenga libre acceso a
los archivos de tu cuenta:

— Las mayusculas y mintsculas no son equivalentes sin embargo se recomienda que
se cambie de una a otra.

— Los caracteres numéricos y no alfabéticos también ayudan. Debe tenerse sin em-
bargo la precaucion de usar caracteres alfanuméricos que se puedan encontrar en
todos los terminales desde los que se pretenda acceder.

— Las palabras de diccionario deben ser evitadas.

e Debes cambiarlo si crees que tu password es conocido por otras personas, o descubres
que algin intruso’ estd usando tu cuenta.

e El password debe de ser cambiado con regularidad.

"intruso es cualquier persona que no sea el usuario
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La orden para cambiar el password en UNIX es passwd. A menudo cuando existen varias
maquinas que comparten recursos (disco duro, impresora, correo electrénico, ... ), para
facilitar la administraciéon de dicho sistema se unifican los recursos de red (entre los que se
hayan los usuarios de dicho sistema) en una base de datos comiin. Dicho sistema se conoce
como NIS (Network Information Service)®. Si el sistema empleado dispone de este servicio, la
modificacién de la contrasena en una maquina supone la modificacién en todas las maquinas
que constituyan el dominio NIS.

1.2.4 Cerrando la sesion.

Es importante que nunca se deje abierta una sesién, pues algin “intruso” podria tener libre
acceso a archivos de tu propiedad y manipularlos de forma indeseable para ti. Para evitar

todo esto basta teclear logout ¢ exit y habrd acabado tu sesién de UNIX en dicha maquina®.

1.3 Archivos y directorios.

Aunque haya diferentes distribuciones y cada una traiga sus programas, la estructura basica
de directorios y archivos es mas o menos la misma en todas:

doc

/-1--> bin
| --> boot
| -—> cdrom
| —=> dev
|--> etc
|--> floppy
| -—> home
|--> 1ib
| --> mnt
| -=> proc
| -—> root
|--> sbin
|--> tmp
|-—> usr -|--> X11
| |--> bin
| |--> include
| |--> 1ib
| |--> local -|--> bin
| | |--> 1ib
| | -—> man
| |--> src --> linux
I
|

-=> var —--> adm

8antiguamente se conocfa como YP (Yellow Pages), pero debido a un problema de marca registrada de
United Kingdom of British Telecomunications se adoptaron las siglas NIs
9en caso que se estuviera trabajando bajo X-Windows debes cerrar la sesién con Log out of Gnome
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El arbol que observamos muestra un tipico arbol de directorios en Linux. Pueden variar,
sin embargo, algunos de los nombres dependiendo de la distribucién o versiéon de Linux que
se esté usando. Algunos directorios destacados son:

e /home - Espacio reservado para las cuentas de los usuarios.
e /bin, /usr/bin - Binarios (ejecutables) basicos de UNIX.
e /etc, aqui se encuentran los archivos de configuracion de todo el software de la maquina.

e /proc, es un sistema de archivo virtual. Contiene archivos que residen en memoria
pero no en el disco duro. Hace referencia a los programas que se estan corriendo en el
momento en el sistema.

e /dev (device) (dispositivo). Aqui se guardan los controladores de dispositivos. Se usan
para acceder a los dispositivos fisicos del sistema y recursos como discos duros, modems,
memoria, mouse, etc. Algunos dispositivos:

— hd: hdal serd el disco duro IDE, primario (a), y la primera particién (1).

— fd: Asi tambien, los archivos que empiecen con las letras fd se referiran a los con-
troladores de las disketteras: £dO seria la primera diskettera, £d1 seria la segunda
y asi sucesivamente.

— ttyS: se usan para acceder a los puertos seriales como por ejemplo, ttySO es el
puerto conocido como coml.

— sd: son los dispositivos SCSI. Su uso es muy similar al del hd.
— 1p: son los puertos paralelos. 1p0 es el puerto conocido como LPT1.

— null: este es usado como un agujero negro, ya que todo lo que se dirige alli
desaparece.

— tty: hacen referencia a cada una de las consolas virtuales. Como es de suponerse,
ttyl serd la primera consola virtual, tty2 la segunda, etc.

e /usr/local - Zona con las aplicaciones no comunes a todos los sistemas UNIX, pero
no por ello menos utilizadas. En /usr/doc se puede encontrar informacién relacionada
con dicha aplicacién (en forma de paginas de manual, texto, html o bien archivos dvi,
Postscript o pdf). También encontramos archivos de ejemplo, tutoriales, HOWTO, etc.

1.4 Ordenes basicas.

Para ejecutar un comando, basta con teclear su nombre (también debes tener permiso para
hacerlo). Las opciones o modificadores empiezan normalmente con el cardcter -
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1.4.1 Archivos y directorios.

En un sistema computacional la informacién se encuentra en archivos que la contienen (tabla
de datos, texto ASCII, fuente en lenguaje C, fortran o C++, ejecutable, imagen, mp3, figura,
resultados de simulacién, ... ). Para organizar toda la informacién se dispone de una enti-
dad denominada directorio, que permite el almacenamiento en su interior tanto de archivos
como de otros directorios!?. Se dice que la estructura de directorios en UNIX es jerdrquica
o arborescente, debido a que todos los directorios nacen en un mismo punto (denominado
directorio raiz). De hecho la zona donde uno trabaja es un nodo de esa estructura de direc-
torios, pudiendo uno a su vez generar una estructura por debajo de ese punto. Un archivo se
encuentra situado siempre en un directorio y su acceso se realiza empleando el camino que
conduce a él en el Arbol de Directorios del Sistema. Este camino es conocido como el path.
El acceso a un archivo se puede realizar empleando:

e Path Absoluto, aquel que empieza con /

Por ejemplo : /etc/printcap

e Path Relativo, aquel que NO empieza con /
Por ejemplo : ../examples/rc.dir.01

e Nombres de archivos y directorios pueden usar un maximo de 255 caracteres, cualquier
combinacién de letras y simbolos ( el cardcter / no se permite).

Los caracteres comodin pueden ser empleados para acceder a un conjunto de archivos con
caracterfsticas comunes. El signo * puede sustituir cualquier conjunto de caracteres!! y el
signo ? cualquier caracter individual. Por ejemplo:!?

bash$ 1s

f2c.1 flexdoc.1 rcmd. 1 rptp.1  zforce.l

face.update.1 ftptool.1 rlab.1 rxvt.1 zip.1

faces.1 funzip.1 robot.1 zcat.l zipinfo.1l

flea.l fvwm.1 rplay.1 zcmp.l  zmore.l .
. Los archivos cuyo

flex.1 rasttoppm.1l rplayd.l zdiff.l1 =znew.1

bash$ 1s rp*

rplay.1 rplayd.1 rptp.1

bash$ 1ls *e?7

face.update.1 zforce.l1 zmore.1

nombre comiencen por . se denominan ocultos, asi por ejemplo en el directorio de partida

de un usuario.
bash$ 1ls -a user

.alias .fvumrc .login .xinitrc
.. .cshrc .joverc .profile
.Xdefaults .enviroment .kshrc .tcshrce

Onormalmente se acude a la imagen de una carpeta que puede contener informes, documentos o bien otras

carpetas, y asi sucesivamente
Hincluido el punto ‘., UNIX no es DOS
12hash$ es el prompt en todos los ejemplos
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Algunos caracteres especiales para el acceso a archivos son:
Directorio actual

Directorio superior en el arbol

Directorio $HOME

“user Directorio $HOME del usuario user

1.4.2 Ordenes relacionadas con directorios.

(LiSt)

Este comando permite listar los archivos de un determinado directorio. Si no se le suministra
argumento, lista los archivos y directorios en el directorio actual. Si se anade el nombre de
un directorio el listado es del directorio suministrado. Existen varias opciones que modifican
su funcionamiento entre las que destacan:

e -1 (Long listing) proporciona un listado extenso, que consta de los permisos'® de cada
archivo, el usuario el tamano del archivo, ...

e -a (list All) lista también los archivos ocultos.

e -R (Recursive) lista recursivamente el contenido de todos los directorios que se encuen-
tre.

e -t ordena los archivos por tiempo de modificacién.
e -S ordena los archivos por tamano.

e -1 invierte el sentido de un orden.

(Print Working Directory)

Este comando proporciona el nombre del directorio actual.

(Change Directory)

Permite moverse a través de la estructura de directorios. Si no se le proporciona argumento
se provoca un salto al directorio $SHOME. El argumento puede ser un nombre absoluto o
relativo de un directorio.

(MaKe DIRectory)

Crea un directorio con el nombre (absoluto o relativo) proporcionado.

(ReMove DIRectory)

Elimina un directorio con el nombre (absoluto o relativo) suministrado. Dicho directorio debe
de estar vacio.

1.4.3 Visitando archivos.

Este conjunto de érdenes permite visualizar el contenido de un archivo sin modificar su
contenido.

cat

Muestra por pantalla el contenido de un archivo que se suministra como argumento.

Bse comentara posteriormente este concepto
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Este comando es andlogo a la anterior, pero permite la paginacion.

Es una version mejorada del anterior. Permite moverse en ambas direcciones. Otra ventaja
es que no lee el archivo entero antes de arrancar.

1.4.4 Copiando, moviendo y borrando archivos.

(CoPy)

copia un archivo(s) con otro nombre y/o a otro directorio. Veamos algunas opciones:

e -i (interactive), impide que la copia provoque una pérdida del archivo destino si éste
existe!4.

e -R (recursive), copia un directorio y toda la estructura que cuelga de él.

(MoVe)

Mover un archivo(s) a otro nombre y/o a otro directorio. Dispone de opciones andlogas al
caso anterior.

(ReMove)

Borrar un archivo(s). En caso de que el argumento sea un directorio y se haya sumnistrado
la opcién -r, es posible borrar el directorio y todo su contenido. La opcién -i pregunta antés
de borrar.

1.4.5 Espacio de disco.

El recurso de almacenamiento en el disco es siempre limitado, a continuacion se comentan
un par de comandos relacionados con la ocupacién de este recurso:

(Disk Usage)

Permite ver el espacio de disco ocupado (en bloques de disco'®) por el archivo o directorio
suministrado como argumento. La opcién -s impide que cuando se aplique recursividad en
un directorio se muestren los subtotales. La opciéon -h imprime los tamanos en un formato
facil de leer.

(Disk Free)

Muestra los sistemas de archivos que estan montados en el sistema, con las cantidades totales,
usadas y disponibles para cada uno.

1.4.6 Links.
(LiNk)

Permite realizar un enlace (link) entre dos archivos o directorios. Un enlace puede ser:

Mmuchos sistemas tienen esta opcién habilitada a través de un alias, para evitar equivocaciones

151 bloque normalmente es 1 Kbyte
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hard link: se puede realizar sélo entre archivos del mismo sistema de archivos. El archivo
enlazado apunta a la zona de disco donde se halla el archivo original. Por tanto, si se
elimina el archivo original, el enlace sigue teniendo acceso a dicha informacion. Es el
enlace por omisién.

symbolic link: permite enlazar archivos/directorios'® de diferentes sistemas de archivos.
El archivo enlazado apunta al nombre del original. Asi si se elimina el archivo original
el enlace apunta hacia un nombre sin informacioén asociada. Para realizar este tipo de
enlace debe emplearse la opcion -s.

Un enlace permite el uso de un archivo en otro directorio distinto del original sin necesidad
de copiarlo, con el consiguiente ahorro de espacio.

1.4.7 Proteccion de archivos.

Dado que el sistema de archivos UNIX es compartido por un conjunto de usuarios, surge el
problema de la necesidad de privacidad. Sin embargo, dado que existen conjuntos de personas
que trabajan en comun, es necesario la posibilidad de que un conjunto de usuarios puedan
tener acceso a una serie de archivos (que puede estar limitado para el resto de los usuarios).
Cada archivo y directorio del sistema dispone de un propietario, un grupo al que pertenece
y unos permisos. Existen tres tipos fundamentales de permisos:

lectura (r-Read): en el caso de un archivo significa poder examinar el contenido del
mismo; en el caso de un directorio significa poder entrar en dicho directorio.

escritura (w-Write): en el caso de un archivo significa poder modificar su contenido;
en el caso de un directorio es crear un archivo o directorio en su interior.

ejecucion (x-eXecute): en el caso de un archivo significa que ese archivo se pueda
ejecutar (binario o archivo de procedimientos); en el caso de un directorio es poder
ejecutar alguna orden dentro de él.

Se distinguen tres grupos de personas sobre las que especificar permisos:

user: el usuario propietario del archivo.

group: el grupo propietario del archivo (excepto el usuario). Como ya se ha comentado,
cada usuario puede pertenecer a uno o varios grupos y el archivo generado pertenece a
uno de los mismos.

other: el resto de los usuarios (excepto el usuario y los usuarios que pertenezcan al
grupo)

También se puede emplear all que es la uniéon de todos los anteriores. Para visualizar las
protecciones de un archivo o directorio se emplea la orden 1s -1, cuya salida es de la forma:
-rw-r—-r—— ...otra informacidén... nombre
Los 10 primeros caracteres muestran las protecciones de dicho archivo:

16debe hacerse notar que los directorios sélo pueden ser enlazados simbélicamente.
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e El primer caracter indica el tipo de archivo de que se trata:

— archivo

— d directorio

— 1 enlace (link)

— ¢ dispositivo de caracteres (p.e. puerta serial)
— b dispositivo de bloques (p.e. disco duro)

— s socket (conexion de red)
e Los caracteres 2,3,4 son los permisos de usuario
e Los caracteres 5,6,7 son los permisos del grupo

e Los caracteres 8,9,10 son los permisos del resto de usuarios

Asi en el ejemplo anterior -rw-r--r-- se trata de un archivo donde el usuario puede
leer y escribir, mientras que el grupo y el resto de usuarios sélo pueden leer. Estos
suelen ser los permisos por omisién para un archivo creado por un usuario. Para un
directorio los permisos por omisién suelen ser:drwxr-xr-x donde se permite al usuario
“entrar” en el directorio y ejecutar 6rdenes desde él.

(CHange MODe)

Esta orden permite modificar los permisos de un archivo.
chmod permisos files
Existen dos modos de especificar los permisos:

e Modo absoluto o modo numérico. Se realiza empleando un nimero que resulta de la
OR binario de los siguientes modos:

400 lectura por el propietario.

200 escritura por el propietario.

100  ejecucién (bisqueda) por el propietario.

040 lectura por el grupo.

020 escritura por el grupo.

010 ejecucién (bisqueda) por el grupo.

004 lectura por el resto.

002 escritura por el resto.

001 ejecucién (busqueda) por el resto.

4000 Set User ID, cuando se ejecuta el proceso corre

con los permisos del dueno del archivo.

Por ejemplo:

chmod 640 *.txt

Permite la lectura y escritura por el usuario, lectura para el grupo y ningin permiso
para el resto, de un conjunto de archivos que acaban en .txt

e Modo simbdlico o literal. Se realiza empleando una cadena (o cadenas separadas por
comas) para especificar los permisos. Esta cadena se compone de los siguientes tres
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elementos: who operation permission

— who : es una combinacién de:
x U user
% g @ group
x 0 : others
* a : all (equivalente a ugo)

Si se omite este campo se supone a, con la restricciéon de no ir en contra de la
méscara de creacién (umask).

— operation: es una de las siguientes operaciones:
x + : anadir permiso.

x — : eliminar permiso.

% = : asignar permiso, el resto de permisos de la misma categoria se anulan.

— permission: es una combinacién de los caracteres:
read.

write.

*
*
* execute.
*

n X =5 =K

: en ejecucion usar los permisos de dueno.

Por ejemplo:
chmod ut+x tarea
Permite la ejecucién por parte del usuario” del archivo tarea.

chmod u=rx, go=r *.txt
Permite la lectura y ejecucién del usuario, y sélo la lectura por parte del grupo y el
resto de usuarios. La opcion -r hace que la orden se efectiie recursivamente.

Esta es una orden intrinseca del Shell que permite asignar los permisos que se desea tengan
los archivos y directorios por omision. El argumento que acompana a la orden es un niimero
octal que aplicard una XOR sobre los permisos por omisién (rw-rw-rw-) para archivos y
(rwxrwxrwx) para directorios. El valor por omisién de la méscara es 022 que habilita al
usuario para lectura-escritura, al grupo y al resto para lectura. Sin argumentos muestra el
valor de la mascara.

(CHange GRouP)

Cambia el grupo propietario de una serie de archivos/directorios

chgrp grupo files
El usuario que efectiia esta orden debe de pertenecer al grupo mencionado.

(CHange OWNer)

Cambia el propietario y el grupo de una serie de archivos/directorios

17

un error muy frecuente es la creacién de un archivo de 6rdenes (script file) y olvidar y permitir la ejecucién
del mismo
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chown wuser:group files

La opcién -r hace que la orden se efectiie recursivamente.
Muestra la identificacion del usuario
pertenece.

18 asf como el conjunto de grupos a los que el usuario

user@hostname:~$ id
uid=1000(user) gid=1000(group) groups=1000(group) ,25(floppy),29(audio)
user@hostname:~$

1.4.8 Filtros.

Existe un conjunto de érdenes en UNIX que permiten el procesamiento de archivos de texto.
Se denominan filtros (Uniz Filters) porque normalmente se trabaja empleando redireccién
recibiendo datos por su stdin'® y retornandolos modificados por su stdout?’.

Para facilitar la comprension de los ejemplos siguientes supondremos que existe dos archivo
llamado mylist.txt y yourlist.txt que tienen en su interior:

mylist.txt yourlist.txt
1 190 1190

2 280 2 281

3 370 3 370

awk

Es un procesador de archivos de texto que permite la manipulacién de las lineas de forma
tal que tome decisiones en funciéon del contenido de la misma. Ejemplo, supongamos que
tenemos nuestro archivo mylist.txt con sus dos columnas

user@hostname:~$ awk ’{print $2, $1 }’ mylist.txt
190 1

280 2

370 3

user@hostname:~$

Imprime esas dos columnas en orden inverso.
cat
Es el filtro més basico, copia la entrada a la salida.

user@hostname:~$ cat mylist.txt
1 190

2 280

3 370

user@hostname:~$

184 pesar de que el usuario se identifica por una cadena denominada username, también existe un ntimero
denominado UID que es un identificativo numérico de dicho usuario

Bentrada estdndar

205alida estandar
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cut

Para un archivo compuesto por columnas de datos, permite escribir sobre la salida cierto in-
tervalo de columnas. La opciéon -b N-M permite indicar el intervalo en bytes que se escribiran
en la salida.

user@hostname:~$ cut -b 3-4 mylist.txt
19

28

37

user@hostname: ~$

Permite comparar el contenido de dos archivos

user@hostname:~$ diff mylist.txt yourlist.txt
2c2

< 2 280

> 2 281

user@hostname:~$

Hay una diferencia entre los archivos en la segunda fila.

Permite la busqueda de un archivo en la estructura de directorios

find . -name file.dat -print

Comenzando en el directorio actual recorre la estructura de directorios buscando el archivo
file.dat, cuando lo encuentre imprime el path al mismo.

find . -name ’*7’ -exec rm ’{}’ \;

Busca en la estructura de directorios un archivo que acabe en ~ y lo borra. xargs ordena
repetir orden para cada argumento que se lea desde stdin. Permite el uso muy eficiente de
find.
find . -name ’*.dat’ -print | xargs mv ../data \;

Busca en la estructura de directorios todos los archivos que acaben en .dat, y los mueve al
directorio . ./data.

Permite la buisqueda de una cadena de caracteres en uno o varios archivos, imprimiendo el
nombre del archivo y la linea en que encuentra la cadena.

user@hostname:~$ grep 1 *1list.txt
mylist.txt:1 190

yourlist.txt:1 190
yourlist.txt:2 281
user@hostname:~$

Algunas opciones tutiles

e —c Elimina la salida normal y sélo cuenta el nimero de apariciones de la cadena en
cada archivos.
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e -i Ignora para la comparacion entre la cadena dada y el archivo si la cadena esta en
mayusculas o minusculas.

e -n Incluye el nimero de lineas en que aparece la cadena en la salida normal.
e -r La busqueda la hace recursiva.

e -v Invierte la busqueda mostrando todas las lineas donde no aparece al cadena pedida.

Muestra las primeras diez lineas de un archivo.
head -30 file Muestra las 30 primeras lineas de file.

user@hostname:~$ head -1 mylist.txt
1 190
user@hostname:~$

Muestra las diez ultimas lineas de un archivo.
tail -30 file Muestra las 30 ultimas lineas de file.
tail +30 file Muestra desde la linea 30 en adelante de file.

user@hostname:~$ tail -1 mylist.txt
3 370
user@hostname:~$

tar
Este comando permite la creacién/extraccion de archivos contenidos en un tnico archivo
denominado tarfile (o tarball). Este tarfile suele ser luego comprimido con gzip la
versién de compresién gnu?' o bien con bzip2.

La accién a realizar viene controlada por el primer argumento:

e ¢ (Create) creacién
e x (eXtract) extraccién
e t (lisT) mostrar contenido

r anadir al final

u (Update) anadir aquellos archivos que no se hallen en el tarfile o que hayan sido
modificados con posterioridad a la version que aparece.

A continuacién se colocan algunas de las opciones:

e v : Verbose

2lgnu es un acrénimo recursivo, significa: gnu’s Not UNIX!. gnu es el nombre del producto de la Free
Software Foundation, una organizacién dedicada a la creacién de programas compatible con UNIX (y mejorado
respecto a los estandars) y de libre distribucién. La distribucién de Linux gnu es debian
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e 7 : Comprimir o descomprimir el contenido con gzip.
e [ : Comprimir o descomprimir el contenido con bzip2.
e f file : permite especificar el archivo para el tarfile.

Veamos algunos ejemplos:

tar cvf simul.tar *.dat
Genera un archivo simul.tar que contiene todos los archivos que terminen en .dat del
directorio actual. A medida que se va realizando indica el tamano en bloques de cada archivo
anadido modo verbose.

tar czvf simul.tgz *.dat
Igual que en el caso anterior, pero el archivo generado simul.tgz ha sido comprimido emplean-
do gzip.

tar tvf simul.tar
Muestra los archivos contenidos en el tarfile simul . tar.

tar xvf simul.tar
Extrae todos los archivos contenidos en el tarfile simul.tar.

(Word Count) Contabiliza el nimero de lineas, palabras y caracteres de un archivo.

user@hostname:~$ wc mylist.txt
3 6 18 mylist.txt
user@hostname:~$

El archivo tiene 3 lineas, 6 palabras, al considerar cada niimero como una palabra i.e. 1 es la
primera palabra y 190 la segunda, y finalmente 18 caracteres. ;Cuales son los 18 caracteres?

1.4.9 Transferencia a diskettes.

La filosofia de diferentes unidades (A:, B:, ... ) difiere de la estructura unica del sistema de
archivos que existe en UNIX. Son varias las alternativas que existen para la transferencia de
informacion a diskette.

e Una posibilidad es disponer de una maquina WIN9X con ftp instalado y acceso a red.
Empleando dicha aplicacién se pueden intercambiar archivos entre un sistema y el otro.

e Existe un conjunto de comandos llamados mtools disponible en multitud plataformas,
que permiten el acceso a diskettes en formato WIN9X de una forma muy eficiente.

Muestra el contenido de un diskette en a:.

‘mcopy file a: ‘ Copia el archivo file del sistema de archivos UNIX en un diskette en
a:.

‘mcopy a:file file‘ Copia el archivo a:file del diskette en el sistema de archivos
UNIX con el nombre file.

Imdel a:file| Borra el archivo a:file del diskette.

Con a: nos referimos a la primera diskettera /dev/£d0, luego el archivo que se encuentra
en el diskette su nombre se compone de a:filename. Si se desea emplear el caracter
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comodin para un conjunto de archivos del diskette debe de rodearse de dobles comillas
el mismo para evitar la actuacién del shell (p.e. mcopy ¢ ‘a:*.dat’’). La opcién -t
realiza la conversion necesaria entre UNIX y WIN9X, que se debe realizar sélo en archivos
de texto.

e Una alternativa final es montar el dispositivo /dev/£d0 en algiin directorio, tipicamente
/floppy, considerando el tipo especial de sistema de archivos que posee vfat y luego
copiar y borrar usando comandos UNIX. Hay que hacer notar que esta forma puede
estar restringida sélo a root, el comando: mount -t vfat /dev/fd0 /floppy

1.4.10 Diferencias entre los sistemas.

Cuando se transfieren archivos de texto entre DOS y UNIX sin las precauciones adecuadas
pueden aparecer los siguientes problemas:

e En DOS los nombres de los archivos pueden tener un maximo de 8 caracteres y una
extensién de 3 caracteres. En UNIX no existe restriccién respecto a la longitud del
nombre, y aunque pueden llevar extensién, no es obligatorio. También pueden tener
méas de una extension algo.v0l.tar.gz esto complica mucho a otros sistemas que
tienen limitaciones en los nombres.

e El cambio de linea en DOS se compone de Carriage Return 'y Line Feed. Sin embargo,
en UNIX sélo existe el Carriage Return. Asi un archivo de UNIX visto desde DOS parece
una unica linea. El caso inverso es la aparicién del caracter "M al final de cada linea.
Ademas, el fin de archivo en DOS es “Z y en UNIX es D.

e La presencia de caracteres con c6digo ASCII por encima del 127 (Ascl extendido) suele
plantear problemas. Debido a que en DOS dicho c6digo depende de la asignacién hecha,
que a su vez depende del pais.

1.5 Mas comandos.

Para ver quién esta conectado en la maquina

Verifica si una méquina estd conectada a la red y si el camino de Internet hasta la misma
funciona correctamente.

finger
finger user, muestra informacién®? sobre el usuario user en la maquina local.

finger user@hostname, muestra informacién sobre un usuario llamado user en una maquina
hostname.

22La informacién proporcionada es el nombre de completo del usuario, las 1ltimas sesiones en dicha mé-
quina, si ha leido o no su correo y el contenido de los archivos .proyect y .plan del usuario
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finger @hostname, muestra los usuarios conectados de la maquina hostname.

Muestra el calendario del mes actual. Con la opcién -y y el ano presenta el calendario del
ano completo.

Muestra el dia y la hora actual.

1.6 Shells.

El sistema operativo UNIX soporta varios intérpretes de comandos o shells, que ayudan a
que la interaccion con el sistema sea lo més comoda y amigable posible. La eleccion de
cual es el shell mas cémoda es algo personal; en este punto sélo indicaremos las cuatro méas
significativas y populares:

e sh : Bourne SHell, el shell basico, no pensado para uso interactivo.

e csh : C-SHell, shell con sintaxis como el lenguaje “C”. El archivo de configuracion es
.cshrc (en el directorio $HOME).

e tcsh : alTernative C-Shell (Tenex-CSHell), con editor de linea de comando. El archivo
de configuracién es .tcshrc, o en caso de no existir, .cshrc (en el directorio $HOME).

e bash : Bourne-Again Shell, con lo mejor de sh, ksh y tesh. El archivo de configuracion
es .bash_profile cuando se entra a la cuenta por primera vez, y después el archivo de
configuracion es .bashrc siempre en el directorio $HOME. La linea de comando puede
ser editada usando comandos (secuencias de teclas) del editor emacs. Es el shell por
defecto de Linux.

Si queremos cambiar de shell en un momento dado, sélo sera necesario que tecleemos el
nombre del mismo y estaremos usando dicho shell. Si queremos usar de forma permanente
otro shell del que tenemos asignado por omisién?® podemos emplear la orden chsh que permite
realizar esta accién.

En los archivos de configuracién se encuentran las definiciones de las variables de entorno
(enviroment variables) como camino de buisqueda PATH, los aliases y otras configuraciones
personales. Veamos unos caracteres con especial significado para el Shell:

e [ ] #permite que el output de un comando reemplace al nombre del comando. Por
ejemplo: echo ‘pwd‘ imprime por pantalla el nombre del directorio actual.

user@hostname:~$ echo ‘pwd‘
/home/user
user@hostname:~$

23Por omisién se asigna bash
24 Acento agudo o inclinado hacia atrds, backquote
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° % preserva el significado literal de cada uno de los caracteres de la cadena que
delimita.

user@hostname:~$ echo ’Estoy en ‘pwd‘’
Estoy en ‘pwd‘
user@hostname:~$

° %6 preserva el significado literal de todos los caracteres de la cadena que delimitas
salvo $, , \.

user@hostname:~$ echo ‘‘Estoy en ‘pwd‘’’
Estoy en /home/user
user@hostname:~$

e [; | permite la ejecucién de mds de una orden en una séla linea de comando.

user@hostname:~$ mkdir mydir; cd mydir; cp *.txt . ; cd ..
user@hostname:~$

1.6.1 Variables de entorno.

Las variables de entorno permiten la configuracion, por defecto, de muchos programas cuando
ellos buscan datos o preferencias. Se encuentran definidas en los archivos de configuracion
anteriormente mencionados. Para referenciar a las variables se debe poner el simbolo $
delante, por ejemplo, para mostrar el camino al directorio por defecto del usuario user:

user@hostname:~$ echo $HOME
/home/user
user@hostname:~$

Las variables de entorno mas importantes son:

e HOME - El directorio por defecto del usuario.

9

e PATH - El camino de busqueda, una lista de directorios separado con ‘:” para buscar

programas.
e EDITOR - El editor por defecto del usuario.

e DISPLAY - Bajo el sistema de X windows, el nombre de maquina y pantalla que esta
usando. Si esta variable toma el valor :0 el despliegue es local.

e TERM - El tipo de terminal. En la mayoria de los casos bajo el sistema X windows se
trata de xterm y en la consola en Linux es 1inux, en otros sistemas puede ser vt100.

25 Acento usual o inclinado hacia adelante, single quote
26 double quote
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e SHELL - La shell por defecto.
e MANPATH - Camino para buscar paginas de manuales.
e PAGER - Programa de paginacién de texto (less o more).

e TMPDIR - Directorio para archivos temporales.

1.7 Redireccion.

Cuando un programa espera que se teclee algo, aquello que el usuario teclea se conoce como
el Standard Input. stdin. Los caracteres que el programa retorna por pantalla es lo que se
conoce como Standard Output: stdout (o Standard Error: stderr®’). El signo < permite
que un programa reciba el stdin desde un archivo en vez de la interaccién con el usuario.
Por ejemplo: mail root < file, invoca el comando mail con argumento (destinatario del
mail) root, siendo el contenido del mensaje el contenido del archivo file en vez del texto que
usualmente teclea el usuario. Mdas a menudo aparece la necesidad de almacenar en un archivo
la salida de un comando. Para ello se emplea el signo >. Por ejemplo, man bash > file,
invoca el comando man con argumento (informacién deseada) bash pero indicando que la
informacion debe ser almacenada en el archivo file en vez de ser mostrada por pantalla.
En otras ocasiones uno desea que la salida de un programa sea la entrada de otro. Esto
se logra empleando los denominados pipes, para ello se usa el signo |. Este signo permite que
el stdout de un programa sea el stdin del siguiente. Por ejemplo:
zcat manual.gz | more
Invoca la orden de descompresion de zcat y conduce el flujo de caracteres hacia el paginador
more, de forma que podamos ver pagina a pagina el archivo descomprimido. A parte de los
simbolos mencionados existen otros que permiten acciones tales como:

e >> Afiadir el stdout al final del archivo indicado (append). 28

e >& 0 &> (csh, tcsh y bash sélo) Redireccionar el stdout y stderr. Con 2> redireciono
solo el stderr.

e >>& Jgual que >& pero en modo append.

e >>! [gual que >> pero con la adicién que funciona también cuando el archivo no existe.

1.7.1 Las shells csh y tcsh.

Son dos de los Shells interactivos mas empleados. Una de las principales ventajas de tcsh
es que permite la edicion de la linea de comandos, y el acceso a la historia de érdenes usando
las teclas de cursores.?”

27Si estos mensajes son de error.
28FEn bash si el archivo no existe es creado.
29pash también lo permite
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1.7.2 Ejecuciéon de comandos.

e Si el comando introducido es propio del shell (built-in), se ejecuta directamente.
e En caso contrario:

— Si el comando contiene /, el shell lo considera un PATH e intenta resolverlo (entrar
en cada directorio especificado para encontrar el comando).

— En caso contrario el shell busca en una tabla hash table que contiene los nombres de
los comandos que se han encontrado en los directorios especificados en la variable
PATH, cuando ha arrancado el shell.

1.7.3 Aliases.

Para facilitar la entrada de algunas 6rdenes o realizar operaciones complejas, los shells inte-
ractivos permiten el uso de aliases. La orden alias permite ver qué aliases hay definidos y
también definir nuevos. Es corriente definir el alias rm =‘rm -i’, de esta forma la orden
siempre pide confirmacién para borrar un archivo. Si alguna vez quieres usar rm sin alias
solo hace falta poner delante el simbolo \, denominado backslash . Por ejemplo \rm elimina
los alias aplicados a rm. Otro ejemplo, bastante frecuente (en tcsh/csh) podria ser (debido
a la complejidad de la orden): alias ffind ’find . -name \!* -print’ Para emplearlo:
ffind tema.txt el resultado es la busqueda recursiva a partir del directorio actual de un
archivo que se llame tema.txt, mostrando el camino hasta el mismo.

1.7.4 Comandos propios.

Los comandos propios o intrinsecos Built-In Commands son aquellos que proporciona el propio
shell %,

|alias name def |
Asigna el nombre name al comando def.

foreach var (wordlist)

commands
end

La variable var se asigna sucesivamente a los valores de cadena wordlist, y se ejecutan el
conjunto de comandos. El contenido de dicha variable puede ser empleado en los comandos:
$var.

Muestra las ultimas 6rdenes introducidas en el shell. Algunos comandos relacionados con el
Command history son:

30A diferencia de los comandos que provienen de un ejecutable situado en alguno de los directorios de la
variable PATH
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o [11]

Repite la dltima orden.

o [!n]

Repite la orden n-ésima.

+ [1string

Repite la orden mas reciente que empiece por la cadena string.

+ [1string

Repite la orden maés reciente que contenga la cadena string.

° o‘ 11 :s/strl/strQ/‘

(substitute) Repite la tltima orden reemplanzando la primera ocurrencia de la cadena
strl por la cadena str2.

. ‘ I :gs/strl/str2/‘

(global substitute) Repite la tltima orden reemplazando todas las ocurrencias de la
cadena stri por la cadena str2.

Es el dltimo argumento de la orden anterior que se haya tecleado.

Cambia de directorio, recordando el directorio actual.

Retorna al directorio desde donde se hizo pushd la ultima vez.

‘ repeat count command ‘

Repite count veces el comando command.

Rehace la tabla de comandos (hash table).

\set variable = VALUE\

Asigna el valor de una variable del shell.

|set variable|
Muestra el valor de la variable

|setenv VARIABLE VALUE|

Permite asignar el valor de una variable de entorno.

‘source file\

Ejecuta las érdenes del fichero file en el shell actual.

|unset Variable|

Desasigna el valor de una variable del shell.
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|unsetenv VARIABLE VALUE|

Permite desasignar el valor de una variable de entorno.

\umask value‘

Asigna la méascara para los permisos por omision.

| unalias name |

Elimina un alias asignado.

1.7.5 Variables propias del shell.

Existe un conjunto de variables denominadas shell variables, que permiten modificar el fun-
cionamiento del shell.

(FILE Completion)

Es una variable toggle que permite que el shell complete automéaticamente el nombre de un
archivo o un directorio®!. Para ello, si el usuario introduce sélo unos cuantos caracteres de
un archivo y pulsa el TAB el shell completa dicho nombre. Si sélo existe una posibilidad, el
completado es total y el shell deja un espacio tras el nombre. En caso contrario hace sonar
un pitido. Pulsando Ctrl-D el shell muestra las formas existentes para completar.

Es una variable de cadena que contiene el texto que aparece al principio de la linea de
comandos.

Permite definir el niimero de érdenes que se desea se almacenen al abandonar el shell. Esto
permite recordar las érdenes que se ejecutaron en la sesién anterior.

1.7.6 Las shell sh y bash.

Sélo bash puede considerarse un shell interactivo, permitiendo la edicién de la linea de co-
mandos, y el acceso a la historia de 6rdenes (readline). En uso normal (historia y editor
de linea de comandos) BASH es compatible con TCSH y KSH. El modo de completado (file
completion) es automéatico (usando TAB s6lo) si el shell es interactivo.

1.7.7 Comandos propios del shell.
Los comandos |umask |, [source],

igual que en la shell TCSH.

Ayuda interna sobre los comandos del shell.

, [unalias|, [hash|?? funcionas

pushd

history

» |popd ,

| VARIABLE=VALUE |

3lpash permite no sélo completar ficheros/directorios sino también comandos
32En bash/sh la hash table se va generando dindmicamente a medida que el usuario va empleando las
Ordenes. Asi el arranque del shell es mas rapido, y el uso de orden equivalente hash -r casi nunca hace falta
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Permite asignar el valor de una variable de entorno. Para que dicha variable sea “heredada”
es necesario emplear: export VARIABLE o bien combinarlas: export VARIABLE=VALUE.

En BASH alias soélo sirve para substitucion simple de una cadena por otra, Por ejemplo:
alias 1s=’1ls -F’. Para crear aliases con argumentos se usan funciones. Las funciones se
definen con () y los comandos a realizar entre llaves {}. El empleo de los argumentos se
realiza mediante $0, ... $n, siendo $# el nimero de argumentos. Por ejemplo:

setenv() {

if [ $# -gt 1 ]; then
export $1=$2

else

env

fi

T+

o bien,

setenv () { if [ $# -gt 1 ]; then export $1=$2 ; else env; fi; }

Define una funcién igual que el setenv de TCSH. El siguiente defina un funciona equivalente
al alias £find de TCSH

\verb+ffind() {

if [ $# !'=1 ]; then

echo Error, falta argumento
else

find . -name \$1 -print

fi

T+

Las funciones pueden usar todas las 6rdenes de shell y de UNIX presentando una forma
muy potente para construir aliases.

1.8 Ayuda y documentacion.

Para obtener ayuda sobre comandos de UNIX, se puede emplear la ayuda on-line, en la forma
de paginas de manual. Asi man comando : proporciona la ayuda sobre el comando deseado.
Por ejemplo, para leer el manual de los shells, puedes entrar: man sh csh tcsh bash la
orden formatea las paginas y te permite leer los manuales en el orden pedido. En el caso
de bash se puede usar el comando help, por ejemplo, help alias. Ademads, para muchos
comandos y programas se puede obtener informacion y tipeando info comando.

1.9 Procesos.

En una maquina existen una multitud de procesos que pueden estar ejecutandose simultane-
mente. La mayoria de ellos no corresponden a ninguna accion realizada por el usuario y no
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merecen que se les preste mayor atenciéon. Estos proceso corresponden a programas ejecuta-
dos en el arranque del sistema y tienen que ver con el funcionamiento global del servidor. En
general, los programas suelen tener uno de estos dos modos de ejecucién :

foreground: Son aquellos procesos que requieren de la interaccién y/o atencién del
usuario mientras se estdn ejecutando, o bien en una de sus fases de ejecucién (i.e.
Introduccién de datos ). Asi por ejemplo, una consulta de una pégina de manual es un
proceso que debe ejecutarse claramente en foreground.

background: Son aquellos procesos que no requieren de la interaccién con el usuario
para su ejecucion. Si bien el usuario desearia estar informado cuando éste proceso
termine. Un ejemplo de este caso seria la impresion de un archivo.

Sin embargo, esta divisién que a primera vista pueda parecer tan clara y concisa, a menudo
en la practica aparece la necesidad de conmutar de un modo al otro, detencién de tareas
indeseadas, etc. Asi por ejemplo, puede darse el caso de que estemos leyendo una pagina de
manual y de repente necesitemos ejecutar otra tarea. Un proceso viene caracterizado por:

process number

e job number

Veamos algunas de las érdenes mas frecuentes para la manipulaciéon de procesos:

comando & Ejecucién de un comando en el background. 3

Ctrl-Z Detiene el proceso que estuviera ejecutandose en el foreground y lo coloca de-
tenido en el background.

Ctrl-C Termina un proceso que estaba ejecutandose en foreground.
Ctrl-\ Termina de forma definitiva un proceso que estaba ejecutandose en foreground.

ps x Lista todos los procesos que pertenezcan al usuario, incluyendo los que no estan
asociados a un terminal.

jobs Lista los procesos que se hayan ejecutado desde el shell actual, mostrando el job
number.

fg (job number) Pasa a ejecucién en foreground un proceso que se hallase en back-
ground.

bg (job number) Pasa a ejecucion en background un proceso que se hallase detenido
con Ctrl-Z.

kill (process number) Envia una senal®* a un proceso UNIX. En particular para

enviar la senal de término a un programa, damos el comando kill -KILL, pero no
hace falta al ser la senal por defecto.

33Por omisién un comando se ejecuta siempre en el foreground.
34Para ver las sefiales disponibles entra la orden kill -1 (1 por list)
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Cuando se intenta abandonar una sesion con algiin proceso atin detenido en el background
del shell, se informa de ello con un mensaje del tipo: There are stopped jobs sino importa,
el ususario puede intentar abandonar de nuevo el shell y este matara los jobs, o puedes utilizar
fg para traerlos al foreground y ahi terminar el mismo.

1.10 Editores.

Un editor es un programa que permite crear y/o modificar un archivo. Existen multitud
de editores diferentes, y al igual que ocurre con los shells, cada usuario tiene alguno de su
predileccién. Mencionaremos algunos de los més conocidos:

e vi - Kl editor standard de UNIX.

e emacs (xemacs) - Editor muy configurable escrito en lenguaje Lisp. Existen multitud
de modos para este editor (lector de mail, news, www,. . . ) que lo convierten en un
verdadero shell para multitud de usuarios. Las tltimas versiones del mismo permiten
la ejecucién desde X-windows o terminal indistintamente con el mismo binario. Posee
un tutorial en linea, comando C-H t dentro del editor. El archivo de configuracién
personalizada es: $HOME/ . emacs.

e jove - Basado en Emacs, (Jonathan’s Own Version of Emacs). Posee tutorial en una
utilidad asociada: teachjove. FEl archivo de configuraciéon personalizada es: $HO-
ME/ . joverc.

e jed - Editor configurable escrito en S-Lang. Permite la emulacién de editores como
emacs, edt® y Wordstar. Posee una ayuda en linea C-H C-H. El archivo de configuracién
personalizada es: $HOME/ . jedrc.

e gedit - Editor por defecto de gnome.

e xjed - Version de jed para el X-windows system. Presenta como ventaja que es capaz
de funcionar en muchos modos: lenguaje C, Fortran, TeX, etc, reconociendo palabras
clave y signos de puntuaciéon, empleando un colorido distinto para ellos. El archivo de
configuracion personalizada es el mismo que el de de jed.

Dado que los editor del tipo de gedit disponen de menis autoexplicativos, daremos a
continuacién unas ligeras nociones sélo de vi y emacs. importantes.

1.10.1 Editores modo emacs.

El editor GNU Emacs, escrito por Richard Stallman de la Free Software Foundation, es uno de
los que tienen mayor aceptacién entre los usuarios de UNIX, estando disponible bajo licencia
GNU GPL?S para una gran cantidad de arquitecturas. También existe otra versién de emacs

35para usuarios VMS

36La licencia de GNU, da el permiso de libre uso de los programas con su fuentes, pero los autores mantienen
el Copyright y no es permitido distribuir los binarios sin acesso a sus fuentes, los programas derivados de
dichos fuentes heredan la licencia GNU
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llamada XEmacs totalmente compatible con la anterior pero presentando mejoras significativas
respecto al GNU Emacs. Dentro de los “inconvenientes” que presenta es que no viene por
defecto incluido en la mayoria de los sistemas UNIX. Las actuales distribuciones de Linux
y en particular Debian GNU /Linux contienen ambas versiones de emacs, tanto GNU Emacs
como XEmacs, como también versiones de jove, jed, xjed y muchos otros editores.

Los editores tipo emacs se parecen mucho y en su mayoria sus comandos son los mis-
mos. Para ejemplificar este tipo de editores nos centraremos en XEmacs pero los comandos y
descripciones se aplican casi por igual a todos ellos. Los editores tipo emacs consta de tres
zonas:

e La zona de edicién: donde aparece el texto que esta siendo editado y que ocupa la
mayor parte de la pantalla.

e La zona de informacién: es una barra que esta situada en la penultima linea de la
pantalla.

e La zona de introduccion de datos: es la ultima linea de la pantalla.

Emacs es un editor que permite la edicién visual de un archivo (en constraste con el modo
de edicién de vi). La mayoria de los comandos de emacs se realizan empleando la tecla de
CONTROL o la tecla META%". Emplearemos la nomenclatura: C-key para indicar que la tecla
key debe de ser pulsada junto con CONTROL y M-key para indicar que la tecla META debe de ser
pulsada junto a key. En este ultimo caso NO es necesario pulsar simultdneamente las teclas
ESC y key, pudiendo pulsarse secuencialmente ESC y luego key, sin embargo, si se usa ALT
como META deben ser pulsadas simultaneas. A parte de las teclas rapidas que comentaremos,
existen comandos que es posible ejecutar por nombre.

Archivos.
C-x C-f cargar archivo C-x 2 dividir ventana actual en 2 partes
C-x C-s salvar archivo C-x 1 sélo 1 ventana
C-x C-w salvar con nombre | C-x o conmutar siguiente ventana
C-x C-c salir C-x b conmutar de buffer
C-x C-i  insertar archivo C-g aborta

Comandos de movimiento

C-b o «+— izquierda un caracter C-fo— derecha un caracter
C-po arriba una linea C-no | abajo una linea

C-a principio de la linea C-e fin de la linea

M-< principio del documento | M-> fin del documento
M-f o M-— avanza una palabra M-b o M-« retrocede una palabra
C-v avanza una pagina M-v retrocede una pagina
M-g (nimero) salta a la linea (nimero) | C-1 refresca la pantalla

3"Dado que la mayorfa de los teclados actuales no poseen la tecla META se emplea ya sea ESC o ALT
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Comandos de insercién y borrado
Al ser un editor en modo visual, las modificaciones se pueden hacer en el texto sin nece-

sidad de entrar en ningin modo especial.

C-d Borra un caracter
C-k  Borre desde la posicién hasta el fin de linea (no incluye el cambio de linea)
C-o Inserta una linea

Maysculas, minudsculas y transposicion

C-t Transpone dos caracteres
M-t Transpone dos palabras
C-x C-t Transpone dos lineas
M-u Cambia a maytscula desde la posicién del cursor hasta el fin de la palabra
M-1 Cambia a minuscula desde la posicion del cursor hasta el fin de la palabra
M-c Cambia a mayuscula el caracter en la posicién del cursor y

a mintuscula hasta el fin de la palabra

Definicién de regiones y reemplazo

C-space Comienzo de regién M-@ Comienzo region

M-w Copia region C-w  Corta region

C-y Pega region M-y Rota regiones!

C-s Busqueda hacia el fin del texto | C-r  Busqueda hacia el inicio del texto
M-% Biisqueda y sustitucién 2

! Aparecen las distintas regiones seleccionadas con anterioridad
2Pide confirmacién para sustituir

El editor conserva un conjunto de las tultimas zonas seleccionadas durante la edicidn,
pudiendo recuperarse una antigua a pesar de haber seleccionado una nueva zona.

Definicién de macros

C-x ( Comienza la definicién de una macro
C-x ) Termina la definicién de una macro
C-x e Ejecuta una macro definida

Se entiende por macro a una sucesiéon de érdenes que se desea realizar.

Repeticion
Cuando se desee repetir una 6rden un cierto niimero de veces se teclea previamente:
M- (number)
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Comandos

Aparte de los ya comentados existen muchas otras érdenes que no tienen necesariamente
una tecla asociada (bindkey) asociada. Para su ejecucién debe de teclearse previamente:
M-x
y a continuacion en la zona inferior de la pantalla se introduce el comando deseado. Em-
pleando el TAB se puede completar dicho comando.
Es conveniente conocer las secuencias de control basico de emacs
(C-a, C-e, C-k, C-y, C-w, C-t, C-d)
porque funcionan para editar la linea de comandos en el shell, como también en muchos
programas de texto y en ventanas de didlogo de las aplicaciones X Windows. A su vez, los
editores jed, xjed, jove también usan por defecto estas combinaciones.

1.10.2 El editor vi.

El vi es un editor de texto muy poderoso pero un poco dificil de usar. Lo importante de este
editor es que se puede encontrar en cualquier sistema UNIX y sélo hay unas pocas diferencias
entre un sistema y otro. Explicaremos lo bésico solamente. Comencemos con el comando
para invocarlo:

localhost:/# vi

/tmp/vi.9Xdrxi: new file: line 1

La sintaxis para editar un archivo es:
localhost:/# vi nombre.de.archivo

nombre.de.archivo: new file: line 1

Insertar y borrar texto en vi.

Cuando se inicia el vi, editando un archivo, o no, se entra en un modo de ordenes, es decir,
que no se puede empezar a escribir directamente. . Si se quiere entrar en modo de insercion
de texto se debe presionar la tecla i. Entrando en el modo de insercién, se puede empezar
a escribir. Para salir del modo de insercién de texto y volver al modo de ordenes se aprieta
ESC.
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Aqui ya estamos escribiendo porque apretamos
la tecla ’i’ al estar en modo ordenes.

La tecla a en el modo de ordenes también entra en modo de insercién de texto, pero en
vez de comenzar a escribir en la posicién del cursor, empieza un espacio después.

La tecla o en el modo de 6rdenes inserta texto pero desde la linea que sigue a la linea
donde se esta ubicado.

Para borrar texto, hay que salir al modo 6rdenes, y presionar la tecla x que borrard el
texto que se encuentre sobre el cursor. Si se quiere borrar las lineas enteras, entonces se debe
presionar dos veces la tecla d sobre la linea que deseo eliminar. Si se presionan las teclas dw
se borra la palabra sobre la que se esta ubicado.

La letra R sobre una palabra se puede escribir encima de ella. Esto es una especie de modo
de insercion de texto pero sélo se podra modificar la palabra sobre la que se esta situado. La
tecla ~ cambia de mayuscula a miniscula la letra sobre la que se esta situado.

Moverse dentro de vi.

Estando en modo ordenes podemos movernos por el archivo que se estd editando usando las
flechas hacia la izquierda, derecha, abajo o arriba. Con la tecla 0 nos movemos al comienzo
de la linea y con la tecla $ nos movemos al final de la misma.

Con las teclas w y b nos movemos al comienzo de la siguiente palabra o al de la palabra
anterior respectivamente. Para moverme hacia la pantalla siguiente la combinacion de teclas
CTRL F y para volver a la pantalla anterior CTRL B. Para ir hasta el principio del archivo se
presiona la tecla G.

Opciones de comandos.

Para entrar al menu de comandos se debe presionar la tecla : en el modo de 6rdenes, apa-
receran los dos puntos (:), aqui se pueden ingresar ordenes para guardar, salir, cambiar de
archivo entre otras cosas. Veamos algunos ejemplos:

e :w Guardar los cambios.

e :w otherfile.txt Guardar con el nuevo nombre otherfile.txt

e :wq Guardar los cambios y salir.

e :q! Salir del archivo sin guardar los cambios.

e :e filel.txt Sideseo editar otro archivo al que se le pondra por nombre filel.txt.
e :r file.txt Si se quiere insertar un archivo que ya existente, por ejemplo file.txt.

e :r! comando Si se quiere ejecutar algin comando del shell y que su salida aparezca en
el archivo que se esta editando.
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1.11 El sistema X Windows.

El X Windows system es el sistema estandar de ventanas en las estaciones de trabajo. Es
corriente que el sistema de ventanas sea arrancando automaticamente cuando la maquina
parte. En caso contrario, la orden para arrancarlo es startx. En el sistema X Windows
deben distinguirse dos conceptos:

e server : Es un programa que se encarga de escribir en el dispositivo de video y de
capturar las entradas (por teclado, ratén, etc). Asimismo se encarga de mantener los
recursos y preferencias de las aplicaciones. Soélo puede existir un server para cada
pantalla.

e client : Es cualquier aplicacion que se ejecute en el sistema X Windows. No hay limite
(en principio) en el nimero de clientes que pueden estarse ejecutando simultaneamente.
Los clientes pueden ser locales o remotos.

Window Manager (WM) Es un cliente con “privilegios especiales”: Controla el compor-
tamiento (forma,tamano,..) del resto de clientes Existen varios, destacando :

o fvwm : F'* Virtual Window Manager, el instalado por defecto.

e olwm : Open Look Window Manager, propio de las estaciones de trabajo SUN.
e twm : Tab Window Manager, suministrado con la distribucién X11R* del MIT.
e icewm : Ice Window Manager, uno de los window managers gnome compatible.

El look and feel (o0 GUI) de X Windows es extremadamente configurable, y puede parecer
que dos maquinas son muy distintas, pero esto se debe al WM que se esté usando y no a que
las aplicaciones sean distintas.

Para configurar tu sesién es necesario saber qué programas estas usando y ver las paginas
de manual. Los archivos pricipales son:

e .xinitrc 6 .xsession archivo leido al arrancar X Windows. Aqui se pueden definir
los programas que aparecen al inicio de tu sesion.

e .fvwmrc archivo de configuracion del fvwm. Ver las péginas del manual de fvwm.
e .olwmrc archivo de configuracién del olwm. Ver las paginas del manual de olwm.

e .Xdefaults Configuracién general de las aplicaciones de X Windows. Aqui puedes
definir los resources que encontrards en los manuales de las aplicaciones de X.

En caso de que tengas que correr una aplicaciéon de X que no esté disponible en la méa-
quina que estds usando, eso no representa ningin problema. Las érdenes necesarias son (por
ejemplo, para arrancar un gnome-terminal remoto):
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userAGhostnamel:~$ xhost +hostname?2

hostname2 being added to access control list
user@hostnamel:~$ ssh userBGhostname?2
userB@hostname2’s password:
userB@hostname2:~$ export DISPLAY=hostnamel:0
userB@hostname2:~$ gnome-terminal &

Si todo esta previamente configurado, es posible que no haga falta dar la password.
Cuando quieres salir, normalmente puedes encontrar un icono con la opcién Log out, en
un ment o panel de la pantalla.

1.12 Uso del raton.

El raton es un dispositivo esencial en el uso de programas X, sin embargo, la funcién que
realiza en cada uno de ellos no esta normalizada.

Comentaremos la pauta seguida por la mayoria de las aplicaciones, pero debe tenerse
presente que es muy frecuente encontrar aplicaciones que no las respetan.®®

e Botén izquierdo (LB): Seleccionar. Comienza el bloque de seleccién.
e Botén central (MB): Pegar. Copia la seleccién en la posicién del cursor.

e Botén derecho (RB): Habitualmente ofrece un menu para partir aplicaciones.

Existen dos modos para determinar cudl es la ventana activa, aquella que recibe las
entradas de teclado:

e [Focus Follows Mouse: La ventana que contenga al raton es la que es activa. No usado
por defecto actualmente.

e Click To Focus: La ventana seleccionada es la activa. El modo que esté activo depende
de la configuracion del Window Manager.

1.13 Internet.

En esta seccién denominaremos unix1 a la méaquina local (desde donde ejecutamos la orden)
y unix2 a la méquina remota (con la que interaccionamos). Ambos son los hostnames de las
respectivas maquinas. Existen algunos conceptos que previamente debemos comentar:

e IP-number: es un conjunto de 4 nimeros separados por puntos (p.e. 146.83.57.34) que
se asocia a cada maquina. No puede haber dos maquinas conectadas en la misma red
con el mismo numero.

38Las aplicaciones que son conscientes de un uso anormal y estén relizadas por programadores inteligentes,
muestran en pantalla la funcién de cada botén cuando son posibles varias alternativas
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e hostname: es el nombre que tiene asociada la méquina (p.e. macul). A este nombre se

le suelen anadir una serie de sufijos separados por puntos que constituye el denominado
dominio (p.e. macul.ciencias.uchile.cl). Una maquina por tanto puede tener més
de un nombre reconocido (se habla en este caso de alias). Se denomina resolucién
a la identificacién entre un hostname y el IP-number correspondiente. La consulta
se realiza inicialmente en el archivo /etc/hosts, donde normalmente se guardan las
identificaciones de las maquinas mas comunmente empleadas. En caso de que no se
lograse se accede al servicio DNS (Domain Name Service), que permite la identificaciéon
(resolucién) entre un hostname y un IP-number.

e mail-address: es el nombre que se emplea para enviar correo electréonico. Este nombre

puede coincidir con el nombre de una maquina, pero se suele definir como un alias, con
objeto de que la direccién no deba de cambiarse si la maquina se estropea o se cambia
por otra.

1.13.1 Acceso a la red.

Existen muchos programas para la conexién de la red, los mas usados son:

e telnet unix2, hace un login en la mdaquina unix2, debe ingresarse el usuario y su

respectiva passwd. Adermads, permite specifica el puerto en conexién en la méaquina
remota.

ssh nombre@unix2, muy similar a telnet pero se puede especificar el usuario, si no se
especifica se usa el nombre de la cuenta local. Ademas, la passwd pasa encriptada a
través de la red.

scp filel usuario2@unix2:path/file, copia el archivo filel, del usuariol, que se
encuentra en el directorio local en la maquina unix1 en la cuenta del usuario2 en la
maquina unix2 en $HOME/path/file. Si no se especifica el nombre del usuario se usa
el nombre de la cuenta local. Si se quiere copiar el archivo file2del usuario3 en unix?2
en la cuenta actual de unix1 el comando seria:scp usuario3@unix2:file2 .. Antes
de realizar cualquiera de las copias el sistema preguntara por la passwd del usuario en
cuestion en la maquina unix2. Nuevamente, la passwd pasa encriptada a través de la

red.

talk usuariol@unix2, Intenta hacer una conexion para hablar con el usuariol en la
maquina unix?2. Existen varias versiones de talk en los diferentes sistemas operativos,
de forma que no siempre es posible establecer una comunicacién entre maquinas con
sistemas operativos diferentes.

ftp unix2, (file transfer protocol) aplicacién para copiar archivos entre maquinas de
una red. ftp exige un nombre de cuenta y password para la maquina remota. Algunas
de las opciones més empleadas (una vez establecida la conexién) son:

— bin: Establece el modo de comunicacion binario. Es decir, transfiere una imagen
exacta del archivo.
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— asc: Establece el modo de comunicacion ascii. Realiza las conversiones necesarias
entre las dos maquinas en comunicacion. Es el modo por defecto.

— cd: Cambia directorio en la maquina remota.

— lcd: Cambia directorio en la maquina local.

— 1s: Lista el directorio remoto.

— I1s: Lista el directorio local.

— prompt : No pide confirmacién para transferencia multiple de archivos.

— get rfile [1file]: transfiere el archivo rfile de la maquina remota a la méaqui-
na local denominédndolo 1file. En caso de no suministrarse el segundo argumento
supone igual nombre en ambas maquinas.

— put 1file [rfile] : transfiere el archivo 1file de la maquina local a la maquina
remota denominandolo rfile. En caso de no suministrarse el segundo argumento
supone igual nombre en ambas maquinas. También puede usarse send.

— mget rfile : igual que get, pero con més de un archivo (rfile puede contener
caracteres comodines).

— mput 1file : igual que put, pero con més de un archivo (1file puede contener
cardcteres comodines).

Existen versiones mejoras de ftp con muchas mas posibilidades, por ejemplo, ncftp.
También existen versiones graficas de clientes ftp donde la eleccién de archivo, el sentido
de la transferencia y el modo de esta se elige con el mouse (p.e. wxftp).

e rlogin -1 nombre unix2, (remote login), hace un login a la méquina unix2 como el
usuario nombre por defecto, sin los argumentos -1 nombre rlogin usa el nombre de la
cuenta local. Normalmente rlogin pide el password de la cuenta remota, pero con el
uso del archivo .rhosts o /etc/hosts.equiv esto no es siempre necesario.

e rsh -1 nombre unix2 orden, (remote shell), ejecuta la orden orden en la maquina
unix2 como usuario nombre. Es necesario que pueda entrar en la maquina remota sin
password para ejecutar una orden remota. Sin especificar orden actiia como rlogin.

1.13.2 El correo electroénico.

El correo electrénico (e-mail) es un servicio para el envio de mensajes entre usuarios, tanto
de la misma maquina como de diferentes maquinas.

Direcciones de correo electroénico.

Para mandar un e-mail es necesario conocer la direccién del destinatario. Esta direccién
consta de dos campos que se combinan intercalando entre ellos el @ (at): user@domain

e user : es la identificacién del usuario (i.e. login) en la maquina remota.
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domain : es la maquina donde recibe correo el destinatario. A menudo, es frecuente
que si una persona tiene acceso a un conjunto de maquinas, su direccién de correo no
corresponda con una maquina sino que corresponda a un alias que se resolvera en un
nombre especifico de maquina en forma oculta para el que envia.

Si el usuario es local no es necesario colocar el campo domain (ni tampoco el @).

Nomenclatura.

Veamos algunos conceptos relacionados con el correo electrénico:

Subject : Es una parte de un mensaje que piden los programas al comienzo y sirve
como titulo para el mensaje.

Cc (Carbon Copy) : Permite el envio de copias del mensaje que esta siendo editado a
terceras personas.

Reply : Cuando se envia un mensaje en respuesta a otro se suele anadir el comienzo
del subject: Re:, con objeto de orientar al destinatario sobre el tema que se responde.
Es frecuente que se incluya el mensaje al que se responde para facilitar al destinatario
la comprensiéon de la respuesta.

Forward : Permite el envio de un mensaje (con modificaciones o sin ellas) a una tercera
persona.

Forwarding Mail : Permite a un usuario que disponga de cuentas en varias maquinas
no relacionadas, de concentrar su correo en una cuenta unica®’. Para ello basta con
tener un archivo $HOME/ . forward que contenga la direccién donde desea centralizar su
correo.

Mail group : Un grupo de correo es un conjunto de usuarios que reciben el correo
dirigido a su grupo. Existen 6rdenes para responder a un determinado correo recibido
por esa via de forma que el resto del grupo sepa lo que ha respondido un miembro del
mismo.

In-Box : Es el archivo donde se almacena el correo que todavia no ha sido leido por el
usuario. Suele estar localizado en /var/spool/mail/user.

Mailer-Daemon : Cuando existe un problema en la transmisién de un mensaje se
recibe un mensaje proviniente del Mailer-Daemon que indica el problema que se ha
presentado.

39Este comando debe usarse con conocimiento pues en caso contrario podria provocar un loop indefinido y
no recibir nunca correo.
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Aplicaciéon mail.

Es posiblemente la aplicacién mas simple. Para la lectura de mail teclear simplemente: mail
y a continuacién aparece un indice con los diferentes mensajes recibidos. Cada mensaje tiene
una linea de identificaciéon con nimero. Para leer un mensaje basta teclear su nimero y a
continuacion return. Para enviar un mensaje: mail (address) se pregunta por el Subject:
y a continuacién se introduce el mensaje. Para acabar se teclea sélo un punto en una linea
o bien Ctr-D. Por ultimo, se pregunta por Cc:. Es posible personalizar el funcionamiento
mediante el archivo $HOME/ .mailrc. Para enviar un archivo de texto a través del correo se
suele emplear la redireccién de entrada: mail (address) < file.

1.13.3 Ftp anonymous.

Existen servidores que permiten el acceso por ftp a usuarios que no disponen de cuenta en
dichas maquinas. Para ello se emplea como login de entrada el usuario anonymous y como
passwd la direccién de e-mail personal. Existen servidores que no aceptan conexiones desde
maquinas que no estan declaradas correctamente en el servicio de nombre (dns), asi como
algunas que no permiten la entrada a usuarios que no se identifican correctamente. Dada la
sobrecarga que existe, muchos de los servidores tienen limitado el nimero de usuarios que
pueden acceder simultaneamente.

1.14 WWW.

WWW son las siglas de World-Wide Web. Este servicio permite el acceso a informacion
entrelazada (dispone de un texto donde un término puede conducir a otro texto): hyperlinks.
Los archivos estan realizados en un lenguaje denominado html. Para acceder a este servicio
es necesario disponer de un lector de dicho lenguaje conocido como browser o navegador.
Destacan actualmente: Netscape, Mozilla, Opera y el simple pero muy rapido Lynx.

1.15 Impresion.

Cuando se quiere obtener una copia impresa de un archivo se emplea el comando 1pr.

lpr file - Envia el archivo file a la cola de impresiéon por defecto. Si la cola esta
activada, la impresora lista y ningin trabajo por encima del enviado, nuestro trabajo sera
procesado de forma automaética.

A menudo existen varias posibles impresoras a las que poder enviar los trabajos. Para
seleccionar una impresora en concreto (en vez de la por defecto) se emplea el modificador:
lpr -Pimpresora. Siendo impresora el nombre légico asignado a esta otra impresoraC.

Otras 6rdenes para la manipulacién de la cola de impresion son:

e 1pq [-Pprinter], permite examinar el estado de una determinada cola ( para ver la
cantidad de trabajos sin procesar de ésta, por ejemplo).

4OPara recibir una lista de las posibles impresoras de un sistema asi como su estado se puede emplear el
comando /usr/sbin/lpc status



40 CAPITULO 1. ELEMENTOS DEL SISTEMA OPERATIVO UNIX.

e lprm [-Pprinter] jobnumber, permite eliminar un trabajo de la cola de impresion.

Uno de los lenguajes de impresion grafica mas extendidos en la actualidad es PostScript.
La extensién de los archivos PostScript empleada es .ps Por ello muchas de las impresoras
actuales sélo admiten la impresion en dicho formato. En caso de desear imprimir un archivo
ascii deberd previamente realizarse la conversién a PostScript empleando la orden a2ps:
a2ps file.txt

Esta orden envia a la impresora el archivo ascii file.txt formateado a 2 paginas por
hoja. Los nombres de impresoras dependen de la instalacion, y su configuracion esta en el
archivo /etc/printcap. Un archivo PostScript puede ser visualizado e imprimirso mediante
los programas: gv, gnome-gv o ghostview.

Otro tipo de archivos ampliamente difundido y que habitualmente se necesita imprimir
es el conocido como Portable Document Format. Este tipo de archivo posee una extension
.pdf y pueden ser visualizados e impresos usando aplicaciones tales como: acroread, gv o
xpdf.

1.16 Compresion.

A menudo necesitamos comprimir un archivo para disminuir su tamano, o bien crear un
respaldo (backup) de una determinada estructura de directorios. Se comentan a continuacién
una serie de comandos que permiten ejecutar dichas acciones:

El compresor compress esta relativamente fuera de uso, pero es la estadar de UNIX.

e compress file : comprime el archivo, creando el archivo file.Z, destruye el archivo
original.

e uncompress file.Z : descomprime el archivo, creando el archivo file, destruye el
archivo original.

e zcat file.Z : muestra por el stdout el contenido descomprimido del archivo (sin
destruir el original).

Otra alternativa de compresor mucho mas usada es gzip el compresor de GNU que posee
una mayor razoén de compresion que compress. Veamos los comandos:

e gzip file : comprime el archivo, creando el archivo file.gz, destruye el archivo
original.

e gunzip file.gz: descomprime el archivo, creando el archivo file, destruye el archivo
original.

e zless file.gz : muestra por el stdout el contenido descomprimido del archivo pagi-
nado por less.

La extension empleada en los archivos comprimidos con gzip suele ser .gz pero a veces
se usa .gzip. Adicionalmente el programa gunzip también puede descomprimir archivos
creados con compress.
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La opcién con mayor taza de compresion que gzip es bzip2 y su descompresor bunzip?2.
La extension usada en este caso es .bz2. El kernel de Linux se distribuye en formato bzip2.
Existe también versiones de los compresores compatibles con otros sistemas operativos,
nos referimos a zip, unzip, unarj, lhay zoo.
En caso que se desee crear un archivo comprimido con una estructura de directorios debe
ejecutarse la orden:
tar cvzf nombre.tgz directorio
o bien
tar cvIf nombre.tgz directorio
En el primer caso comprime con gzip y en el segundo con bzip2. Para descomprimir y
reestablecer la estructura de directorio almacenada se usan los comandos:
tar xvzf nombre.tgz directorio
si se realizé la compresion con gzip o bien
tar xvIf nombre.tgz directorio
si se realizé la compresiéon con bzip2.

1.17 Compilacion y debugging.

1.17.1 Compiladores.

El comando para usar el compilador de lenguaje C es gcc, para usar el compilador de C++
es g++ y para usar el compilador de fortran 77 es g77. Centrémosnos en el compilador de
C++, los demés funcionan en forma muy similar. Su uso més elemental es:

gt++ filename.cc

Esto compila el archivo filename.cc y crea un archivo ejecutable que se denomina a.out
por omision. Existen diversas opciones para el compilador, sélo comentaremos una pocas.

e —c realiza sélo la compilacién pero no el link:
g++ —c filename.cc
genera el archivo filename.o que es cédigo objeto.

e -0 exename define el nombre del ejecutable creado, en lugar del por defecto a.out.
g++ -o outputfile filename.cc

e -1xxx incluye la libreria /usr/1ib/libxxx.a en la compilacion.
gt++ filename.cc -1lm
En este caso se compila con la libreria matematica verb+libm.a+.

e —g permite el uso de un debugger posteriormente.

e -On optimizacién de grado n que puede tomar valores de 1 (por defecto) a 3. El objetivo
inicial del compilador es reducir el tiempo de la compilaciéon. Con -0n, el compilador
trata de reducir el tamano del ejecutable y el tiempo de ejecucién, con n se aumenta el
grado de optimizacion.

e -Wall Notifica todos los posibles warnings en el cédigo que estd siendo compilado.

El compilador gcc (the GNU C' compiler) es compatible ANSI.
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1.18 make & Makefile.

Frecuentemente los programas estan compuestos por diferentes subprogramas que se hayan
contenidos en diferentes archivos. La orden de compilacién necesaria puede ser muy engorrosa,
y a menudo no es necesario volver a compilar todos los archivos, sino sélo aquellos que hayan
sido modificados. UNIX dispone de una orden denominada make que evita los problemas antes
mencionados y permite el mantenimiento de una biblioteca personal de programas. Este
comando analiza qué archivos fuentes han sido modificados después de la tltima compilacion
y evita recompilaciones innecesarias.

En su uso més simple sélo es necesario suministrar una lista de dependencias y/o ins-
trucciones a la orden make en un archivo denominado Makefile. Una dependencia es la
relacién entre dos archivos de forma que un archivo se considera actualizado siempre que
el otro tenga una fecha de modificacion inferior a éste. Por ejemplo, si el archivo file.cc
incluye el archivo file.h, no se puede considerar actualizado el archivo file.o si el archivo
file.cc o el archivo file.h ha sido modificado después de la tltima compilacion. Se dice
que el archivo file.o depende de file.cc y el archivo file.cc depende de archivo file.h.
El Makefile se puede crear con un editor de texto y tiene el siguiente aspecto para establecer
una dependencia:

# Esto es un ejemplo de Makefile.
# Se pueden poner comentarios tras un caracter hash (#).

FILE1: DEP1 DEP2

comandos para generar FILE1
ETIQUETA1: FILE2
FILE2: DEP3 DEP4

comandos para generar FILE2
ETIQUETA2:

comandos

Se comienza con un destino, seguido de dos puntos (:) y los prerrequisitos o dependencias
necesarios. También puede ponerse una etiqueta y como dependencia un destino, o bien una
etiqueta y un o mas comandos. Si existen muchos prerrequisitos, se puede finalizar la linea
con un backslash (\) y continuar en la siguiente linea.

En la(s) linea(s) siguiente(s) se escriben uno o mas comandos. Cada linea se considera
como un comando independiente. Si se desea utilizar multiples lineas para un comando,
se deberia poner un backslash (\) al final de cada linea del comando. El comando make
conectard las lineas como si hubieran sido escritas en una tnica linea. En esta situacion, se
deben separar los comandos con un punto y coma (;) para prevenir errores en la ejecucién de
el shell. Los comandos deben ser indentados con un tabulador, no con 8 espacios

Make lee el Makefile y determina para cada archivo destino (empezando por el primero) si
los comandos deben ser ejecutados. Cada destino, junto con los prerrequisitos o dependencias,
es denominado una regla.

Simake se ejecuta sin argumentos, sélo se ejecutara el primer destino. Veamos un ejemplo:

file.o: file.cc file.h
g+t+ -c file.cc
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En este caso se comprueba las fechas de las ultima modificaciones de los archivo file.cc y

file.h, si estas fecha son mas recientes que la del archivo file. o se procede a la compilacion.
El comando make se puede suministrar con un argumento, que indica la etiqueta situada

a la izquierda de los dos puntos. Asi en el ejemplo anterior podria invocarse make file.o..
Gracias a las variables, un Makefile se puede simplificar significativamente. Las variables

se definen de la siguiente manera:

VARIABLEl=valorl

VARIABLE2=valor?2

Una variable puede ser utilizada en el resto del Makefile refiriendonos a ella con la expresion

$ (VARIABLE). Por defecto, make sabe las 6rdenes y dependencias (reglas implicitas) para

compilar un archivo *.cc y producir un archivo *.o, entonces basta especificar solamente los

dependecias que make no puede deducir a partir de los nombres de los archivos, por ejemplo:

OUTPUTFILE = prog

0BJS = prog.o misc.o aux.o
INCLUDESMISC = misc.h aux.h
INCLUDESFILE = foo.h $(INCLUDESMISC)
LIBS = -1mylib -1g++ -1m

prog.o: $(INCLUDESFILE)
misc.o: $(INCLUDESMISC)
aux.o: aux.h

$ (QUTPUTFILE) : $(0BJS)
gcc $(0BJS) -o $(OUTPUTFILE) $(LIBS)

Las reglas patrones son reglas en las cuales se especifican multiples destinos y construye
el nombre de las dependencias para cada blanco basada en el nombre del blanco. La sintaxis
de una regla patron:

destinos ... : destino patron:dependencias patrones
comandos

La lista de destinos especifica aquellos sobre los que se aplicara la regla. El destino patréon y
las dependencias patrones dicen como calcular las dependencias para cada destino. Veamos
un ejemplo:

objects = foo.o \
bar.o

all: $(objects)

$(objects): %.0: %.cc
$(CXX) -c $(CFLAGS) $< -o $0

Cada uno de los destinos (foo.o bar.o) es comparado con el destino patrén %. o para extraer
parte de su nombre. La parte que se extrae es conocida como el tronco o stem, foo y



44 CAPITULO 1. ELEMENTOS DEL SISTEMA OPERATIVO UNIX.

bar en este caso. A partir del tronco y la regla patrén de las dependencias %.cc make
construye los nombres completos de ellas (foo.cc bar.cc). Ademds, en el comando del
ejemplo anterior aparecen un tipo de variables especiales conocidas como automaticas. La
variable $< mantiene el nombre de la dependencia actual y la variable $@ mantiene el nombre
del destino actual. Finalmente un ejemplo completo:

# Makefile for C++ program EMBAT

# Embedded Atoms Molecular Dynamics

#

# You should do a "make" to compile
g s s

#Compiler name

CXX = g++
#Linker name
LCC = g++

#Compiler flags you want to use
MYFLAGS = -Wall
OPFLAGS = -04

CPPFLAGS = $(MYFLAGS) $(OPFLAGS)

#Library flags you want to use

MATHLIBS = -1m

CLASSLIBS= -1g++

LIBFLAGS = $(MATHLIBS) $(CLASSLIBS)
g e

OBJFILES = embat.o lee2.0 creal00.o errores.o\
archivos.o azar.o lista.o rij.o\
escribir2.o velver.o cbc.o force.o\
fMetMet.o fDf.o relaja.o funciones.o\
initvel.o leerfns.o spline.o

embat : $(0OBJFILES)
$(LCC) -0 embat $(OBJFILES) $(LIBFLAGS)

$(0OBJFILES): %.0:%.cc
$(CXX) -c $(CPPFLAGS) $< -o $0@

R
clean:

rm embat $(OBJFILES)
R



Capitulo 2

Una breve introduccion a C++.

versién final 1.4-010821

En este capitulo se intentard dar los elementos béasicos del lenguaje de programacién

C++. No se pretende mas que satisfacer las minimas necesidades del curso, sirviendo como

un ayuda de memoria de los tépicos abordados, para futura referencia. Se debe consignar

que no se consideran todas las posibilidades del lenguaje y las explicaciones estan reducidas
al minimo.

2.1 Estructura basica de un programa en C++.

2.1.1 El programa mas simple.

El primer ejemplo de todo manual es el que permite escribir “Hola” en la pantalla.

//

// Los comentarios comienzan con //
//

#include <iostream.h>

main()

{

cout << "Hola." << endl;

Las tres primeras lineas corresponden a comentarios, todo lo que esta a la derecha de los
caracteres // son comentarios y no seran considerados en la compilaciéon. En la linea siguiente
se incluye un archivo de cabecera, o header, con la instruccion de preprocesador #include.
El nombre del archivo se puede escribir como <nombre.h> o bien "nombre.h". En el primer
caso el archivo nombre.h sera buscado en el path por defecto para los include, tipicamente
/usr/include o /usr/include/g++-3/ en el caso de headers propios de C++; en el segundo
caso la busqueda se hace en el directorio local. También podriamos incluir un path completo
cuando se ocupan las comillas. En nuestro ejemplo, se incluye el archivo iostream.h en el
cual se hacen las definiciones adecuadas para el manejo de la entrada y salida en C++. Este
archivo es necesario para enviar luego un mensaje a pantalla.

La funcién main es donde comienza a ejecutarse el programa; siempre debe haber una
funcién main en nuestro programa. Los paréntesis vacios () indican que el main no tiene

45
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argumentos de entrada (mas adelante se vera que puede tenerlos). Lo que estd encerrado
entre llaves {} corresponde al cuerpo de la funcién main. Cada una de las lineas termina con
el caracter ;. El identificador predefinido cout representa la salida a pantalla. El operador <<
permite que lo que estd a su derecha se le dé salida por el dispositivo que esta a su izquierda,
en este caso cout. Si se quiere enviar mas de un objeto al dispositivo que esta al inicio de
la linea agregamos otro operador << y en este caso lo que estd a la derecha del operador se
agregara a lo que esta a la izquierda y todo junto sera enviado al dispositivo. En nuestro
caso se ha enviado endl, un objeto predefinido en el archivo iostream.h que corresponde a
un cambio de linea, el cual serd agregado al final del mensaje.

Si escribimos nuestro primer programa en el editor xemacs con el nombre de primero.cc
las instruciones para editarlo, compilarlo y correrlo seran:

jrogan@pucon:~/tmp$ xemacs primero.cc
jrogan@pucon: ~/tmp$ g++ -o primero primero.cc
jrogan@pucon:~/tmp$ primero

Hola.

jrogan@pucon: ~/tmp$

2.1.2 Definicién de funciones.

Las funciones en C++ son muy importantes. Aprovecharemos de introducirlas modificando
el primer programa de manera que se delegue la impresién del mensaje anterior a una funcion
independiente:

//

// Segunda version incluye funcion adicional

//

#include <iostream.h>

void PrintHola()

{
cout << "Hola." << endl;
}
main()
{
PrintHola();
}

La funcién debe estar definida antes de que sea ocupada, por eso va primero en el codigo
fuente. Como ya se dijo antes la ejecucion del programa comienza en la funciéon main a pesar
de que no estd primera en el cédigo fuente. Los paréntesis vacios indican que la funcién no
tiene argumentos y la palabra delante del nombre de la funcién indica el tipo de dato que
devuelve. En nuestro caso la palabra void indica que no devuelve nada a la funcién main.
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2.1.3 Nombres de variables.

Nuestros datos en los programas serdan almacenados en objetos llamados variables. Para
referirnos a ellas usamos un nombre que debe estar de acuerdo a las siguientes reglas:

— Deben comenzar con una letra (maytsculas y minusculas son distintas).
— Pueden contener nimeros.

— Pueden contener el simbolo _ (underscore).

Longitud arbitraria.

— No pueden corresponder a una de las 48 palabras reservadas de C++ (if, else, etc.).

2.1.4 Tipos de variables.

Todas las variables a usar deben ser declaradas de acuerdo a su tipo. Por ejemplo, si usamos
una variable i que sea un nimero entero, debemos, antes de usarla, declararla, y sélo entonces
podemos asignarle un valor:

int i;

i=10;

Es posible reunir las acciones de declaracion e inicializacion en una misma linea. Declarar dos
variables del mismo tipo simultaneamente. O bien es posible que se necesite que una variable

no varie, en tal caso a la declaracién de tal variable se la agrega un modificador const que
le indica al compilador que no puede ser cambiada:

int i = 10; double r1=8.0e0, r2=9.0e0; const float pi=3.14159;

Los tipos de variables disponibles son':

int Enteros entre —2!% = —32768 y 2% — 1 = 32767
o entre —231 = —2147483648 y 23! — 1 = 2147483647

short int

short Enteros entre —2 y 215 — 1,

long int

long Enteros entre —23! y 231 — 1.

unsigned int Enteros entre 0 y 26 — 1 o entre 0 y 232 — 1.

unsigned short Enteros entre 0y 216 —1.
unsigned long Enteros entre 0 y 232 — 1.
char Caracteres.
float Reales en los intervalos [—1.7 - 103, —0.29 - 10738],
[0.29 - 10738, 1.7 - 10%%]
(Precision de unos 7 digitos decimales.)
double Reales en los mismos intervalos que float,
pero con precision de 16 decimales,
o en los intervalos [—0.9 - 103% —0.86 - 1073%]
y [0.86 - 1073%8 0.9 - 103%8], con precisién de 15 decimales.

1Los valores de los rangos indicados son simplemente representativos y dependen de la maquina utilizada.
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Las variables tipo char alojan caracteres, debiendo inicializarse en la forma:
char ¢ = ’a’;

Ademas de las letras maytusculas y minusculas, y simbolos como &, (, :, etc., hay una
serie de caracteres especiales (escape code) que es posible asignar a una variable char. Ellos
son:

newline \n
horizontal tab  \t
vertical tab \v
backspace \b
carriage return \r
form feed \f
alert (bell) \a
backslash AN\

single quote \’
double quote \"

Por ejemplo, la linea:

cout << "Primera columna\t Segunda columna\n
Segunda linea" << endl;

corresponde al output

Primera columna Segunda columna
Segunda linea

2.1.5 Ingreso de datos desde el teclado.

El header iostream.h define un objeto especial llamado cin que esta asociado al teclado o
stdin. Con el operador >> asignamos la entrada en el dispositivo de la izquierda a la variable
de la derecha; una segunda entrada requiere de otro operador >> y de otra variable. En el
siguiente ejemplo veremos una declaracion simultanea de dos variables del mismo tipo i y
j, un mensaje a pantalla con las instrucciones a seguir, el ingreso de dos variables desde el
teclado y luego su escritura en la pantalla.

#include <iostream.h>
main()
{
int i, j
cout << "Ingrese dos numeros enteros : " ;
cin >> 1 >> j ;
cout << "Los dos numeros ingresados fueron: " << i <<" "<< j << endl ;
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2.1.6 Operadores aritméticos.
Existen operadores binarios para la suma, la resta, la multiplicacion y la division:

+ - * /

2.1.7 Operadores relacionales.

Los simbolos para los operadores relacionales de igualdad, desigualdad, menor, menor o igual,
mayor y mayor o igual son:

Para las relaciones logicas AND, OR y NOT:
&& I !

2.1.8 Asignaciones.
a) Asignacién simple.
i=1;

b) Asignacién compuesta.
La expresiéon x = x + 2 se puede reemplazar por x += 2.

Existen los operadores  += -= *= /=

¢) Operadores de incremento y decremento.
La expresion x = x + 1 se puede reescribir x += 1 o0 bien x++.

Anélogamente, existe el operador --. Ambos operadores unarios, ++ y -- pueden
ocuparse como prefijos o sufijos sobre una variable y su accién difiere en ambos casos.
Como prefijo la operacién de incremento o decremento se aplica antes de que el valor
de la variable sea usado en la evaluacion de la expresion. Como sufijo el valor de la
variable es usado en la evaluacion de la expresién antes que la operacién de incremento
o decremento. Veamos un ejemplo:

// Ejemplo de operadores unarios ++ y --.
#include <iostream.h>
void main()
{
int y ; int x = (y = 1) ;
int w = ++x + y++;

COut << W <<Il n << X << n n << y << n_n
W= X-— - -y,
cout << w <K<K " "KLK x K" NM LKLy <K endl ;

3

Lasalidaes: 32 2-11 1.
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2.1.9 Conversiéon de tipos.

Observemos que en una expresion del tipo:

int 1 = 3;
float x = 43.8;
cout << "Suma = " << x + i << endl;

el computador debe sumar dos variables de tipos distintos, y por tanto debe convertir ambas
a un tipo comun antes de efectuar la suma. Existen dos modos de proceder:

a)

Conversion explicita.

Insertar la expresion
j = float(i);

Esto es bastante tedioso, por cuanto el programador debe realizar el trabajo de conver-
sion personalmente.

Conversion implicita.

El compilador realiza las conversiones de modo automaético, prefiriendo siempre la con-
versién desde un tipo de variable de menor precisién a uno de mayor precisién (de int
a double, de short a int, etc.).

Es interesante notar cémo las conversiones implicitas de tipos pueden tener consecuen-
cias insospechadas. Consideremos las tres expresiones:

i) x = (1/2) * (x + a/x) ;
ii) x = (0.5) * (x + a/x) ;
iii) x = (x + a/x)/2 ;

Si inicialmente x=0.5 y a=0.5, por ejemplo, i) entrega el valor x=0, mientras ii) y iii)
entregan el valor x=1.5. Lo que ocurre es que 1 y 2 son enteros, de modo que 1/2 = 0.
De acuerdo a lo que dijimos, uno esperaria que en i), como conviven nimeros reales
con enteros, los nimeros enteros fueran convertidos a reales y, por tanto, la expresién
tuviera el resultado esperado, 1.5. El problema es la prioridad de las operaciones. No
todas las operaciones tienen igual prioridad (las multiplicaciones y divisiones se realizan
antes que las sumas y restas, por ejemplo), y esto permite al compilador decidir cuél
operacién efectuar primero. Cuando se encuentra con operaciones de igual prioridad
(dos multiplicaciones, por ejemplo), se procede a efectuarlas de izquierda a derecha.

Pues bien, en i), la primera operacién es 1/2, una divisién entre enteros, i.e. cero. En
ii) no hay problema, porque todas son operaciones entre reales. Y en iii) la primera
operacién es el paréntesis, que es una operacion entre reales. Al dividir por 2 éste es
convertido a real antes de calcular el resultado.

i) ain podria utilizarse, cambiando el prefactor del paréntesis a 1.0/2.0, una practica
que seria conveniente adoptar como standard cuando queremos utilizar enteros den-
tro de expresiones reales, para evitar errores que pueden llegar a ser muy dificiles de
detectar.
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2.2 Control de flujo.

2.2.1 if, if... else, if... else if.

Las construcciones siguientes permiten controlar el flujo del programa en base a si una ex-
presion logica es verdadera o falsa.

a)

En el caso de la sentencia if se evaluara la expresion (a==b), si ella es cierta ejecutara
la o las lineas entre los paréntesis de llave y si la expresion es falsa el programa se salta
esa parte del codigo.

if (a==b) {
cout << "a es igual a b" << endl;

}

En el caso if else hay dos acciones mutuamente excluyentes. La sentencia if evaluard
la expresion (c!=b). Si ella es cierta ejecutara la o las lineas entre los paréntesis de
llave que le siguen, saltandose la o las lineas entre los paréntesis de llave que siguen a
la palabra clave else. Si la expresion es falsa el programa se salta la primera parte del
codigo v solo ejecuta la o las lineas entre los paréntesis de llave que siguen a else.

if (c!=d) {
cout << "¢ es distinto de d" << endl;
}
else {
cout << "c es igual a 4" << endl;
}

En el ultimo caso se evaluara la expresion que acompana al if y si ella es cierta se
ejecutard la o las lineas entre los paréntesis de llave que le siguen, saltandose todo
el resto de las lineas entre los paréntesis de llave que siguen a las palabras claves
else if vy else. Sila primera expresion es falsa el programa se salta la primera parte
del cédigo y evalia la expresion que acompana al primer else if y si ella es cierta
ejecutard la o las lineas entre los paréntesis de llave que le siguen, saltandose todo el
resto de las lineas entre los paréntesis que siguen a otros eventuales else if o al else.
Si ninguna de las expresiones logicas resulta cierta se ejecutara la o las lineas entre los
paréntesis que siguen al else.

if (e > £f) {
cout << "e es mayor que f" << endl;
}
else if (e == f) {
cout << "e es igual a f" << endl;
}
else {
cout << "e es menor que f" << endl;
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2.2.2 Expresion condicional.

Una construccion if else simple, que sélo asigna un valor distinto a una misma variable
segun si una proposicion es verdadera o falsa, es muy comin en programacién. Por ejemplo:

if (a==b) {
c =1;
} else {
c = 0;
}

Existen dos maneras de compactar este cddigo. Este se puede reemplazar por

if (a==b) c = 1;
else ¢ = 0;

Sin embargo, esto no es recomendable por razones de claridad al leer el codigo. Una expresion
mas compacta y clara, se consigue usando el operador ternario 7 :

c=1(a==b) 2?71 : 0;

2.2.3 switch.

La instruccion switch permite elegir multiples opciones a partir del valor de una variable
entera. En el ejemplo siguiente tenemos que si i==1 la ejecucién continuard a partir del caso
case 1:, si i==2 la ejecucién continuara a partir del caso case 2: y asi sucesivamente. Si
i toma un valor que no estd enumerado en ninglin case y existe la etiqueta default, la
ejecucion continuara a partir de ahi.

switch (i)
{
case 1:
{
cout << "Caso 1." << endl;
}
break;
case 2:
{
cout << "Caso 2." << endl;
}
break;
default:
{
cout << "Otro caso." << endl;
}
break;
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La instruccién break permite que la ejecucion del programa salte a la linea siguiente después
de la serie de instrucciones asociadas a switch. De esta manera sélo se ejecutara las lineas
correspondiente al case elegido y no el resto, por ejemplo, si i==1 entonces veriamos en
pantalla solo la linea Caso 1.. En el otro caso, si no existieran los break, y también i==1,
entonces veriamos en pantalla las lineas Caso 1., Caso 2. y Otro caso. La instruccion
default es opcional.

2.2.4 for.

Una instruccién que permite repetir un bloque de instrucciones un numero definido de veces
es el for. Su sintaxis comienza con una o varias inicializaciones, luego una condicién légica
de continuacién mientras sea verdadera, y finalmente una o mas expresiones que se evalian
vuelta por vuelta no incluyendo la primera vez. Siguiendo al for(...) viene una instruccién
o un bloque de ellas encerradas entre paréntesis de llave. En el ejemplo siguiente la variable
entera i es inicializada al valor 1, luego se verifica que la condicion logica sea cierta y se
ejecuta el bloque de instrucciones. A la vuelta siguiente se evalia la expresién a la extrema
derecha (suele ser uno o mas incrementadores), se verifica que la condicién logica se mantenga
cierta y se ejecuta nuevamente el bloque de instrucciones. Cuando la condicion logica es falsa
se termina el loop, saltando la ejecucion a la linea siguiente al parentésis que indica el fin del
bloque de instrucciones del for. En este ejemplo, cuando i=10 la condiciéon de continuacion
serd falsa y terminard la ejecucion del for.

for (int i = 1; i < 10; i++) {
cout << "Valor del indice: " << i << endl;

3

Todos los argumentos del for son opcionales (no los ;), por lo cual se puede tener un for
que carezca de inicializacién y/o de condicién de continuacién y/o de una expresién que se
evalue en cada iteraciéon. Ademas, se puede involucrar mas de una variable en el ciclo:

for (int i=0, k=20; (i<10) && (k<100); i++, k+=6) {
cout << "i + k =" << i + k << endl;

}
Podemos tener un loop infinito:
for (; ; ) cout << "Este es un loop infinito, ~C para detenerlo"<< endl;
Se puede ademds, salir abruptamente del loop
for(int indice=0; indice<10; indice++) {
int cuadrado = indice*indice ;

cout << indice << endl;
if (cuadrado > 60 ) break ;
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2.2.5 while.

La instruccion while permite repetir un bloque de instrucciones encerradas entre paréntesis
de llave mientras la condicién logica que acompana al while se mantenga cierta. La condicion
es evaluada antes de que comience la primera iteracién, si es falsa en ésta o en una posterior
evaluacion no se ejecuta el bloque de instrucciones que le siguen y se continia la ejecucién en
la linea siguiente al parentésis que indica el fin del bloque asociado al while. Hay que notar
que la instruccién while podria no ejecutarse ni una sola vez si la condiciéon no se cumple
inicialmente. Un ejemplo simple:

while (i < 3) {
cout << i++ << endl;

}
En el siguiente loop, la salida serd: 5 4 3 2 1 (;Por qué?)

int k=5 ;
while(k) {
cout << k-- <" ",

}

Toda expresion logica se reduce a 0 si es falsa y !=0 si es verdadera.

2.2.6 do... while.

La instruccion do while permite repetir un bloque de instrucciones encerradas entre parénte-
sis de llave mientras la condicion logica que acompana al while, ubicado al final del bloque de
instrucciones, se mantenga cierta. La condicion es evaluada terminada la primera iteracion.
De ser falsa en esta o en una posterior evaluacién no se ejecuta el bloque de instruciones
que la antecede y se continua la ejecucion en la linea siguiente al parentésis que indica el fin
del bloque asociado al do while. Hay que notar que la instruccién do while se ejecuta a lo
menos una vez, siempre. Un ejemplo simple:

do {
cout << i++ << endl;
} while (i<=20);

Podemos construir de otra manera un loop infinito usando do while

do {
cout << "Este es un segundo loop infinito, “C para detenerlo"<< endl;
} while (1);

2.2.7 goto.

Existe también en C++ una instrucciéon goto que permite saltar de un punto a otro del
programa (goto salto; permite saltar a la linea que contiene la instruccién salto:). Sin
embargo, se considera una mala técnica de programacién usar goto, y siempre se puede dise-
nar un programa evitandolo. Es altamente no recomendable, pero si su utilizaciéon simplifica
el cédigo se puede usar.
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2.3 Funciones.

Las funciones nos permiten programar partes del procedimiento por separado. Un ejemplo
simple de ellas lo vimos en la subseccién 2.1.2.

2.3.1 Funciones tipo void.

Un caso especial de funciones es aquél en que el programa que llama la funcion no espera
que ésta le entregue ningin valor al terminar. Por ejemplo, en la subseccion 2.1.2, la funcion
PrintHola simplemente imprime un mensaje en pantalla. El resto del programa no necesita
de ningin resultado parcial proveniente de la ejecucién de dicha funcién. La definicién de
estas funciones debe ir precedida de la palabra void, como en el ejemplo citado.

2.3.2 return.

Si deseamos definir una funcién que calcule una raiz cuadrada, evidentemente esperamos que
la funcién nos entregue un resultado: el valor de la raiz cuadrada. En este caso hay que
traspasar el valor de una variable desde la funcién al programa que la llamé. Esto se consigue
con return. Veamos un ejemplo muy simple:

int numero()

{
int i = 3;
return 1i;
}
main()
{
cout << "Llamamos a la funcion" << endl;
cout << "El numero es: " << numero() << endl;
int i = 5;
i =1i + numero();
cout << "E1 numero mas 5 es: " << i << endl;
}

En este caso, la funcién simplemente entrega el valor de la variable interna i, es decir 3, el
cual puede ser usado para salida en pantalla o dentro de operaciones matematicas corrientes.
Dos observaciones ttiles:

a) La declaracién de la funcién lleva antepuesto el tipo de variable que la funcién entrega.
En el ejemplo, la variable entregada es un entero, i, y la declaracién debe ser por tanto:
int numero(). Podemos tener funciones tipo double, char, long, etc., de acuerdo al
tipo de variable que corresponde a return.

b) La variable i que se usa dentro de main() y la que se usa dentro de numero() son
distintas. A pesar de que tienen el mismo nombre, se pueden usar independientemente
como si se llamaran distinto. Se dice que i es una variable local.
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2.3.3 Funciones con parametros.

Volviendo al ejemplo de la raiz cuadrada, nos gustaria llamar a esta funciéon con un parametro
(el nimero al cual se le va a calcular la raiz cuadrada). Existen dos modos de transferir
parametros a una funcion:

a) Por valor. Se le pasan los pardmetros para que la funcién que es llamada copie sus

valores en sus propias variables locales, las cuales desapareceran cuando la funcién
termine y no tienen nada que ver con las variables originales.

int funcion(int i)

{
i+=4;
return i;
}
main()
{
int i = 3;
cout << "El valor de la funcion es " << funcion(i)
<< endl;
cout << "El valor del parametro es " << i << endl;
}

El resultado en pantalla es:

El valor de la funcion es 7
El valor del parametro es 3

La funcién funcion entrega el valor del parametro mas 4. Usamos el mismo nombre (1)
para las variables en main y funcion, pero son variables locales, asi que no interfieren.
Lo importante es notar que cuando se llama la funcién, la reasignacion del valor de i
[i+=4] ocurre sélo para la variable local en funcion; el pardmetro externo mantiene su
valor. Lo que ha ocurrido es que la funcion copia el valor de la variable externa i en
una nueva variable (que también se llama i, pero estd en otra direccién de memoria).
El valor con el que trabaja la funcién es la copia, manteniendo inalterada la variable
original.

Por referencia. Se le pasa la direccién de memoria de los parametros. La funcién
llamada puede modificar el valor de tales variables.

int funcion(int & i)

i+=4;
return i;



2.3. FUNCIONES. 57

main()
{
int i = 3;
cout << "El valor de la funcion es " << funcion(i)

<< endl;
cout << "El valor del parametro es " << i << endl;

}

Este es el mismo ejemplo anterior, pero modificando la declaracion del argumento en
funcion. El efecto es que en vez de traspasarle a funcion el valor del parametro, se
le entrega la direccion de memoria de dicha variable, permitiéndosele de este modo
modificar su valor. El resultado en pantalla del iltimo programa sera:

El valor de la funcion es 7
El valor del parametro es 7

El paso de parametros por referencia debe ser usado con sabiduria. De hecho el ejemplo
presentado es poco recomendable. Un caso mas 1til es el intercambiar entre si el valor
de dos variables, digamos al=1 y a2=3. Luego de ejecutar la funcién queremos que
al=3 y al=1, es decir, precisamente que el valor de las variables originales cambie. El
uso de parametros por referencia es la técnica a usar en esta situacién.

2.3.4 Parametros por defecto.

C++ permite que omitamos algunos parametros de la funcién llamada, la cual reemplaza los
valores omitidos por otros predeterminados, si hay més de un parametro y sélo algunos tiene
valor por defecto, ellos deben ser los tltimos en la declaracién de la funcién. Tomemos por
ejemplo la funcion de la subseccion 2.3.3, y modifiquémosla de modo que si no le entregamos
parametros, asuma que el nimero entregado fue 5:

int funcion(int i = 5)

{
i+=4;
return i;
}
main()
{
cout << "El resultado default es " << funcion() << endl;
int i1 = 3;
cout << "Cuando el parametro vale " << i <<
" el resultado es " << funcion(i) << endl;
}

El output correspondiente es:

El resultado default es 9
Cuando el parametro vale 3 el resultado es 7



58 CAPITULO 2. UNA BREVE INTRODUCCION A C++.

2.3.5 Alcance, visibilidad, tiempo de vida.

Con el concepto de funcién hemos apreciado que es posible que coexistan variables con el
mismo nombre en puntos distintos del programa, y que signifiquen cosas distintas. Conviene
entonces tener en claro tres conceptos que estan ligados a esta propiedad:

Alcance (scope) La seccién del cédigo durante la cual el nombre de una variable puede ser
usado. Comprende desde la declaracion de la variable hasta el final del cuerpo de la
funcién donde es declarada.

Si la variable es declarada dentro de una funcién es local. Si es definida fuera de todas
las funciones (incluso fuera de main), la variable es global.

Visibilidad Indica cudles de las variables actualmente al alcance pueden ser accesadas. En
nuestros ejemplos (subseccién 2.3.3), la variable i en main atn estd al alcance dentro
de la funcién funcion, pero no es visible, y por eso es posible reutilizar el nombre.

Tiempo de vida Indica cuédndo las variables son creadas y cuando destruidas. En general
este concepto coincide con el alcance (las variables son creadas cuando son declaradas y
destruidas cuando la funcién dentro de la cual fueron declaradas termina), salvo porque
es posible definir: (a) variables dindmicas, que no tienen alcance, sino sélo tiempo de
vida; (b) variables estdticas, que conservan su valor entre llamadas sucesivas de una
funcién (estas variables tienen tiempo de vida mayor que su alcance). Para declarar
estas tltimas se usa un modificador static. Veamos un ejemplo de una variable estatica
en el calculo del factorial:

int factorial(int i=1)
{
static int fac = 1;
fac*x=i,;
return fac ;
}
main ()
{
int n=5 ; int m=n;
while(n>0) factorial(n--) ;
cout << "E1l factorial de "<< m << "es =" << factorial() << endl ;

}

2.3.6 Recursion.

C++ soporta un tipo especial de técnica de programacion, la recursion, que permite que una
funcién se llame a si misma. Esto permite definir de modo muy compacto una funcién que
calcule el factorial de un ntiimero entero n.

int factorial(int n)

{

return (n<2) ? 1: n * factorial(n-1);
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2.3.

Exiten muchas funciones previamente implementadas en C++ almacenadas en distintas bi-
bliotecas. Una de las bibliotecas importante es la matematica. Para usarla uno debe incluir el
archivo de header <math.h> y luego al compilar agregar al final del comando de compilacion

MATRICES.

7 Funciones internas.

-1m. Veamos algunas de estas funciones:

pow(x,y)
fabs(x)

sqrt (x)
sin(x) cos(x)
tan(x)
atan(x)
atan2(y, x)
exp (x)

floor(x)
ceil(x)
fmod (x,y)

log(x) loglO(x)

Eleva a potencia, x¥

Valor absoluto

Raiz cuadrada

Seno y coseno

Tangente

Arcotangente de z en [—7, 7]

Arcotangente de y/x en [—m, 7]

Exponencial

Logaritmo natural y logaritmo en base 10

Entero més cercano hacia abajo (e.g. floor(3.2)=3)
Entero més cercano hacia arriba (e.g. ceil(3.2)=4)
El resto de x/y (e.g. fmod(7.3, 2)=1.3)

2.4 Matrices.

2.4.1 Declaracién e inicializacidon.

Podemos declarar (e inicializar inmediatamente) matrices de enteros, reales de doble precision,

caracteres, etc., segiin nuestras necesidades.

int

a[5];

double r[3] = {3.5, 4.1, -10.8};
char palabral5];

Una vez declarada la matriz (digamos a[51), los valores individuales se accesan con a[il,

con i desde 0 a 4. Por ejemplo, podemos inicializar los elementos de la matriz ast:

alo]
al3]

= 3;
5;

o si queremos ingresarlos desde el teclado:

for

{

}

(i =

cin >> alil;

0; i < 5; i++)

Y si deseamos escribirlos en pantalla:

for

{

(i =0; i < 5; i++)

cout >> alil;
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2.4.2 Matrices como parametros de funciones.

Si deseamos, por ejemplo, disenar una funcién que mande los elementos de una matriz a
pantalla:

void PrintMatriz(int i, double al])

{
for (int j = 0; j < i; j++)
{
cout << "Elemento " << j << " = " << a[j] << endl;
}
}
void main()
{
double matriz[5] = {3.5, 5.2, 2.4, -0.9, -10.8};
PrintMatriz (5, matriz);
}

Observemos que la funciéon debe recibir dos parametros, uno de los cuales es la dimensién
de la matriz. Esto se debe a que cuando las matrices son usadas como parametros la infor-
macién de su dimensién no es traspasada, y debe ser comunicada independientemente. Una
ligera optimizacion al programa anterior es modificar main a:

main()

{
const int dim = b5;
double matriz[dim] = {3.5, 5.2, 2.4, -0.9, -10.8%};
PrintMatriz(dim, matriz);

by

De este modo, si eventualmente cambiamos de opinién y deseamos trabajar con matrices de
longitud distinta, sélo hay que modificar una linea de cédigo (la primera) en todo el programa,
el cual puede llegar a ser bastante largo por cierto. (En el ejemplo, también habria que
cambiar la linea de inicializacion de la matriz, porque asume que la matriz requiere solo 5
elementos, pero de todos modos deberia ser clara la enorme conveniencia). Podemos reescribir
este programa con un comando de preprocesador para hacer la definicién de la dimension:

#include <iostream.h>

#define DIM 5

main()

{
double matriz[DIM] = {3.5, 5.2, 2.4, -0.9, -10.8};
PrintMatriz (DIM, matriz);
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2.4.3 Asignacion dinamica.

La reserva de memoria para la matriz podemos hacerla en forma dindmica ocupando el
operador new que pedira al sistema la memoria necesaria, si estd disponible el sistema se
la asignara. La instruccién new devuelve una direccién de memoria (puntero) desde donde
comienza el arreglo (revisaremos punteros mas adelante). Una vez desocupado el arreglo
debemos liberar la memoria con el comando delete.

#include <iostream.h>
main()

{

cout<<"Ingrese la dimension deseada :" ;

int dim ;
cin >> dim ;
double * matriz = new doublel[dim] ; // Reserva la memoria
for(int i=0; i < dim; i++) {
cout << "Ingrese elemento "<< i <" : ";
cin >> matriz[i] ;

}
PrintMatriz(dim, matriz);
delete [] matriz // Libera la memoria reservada

2.4.4 Matrices multidimensionales.

Es facil declarar e inicializar matrices de méas de una dimension:

double array[10] [8];
int array[2][3] = {{1, 2, 3},
{4, 5, 6}};
2.4.5 Matrices de caracteres: cadenas (strings).
Una cadena es una matriz de caracteres que termina con el char nulo: >\0’.
char palabral5] = {’H’, ’0’, ’1’, ’a’, ’\0’};
Cuando enviamos esta matriz a pantalla:

for (i = 0; i < 5; i++)
{

cout << palabralil;

}

El resultado es Hola. Es equivalente esto a la instruccion ya conocida cout << "Hola". De
hecho, la declaracién de palabra podria haberse escrito:

char palabra[5] = "Hola";
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Las lineas de texto, entonces, no corresponden sino a matrices de caracteres. Se entiende
entonces la necesidad de introducir el char especial >\0’. En efecto, toda matriz en C++
debe tener una dimension definida. Sin embargo, las palabras o las lineas de texto que se nos
pudiera ocurrir utilizar pueden tener una longitud arbitraria, lo cual genera un conflicto. C4++
resuelve el problema aceptando que estas matrices de caracteres tengan longitud arbitraria,
pero adoptando la convenciéon de senalar déonde terminan.

string.h.

Una serie de funciones ttiles para manejar palabras (convertir todas las letras en mayusculas,
contar el nimero de caracteres, etc.) son accesibles agregando al comienzo del programa la
linea:

#include <string.h>
Por ejemplo:

a) strlen(a) entrega el nimero de caracteres de la cadena a (como un humano lo enten-
deria, es decir, sin incluir *\0”).

b) strncpy(a,b) copia la cadena b en a. (Podriamos esperar que, como cuando intervie-
nen variables numéricas, esto se realizara con a=b, pero no es asf.)

Input/Output de cadenas.

Ya sabemos que la salida a pantalla de cadenas se realiza con cout y << simplemente, como
con todos los demas tipos de variables.

El ingreso por teclado de cadenas es méas problemético debido a la longitud indeterminada
de la matriz. La soluciéon més facil es:

char al[30];
cout << "Ingrese una palabra: ";
cin >> a;

La idea es que la matriz sea suficientemente grande (30 caracteres en este caso) para que una
palabra cualquiera quepa holgadamente. Las dificultades que aparecen son dos:

a) La longitud del input puede ser demasiado grande. El problema de esto es que un
input demasiado grande aloja caracteres en direcciones de memoria sobre los cuales no
se tiene ningun control, con consecuencias posiblemente catastréficas en aplicaciones
suficientemente complicadas. La solucién seria aumentar el tamano de la matriz (lo
cual no se puede hacer hasta infinito en todo caso).

b) Sélo se puede ingresar una palabra a la vez. Esto es porque C++ considera a los
espacios en blanco como fin de input. Esto no es necesariamente una desventaja, porque
si queremos ingresar por teclado varios valores de una sola vez, basta separarlos por
espacios. Pero cuando se trata de texto no necesariamente queremos ingresar palabras
individuales.
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Una solucién al problema b) es ingresar lineas completas (i.e. hasta que aparezca un
’\n’ o Enter). Claro que esto no soluciona el problema del control de la longitud del texto
(una linea podria ser mas larga que cualquier longitud preconcebida), problema que debe ser
tratado por separado.

El siguiente programa muestra un ejemplo de solucién para ambas situaciones:

const int buffersize = 512;
char inputBuffer[buffersize];

if (cin.getline(inputBuffer,buffersize-1)) {
cout << inputBuffer << endl;

} else {
cout << "Demasiado larga: " << inputBuffer << endl;
while (cin.clear(), !cin.getline(inputBuffer, buffersize-1)) {
cout << " y tambien: " << inputBuffer << endl;
+
cout << " y finalmente: " << inputBuffer << endl;
}

En este programa, cin.getline(inputBuffer,buffersize) recibe una linea desde el
teclado hasta que encuentra un fin de linea, con un maximo de buffersize-1 caracteres,
anadiendo al final un *\0’. Esta funcién es falsa si algo salié mal en el proceso de ingreso de
datos (por ejemplo, si se ingresaron mas caracteres que la longitud establecida).

cin.clear() resetea el estado del mecanismo de input, prepardandolo para una nueva
sesién de ingreso.

Como comentario final sobre el problema de las cadenas de caracteres en C++ hay que
mencionar la definicion de la clase String hecha en la biblioteca de clases de gnu del C++.
Es muy eficiente y practica para manejar cadenas de caracteres. Hay que incluir el header
<String.h> y en la compilacién agregar las bibliotecas de clases de gnu mediante -lg++-.
Informacion sobre la biblioteca de clases gnu, que incluye la clase de cadenas y varias mas,
en la aplicacién de ayuda Info Pages (Gnome Help Browser) seccién 1libg++.

2.4.6 Argumentos del programa.

La funcién main también puede tener parametros o argumentos, permitiendo pasar opciones
o datos al programa desde la linea de comando. Un Ejemplo

#include <iostream.h>
main( int argc, char * argv([])
{
for(int i = 0; i < argc; i++) cout << argv[i] << endl ;

3

El entero argc da el nimero de argumentos, siendo el cero el nombre del programa. El
pardmetro argv corresponde a un arreglo de punteros a cadena, siendo cada uno de sus
componentes los argumentos dados en la linea de comando.
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2.5 Clases.

C++ dispone de una serie de tipos de variables con los cuales nos esta permitido operar:
int, double, char, etc. Creamos variables de estos tipos y luego podemos operar con ellos:

int x, ¥y;
x = 3;
y = 6;

int z = x + y;

No hay, sin embargo, en C++, una estructura predefinida que corresponda a nimeros
complejos, vectores de dimension n o matrices, por ejemplo. Y sin embargo, nos agradaria
disponer de nimeros complejos que pudiéramos definir como

(3,5);
(6,8);
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Todas estas expresiones son completamente naturales desde el punto de vista matematico,
y seria bueno que el lenguaje las entendiera. Esto es imposible en el estado actual, pues,
por ejemplo, el signo + es un operador que espera a ambos lados suyos un nimero. Sumar
cualquier cosa con cualquier cosa no significa nada necesariamente, asi que solo esta permitido
operar con numeros. Pero los humanos sabemos que los complejos son numeros. ;Cémo
decirselo al computador? ;Cémo convencerlo de que sumar vectores o matrices es también
posible matematicamente, y que el mismo signo + deberia servir para todas estas operaciones?

La respuesta es: a través del concepto de clases. Lo que debemos hacer es definir una clase
de nimeros complejos. Llamémosla Complejo. Una vez definida correctamente, Complejo
serd un tipo mas de variable que el compilador reconocera, igual que int, double, char, etc.
Y sera tan facil operar con los Complejos como con todos los tipos de variables preexistentes.
Esta facilidad es la base de la extensibilidad de que es capaz C++, y por tanto de todas las
propiedades que lo convierten en un lenguaje muy poderoso.

Las clases responden a la necesidad del programador de construir objetos o tipos de datos
que respondan a sus necesidades. Si necesitamos trabajar con vectores de 5 coordenadas,
serd natural definir una clase que corresponda a vectores con 5 coordenadas; si se trata de
un programa de administraciéon de personal, la clase puede corresponder a un empleado, con
sus datos personales como elementos.

Si bien es cierto uno puede trabajar con clases en el contexto de orientacion al procedi-
miento, las clases muestran con mayor propiedad su potencial con la orientacién al objeto,
donde cada objeto corresponde a una clase. Por ejemplo, para efectuar una aplicacion para
Windows, la ventana principal, las ventanas de los archivos abiertos, la barra de ment, las
cajas de didlogo, los botones, etc., cada uno de estos objetos estara asociado a una clase.
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2.5.1 Definicion.

Digamos que queremos una clase para representar los empleados de una empresa. Llamémosla
Persona. La convencién aceptada es que los nombres de las clases comiencen con mayuscula.
Esto es porque las clases, recordemos, corresponderan a tipos de variables tan véalidos como los
internos de C++ (int, char, etc.). Al usar nombres con maytscula distiguimos visualmente
los nombres de un tipo de variable interno y uno definido por el usuario.

La estructura minima de la definicién de la clase Persona es:

class Persona

{

};

Todas las caracteristicas de la clase se definen entre los parentésis cursivos.

2.5.2 Miembros.

Se denomina miembros de una clase a todas las variables y funciones declaradas dentro de
una clase. Por ejemplo, para personas, es natural caracterizarlas por su nombre y su edad. Y
si se trata de empleados de una empresa, es natural también tener una funcién que entregue
su sueldo:

class Persona

{
char nombre[20];
int edad;
double sueldo();
+

Los miembros de una clase pueden tener cualquier nombre, excepto el nombre de la propia
clase dentro de la cual se definen, ese nombre esta reservado.

2.5.3 Miembros publicos y privados.

Una clase distingue informacién (datos o funciones) privada (accesible sélo a otros miembros
de la misma clase) y publica (accesible a funciones externas a la clase). La parte priva-
da corresponde a la estructura interna de la clase, y la parte publica a la implementacion
(tipicamente funciones), que permite la interaccién de la clase con el exterior.

Consideremos ahora nuestro deseo de tener una clase que represente niimeros complejos.
Un nuimero complejo tiene dos niimeros reales (parte real e imaginaria), y ésos son elementos
privados, es decir, parte de su estructura interna. Sin embargo, nos gustaria poder modificar
y conocer esas cantidades. Eso sélo puede hacerse a través de funciones publicas.

class Complejo

{

private:
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double real, imaginaria;
public:
void setreal(double);
void setimag(double);
double getreal();
double getimag();
};

En este ejemplo, los miembros privados son sélo variables, y los miembros publicos son sélo
funciones. Este es el caso tipico, pero puede haber variables y funciones de ambos tipos.

2.5.4 Operador de seleccién (.).

Hemos definido una clase de nimeros complejos y funciones que nos permiten conocer y
modificar las partes real e imaginaria. ;Cémo se usan estos elementos? Consideremos el
siguiente programa de ejemplo:

class Complejo

{
private:
double real, imaginaria;
public:
void setreal (double);
void setimag(double);
double getreal();
double getimag();
s
void main()
{
Complejo z, w;
z.setreal(3);
z.setimag(2.8);
w.setreal(1.5);
w.setimag(5);
cout << "El primer numero complejo es: " << z.getreal()
<< "+ ikx" << z.getimag() << endl;
cout << "E1l segundo es: " << w.getreal() << " + ix"
<< z.getimag() << endl;
}

Vemos en la primera linea de main céomo la clase Complejo se usa del mismo modo que
usarfamos int o double. Ahora Complejo es un tipo de variable tan valido como los tipos
predefinidos por C++. Una vez definida la variable, el operador de seleccién (.) permite
acceder a las funciones publicas correspondientes a la clase Complejo, aplicadas a la variable
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particular que nos interesa: z.setreal(3) pone en la parte real del Complejo z el niimero
3,y w.setreal(1.5) hace lo propio con w.

2.5.5 Implementacion de funciones miembros.

Ya sabemos cémo declarar funciones miembros en el interior de la clase y como usarlas. Ahora
veamos cémo se implementan.

void Complejo::setreal(double x)

{
real = x;
}
void Complejo::setimag(double x)
{
imaginaria = x;
}
double Complejo::getreal()
{
return real;
}
double Complejo::getimag()
{
return imaginaria;
}

Como toda funcién, primero va el tipo de la funcién (void o double en los ejemplos), luego
el nombre de la funcién y los argumentos. Finalmente la implementacion. Lo diferente es

Y

que el nombre va precedido del nombre de la clase y el operador “::” .

2.5.6 Constructor.

Al declarar una variable, el programa crea el espacio de memoria suficiente para alojarla.
Cuando se trata de variables de tipos predefinidos en C++ esto no es problema, pero cuando
son tipos definidos por el usuario C++ debe saber cémo construir ese espacio. La funcion
que realiza esa tarea se denomina constructor.

El constructor es una funcién publica de la clase, que tiene el mismo nombre que ella.
Agreguemos un constructor a la clase Complejo:

class Complejo
{
private:
double real,imaginaria;
public:
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Complejo(double,double) ;
void setreal(double);
void setimag(double);
double getreal();

double getimag();

};

Complejo::Complejo (double x, double y)
: real(x), imaginaria(y)

{}

Definir el constructor de esta manera nos permite crear en nuestro programa variables de
tipo Complejo y asignarles valores sin usar setreal() o setimag():

Complejo z (2, 3.8);
Complejo w = Complejo(6.8, -3);

En el constructor se inicializan las variables internas que nos interesa inicializar al mo-
mento de crear un objeto de esta clase.

Si una de las variables internas a inicializar es una cadena de caracteres, hay que inicia-
lizarla de modo un poco distinto. Por ejemplo, si estamos haciendo una clase Persona que
solo tenga el nombre de una persona, entonces podemos definir la clase y su constructor en
la forma:

class Persona

{
private:

char nombre[20];
public:

Persona(char []);
+;
Persona: :Persona(al])
{

strcpy (nombre,a) ;
+

Si uno no especifica el constructor de una clase C++ crea uno default, pero en general
sera insuficiente para cualquier aplicacion realmente practica. Es una mala costumbre ser
descuidado y dejar estas decisiones al computador.

2.5.7 Destructor.

Asi como es necesario crear espacio de memoria al definir una variable, hay que deshacerse
de ese espacio cuando la variable deja de ser necesaria. En otras palabras, la clase necesita
también un destructor. Si la clase es Complejo, el destructor es una funcién publica de ella,
llamada ~Complejo.
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class Complejo

{

private:
double real, imaginaria;

public:
Complejo(double,double);
“Complejo(void);
void setreal(double);
void setimag(double);
double getreal();
double getimag();

I

Complejo::Complejo (double x, double y): real(x), imaginaria(y)
{
}

Complejo: :~Complejo(void)
{
}

Como con los constructores, al omitir un destructor C++ genera un default, pero es una
mala costumbre ... , etc.

2.5.8 Matrices de clases.

Una clase es un tipo de variable como cualquier otra de las predefinidas en C++. Es posible
construir matrices con ellas, del mismo modo que uno tiene matrices de enteros o caracteres.
La tnica diferencia con las matrices usuales es que no se pueden sélo declarar, sino que hay
que inicializarlas simultaneamente. Por ejemplo, si queremos crear una matriz que contenga
2 numeros complejos, la linea

Complejo z[2];
es incorrecta, pero si es aceptable la linea

Complejo z[2] = {Complejo(3.5,-0.8), Complejo(-2,4)};

2.6 Sobrecarga.

Para que la definicion de nuevos objetos sea realmente 1til, hay que ser capaz de hacer
con ellos muchas acciones que nos serian naturales. Como ya comentamos al introducir el
concepto de clase, nos gustaria sumar niimeros complejos, y que esa suma utilizara el mismo
signo + de la suma usual. O extraerles la raiz cuadrada, y que la operacién sea tan facil
como escribir sqrt(z). Lo que estamos pidiendo es que el operador + o la funcién sqrt ()
sean polimorficos, es decir, que actie de distinto modo segin el tipo de argumento que se
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le entregue. Si z es un real, sqrt(z) calculard la raiz de un nimero real; si es complejo,
calculard la raiz de un nimero complejo.

La técnica de programacién mediante la cual podemos definir funciones polimérficas se
llama sobrecarga.

2.6.1 Sobrecarga de funciones.

Digamos que la raiz cuadrada de un nimero complejo a + ib es (a/2) + i(b/2). (Es mas
complicado en realidad, pero no queremos escribir las férmulas ahora.)

Para sobrecargar la funcién sqrt () de modo que acepte nimeros complejos basta definirla
asi:

Complejo sqrt(Complejo z)
{

return Complejo (z.getreal()/2, z.getimag()/2);
}

Observemos que definimos una funcién sqrt que acepta argumentos de tipo Complejo, y que
entrega un numero del mismo tipo. Cuando pidamos la raiz de un ntmero, el computador
se preguntard si el nimero en cuestiéon es un int, double, float o Complejo, y segin eso
escogerd la version de sqrt que corresponda.

Con la definicién anterior podemos obtener la raiz cuadrada de un numero complejo
simplemente con las instrucciones:

Complejo z(1,3);
Complejo raiz = sqrt(z);

2.6.2 Sobrecarga de operadores.

., Como le decimos al computador que el signo + también puede aceptar nimeros complejos?
La respuesta es facil, porque para C++ un operador no es sino una funcién, y la accion de
sobrecargar que ya vimos sirve en este caso también. La sintaxis es:

Complejo operator + (Complejo z, Complejo w)
{
return Complejo (z.getreal() + w.getreal(),
z.getimag() + w.getimag());

2.6.3 Coercion.

Sabemos definir a + b, con a y b complejos. Pero ;qué pasa si a o b son enteros? ;O reales?
Pareciera que tendriamos que definir no sélo

Complejo operator + (Complejo a, Complejo b);

sino también todas las combinaciones restantes:
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Complejo operator + (Complejo a, int b);
Complejo operator + (Complejo a, float b);
Complejo operator + (int a, Complejo b);

etcétera.

En realidad esto no es necesario. Por cierto, un niimero real es un nimero complejo con
parte imaginaria nula, y es posible hacerle saber esto a C++-, usando la posibilidad de definir
funciones con pardmetros default. Basta declarar (en el interior de la clase) el constructor de
los niimeros complejos como

Complejo (double, double = 0);

Esto permite definir un ntimero complejo con la instruccion:

Complejo c = Complejo(3.5);

resultando el nimero complejo 3.5 + 7 - 0. Y si tenemos una linea del tipo:
Complejo c¢c = Complejo(3,2.8) + 5;

el computador convertird implicitamente el entero 5 a Complejo (sabe cémo hacerlo porque
el constructor de niimeros complejos acepta también un solo argumento en vez de dos), y
luego realizara la suma entre dos complejos, que es entonces la tinica que es necesario definir.

2.7 Punteros.

Una de las ventajas de C++ es permitir el acceso directo del programador a zonas de memoria,
ya sea para crearlas, asignarles un valor o destruirlas. Para ello, ademas de los tipos de
variables ya conocidos (int, double, clases), C++ proporciona un nuevo tipo: el puntero. El
puntero no contiene el valor de una variable, sino la direcciéon de memoria en la cual dicha
variable se encuentra.

Un pequeno ejemplo nos permite ver la diferencia entre un puntero y la variable a la cual
ese puntero “apunta’:

void main()

{
int i = 42;
int * p_i = &i;
cout << "El valor del puntero es: " << p_i << endl;
cout << "Y apunta a la variable: " << *p_i << endl;
b

En este programa definimos una variable i entera, y luego un puntero a esa variable,
que en este caso denominamos p_i. Observemos la presencia de los simbolos * y &. Al
ejecutar este programa, veremos en pantalla una primera linea que nos da el valor del puntero,
donde encontraremos algin ntimero hexadecimal imposible de determinar a prior:, y que
corresponde a la direcciéon de memoria donde quedd ubicada la variable i. La segunda linea
nos da el valor de la variable que esta en esa direccién de memoria: 42.
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Los punteros tienen gran importancia cuando de manejar datos dinamicos se trata, es
decir, objetos que son creados durante la ejecucién del programa, en nimero imposible de
predecir al momento de compilar. Por ejemplo, una aplicacion X-windows normal que crea
una, dos, tres, etc. ventanas a medida que uno abre archivos. En este caso, cada ventana es
un objeto dinamico, creado durante la ejecucién, y la tinica forma de manejarlo es a través
de un puntero a ese objeto.

2.8 Herencia.

Herencia es el mecanismo mediante el cual es posible definir clases a partir de otras, preser-
vando parte de las propiedades de la primera y agregando o modificando otras.

Por ejemplo, si definimos la clase Persona, toda Persona tendra una variable miembro
que sea su nombre. Si definimos una clase Hombre, también serd Persona, y por tanto
deberia tener nombre. Pero ademas puede tener esposa. Y ciertamente no toda Persona
tiene esposa. S6lo un Hombre.

C++ provee mecanismos para implementar estas relaciones logicas y poder definir una
clase Hombre a partir de Persona. Lo vemos en el siguiente ejemplo

class Persona

{
private:
char nombre[20];
public:
Persona(char [] = "");
“Persona(void) ;
char getname();
}
class Hombre : public Persona
{
private:
char esposal[20];
public:
Hombre(char al[]) : Persona(a)
{3}
char getwife();
void setwife();
}

Primero definimos una clase Persona que tiene nombre. Luego definimos una clase Hombre
a partir de Persona (con la linea class Hombre : public Persona). Esto permite de modo
automatico que Hombre tenga también una variable nombre. Y finalmente, dentro de la clase
Hombre, se definen todas aquellas caracteristicas adicionales que una Persona no tiene pero
un Hombre si: esposa, y funciones miembros para modificar y obtener el nombre de ella.
Un ejemplo de uso de estas dos clases:
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Persona cocinera("Maria");
Hombre panadero("Claudio");
panadero.setwife("Estela");

cout << cocinera.getname() << endl;
cout << panadero.getname() << endl;
cout << panadero.getwife() << endl;

Observemos que panadero también tiene una funcion getname (), a pesar de que la clase
Hombre no la define explicitamente. Esta funcién se ha heredado de la clase de la cual Hombre
se ha derivado, Persona.
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Capitulo 3

Grafica.

versién final 1.1-010821

En este capitulo queremos mostrar algunas de las posibilidades graficas presentes en Li-

nux. Cubriendo temas como la visualizacién, conversion, captura y creaciéon de archivos

graficos. Solo mencionaremos las aplicaciones principales en cada caso centrandonos en sus

posibilidades mas que en su utilizaciéon especifica, ya que la mayoria posee una interfase
sencilla de manejar y con amplia documentacion.

3.1 Visualizaciéon de archivos graficos.

Si disponemos de un archivo grafico conteniendo algin tipo de imagen lo primero que es
importante determinar es en que tipo de formato grafico esta codificada. Existen un ntimero
realmente grande de diferentes tipos de codificaciones de imégenes, cada una de ellas se
considera un formato grafico. Por razones de reconocimiento inmediato del tipo de formato
grafico se suelen incluir en el nombre del archivo, que contiene la imagen, una trio de letras
finales, conocidas como la extension, que representan el formato. Por ejemplo: bmp, tiff, jpg,
ps, eps, fig, gif entre muchas otras.

. De qué herramientas disponemos en Linux para visualizar estas imagenes? La respuesta
es que en Linux se dipone de variadas herramientas para este efecto.

Si se trata de archivos de tipo PostScript o Encapsulated PostScript, identificados por la
extension ps o eps, existen las aplicaciones gv, gnome-gv o kghostview, todos programas
que nos permitiran visualizar e imprimir este tipo de archivos. Si los archivos son tipo
Portable Document Format, con extension pdf, tenemos las aplicaciones gv, acroread o xpdf,
Con todas ellas podemos ver e imprimir dicho formato. Una mencién especial requieren los
archivos DeVice Independent con extension dvi ya que son el resultado de la compilacién de
un documento TEX o IXTEX, para este tipo de archivo existen las aplicaciones xdvi y kdvi
entre otras. La primera aplicacién sélo permite visualizar estos archivos y no imprimirlos,
para hacer esto, los archivos se transforman a ps y se imprime como cualquier otro Postscript.

Para la gran mayoria de formatos graficos méas conocidos y usualmente usados para alma-
cenar fotos existen otra serie se programas especializados en visualizacién que son capaces de
entender la mayoria de los formatos mas usados. Entre estos programas podemos mencionar:
Eye de Gnome (eog), Electric Eyes (eeyes), kview o display. Podemos mencionar que
aplicaciones como display entienden sobre ochenta formatos graficos distintos entre los que
se encuentran ps, eps, pdf, fig, html, entre muchos otros.

75
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3.2 Modificando imagenes

Si queremos modificaciones como rotaciones, ampliaciones, cortes, cambios de paleta de co-
lores, filtros o efectos sencillos display es la herramienta precisa. Pero si se desea intervenir
la imagen en forma profesional, el programa gimp es el indicado. El nombre gimp viene de
GNU Image Manipulation Program. Se puede usar esta aplicacién para editar y manipular
imédgenes. Pudiendo cargar y salvar en una variedad de formatos, lo que permite usarlo para
convertir entre ellos. Gimp puede también ser usado como programa de pintar, de hecho
posee una gran variedad de herramientas en este sentido tales como brocha de aire, lapiz
clonador, tijeras inteligentes, curvas bezier, etc. Ademads, permite incluir plugins que realizan
gran variedad de manipulaciones de imagen. Como hecho anecddtico podemos mencionar
que la imagen oficial de Tux, el pingiiino mascota de Linux, fue creada en gimp.

3.3 Conversion entre formatos graficos.

El problema de transformar de un formato a otro es una situacién usual en el trabajo con
archivos graficos. Muchos software tienen salidas muy restringidas en formato o con forma-
tos arcaicos (gif) y se presenta la necesidad de convertir estos archivos de salida en otros
formatos que nos sean mas manejables o practicos. Como ya se menciond, gimp puede ser
usado para convertir entre formatos graficos. También display permite este hecho. Sin
embargo, en ambos casos la conversion es via menus, lo cual lo hace engorroso para un gran
nimero de conversiones e imposible para conversiones de tipo automético. Existe un pro-
grama llamado convert que realiza conversiones desde la linea de comando. Este programa
junto con display, import y varios otros forman la suite grafica ImageMagick una de las
mas importantes en UNIX en general y en especial en Linux y que ya ha sido migrada a otras
plataformas. Ademas de la clara ventaja de automatizacién que proporciona convert, posee
otro aspecto interesante, puede convertir un grupo de imagenes asociadas en una secuencia
de animacion o pelicula. Veamos la sintaxis para este programa:

user@host:”/imagenes$convert cockatoo.tiff cockatoo.jpg

user@host:~/secuencias$convert -delay 20 dna.* dna.gif

En el primer caso convierte el archivo cockatoo de formato tiff a formato jpg. En el segundo
a partir de un conjunto de archivos gif numerados correlativamente crea una secuencia
animada con imagenes que persisten por 20 centésimas de segundos en un formato conocido
como gif animado, muy usado en sitios en internet.

3.4 Captura de pantalla.

A menudo se necesita guardar imagenes que solo se pueden generar a tiempo de ejecucién, es
decir, mientras corre nuestro programa genera la imagen pero no tiene un mecanismo propio
para exportarla o salvarla como imagen. En este caso necesitamos capturar la pantalla y
poderla almacenar en un archivo para el cual podamos elegir el formato. Para estos efectos
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existe un programa, miembro también de la suite ImageMagick, llamado import que permite
hacer el trabajo. La sintaxis es

import figure.eps

import -window root root.jpeg

En el primer caso uno da el comando en un terminal y queda esperando hasta que uno toque
alguna de las ventanas, la cual es guardada en este caso en un archivo figure.eps en formato
PostScript. La extension le indica al programa qué formato usar para almacenar la imagen.
En el segundo caso uno captura la pantalla completa en un archivo root. jpeg. Este comando
puede ser dado desde la consola de texto para capturar la imagen completa en la pantalla
grafica.

3.5 Creando imagenes.

Para iméagenes artisticas sin duda la alternativa es gimp, todo le que se dijo respecto a sus
posibilidades para modificar imagenes se aplica también en el caso de crearlas. En el caso
de necesitar imagenes mas bien técnicas como esquemas o diagramas o una ilustracion para
aclarar un problema la alternativa de xfig es muy poderosa. El programa xfig es una he-
rramienta manejada por menus que permite dibujar y manipular objetos interactivamente.
Las imégenes pueden ser salvadas, en formato xfig, y posteriormente editadas. La docu-
mentacién del programa esta en html y es facil de accesar y muy completa. La gran ventaja
de xfig es que trabaja con objetos y no con bitmaps. Ademas, puede exportar las imagenes
a una gran cantidad de formatos: KIRX, Metafont, PostScript o Encapsulated PostScript o
bien gif, jpeg y muchos otros.

Habitualmente los dibujos necesarios para ilustrar problemas en Fisica en tareas, pruebasy
apuntes son realizados con este software, exportados a PostScript e incluidos en los respectivos
archivos IXTEX. También existe una herramienta extremadamente 1til que permite convertir
un archivo PostScript, generado de cualquier manera, a un archivo fig que puede ser editado y
modificado. Esta aplicacién que transforma se llama pstoedit y puede llegar a ser realmente
préctica.

Una aparente limitacion de xfig es que se podria pensar que no podemos incluir curvas
analiticas, es decir, si necesitamos ilustrar una funciéon gaussiana no podemos pretender
“dibujarla” con las herramientas de que dispone xfig ;cémo resolver este problema?, simple
veremos que un software que grafica funciones analiticas como gnuplot permite exportar en
formato fig luego xfig puede leer el archivo y editarlo. Ademéas xfig permite importar e
incluir imagenes del tipo bitmap, agregando riqueza a los diagramas que puede generar.

Una caracteristica destacable del programa es que trabaja por capas, las cuales son trata-
das independientemente, uno puede poner un objeto sobre otro o por debajo de otro logrando
diferentes efectos. Algunos programas de presentacion graficos basados en INTEX y pdf estan
utilizando esta capacidad para lograr animaciones de imagenes.

Finalmente este programa permite construir una biblioteca de objetos reutilizables aho-
rrando mucho trabajo. Por ejemplo, si uno dibuja los elementos de un circuito eléctrico y
los almacena en el lugar de las bibliotecas de imagenes podré incluir estos objetos en futuros
trabajos. El programa viene con varias bibliotecas de objetos listas para usar.
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3.6 Graficando funciones y datos.

Existen dos aplicaciones que permiten graficar datos de un archivo: gnuplot y xmgrace. La
primera esta basada en la linea de comando y permite graficos en 2 y 3 dimensiones, pudiendo
ademas graficar funciones directamente sin pasar por un archivo de datos. La segunda es una
aplicacion basada en ments que permite un resultado final de mucha calidad y con multiples
variantes, su debilidad es que sélo hace graficos bidimensionales.

El programa gnuplot se invoca de la linea de comando y da un prompt en el mismo
terminal desde el cual se puede trabajar, veamos una sesiéon de gnuplot:

jrogan@huelen:~$ gnuplot

GNUPLOT

Linux version 3.7

patchlevel 1

last modified Fri Oct 22 18:00:00 BST 1999

Copyright(C) 1986 - 1993, 1998, 1999
Thomas Williams, Colin Kelley and many others

Type ‘help‘ to access the on-line reference manual
The gnuplot FAQ is available from
<http://www.ucc.ie/gnuplot/gnuplot-faq.html>

Send comments and requests for help to <info-gnuplot@dartmouth.edu>
Send bugs, suggestions and mods to <submit@bugs.debian.org>

Terminal type set to ’x11’
gnuplot> plot sqrt(x)

gnuplot> set xrange[0:5]

gnuplot> set xlabel" eje de las x"
gnuplot> replot

gnuplot> set terminal postscript
Terminal type set to ’postscript’
Options are ’landscape noenhanced monochrome dashed defaultplex "Helvetica" 14’
gnuplot> set output "mygraph.ps"
gnuplot> replot

gnuplot> set terminal X

Terminal type set to ’X11°

Options are ’0’

gnuplot> set xrange[-2:2]

gnuplot> set yrange[-2:2]

gnuplot> splot exp(-x*x-y*y)
gnuplot> plot "myfile.dat" w 1
gnuplot> exit

jrogan@huelen:~$
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En el caso de xmgrace es mucho mas directo manejarlo ya que esta basado en ments.
Ademas existe abundante documentacion del software. Proximamente, estara disponible bajo
licencia gnu el software SciGraphica. Esta es una aplicacion de visualizacion y andlisis de
data cientifica que permite el despliege de gréaficos en 2 y 3 dimensiones ademés de poder
exportar el resultado en formato PostScript. Realmente esta aplicacién nacié como un intento
de clonar el programa comercial origen no disponible para Linux.

3.7 Graficando desde nuestros programas.

Finalmente para poder graficar desde nuestro propio programa necesitamos alguna biblioteca
grafica, en nuestros caso usaremos las bibliotecas plplot. El comando de compilacién incluido
en un script sera:

#!/bin/bash

export PLPLOT_LIB="/usr/lib/plplot"

g++ -0 $1 $1.cc -lplplot -1lplcxx -ltclmatrix -1tk8.2 -1tcl8.2 \
-L/usr/X11R6/1ib -1X11 -1m

Veamos algunos ejemplos:

#include <iostream.h>
#include <math.h>
#include <unistd.h>
#include <plplot.h>

main()
{
cout << "Ingrese el numero de puntos : ";
int n =0 ;
cin >> n ;
float * x = new float[n] ;
float * y = new float[n] ;
plsdev("xwin") ;
plinit() ;

plenv(-M_PI, M_PI, -1, 1, 0, 0 ) ;

for( int ind=0; ind < n; ind++) {
float arg = -M_PI+ 2.0#M_PIx*float(ind)/float(n-1) ;

x[ind] = arg ;
ylind] = cos(arg) ;
}
plline(n, x, y) ;
plend() ;
cout << endl ;
delete [] x ;

delete [] y ;
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Este programa grafica la funcién seno con un nimero de puntos dado.

tridimensional

#include
#include
#include
#include

<iostream.h>
<math.h>
<plplot.h>
<stdlib.h>
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Veamos un caso

#define nX 100
#define nY 100

/* Data points in x */
/* Datat points in y */

main()

{
float * x = new float[nX] ;
float * y = new float[nY] ;

float * * z = (float **) malloc(nX * sizeof(float *));
for (int indP = 0; indP < nX; indP++) {
z[indP] = (float *) malloc(nY * sizeof(float));
+
plsdev("xwin") ;
plinit() ;
float xmin2d =-2.9 ;
float xmax2d = 2.9 ;
float ymin2d = -2.9 ;
float ymax2d = 2.9 ;
plenv(xmin2d, xmax2d, ymin2d, ymax2d, 0, -2 ) ;

float
float
float
float
float
float
float
float
float
float
float

basex =2.5 ;
basey =2.
height =
xmin =-2.
xmax = 2
ymin = -2.0 ;
ymax = 2
zmin = O.
zmax = 1
alt = 30.
az = 30.0 ;

plw3d(basex, basey, height, xmin, xmax, ymin, ymax, zmin, zmax, alt, az) ;

for (int indX=0; indX <nX; indX++) {

for( int indY¥=0; indY < nY; indY++) {
oat argX= -2.0 + 4.0%xfloat(indX)/float(nX-1) ;
oat argY= -2.0 + 4.0%xfloat(indY)/float(nY-1) ;

fl
fl
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x[indX]= argX ;

ylindY]= argY ;

float r=argX*argX+argYxargy ;

z[indX] [indY] = sin(M_PI*r)/(M_PIx*r) ;

plbox3("bnstu", "x axis", 0.0, O,
"bnstu", "y axis", 0.0, O,
"bedmnstuv", "z axis", 0.0, 0);

plot3d(x, y, z, nX, nY, 1, 1) ;
plend() ;
cout << endl ;
delete [] x ;
delete [] y ;
}

Ahora un caso de graficos multiple:

#include <iostream.h>
#include <math.h>
#include <unistd.h>
#include <plplot.h>

#define nX 100 /* Data points in x */
#define nY 100 /* Datat points in y */
main()

{

plssub(2,2) ;
int n =1000 ;

float * x = new float[nX] ;
float * y = new float[nY] ;
float * x2 = new float[n] ;
float * y2 = new float[n] ;
plsdev("xwin") ;

plinit() ;

plenv(-M_PI, M_PI, -1, 1, 0, 0 ) ;

for( int ind=0; ind < n; ind++) {
float arg = -M_PI+ 2.0#M_PIx*float(ind)/float(n-1)
x2[ind] = arg ;
y2[ind] = cos(arg) ;

}

plline(n, x2, y2) ;

pllab( "Hola", "chao", "nada") ;

plenv(-M_PI, M_PI, -1, 1, 0, 0 ) ;
for( int ind=0; ind < n; ind++) {
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float arg = -M_PI+ 2.0*M_PIx*float(ind)/float(n-1) ;
x2[ind] = arg ;
y2[ind] tan(arg) ;
}
plline(n, x2, y2) ;
plenv(-M_PI, M_PI, 0, 1, 0, 0 ) ;
for( int ind=0; ind < n; ind++) {
float arg = -M_PI+ 2.0#M_PIx*float(ind)/float(n-1) ;
x2[ind] = arg ;
y2[ind] = exp(-arg*arg) ;
}
plline(n, x2, y2) ;

float * *x z = (float **) malloc(nX * sizeof(float *));
for (int indP = 0; indP < nX; indP++) {

z[indP] = (float *) malloc(nY * sizeof(float));
}

float xmin2d =-2.9 ;

float xmax2d = 2.9 ;

float ymin2d = -2.9 ;

float ymax2d = 2.9 ;

plenv(xmin2d, xmax2d, ymin2d, ymax2d, 0, -2 ) ;
float basex =2.5 ;

float basey =2.5
float height =
float xmin =-2.
float xmax = 2
float ymin = -2.0 ;
float ymax = 2
float zmin = O.
float zmax = 1
float alt = 30
float az = 30.

plw3d(basex, basey, height, xmin, xmax, ymin, ymax, zmin, zmax, alt, az) ;

for (int indX=0; indX <nX; indX++) {
for( int indY=0; indY < nY; indY++) {
float argX= -2.0 + 4.0*float(indX)/float(nX-1) ;
float arg¥= -2.0 + 4.0*float(indY)/float(nY-1) ;
x[indX]= argX ;
y[indY]= argy ;
float r=argX*argX+argY*argY ;
z[indX] [indY] = sin(M_PIx*r)/(M_PIx*r) ;
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plbox3("bnstu", "x axis", 0.0, O,
"bnstu", "y axis", 0.0, O,
"becdmnstuv", "z axis", 0.0, 0);

plot3d(x, y, z, nX, nY, 1, 1) ;

plend() ;

cout << endl ;

delete [] x ;

delete [] y ;
+

Finalmente una primitiva animacion

#include <iostream.h>
#include <math.h>
#include <unistd.h>
#include <plplot.h>

main()

{
int n =1000 ;
float * x = new float[n] ;

float * y = new float[n] ;
plsdev("xwin") ;
plinit(Q) ;

plenv(-M_PI, M_PI, -1, 1, 0, -2 ) ;

for (int indt=0; indt <5000; indt++) {
for( int ind=0; ind < n; ind++) {
float arg = -M_PI+ 2.0#M_PIx*float(ind)/float(n-1) ;
x[ind] = arg ;
y[ind] = cos(arg-M_PI*indt/160.0) ;
+
plbop(O) ;
plcol(6) ;
plline(n, x, y) ;
usleep(50000) ;
}
plend() ;
cout << endl ;
delete [] x ;
delete [] y ;

33



84

CAPITULO 3. GRAFICA.



Capitulo 4

Una breve introduccién a
Octave/Matlab

versién final 1.2-010827

4.1 Introduccion

Octave es un poderoso software para analisis numérico y visualizaciéon. Muchos de sus co-
mandos son compatibles con Matlab. En estos apuntes revisaremos algunas caracteristicas
de estos programas. En realidad, el autor de este capitulo ha sido usuario durante algunos
anos de Matlab, de modo que estos apuntes se han basado en ese conocimiento, considerando
los comandos que le son més familiares de Matlab. En la mayoria de las ocasiones he verifi-
cado que los comandos descritos son también compatibles con Octave, pero ocasionalmente
se puede haber omitido algo ... .

Matlab es una abreviacion de Matriz Laboratory. Los elementos bésicos con los que se
trabaja con matrices. Todos los otros tipos de variables (vectores, texto, polinomios, etc.),
son tratados como matrices. Esto permite escribir rutinas optimizadas para el trabajo con
matrices, y extender su uso a todos los otros tipos de variables facilmente.

4.2 Interfase con el programa

Con Octave/Matlab se puede interactuar de dos modos: un modo interactivo, o a través
de scripts. Al llamar a Octave/Matlab (escribiendo octave en el prompt, por ejemplo), se
nos presenta un prompt. Si escribimos a=1, el programa respondera a=1. Alternativamente,
podemos escribir a=3; (con punto y coma al final), y el programa no responderd (elimina
el eco), pero almacena el nuevo valor de a. Si a continuacién escribimos a, el programa
respondera a=3. Hasta este punto, hemos usado el modo interactivo.

Alternativamente, podemos introducir las instrucciones anteriores en un archivo, llamado,
por ejemplo, prueba.m. En el prompt, al escribir prueba, y si nuestro archivo esta en el path
de busqueda del programa, las lineas de prueba.m seran ejecutadas una a una. Por ejemplo,
si el archivo consta de las siguientes cuatro lineas:

a=3;
a

85
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el programa responderd con

a=3
a=5
a=5

prueba.m corresponde a un script. Todas las instrucciones de Octave/Matlab pueden ejecu-
tarse tanto en modo interactivo como desde un script. En Linux se puede ejecutar un archivo
de comandos Octave de modo stand-alone incluyendo en la primera linea:
#!/usr/bin/octave -q.

4.3 Tipos de variables

4.3.1 Escalares

A pesar de que éstos son s6lo un tipo especial de matrices (ver subseccién siguiente), conviene
mencionar algunas caracteristicas especificas.

— Un numero sin punto decimal es tratado como un entero exacto. Un niimero con punto

decimal es tratado como un ntmero en doble precision. Esto puede no ser evidente en
el output. Por default, 8.4 es escrito en pantalla como 8.4000. Tras la instruccién
format long, sin embargo, es escrito como 8.40000000000000. Para volver al formato
original, basta la instruccién format.

Octave/Matlab acepta niimeros reales y complejos. La unidad imaginaria es i: 81 y
8*1i definen el mismo niimero complejo. Como i es una varible habitualmente usada en
iteraciones, también estd disponible j como un sinénimo. Octave/Matlab distinguen
entre mayusculas y minusculas.

Octave/Matlab representa de manera especial los infinitos y cantidades que no son
ndmeros. inf es infinito, y NaN es un no-nimero (Not-a-Number). Por ejemplo, escribir
a=1/0 no arroja un error, sino un mensaje de advertencia, y asigna a a el valor inf.
Analogamente, a=0/0 asigna a a el valor NaN.

4.3.2 Matrices

Este tipo de variable corresponde a escalares, vectores fila o columna, y matrices convencio-
nales.

Construccion

Las instrucciones:

a:

[1 2 ; 3 4]
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0
a=[1, 2; 3, 4]

(1 2 . o
definen la matriz (3 4>. Las comas (opcionales) separan elementos de columnas distintas,
y los punto y coma separan elementos de filas distintas. El vector fila (1 2) es

b = [12]

y el vector columna (;) es

c = [1;2]

Un numero se define simplemente comod = [3] 6 d = 3.

Nota importante: Muchas funciones de Octave/Matlab en las paginas siguientes acep-
tan indistintamente escalares, vectores filas, vectores columnas, o matrices, y su output es un
escalar, vector o matriz, respectivamente. Por ejemplo, log(a) es un vector fila si a es un
vector fila (donde cada elemento es el logaritmo natural del elemento correspondiente en a),
y un vector columna si a es un vector columna. En el resto de este manual no se advertira
este hecho, y se pondran ejemplos con un solo tipo de variable, en el entendido que el lector
estd conciente de esta nota.

Acceso y modificacion de elementos individuales

Accesamos los elementos de cada matriz usando los indices de filas y columnas, que parten
de uno. Usando la matriz a antes definida, a(1,2) es 2. Para modificar un elemento, basta

3 g . En el caso especial
de vectores filas o columnas, basta un indice. (En los ejemplos anteriores, b(2) = c(2) = 2.)

Una caracteristica muy importante del programa es que toda matriz es redimensionada
automaticamente cuando se intenta modificar un elemento que sobrepasa las dimensiones
actuales de la matriz, llenando con ceros los lugares necesarios. Por ejemplo, si b = [1 2],
y en seguida intentamos la asignacién b(5) = 8, b es automaticamente convertido al vector
fila de 5 elementos [1 2 0 0 8].

. : . . 1
escribir, por ejemplo, a(2,2) = 5. Esto convierte a la matriz en (

Concatenacién de matrices

. 1 2 7
Sla:<3 4),b:(5 6),c:<8),entonces

d = [a c]

1 2 7
(53 %)
d = [a; bl

1 2
d=13 4
5 6
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d = [a [0; 0] <]

1207
d_<3408>
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4.3.3 Strings

Las cadenas de texto son casos particulares de vectores fila, y se construyen y modifican de
modo idéntico.

Construccién

Las instrucciones

[’un buen texto’]
["un buen texto"]
’un buen texto’
= "un buen texto"

ct ct ct ot

definen el mismo string t.

Acceso y modificacion de elementos individuales

r = t(4)

r="0b’

t(9) = ’s’

texto = ’un buen sexto’
Concatenacion

t = ’un buen texto’;

tl = [t ’ es necesario’]

tl = ’un buen texto es nece-
sario’

4.3.4 Estructuras

Las estructuras son extensiones de los tipos de variables anteriores. Una estructura consta
de distintos campos, y cada campo puede ser una matriz (es decir, un escalar, un vector o
una matriz), o una string.

Construccién

Las lineas

persona.nombre = ’Eduardo’
persona.edad = 30
persona.matriz_favorita = [2 8;10 15];

definen una estructura con tres campos, uno de los cuales es un string, otro un escalar, y otro
una matriz:
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persona =

{

nombre = ’Eduardo’;

edad = 30;

matriz_favorita = [2 8; 10 15];
}

Acceso y modificacion de elementos individuales

S = persona.nombre

s = ’Eduardo’ .
persona.nombre = ’Claudio’

persona.matriz_favorita(2,1) = 8

persona =

{

nombre = ’Claudio’;

edad = 30;

matriz_favorita = [2 8; 8 15];
}

4.4 Operadores basicos

4.4.1 Operadores aritméticos

Los operadores +, -, * corresponden a la suma, resta y multiplicaciéon convencional de matri-

ces. Ambas matrices deben tener la misma dimensién, a menos que una sea un escalar. Un

escalar puede ser sumado, restado o multiplicado de una matriz de cualquier dimension.
%y ./ permiten multiplicar y dividir elemento por elemento. Por ejemplo, si

=6y G

entonces
c = a.*xb
. <5 12)
21 32
c =a./b

L_( 02 03333
~\042857 05

Si b es un escalar, a.*b y a./b equivalen a a*xb y a/b.

a"b es a elevado a b, si b es un escalar. a. b eleva cada elemento de a a b.
a’ es la matriz af (traspuesta y conjugada)

a.’ es la matriz traspuesta de a.
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4.4.2 Operadores relacionales

Los siguientes operadores estan disponibles:

< <= > >= == “=

El resultado de estas operaciones es 1 (verdadero) 6 0 (falso). Si uno de los operandos
es una matriz y el otro un escalar, se compara el escalar con cada elemento de la matriz.
Si ambos operandos son matrices, el test se realiza elemento por elemento; en este caso, las
matrices deben ser de igual dimension. Por ejemplo,

a=1[123];
b=1[421];
c = (a<3);
d = (a>=b);
c=(1,1,0)
d=1(0,1,1)

4.4.3 Operadores logicos

Los siguientes simbolos corresponden a los operadores AND, OR y NOT:
& | ”
El resultado de estas operaciones es 1 (verdadero) 6 0 (falso).

4.4.4 FEl operador :
Es uno de los operadores fundamentales. Permite crear vectores y extraer submatrices.
: crea vectores de acuerdo a las siguientes reglas:

j:k es lo mismo que [j,j+1,...,k], si j<=k.
jiitk es lo mismo que [j,j+i,j+2*i,...,k], si i>0y j<k, o si i<0 y j>k.

: extrae submatrices de acuerdo a las siguientes reglas:

AC:,35) es la j-ésima columna de A.

A, ) es la i-ésima fila de A.

AC:, ) es A.

AC:,j:k) es AC:,3), AC:,j+1), ..., AC: k).

AC:) son todos los elementos de A, agrupados en una unica columna.

4.4.5 Operadores de apariciéon preferente en scripts

Los siguientes operadores es mas probable que aparezcan durante la escritura de un script
que en modo interactivo.

% : Comentario. El resto de la linea es ignorado.
... : Continuacién de linea. Si una linea es muy larga y no cabe en la pantalla, o por alguna
otra razon se desea dividir una linea, se puede usar el operador ... . Por ejemplo,
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m=1[123...
45 6];

es equivalente a

m=1[123456];

4.5 Comandos matriciales basicos

Antes de revisar una a una diversas familias de comandos disponibles, y puesto que las
matrices son el elemento fundamental en Octave/Matlab, en esta seccién reuniremos algunas
de las funciones més frecuentes sobre matrices, y cémo se realizan en Octave/Matlab.

Op. aritmética + o=k ok / (ver subseccién 4.4.1)

Conjugar conj(a)

Trasponer a.’

Trasponer y conjugar a’

Invertir inv(a)

Autovalores, autovectores [v,d]=eig(a) (ver subseccién 4.6.5)

Determinante det(a)

Extraer elementos : (ver subseccién 4.4.4)

Traza trace(a)

Dimensiones size(a)

Exponencial exp(a) (elemento por elemento)
expm(a) (exponencial matricial)

4.6 Comandos

En esta seccién revisaremos diversos comandos de uso frecuente en Octave/Matlab. Esta lista
no pretende ser exhaustiva (se puede consultar la documentacién para mayores detalles), y
estd determinada por mi propio uso del programa y lo que yo considero mas frecuente debido a
esa experiencia. Insistimos en que ni la lista de comandos es exhaustiva, ni la lista de ejemplos
o usos de cada comando lo es. Esto pretende ser sélo una descripcion de los aspectos que me
parecen mas importantes o de uso mas recurrente.

4.6.1 Comandos generales
Borra variables y funciones de la memoria

clear Borra todas las variables en memoria
clear a Borra la variable a

Presenta matrices o texto
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disp(a) presenta en pantalla los contenidos de una matriz, sin imprimir el nombre de la
matriz. a puede ser una string.

disp(’ cl c2’); cl c2
disp([.3 .41); 0.30000 0.40000

Carga/Guarda variables desde el disco
save fname a b Guarda las variables a y b en el archivo fname

load fname Lee el archivo fname, cargando las definiciones de variables en
él definidas.

‘ size, length‘ Dimensiones de una matriz/largo de un vector

Si a es una matrix de n X m:

d = size(a) d = [m,n]
[m,n] = size(a) Aloja en m el nimero de filas, y en n el de columnas

Si b es un vector de n elementos, length(b) es n.

Lista de variables en memoria

Termina Octave/Matlab

4.6.2 Como lenguaje de programacion

Control de flujo

for

n=3; a=[1 4 9]
for i=1:n

a(i)=i"2;
end

Para Octave el vector resultante es columna en vez de fila.

Observar el uso del operador : para generar el vector [1 2 3]. Cualquier vector se puede
utilizar en su lugar: for i=[2 8 9 -3], for i=10:-2:1 (equivalente a [10 8 6 4 2]), etc.
son validas. El ciclo for anterior se podria haber escrito en una sola linea asi:

for i=1:n, a(i)=1i"2; end

‘if, elseif, else‘

Ejemplos:

a) if a”=b, disp(a); end
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b) if a==[3 8 9 10]
b =a(l1:3);
end

¢) if a>3
clear a;
elseif a<0
save a;
else
disp(’Valor de a no considerado’);
end

Naturalmente, elseif y else son opcionales. En vez de las expresiones condicionales

indicadas en el ejemplo pueden aparecer cualquier funcién que dé valores 1 (verdadero) 6 0
(falso).

while s
comandos
end

Mientras s es 1, se ejecutan los comandos entre while y end. s puede ser cualquier
expresion que dé por resultado 1 (verdadero) 6 0 (falso).

Interrumpe ejecucion de ciclos for o while. En loops anidados, break sale del mas interno
solamente.

Funciones légicas

Ademas de expresiones construidas con los operadores relacionales ==, <=, etc., y los opera-
dores logicos &, | y ~, los comandos de control de flujo anteriores admiten cualquier funcion
cuyo resultado sea 1 (verdadero) 6 0 (falso). Particularmente utiles son funciones como las
siguientes:

all(a) 1 si todos los elementos de a son no nulos, y 0 si alguno es
cero

any (a) 1 si alguno de los elementos de a es no nulo

isempty(a) 1 si a es matriz vacia (a=[])

Otras funciones entregan matrices de la misma dimensién que el argumento, con unos o
ceros en los lugares en que la condicion es verdadera o falsa, respectivamente:

finite(a) 1 donde a es finito (no inf ni NaN)
isinf (a) 1 donde a es infinito
isnan(a) 1 donde a es un NaN

Por ejemplo, luego de ejecutar las lineas
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x=[-2-1012];
y = 1./x%;

a = finite(y);

b = isinf(y);

c = isnan(y);

se tiene
a=1[11011]
b=1[0010 0]
c=100000 0]

Otra funcién légica muy importante es find:
find(a) Encuentra los indices de los elementos no nulos de a.

Por ejemplo, si ejecutamos las lineas

x=[11 0 33 0 55];
z1=find (x);
z2=find (x>0 & x<40);

obtendremos
z1 = [1 3 5]
z2 = [1 3]

find también puede dar dos resultados de salida simultdneamente (méds sobre esta posi-
bilidad en la seccién 4.6.2), en cuyo caso el resultado son los pares de indices (indices de fila
y columna) para cada elemento no nulo de una matriz

y=[123 4 5;6 7 8 9 10];
[z3,z4]=find (y>8);

da como resultado

z3
z4

[2;2];
[4;5];

z3 contiene los indice de fila y z4 los de columna para los elementos no nulos de la matriz

y>8. Esto permite construir, por ejemplo, la matriz z5=[z3 z4] = , en la cual cada

2 4
2 5
fila es la posicién de y tal que la condicién y>8 es verdadera (en este caso, es verdadera para
los elementos y(2,4) e y(2,5)).
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Funciones definidas por el usuario

Octave/Matlab puede ser ficilmente extendido por el usuario definiendo nuevas funciones
que le acomoden a sus propositos. Esto se hace a través del comando function.
Podemos definir (en modo interactivo o dentro de un script), una funcién en la forma

function nombre (argumentos)
comandos
endfunction

argumentos es una lista de argumentos separados por comas, y comandos es la sucesién
de comandos que seran ejecutados al llamar a nombre. La lista de argumentos es opcional,
en cuyo caso los paréntesis redondos se pueden omitir.

A mediano y largo plazo, puede ser mucho mas conveniente definir las funciones en archi-
vos especiales, listos para ser llamados en el futuro desde modo interactivo o desde cualquier
script. Esto se hace escribiendo la definicion de una funcién en un script con extension
.m. Cuando Octave/Matlab debe ejecutar un comando o funcién que no conoce, por ejem-
plo, suma(x,y),busca en los archivos accesibles en su path de biisqueda un archivo llamado
suma.m, lo carga y ejecuta la definicién contenida en ese archivo.

Por ejemplo, si escribimos en el script suma.m las lineas

function s=suma(x,y)
s = x+y;

el resultado de suma(2,3) sera 5.

Las funciones asi definidas pueden entregar més de un argumento si es necesario (ya hemos
visto algunos ejemplos con find y size). Por ejemplo, definimos una funcién que efectie un
analisis estadistico basico en stat.m:

function [mean,stdev] = stat(x)
n = length(x);

mean = sum(x)/n;

stdev = sqrt(sum((x-mean)."2/n));

Al llamarla en la forma [m,s] = stat(x), si x es un vector fila o columna, en m quedara
el promedio de los elementos de x, y en s la desviacién estandard.

Todas las variables dentro de un script que define una funcién son locales, a menos que
se indique lo contrario con global. Por ejemplo, si un script x.m llama a una funciéon f,
y dentro de f.m se usa una variable a que queremos sea global, ella se debe declarar en la
forma global a tanto en f.m como en el script que la llamé, x.m, y en todo otro script que
pretenda usar esa variable global.

4.6.3 Matrices y variables elementales
Matrices constantes importantes

Las siguientes son matrices que se emplean habitualmente en distintos contextos, y que es
util tener muy presente:
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eye(n) Matriz identidad de n x n

ones(m,n) Matriz de m x n, con todos los elementos igual a 1.

rand(m,n) Matriz de m x n de nimeros al azar, distribuidos uniforme-
mente.

randn(m,n) Igual que rand, pero con distribucién normal (Gaussiana).

zeros (m,n) Igual que ones, pero con todos los elementos 0.

Matrices ttiles para construir ejes o mallas para graficar

linspace(min,max,n) Vector cuyo primer elemento es min, su ultimo elemento
es max, y tiene n elementos equiespaciados.

logspace(min,max,n) Andlogo a linspace, pero los n elementos estan espa-
ciados logaritmicamente.

[X,Y] = meshgrid(x,y) Construye una malla del plano z-y. Las filas de X son

copias del vector x, y las columnas de Y son copias del

vector y.

<
I

A%

Por ejemplo:

x = [12 3];
y = [4 5];
[X,Y] = meshgrid(x,y);

12 3 44 4
X:(123>’ Y:(555>‘

Notemos que al tomar sucesivamente los pares ordenados (X(1,1),Y(1,1)), (X(1,2),Y(1,2)),
(X(1,3),Y(1,3)), etc., se obtienen todos los pares ordenados posibles tales que el primer ele-
mento estd en x y el segundo esta en y. KEsta caracteristica hace particularmente 1util el
comando meshgrid en el contexto de gréficos de funciones de dos variables (ver secciones
4.6.7, 4.6.7).

da

Constantes especiales

Octave/Matlab proporciona algunos nimeros especiales, algunos de los cuales ya menciona-
mos en la seccion 4.3.1.

i,j Unidad imaginaria (v/—1)

inf Infinito
NaN Not-A-Number
pi El nimero 7 (= 3.1415926535897 . . .)

Funciones elementales

Desde luego, Octave/Matlab proporciona todas las funciones mateméticas basicas. Por ejem-
plo:
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a) Funciones sobre nimeros reales/complejos

abs Valor absoluto de niimeros reales, o médulo de niimeros imaginarios
angle Angulo de fase de un nimero imaginario

conj Complejo conjugado

real  Parte real

imag  Parte imaginaria

sign  Signo

sqrt  Raiz cuadrada

b) Exponencial y funciones asociadas

cos, sin, etc. Funciones trigonométricas
cosh, sinh, etc. Funciones hiperbdlicas
exp Exponencial

log Logaritmo

¢) Redondeo

ceil Redondear hacia +oo
fix Redondear hacia cero
floor Redondear hacia —oco
round Redondear hacia el entero més cercano

Funciones especiales

Ademads, Octave/Matlab proporciona diversas funciones matemédticas especiales. Algunos
ejemplos:

bessel Funcién de Bessel
besselh Funcién de Hankel
beta Funcién beta
ellipke Funcién eliptica
erf Funcién error
gamma Funcién gamma

Asi, por ejemplo, bessel (alpha,X) evalia la funcién de Bessel de orden alpha, J,(z),
para cada elemento de la matriz X.

4.6.4 Polinomios

Octave/Matlab representa los polinomios como vectores fila. El polinomio
pzcnxn+“‘+cll’+60
es representado en Octave/Matlab en la forma

p = [c_n, ..., cl, cO0]
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Podemos efectuar una serie de operaciones con los polinomios asi representados.

poly(x) Polinomio cuyas raices son los elementos de x.

polyval(p,x) Evalia el polinomio p en x (en los elementos de x si éste es
un vector)

roots(p) Raices del polinomio p

4.6.5 Algebra lineal (matrices cuadradas)

Unos pocos ejemplos, entre los comandos de uso mas habitual:

det Determinante

rank Numero de filas o columnas linealmente independientes
trace Traza

inv Matriz inversa

eig Autovalores y autovectores

poly Polinomio caracteristico

Notar que poly es la misma funcién de la seccion 4.6.4 que construye un polinomio de
raices dadas. En el fondo, construir el polinomio caracteristico de una matriz es lo mismo,
y por tanto tiene sentido asignarles la misma funcién. Y no hay confusion, pues una opera
sobre vectores y la otra sobre matrices cuadradas.

El uso de todos estos comandos son autoexplicativos, salvo eig, que se puede emplear de
dos modos:

d = eig(a)
[V,D] = eig(a)

La primera forma deja en d un vector con los autovalores de a. La segunda, deja en D una
matriz diagonal con los autovalores, y en V una matiz cuyas columnas son los autovalores, de
modo que AxV = V*D. Por ejemplo, si a =[1 2; 3 4], entonces

g ( 537228
~ \—0.37228

D 5.37228 . .. 0 V= 0.41597... —0.82456...
N 0 —0.37228...) - \0.90938... 0.56577...

La primera columna de V es el autovector de a asociado al primer autovalor, 5.37228 .. ..

4.6.6 Analisis de datos y transformada de Fourier

En Octave/Matlab estan disponibles diversas herramientas para el andlisis de series de datos
(estadistica, correlaciones, convolucién, etc.). Algunas de las operaciones bdsicas son:

a) Maximos y minimos
Si a es un vector, max (a) es el mayor elemento de a. Si es una matriz, max(a) es un vector
fila, que contiene el méximo elemento para cada columna.
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[167;, 283; 04 1]
max (a) b=(2 8 1)

a
b

Se sigue que el mayor elemento de la matriz se obtiene con max(max(a)).

min opera de modo andlogo, entregando los minimos.

Estadistica basica

Las siguientes funciones, como min y max, operan sobre vectores del modo usual, y sobre
matrices entregando vectores fila, con cada elemento representando a cada columna de la
matriz.

mean Valor promedio

median Mediana

std Desviacién standard

prod Producto de los elementos

sum Suma de los elementos
Orden

sort (a) ordena los elementos de a en orden ascendente si a es un vector. Si es una matriz,
ordena cada columna.

1
b =sort([139; 821; 4 - b= |4
3 01); 8

Transformada de Fourier

Por ltimo, es posible efectuar transformadas de Fourier directas e inversas, en una o dos
dimensiones. Por ejemplo, fft y ifft dan la transformada de Fourier y la transformada
inversa de x, usando un algoritmo de fast Fourier transform (FFT). Especificamente, si
X=fft(x) y x=ifft(X), y los vectores son de largo N:

j=

1
1 & :
2(j) = 5 D X (kw0

k=1

donde wy = e 2m/N,

4.6.7 Graficos

Una de las caracteristicas més importantes de Matlab son sus amplias posibilidades graficas.
Algunas de esas caracteristicas se encuentran también en Octave. En esta seccién revisaremos
el caso de graficos en dos dimensiones, en la siguiente el caso de tres dimensiones, y luego
examinaremos algunas posibilidades de manipulacién de gréficos.
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Graficos bidimensionales

Para graficar en dos dimensiones se usa el comando plot. plot(x,y) grafica la ordenada y

versus la abscisa x. plot(y) asume abscisa [1,2,...n], donde n es la longitud de y.
Ejemplo: Six=[2 8 9], y=[6 3 2], entonces
plot(x,y)

=
T

35

25

L L L L L L
2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 4.1: Grafico simple.

Por default, Octave utiliza gnuplot para los gréficos. Por default, los puntos se conectan
con una linea roja en este caso. El aspecto de la linea o de los puntos puede ser modificado.
Por ejemplo, plot(x,y,’ob’) hace que los puntos sean indicados con circulos (’0’) azules
(’b’, blue). Otros modificadores posibles son:

- linea (default) r red

. puntos g green

Q otro estilo de puntos b blue

+ signo mas m magenta
* asteriscos c cyan

o circulos W white

X cruces

Dos o mas graficos se pueden incluir en el mismo output agregando mas argumentos a
plot. Por ejemplo: plot(x1l,y1l,’x’,x2,y2,’0g’,x3,y3,’.c’).

Los mapas de contorno son un tipo especial de grafico. Dada una funcién z = f(z,y),
nos interesa graficar los puntos (z,y) tales que f = ¢, con ¢ alguna constante. Por ejemplo,
consideremos

z=ge "V | g€ [—2,2], y € [-2,3] .

Para obtener el grafico de contorno de z, mostrando los niveles z = —.3, z = —.1, z = 0,
z=.1y z=.3, podemos usar las instrucciones:

X = -2:.2:2;
y = —2:.2:3;
[X,Y] = meshgrid(x,y);
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Z = X.*xexp(-X."2-Y.72);
contour(zZ.’,[-.3 -.1 0 .1 .3],x,y); # Octave por default (gnuplot)
contour(x, y, Z.’,[-.3 -.1 0 .1 .3]); # Octave con plplot y Matlab

0.3
0.1 —
0 —

1.5 I

~
- ___)
o o
o

Figura 4.2: Curvas de contorno.

Las dos primeras lineas definen los puntos sobre los ejes x e y en los cuales la funcion sera
evaluada. En este caso, escojimos una grilla en que puntos contiguos estan separados por
.2. Para un mapa de contorno, necesitamos evaluar la funciéon en todos los pares ordenados
(x,y) posibles al escoger z en x e y en y. Para eso usamos meshgrid (introducida sin mayores
explicaciones en la seccién 4.6.3). Luego evaluamos la funcién [Z es una matriz, donde cada
elemento es el valor de la funcién en un par ordenado (z,y)], y finalmente construimos el
mapa de contorno para los niveles deseados.

Graficos tridimensionales

También es posible realizar graficos tridimensionales. Por ejemplo, la misma doble gaussiana
de la seccién anterior se puede graficar en tres dimensiones, para mostrarla como una super-
ficie z(z,y). Basta reemplazar la tltima instruccién, que llama a contour, por la siguiente:

mesh(X,Y,Z)

Observar que, mientras contour acepta argumentos dos de los cuales son vectores, y el
tercero una matriz, en mesh los tres argumentos son matrices de la misma dimensién (usamos
X, Y, en vez de x, y).

Nota importante: Otro modo de hacer graficos bi y tridimensionales es con gplot
y gsplot (instrucciones asociadas realmente no a Octave sino a gnuplot, y por tanto no
equivalentes a instrucciones en Matlab). Se recomienda consultar la documentacién de Octave
para los detalles.



4.6. COMANDOS 103
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Figura 4.3: Curvas de contorno.

Manipulacién de graficos

Los siguientes comandos estan disponibles para modificar graficos construidos con Octa-
ve/Matlab:

a) Ejes
axis([x1 y1 x2 y2]) Cambia el eje z al rango (z1,22), y el eje y al rango (y1,y2).

b) Titulos

title(s) Titulo (s es un string)
xlabel(s) Titulo del eje z, vy, 2.
ylabel(s)
zlabel(s)
c) Grillas
grid Incluye o borra una grilla de referencia en un grafico bidimen-

(9N 4 « ¢

on’’ coloca la grilla y grid ‘‘off’’ la saca.

‘fon’’.

sional. grid
grid equivale a grid

Al usar gnuplot, el grafico mostrado en pantalla no es actualizado autométicamente.
Para actualizarlo y ver las modificaciones efectuadas, hay que dar la instruccién replot.

Los siguientes comandos permiten manipular las ventanas graficas:
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hold Permite “congelar” la figura actual, de modo que sucesivos
comandos graficos se superponen sobre dicha figura (nor-
malmente la figura anterior es reemplazada por la nueva).
hold on activa este “congelamiento”, y hold off lo desac-
tiva. hold cambia alternativamente entre el estado on y off.
closeplot Cierra la ventana actual.

Finalmente, si se desea guardar un gréafico en un archivo, se puede proceder del siguiente
modo si Octave estd generando los graficos con gnuplot y se trabaja en un terminal con
XWindows. Si se desea guardar un grafico de la funcién y = 3, por ejemplo:

x = linspace(1,10,30);
y = x.73;
plot(x,y);

gset term postscript color
gset output ‘‘xcubo.ps’’
replot

gset term x11

Las tres primeras lineas son los comandos de Octave/Matlab convencionales para graficar.
Luego se resetea el terminal a un terminal postscript en colores (gset term postscript si
no deseamos los colores), para que el output sucesivo vaya en formato postscript y no a
la pantalla. La siguiente linea indica que la salida es al archivo xcubo.ps. Finalmente, se
redibuja el gréfico (con lo cual el archivo xcubo.ps es realmente generado), y se vuelve al
terminal XWindows para continuar trabajando con salida a la pantalla.

Debemos hacer notar que no necesariamente el grafico exportado a Postscript se vera
igual al resultado que gnuplot muestra en pantalla. Durante la preparaciéon de este manual,
nos dimos cuenta de ello al intentar cambiar los estilos de linea de plot. Queda entonces
advertido el lector.

4.6.8 Strings

Para manipular una cadena de texto, disponemos de los siguientes comandos:

lower Convierte a minusculas
upper Convierte a mayusculas

Asi, lower (’Texto’) da ’texto’, y upper (’Texto’) da ’TEXTO’.
Para comparar dos matrices entre si, usamos strcmp:
strcmp(a,b) 1 si ay b son idénticas, 0 en caso contrario

Podemos convertir niimeros enteros o reales en strings, y strings en numeros, con los
comandos:

int2str Convierte entero en string
num2str Convierte niimero en string
str2num Convierte string en ntimero



4.6. COMANDOS 105

Por ejemplo, podemos usar esto para construir un titulo para un grafico:

s = [’Intensidad transmitida vs. frecuencia, n = ’, num2str(1.5)];
title(s);

Esto pondra un titulo en el gréafico con el texto:

Intensidad transmitida vs. frecuencia, n = 1.5.

4.6.9 Manejo de archivos

Ocasionalmente nos interesara grabar el resultado de nuestros calculos en archivos, o utilizar
datos de archivos para nuevos calculos. El primer paso es abrir un archivo:

archivo = fopen(’archivo.dat’,’w’);

Esto abre el archivo archivo.dat para escritura (’w’), y le asigna a este archivo un niimero
que queda alojado en la variable archivo para futura referencia.
Los modos de apertura posibles son:

r Abre para lectura

W Abre para escritura, descartando contenidos anteriores si los
hay

a Abre o crea archivo para escritura, agregando datos al final
del archivo si ya existe

r+ Abre para lectura y escritura

wt Crea archivo para lectura y escritura

a+ Abre o crea archivo para lectura y escritura, agregando datos

al final del archivo si ya existe
En un archivo se puede escribir en modo binario:

fread Lee datos binarios
furite Escribe datos binarios

o en modo texto

fgetl Lee una linea del archivo, descarta cambio de linea
fgets Lee una linea del archivo, preserva cambio de I'inea
fprintf Escribe datos siguiendo un formato

fscanf Lee datos siguiendo un formato

Referimos al lector a la ayuda que proporciona Octave/Matlab para interiorizarse del
uso de estos comandos. Sélo expondremos el uso de fprintf, pues el formato es algo que
habitualmente se necesita tanto para escribir en archivos como en pantalla, y fprintf se
puede usar en ambos casos.

La instruccion

fprintf (archivo, ’formato’,A,B,...)



106 CAPITULO 4. UNA BREVE INTRODUCCION A OCTAVE/MATLAB

imprime en el archivo asociado con el identificador archivo (asociado al mismo al usar fopen,
ver més arriba), las variables A, B, etc., usando el formato ’formato’. archivo=1 corresponde
a la pantalla; si archivo se omite, el default es 1, es decir, fprintf imprime en pantalla si
archivo=1 o si se omite el primer argumento.

>formato’ es una string, que puede contener caracters normales, caracteres de escape o
especificadores de conversién. Los caracteres de escape son:

\n New line

\t Horizontal tab
\b Backspace

\r Carriage return

\f Form feed
\\ Backslash
\’ Single quote

Por ejemplo, la linea
fprintf (’Una tabulacion\t y un {\’o}riginal\’\’ cambio de linea\n aquiln’)

da como resultado

Una tabulacion y un ’’original’’ cambio de linea
aqui

Es importante notar que por default, el cambio de linea al final de un fprintf no existe,
de modo que, si queremos evitar salidas a pantalla o a archivo poco estéticas, siempre hay
que terminar con un \n.

Los especificadores de conversion permiten dar formato adecuado a las variables numéricas
A, B, etc. que se desean imprimir. Constan del caracter %, seguido de indicadores de ancho
(opcionales), y caracteres de conversién. Por ejemplo, si deseamos imprimir el niimero 7 con
5 decimales, la instruccion es:

fprintf (’Numero pi = %.5f\n’,pi)
El resultado:
Numero pi = 3.14159

Los caracteres de conversién pueden ser

he Notacién exponencial (Ej.: 2.4e-5)
ht Notacién con punto decimal fijo (Ej.: 0.000024)
he %he o %f, dependiendo de cudl sea méas corto (los ceros no

significativos no se imprimen)

Entre % y e, £, o g segin corresponda, se pueden agregar uno o mas de los siguientes
caracteres, en este orden:

e Un signo menos (=), para especificar alineamiento a la izquierda (a la derecha es el
default).
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e Un ntimero entero para especificar un ancho minimo del campo.
e Un punto para separar el nimero anterior del siguiente ntimero.

e Un niimero indicando la precisién (nimero de digitos a la derecha del punto decimal).

En el siguiente ejemplo veremos distintos casos posibles. El output fue generado con las
siguientes instrucciones, contenidas en un script:

a = .04395;

fprintf (’123456789012345\n°) ;
fprintf(’a = %.3f.\n’,a);
fprintf(’a = %10.2f.\n’,a);
fprintf(’a = %-10.2f.\n’,a);
fprintf(’a = %4f.\n’,a);
fprintf(’a = %5.3e.\n’,a);
fprintf(’a = %f.\n’,a);
fprintf(’a = %e.\n’,a);
fprintf(’a = %g.\n’,a);

El resultado:

12345678901234567890
= 0.044.

= 0.04.

.04

.043950.
.395e-02.
.043950.
.395000e-02.
.04395.

PP PP PR
|

|
O b O OO

En la primera linea, se imprimen tres decimales. En la segunda, dos, pero el ancho minimo
es 10 caracteres, de modo que se alinea a la derecha el output y se completa con blancos. En
la tercera linea es lo mismo, pero alineado a la izquierda. En la cuarta linea se ha especificado
un ancho minimo de 4 caracteres; como el tamano del nimero es mayor, esto no tiene efecto
y se imprime el nimero completo. En la quinta linea se usa notacion exponencial, con tres
decimal (nuevamente, el ancho minimo especificado, 5, es menor que el ancho del output,
luego no tiene efecto). Las tltimas tres lineas comparan el output de %f, %e y %g, sin otras
especificaciones.

Si se desean imprimir més de un nimero, basta agregar las conversiones adecuadas y los
argumentos en fprintf. Asi, la linea

fprintf (’Dos numeros arbitrarios: %g y %g.\n’,pi,exp(4));
da por resultado

Dos numeros arbitrarios: 3.14159 y 54.5982.
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Si los argumentos numéricos de fprintf son matrices, el formato es aplicado a cada
columna hasta terminar la matriz. Por ejemplo, el script

x = 1:5;
yl = exp(x);
y2 = log(x);

a = [x; y1; y21;
fprintf = (kg %8g %8.3f\n’,a);

da el output

2.71828 0.000
7.38906 0.693
20.0855 1.099
54.5982 1.386
148.413 1.609

g W N -



Capitulo 5

El sistema de preparacion de
documentos TEX .

5.1 Introduccion.

TEX es un procesador de texto o, mejor dicho, un avanzado sistema de preparacion de do-
cumentos, creado por Donald Knuth, que permite el diseno de documentos de gran calidad,
conteniendo textos y férmulas matematicas. Anos después, KTEX fue desarrollado por Les-
lie Lamport, facilitando la preparaciéon de documentos en TEX, gracias a la definicién de
“macros” o conjuntos de comandos de facil uso.

KETEX tuvo diversas versiones hasta la 2.09. Actualmente, KTEX ha recibido importantes
modificaciones, siendo la distribuciéon actualmente en uso y desarrollo KTEX 2¢, una version
transitoria en espera de que algin dia se llegue a la nueva version definitiva de BTEX, ETEXS.
En estas péginas cuando digamos IXTEX nos referiremos a la version actual, HTEX 2. Cuan-
do queramos hacer referencia a la versién anterior, que deberia quedar progresivamente en
desuso, diremos explicitamente KTEX 2.09.

5.2 Archivos.

El proceso de preparacion de un documento I¥TEX consta de tres pasos:

1. Creacion de un archivo con extensién tex con algin editor.

2. Compilacion  del  archivo  tex, con un comando del tipo latex
<archivo>.tex o latex <archivo>. Esto da por resultado tres archivos adicionales,
con el mismo nombre del archivo original, pero con extensiones distintas:

(a) dvi. Es el archivo procesado que podemos ver en pantalla o imprimir. Una vez
compilado, este archivo puede ser enviado a otro computador, para imprimir en
otra impresora, o verlo en otro monitor, independiente de la maquina (de donde
su extensién dvi, device independent).

109
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(b) log. Aqui se encuentran todos los mensajes producto de la compilacién, para
consulta si es necesario (errores encontrados, memoria utilizada, mensajes de ad-
vertencia, etc.).

(c) aux. Contiene informacién adicional que por el momento no nos interesa.

3. Visién en pantalla e impresién del archivo procesado a través de un programa anexo
(xdvi o dvips, por ejemplo), capaz de leer el dvi.

5.3 Input basico.

5.3.1 Estructura de un archivo.

En un archivo no pueden faltar las siguientes lineas:
\documentclass[12pt]{article}
\begin{document}

\end{document}

Haremos algunas precisiones respecto a la primera linea mas tarde. Lo importante es que
una linea de esta forma debe ser la primera de nuestro archivo. Todo lo que se encuen-
tra antes de \begin{document} se denomina predmbulo. El texto que queramos escri-
bir va entre \begin{document} y \end{document}. Todo lo que se encuentre después de
\end{document} es ignorado.

5.3.2 Caracteres.

Pueden aparecer en nuestro texto todos los caracteres del cddigo ASCII no extendido (teclado
inglés usual): letras, nimeros y los signos de puntuacion:

;o , v ) [l -/ %o
Los caracteres especiales:
# $ % & - _ - N A s

tienen un significado especifico para I¥XTEX. Algunos de ellos se pueden obtener anteponién-
doles un backslash:

# \# $ \$ % \h & \& { W P}

Los caracteres
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generalmente aparecen en formulas matematicas, aunque pueden aparecer en texto normal.
Finalmente, las comillas dobles (") casi nunca se usan.

Los espacios en blanco y el fin de linea son también caracteres (invisibles), que KTEX consi-
dera como un mismo caracter, que llamaremos espacio, y que simbolizaremos ocasionalmente
como _, .

Para escribir en castellano requeriremos ademaés algunos signos y caracteres especiales:

n {\"n} a {\’a} i\ {\i} i {\"u} Pt i, 7

5.3.3 Comandos.

Todos los comandos comienzan con un backslash, y se extienden hasta encontrar el primer
cardcter que no sea una letra (es decir, un espacio, un nimero, un signo de puntuacién o
matemadtico, etc.).

5.3.4 Algunos conceptos de estilo.

KETEX es consciente de muchas convenciones estilisticas que quizas no apreciamos cuando
leemos textos bien disenados, pero las cuales es bueno conocer para aprovecharlas.

a)

Observemos la siguiente palabra: fino. Esta palabra fue generada escribiendo simple-
mente fino, pero observemos que las letras ‘f” e ‘i’ no estan separadas, sino que unidas
artisticamente. Esto es una ligadura, y es considerada una préactica estéticamente pre-
ferible. KIEX sabe esto e inserta este pequeno efecto tipografico sin que nos demos
cuenta.

Las comillas de apertura y de cierre son distintas. Por ejemplo: ‘insigne’ (comillas
simples) o “insigne” (comillas dobles). Las comillas de apertura se hacen con uno o con
dos acentos graves (¢), para comillas simples o dobles, respectivamente, y las de cierre
con acentos agudos (?): ‘insigne’, ‘‘insigne’’. No es correcto entonces utilizar las
comillas dobles del teclado e intentar escribir "insigne" (el resultado de esto es el poco
estético "insigne”).

Existen tres tipos de guiones:

Corto  Saint-Exupéry - (entre palabras, corte en si-
labas al final de la linea)

Medio péginas 1-2 --  (rango de nimeros)

Largo un ejemplo —como éste --- (puntuacién, paréntesis)

KETEX inserta después de un punto seguido un pequeno espacio adicional respecto al
espacio normal entre palabras, para separar sutilmente frases. Pero, ;céomo saber que
un punto termina una frase? El criterio que utiliza es que todo punto termina una frase
cuando va precedido de una minuscula. Esto es cierto en la mayoria de los casos, asi
como es cierto que generalmente cuando un punto viene después de una mayuscula no
hay fin de frase:
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China y U.R.S.S. estuvieron de acuerdo. Sin embargo ...
Pero hay excepciones:

En la pag. 11 encontraremos noticias desde la U.R.S.S. Estas fueron entre-
gadas ...

Cuando estas excepciones se producen, nosotros, humanos, tenemos que ayudarle al
[YPv))

computador, diciéndole que, aunque hay un punto después de la “g”, no hay un fin de
frase, y que el punto después de la ultima “S” si termina frase. Esto se consigue ast:

En la p{\’a}g.\ 11 encontraremos noticias desde la
U.R.S.S\@. {\’E}stas fueron entregadas...

Enfasis de texto:

Este es un texto enfatizado. {\’E}ste es un texto
{\em enfatizado}.

Otro texto enfatizado. Otro tex-—
to \emph{enfatizado}.

Al enfatizar, pasamos temporalmente a un tipo de letra distinto, la itdlica. Esta letra es
ligeramente inclinada hacia adelante, lo cual puede afectar el correcto espaciado entre
palabras. Comparemos, por ejemplo:

Quiero hoy mi recompensa. Quiero {\em hoy} mi recompensa.
Quiero hoy mi recompensa. Quiero {\em hoy\/} mi recompensa.
Quiero hoy mi recompensa. Quiero \emph{hoy} mi recompensa.

La segunda y tercera frase tienen un pequeno espacio adicional después de “hoy”, para
compensar el espacio entre palabras perdido por la inclinacion de la italica. Este peque-
no espacio se denomina correccion itdlica, y se consigue usando \emph, o, si se usa \em,
agregando \/ antes de cerrar el paréntesis cursivo. La correccién italica es innecesaria
cuando después del texto enfatizado viene un punto o una coma. BKTEX advierte esto y
omite el espacio adicional aunque uno lo haya sugerido.

5.3.5 Notas a pie de pagina.

Insertemos una nota a pie de p{\’algina.\footnote{Como {\’e}sta.}

IXTEX colocard una nota a pie de pagina! en el lugar apropiado.

LComo ésta.
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5.3.6 Formulas matematicas.

ETEX distingue dos modos de escritura: un modo de texto, en el cual se escriben los textos

usuales como los ya mencionados, y un modo matematico, dentro del cual se escriben las

formulas. Cualquier férmula debe ser escrita dentro de un modo matematico, y si algiun

simbolo matematico aparece fuera del modo matematico el compilador acusara un error.
Hay tres formas principales para acceder al modo matemaético:

a) $x+y=3$
b) $$xy=8$$

¢) \begin{equation}
x/y=5
\end{equation}

Estas tres opciones generan, respectivamente, una ecuacion en el texto: x 4+ y = 3, una
ecuacion separada del texto, centrada en la pagina:

Ty =8
y una ecuaciéon separada del texto, numerada:
x/y=5 (5.1)

Es importante notar que al referirnos a una variable matemaética en el texto debemos
escribirla en modo matematico:

Decir que la incognita es x es Decir que la inc{\’o}gnita es
incorrecto. No: la incégnita X es incorrecto. No: la
es . inc{\’o}gnita es $x$.

5.3.7 Comentarios.

Uno puede hacer que el compilador ignore parte del archivo usando %. Todo el texto desde
este caracter hasta el fin de la linea correspondiente serd ignorado (incluyendo el fin de linea).

Un pequeno comentario. Un peque{\"n}o co’, Texto ignorado
mentario.

5.3.8 Estilo del documento.

Las caracteristicas generales del documento estan definidas en el preambulo. Lo méas impor-
tante es la eleccién del estilo, que determina una serie de parametros que al usuario normal
pueden no importarle, pero que son basicas para una correcta presentacion del texto: ;Qué
margenes dejar en la pagina? ;Cuédnto dejar de sangria? ;Tipo de letra? ;Distancia entre
lineas? ;Ddnde poner los nimeros de pagina? Y un largo etcétera.

Todas estas decisiones se encuentran en un archivo de estilo (extensién cls). Los archivos
standard son: article, report, book y letter, cada uno adecuado para escribir articulos
cortos (sin capitulos) o més largos (con capitulos), libros y cartas, respectivamente.
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La eleccién del estilo global se hace en la primera linea del archivo:?
\documentclass{article}

Esta linea serd aceptada por el compilador, pero nos entregarda un documento con un
tamano de letra pequeno, técnicamente llamado de 10 puntos 6 10pt (1pt = 1/72 pulgadas).
Existen tres tamanos de letra disponibles: 10, 11 y 12 pt. Si queremos un tamafo de letra
méas grande, como el que tenemos en este documento, se lo debemos indicar en la primera
linea del archivo:

\documentclass[12pt]{article}

Todas las decisiones de estilo contenidas dentro del archivo cls son modificables, exis-
tiendo tres modos de hacerlo:

a) Modificando el archivo cls directamente. Esto es poco recomendable, porque dicha
modificacién (por ejemplo, un cambio de los margenes) se haria extensible a todos los
archivos compilados en nuestro computador, y esto puede no ser agradable, ya sea que
nosotros seamos los Unicos usuarios o debamos compartirlo. Por supuesto, podemos
deshacer los cambios cuando terminemos de trabajar, pero esto es tedioso.

b) Introduciendo comandos adecuados en el predmbulo. Esta es la opcién més recomen-
dable y la mas usada. Nos permite dominar decisiones especificas de estilo validas solo
para el archivo que nos interesa.

¢) Creando un nuevo archivo cls. Esto es muy recomendable cuando las modificaciones de
estilo son abundantes, profundas y deseen ser reaprovechadas. Se requiere un poco de
experiencia en IXTEX para hacerlo, pero a veces puede ser la tinica solucién razonable.

En todo caso, la opcién a usar en la gran mayoria de los casos, y la tinica que exploraremos
en estas paginas, es la b) (Sec. 5.8).

5.3.9 Argumentos de comandos.

Hemos visto ya algunos comandos que requieren argumentos. Por ejemplo: \begin{equation},
\documentclass[12pt]{article}, \footnote{Nota}. Existen dos tipos de argumentos:

1. Argumentos obligatorios. Van encerrados en paréntesis cursivos: \footnote{Nota},
por ejemplo. Es obligatorio que después de estos comandos aparezcan los paréntesis. A
veces es posible dejar el interior de los paréntesis vacio, pero en otros casos el compila-
dor reclamard incluso eso (\footnote{} no genera problemas, pero \documentclass{}
si es un gran problema).

2En IXTEX 2.09 esta primera linea debe ser \documentstyle[12pt]article, y el archivo de estilo tiene
extension sty. Intentar compilar con BTEX 2.09 un archivo que comienza con \documentclass da un error.
Por el contrario, la compilacién con BTEX 2¢ de un archivo que comienza con \documentstyle no genera un
error, y XTEX entra en un modo de compatibilidad. Sin embargo, interesantes novedades de W TEX 2¢ respecto
a BTEX 2.09 se pierden.
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Una propiedad muy general de los comandos de IXTEX es que las llaves de los argumentos
obligatorios se pueden omitir cuando dichos argumentos tienen sélo un caracter. Por
ejemplo, {\"n} es equivalente a \"{n}. Esto permite escribir mas facilmente muchas
expresiones, particularmente matematicas, como veremos mas adelante.

2. Argumentos opcionales. Van encerrados en paréntesis cuadrados. Estos argumentos
son omitibles, \documentclass[12pt] ... . Yadijimos que \documentclass{article}
es aceptable, y que genera un tamano de letra de 10pt. Un argumento en paréntesis
cuadrados es una opcién que modifica la decisién default del compilador (en este caso,
lo obliga a usar 12pt en vez de sus instintivos 10pt).

5.3.10 Titulo.
Un titulo se genera con:
\title{Una breve introducci{\’o}n}
\author{V{\’\i}ctor Mu{\"n}oz}
\date{30 de Junio de 1998}
\maketitle
\title, \author y \date pueden ir en cualquier parte (incluyendo el predAmbulo) antes de
\maketitle. \maketitle debe estar después de
\begin{document}. Dependiendo de nuestras necesidades, tenemos las siguientes alterna-
tivas:
a) Sin titulo:
\title{}
b) Sin autor:
\author{}
c¢) Sin fecha:
\date{}

d) Fecha actual (en inglés): omitir \date.

e) Més de un autor:
\author{Autor_1 \and Autor_2 \and Autor_3}

Para articulos cortos, TEX coloca el titulo en la parte superior de la primera pagina
del texto. Para articulos largos, en una pagina separada.
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5.3.11 Secciones.

Los titulos de las distintas secciones y subsecciones de un documento (numerados adecuada-
mente, en negrita, como en este texto) se generan con comandos de la forma:

\section{Una secci{\’o}n}
\subsection{Una subsecci{\’o}tn}

Los comandos disponibles son (en orden decreciente de importancia):

\part \subsection \paragraph
\chapter \subsubsection \subparagraph
\section
Los mas usados son \chapter, \section, \subsection y

\subsubsection. \chapter sélo estd disponible en los estilos report y book.

5.3.12 Listas.

Los dos modos usuales de generar listas:

a) Listas numeradas (ambiente enumerate):

1. Nivel 1, item 1. \begin{enumerate}

\item Nivel 1, {\’\i}tem 1.
\item Nivel 1, {\’\i}tem 2
(a) Nivel 2, {tem 1. \begin{enumerate}

\item Nivel 2, {\’\i}tem 1.
\begin{enumerate}

\item Nivel 3, {\’\i}tem 1.
\end{enumerate}
\end{enumerate}

\item Nivel 1, {\’\i}tem 3.
\end{enumerate}

2. Nivel 1, item 2.

i. Nivel 3, item 1.

3. Nivel 1, item 3.

b) Listas no numeradas (ambiente itemize):

e Nivel 1, item 1. \begin{itemize}
) ) \item Nivel 1, {\’\i}tem 1.
e Nivel 1, item 2. \item Nivel 1, {\’\i}tem 2
— Nivel 2, {item 1. \begin{itemize}
) ) \item Nivel 2, {\’\i}tem 1.
* Nivel 3, item 1. \begin{itemize}
e Nivel 1, ftem 3. \item Nivel 3, {\’\i}tem 1.
\end{itemize}
\end{itemize}

\item Nivel 1, {\’\i}tem 3.
\end{itemize}
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Es posible anidar hasta tres niveles de listas. Cada uno usa tipos distintos de rétulos,
segun el ambiente usado: nimeros arabes, letras y nimeros romanos para enumerate, y
puntos, guiones y asteriscos para itemize. Los rétulos son generados autométicamente por
cada \item, pero es posible modificarlos agregando un pardametro opcional:

a) Nivel 1, item 1. \begin{enumerate}
\item[a)] Ni-

vel 1, {\’\i}tem 1.
\item[b)] Ni-

vel 1, {\’\i}tem 2.
\end{enumerate}

b) Nivel 1, item 2.

\item es lo primero que debe aparecer después de un \begin{enumerate} o \begin{itemize}.

5.3.13 Tipos de letras.

Fonts.

Los fonts disponibles por default en IXTEX son:

roman italic SMALL CAPS
boldface slanted typewriter
sans serif

Los siguientes modos de cambiar fonts son equivalentes:

texto {\rm texto} \textrm{texto}
texto {\bf texto} \textbf{texto}
texto {\sf texto} \textsf{texto}
texto {\it texto} \textit{texto}
texto {\sl texto} \textsl{texto}
TEXTO {\sc Texto} \textsc{texto}
texto {\tt texto} \texttt{texto}

\rm es el default para texto normal; \it es el default para texto enfatizado; \bf es el
default para titulos de capitulos, secciones, subsecciones, etc.

\textrm, \textbf, etc., s6lo permiten cambiar porciones definidas del texto, contenido
entre los paréntesis cursivos. Con \rm, \bf, etc. podemos, omitiendo los paréntesis, cambiar
el font en todo el texto posterior:

Un cambio local de fonts y uno Un cambio {\sf lo-
global, interminable e infinito cal} de fonts
\sl y uno glo-
bal, interminable
e infinito...

También es posible tener combinaciones de estos fonts, por ejemplo, bold #talic, pero no
sirven los comandos anteriores, sino versiones modificadas de \rm, \bf, etc.:
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\rmfamily
\sffamily
\ttfamily
\mdseries
\bfseries
\upshape
\itshape
\slshape
\scshape

Por ejemplo:

texto {\bfseries\itshape texto}
texto {\bfseries\upshape texto} (= {\bf texto})
TEXTO {\ttfamily\scshape texto}
texto {\sffamily\bfseries texto}
texto {\sffamily\mdseries texto} (= {\sf texto})

Para entender el uso de estos comandos hay que considerar que un font tiene tres atributos:
family (que distingue entre rm, sf y tt), series (que distingue entre md y bf), y shape (que
distingue entre up, it, sl y sc). Cada uno de los comandos \rmfamily, \bfseries, etc.,
cambia solo uno de estos atributos. Ello permite tener versiones mixtas de los fonts, como
un slanted sans serif, imposible de obtener usando los comandos \sl y \sf. Los defaults para
el texto usual son: \rmfamily, \mdseries y \upshape.

Tamano.

Los tamanos de letras disponibles son:

texto \tiny texto  \normalsize  UEXUO  \LARGE
texto  \Scriptsize texto \large teXt O \huge
texto \footnotesize texto \Large tGXtO \Huge

texto \small

Se usan igual que los comandos de cambio de font \rm, \sf, etc., de la secciéon 5.3.13.
\normalsize es el default para texto normal; \scriptsize para sub o supraindices;
\footnotesize para notas a pie de pagina.

5.3.14 Acentos y simbolos.

KTEX provee diversos tipos de acentos, que se muestran en la Tabla 5.1 (como ejemplo
consideramos la letra “0”, pero cualquiera es posible, por supuesto). (Hemos usado aca el
hecho de que cuando el argumento de un comando consta de un caracter, las llaves son
omitibles.)

Otros simbolos especiales y caracteres no ingleses disponibles se encuentran en la Tabla
5.2.
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6 {\’o} o {\7o} 6 \vo Qo \co
o {\‘o} 0 \=o 6 {\H o} o \d o
o {\"o} o \. o 0o \t{oo} o \bo
6 {\"o} 6 \u o 6 \ro

Tabla 5.1: Acentos.
T {\dag} e {\oe} 1 {\1}
I {\ddag} E {\0E} L {\L}
& {\s} e {\ae} B {\ss}
9 {\p} A {\AE} SS \sSS
© \copyright a  {\aa} i 7
@ \textcircled a A {\AA} i Ie
., {\textvisiblespace} g  {\o}
£ {\pounds} O {\0}

Tabla 5.2: Simbolos especiales y caracteres no ingleses.

5.3.15 Escritura de textos en castellano.

ETEX emplea solo los caracteres ASCII basicos, que no contienen simbolos castellanos como
iy I, 1, etc. Ya hemos visto que existen comandos que permiten imprimir estos caracteres, y
por tanto es posible escribir cualquier texto en castellano (y otros idiomas, de hecho).

Sin embargo, esto no resuelve todo el problema, porque en inglés y castellano las palabras
se cortan en “silabas” de acuerdo a reglas distintas, y esto es relevante cuando se debe cortar
el texto en lineas. KIEX tiene incorporados algoritmos para cortar palabras en inglés y, si
se ha hecho una instalacién especial de KTEX en nuestro computador, también en castellano
u otros idiomas (a través del programa babel, que es parte de la distribucién standard de
BTEX 2¢). En un computador con babel instalado y configurado para cortar en castellano
basta incluir el comando \usepackage [spanish]{babel} en el preambulo para poder escribir
en castellano cortando las palabras en silabas correctamente.

Sin embargo, ocasionalmente IXTEX se encuentra con una palabra que no sabe cortar,
en cuyo caso no lo intenta y permite que ella se salga del margen derecho del texto, o bien
toma decisiones no 6ptimas. La solucion es sugerirle a KTEX la silabacion de la palabra. Por
ejemplo, si la palabra conflictiva es matem{\’a}ticas (generalmente hay problemas con las
palabras acentuadas), entonces basta con reescribirla en la forma: ma\-te\-m{\’a}\-ti\-
cas. Con esto, le indicamos a IXTEX en qué puntos es posible cortar la palabra. El comando
\- no tiene ningun otro efecto, de modo que si la palabra en cuestién no queda al final de la
linea, BTEX por supuesto ignora nuestra sugerencia y no la corta.

Consideremos el siguiente ejemplo:
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Podemos escribir matemati- Podemos escribir ma-
cas. O matematicas. tem{\’a}ticas.
0 matem{\’al}ticas.

Podemos escribir matemati-

cas. O matemadticas. Podemos escribir

ma\-te\-m{\’a}\-ti\-cas.
0 ma\-te\-m{\’a}\-ti\-
cas.

En el primer caso, HTEX decidié por si mismo dénde cortar “mateméticas”. Como es
una palabra acentuada tuvo problemas y no lo hizo muy bien, pues quedé demasiado espacio
entre palabras en esa linea. En el segundo parrafo le sugerimos la silabacién y BTEX pudo
tomar una decisiéon mas satisfactoria. En el mismo parrafo, la segunda palabra “mateméticas”
también tiene sugerencias de corte, pero como no quedé al final de linea no fueron tomadas
en cuenta.

5.4 Formulas matematicas.

Hemos mencionado tres formas de ingresar al modo matematico: $...$ (férmulas dentro
del texto), $$...$$, formulas separadas del texto, no numeradas y férmulas separadas del
texto, numeradas \begin{equation} ... \end{equation}. Los comandos que revisaremos
en esta seccidn solo pueden aparecer dentro del modo matematico.

5.4.1 Sub y supraindices.

% x~{2y} 2 x~{y~{2}} (6 x~{y~2}) ) x"y_1(6x_1"y)
Ty x_{2y} ¥ x{y_{1}} (6 x~{y_1})

\textsuperscript permite obtener supraindices fuera del modo matematico:

La 3% es la vencida. La 3\textsuperscript{a}
es la vencida.

5.4.2 Fracciones.

a) Horizontales
n/2 n/2

b) Verticales

% \frac{1}{2},\frac 1{2}, \frac{1}2 6 \frac 12
r = yyjj/l 2y = \fracly + z/2}{y"2+1}

Tty \frac{x+y}H1 + \frac y{z+1}}

1+ 25
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La forma a) es mas adecuada y la preferida para fracciones dentro del texto, y la se-
gunda para féormulas separadas. \frac puede aparecer en formulas dentro del texto (% con
$\frac 12$), pero esto es inusual y poco recomendable estéticamente, salvo estricta necesi-

dad.

5.4.3 Raices.

Vn \sqrt{n} & \sqrt n
va?+ b2 \sqrt{a"2 + b~2}
2 \sqrt [n]{2}

5.4.4 Puntos suspensivos.

a) . \1ldots

Para férmulas como

aias ... Gy, a_1 a_2 \ldots a_n
b) \cdots
Entre simbolos como +, —, =:
T+t z, x_1 + \cdots + x_n
c) : \vdots
sl
T
d) \ddots
10 - 0
01 0
Inxn =
00 ... 1

\1ldots puede ser usado también en el texto usual:

Arturo quiso salir ... pero se Arturo quiso salir\ldots
detuvo. pero se detuvo.

No corresponde usar tres puntos seguidos (...), pues el espaciado entre puntos es incorrecto.
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Minisculas
a \alpha 6 \theta o o 7 \tau
B \beta ¥ \vartheta 7w \pi v \upsilon
v \gamma ¢ \iota w \varpi ¢® \phi
0 \delta k \kappa p \rho ¢ \varphi
€ \epsilon A \lambda o \varrho X \chi
e \varepsilon p \mu o \sigma ¥ \psi
¢ \zeta v \nu ¢ \varsigma w \omega
n \eta & \xi

Mayisculas
I' \Gamma A \Lambda > \Sigma ¥ \Psi
A \Delta = \Xi T \Upsilon 2 \Omega
© \Theta IT \Pi ® \Phi

Tabla 5.3: Letras griegas.

5.4.5 Letras griegas.

Las letras griegas se obtienen simplemente escribiendo el nombre de dicha letra (en in-
glés): \gamma. Para la maytscula correspondiente se escribe la primera letra con mayuscula:
\Gamma. La lista completa se encuentra en la Tabla 5.3.

No existen simbolos para «, 3, 1, etc. mayusculas, pues corresponden a letras romanas

(A, B, E, etc.).

5.4.6 Letras caligraficas.

Letras caligraficas mayusculas A, B, ..., Z se obtienen con \cal. \cal se usa igual que los
otros comandos de cambio de font (\rm, \it, etc.).

Sea F una funcién con Sea $\cal F$ una fun-
F(z) > 0. ci{\’o}n
con ${\cal F}(x) > 0%.

No son necesarios los paréntesis cursivos la primera vez que se usan en este ejemplo,
porque el efecto de \cal esta delimitado por los $.

5.4.7 Simbolos matematicos.

ITEX proporciona una gran variedad de simbolos mateméaticos (Tablas 5.4, 5.5, 5.6, 5.7).
La negacion de cualquier simbolo matemaético se obtiene con \not:

Ly x \not <y
a¢g M a \not \in {\cal M}

[Notemos, si, en la Tabla 5.5, que existe el simbolo # (\neq).]
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4+ \pm N \cap ¢ \diamond
F \mp U \cup A \bigtriangleup
X \times ¥ \uplus Vv \bigtriangledown
+ \div M \sqcap < \triangleleft
* \ast L \sqcup > \triangleright
* \star V' \lor (O \bigcirc
o \circ A \land T \dagger
e \bullet \ \setminus I \ddagger
\cdot U \wr IT \amalg
Tabla 5.4: Simbolos de operaciones binarias.
\leq > \geq = \equiv
\prec > \succ ~ \sim
\preceq >~ \succeq ~ \simeq
\11 > \gg = \asymp
\subset D \supset ~ \approx
\subseteq DO \supseteq =~ \cong
\smile C \sqgsubseteq _ \sqgsupseteq
\frown € \in > \ni
\vdash - \dashv
Tabla 5.5: Simbolos relacionales.
\gets «—— \longleftarrow
\Leftarrow <= \Longleftarrow
\to — \longrightarrow
\Rightarrow —> \Longrightarrow
\Leftrightarrow <= \Longleftrightarrow
\mapsto +—— \longmapsto
\hookleftarrow —  \hookrightarrow
\leftharpoonup — \rightharpoonup
\leftharpoondown — \rightharpoondown
\rightleftharpoons

Tabla 5.6: Flechas

ORI NON)
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\oplus
\ominus
\otimes
\oslash
\odot

\models
\perp
\mid
\parallel
\bowtie
\neq
\doteq
\propto

I X =" =T

%

\uparrow
\Uparrow
\downarrow
\Downarrow
\Updownarrow
\nearrow
\searrow
\swarrow
\nwarrow
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N \aleph / \prime vV \forall oo \infty

h  \hbar ) \emptyset I \exists A \triangle

1 \imath V \nabla = \lnot & \clubsuit

7 \jmath / \surd b \flat ¢ \diamondsuit
¢ \ell T \top 7 \natural @  \heartsuit

o \wp 1L \bot f \sharp # \spadesuit

R \Re |\ \ \backslash

S \Im Z \angle 0 \partial

Tabla 5.7: Simbolos varios.
\sum N ﬂ \bigcap ©) @ \bigodot
\prod U U \bigcup X ® \bigotimes
\coprod | |_| \bigsqcup P @ \bigoplus
\int V \/ \bigvee ) @ \bigoplus

\oint A /\ \bigwedge

- = =9 M

Tabla 5.8: Simbolos de tamario variable.

Algunos simbolos tienen tamano variable, segin aparezcan en el texto o en férmulas
separadas del texto. Se muestran en la Tabla 5.8.

Estos simbolos pueden tener indices que se escriben como sub o supraindices. Nuevamente,
la ubicacién de estos indices depende de si la formula esta dentro del texto o separada de él:

n 1

in :/ f $$\sum_{i=1}"n x_i = \int_0"1 f $$
i=1 0

Z:-L:l T; = folf $\sum_{i=1}"n x_i = \int_0"1 £ $

5.4.8 Funciones tipo logaritmo.
Observemos la diferencia entre estas dos expresiones:

x = logy $x = log y$
x =logy $x \log y$

En el primer caso IXTEX escribe el producto de cuatro cantidades, [, o, g e y. En el
segundo, representa correctamente nuestro deseo: el logaritmo de y. Todos los comandos de
la Tabla 5.9 generan el nombre de la funcién correspondiente, en letras romanas.

Algunas de estas funciones pueden tener indices:

lim x, =0 $8\1im_{n\to\infty} x_.n = 0 $$

n—oo

limy, oo T =0 $\1im_{n\to\infty} x_n = 0 $
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\arccos \cos \csc \exp \ker \limsup \min \sinh
\arcsin \cosh \deg \gcd \lg \1n \Pr \sup
\arctan \cot \det \hom \lim \log \sec \tan
\arg \coth \dim \inf \liminf \max \sin \tanh

Tabla 5.9: Funciones tipo logaritmo

( ) ) T \uparrow

[ L ] ] | \downarrow

{ Y ] \updownarrow
| \lfloor | \rfloor f \Uparrow

[ \lceil 1 \rceil |} \Downarrow

( \langle ) \rangle { \Updownarrow
/ 7/ \ \backslash

| I\

Tabla 5.10: Delimitadores

5.4.9 Matrices.
Ambiente array.

Se construyen con el ambiente array. Consideremos, por ejemplo:

a+b+c wv 27
a+b u—+v 134
a 3u+ovw 2.978

La primera columna estd alineada al centro (c, center); la segunda, a la izquierda (1, left); la
tercera, a la derecha (r, right). array tiene un argumento obligatorio, que consta de tantas
letras como columnas tenga la matriz, letras que pueden ser c, 1 o r segin la alineacion
que queramos obtener. Elementos consecutivos de la misma linea se separan con & y lineas
consecutivas se separan con \\. Asi, el ejemplo anterior se obtiene con:

\begin{array}t{clr}
atb+c & uv & 27 \\
atb & u + v & 134 \\
a & 3utvw & 2.978
\end{array}

Delimitadores.

Un delimitador es cualquier simbolo que actiie como un paréntesis, encerrando una expre-
sion, apareciendo a la izquierda y a la derecha de ella. La Tabla 5.10 muestra todos los
delimitadores posibles.

Para que los delimitadores tengan el tamano correcto para encerrar la expresion correspon-
diente hay que anteponerles \left y \right. Podemos obtener asi expresiones matriciales:
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\left (\begin{array}{cc}
a&b\\

c&d

\end{array}\right)

v = \left (\begin{array}{c}
1\

2\\

3

\end{array}\right)

\Delta = \left|\begin{array}{cc}
a_{11} & a_{12}\\

a_{21} & a_{22}
\end{array}\right|

\left y \right deben ir de a pares, pero los delimitadores no tienen por qué ser los

mismos:

7 N
S Q
| — |

\left (\begin{array}{c}
a\\

b

\end{array}\right [

Tampoco es necesario que los delimitadores encierren matrices. Comparemos, por ejemplo:

dF

E)x:a

ra-(2).

(A+B) =

(\vec A + \vec B) =
( \frac{d \vec F}{dx} )_{x=a}

\left(\vec A + \vec B\right) =
\left( \frac{d \vec F}{dx} \right)_{x=a}

El segundo ejemplo es mucho mas adecuado estéticamente.

Algunas expresiones requieren sélo un delimitador, a la izquierda o a la derecha. Un punto
(.) representa un delimitador invisible. Los siguientes ejemplos son tipicos:

b d b
/adm%:f(x)a
0 <0
f(x):{l x>0

Formulas de mas de una linea.

\left. \int_a"b dx \frac{df}{dx} =
f(x) \right |_a"b

f(x) = \left\{ \begin{array}{cl}
0 & x<0 \\

\end{array} \right.

eqnarray ofrece una manera de ingresar a modo matemético (en reemplazo de $, $$ o
equation) equivalente a un array con argumentos {rcl}:
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r = a+b+c+
d+e
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\begin{eqnarray*} El asterisco impide
x& = & a+ b+ c +\\
&& d + e

\end{eqnarray*}

que aparezcan numeros en las ecuaciones. Si deseamos que numere cada linea como una
ecuacion independiente, basta omitir el asterisco:

a+b = 60

\begin{eqgnarray}
x& = & 5 \\

a + b&= & 60
\end{eqgnarray}

Si queremos que solamente algunas lineas aparezcan numeradas, usamos \nonumber:

r = at+btc+
d+e (5.4)

\begin{egnarray}

x& = & a + b + ¢ + \nonumber\\
&& d + e

\end{eqgnarray?}

Paquetes como el amsmath permiten agregar comandos adicionales, en este par de ejemplos
estan los comandos: equation*, que permite escribir una ecuaciéon sin numerarla, split, para
separar una ecuacion, intertext, que permite insertar texto sin perder la alineacion entre las

r=a+b+c
ecuaciones, y por otra parte

r=d+e+f

\usepackage{amsmath}

\begin{equation*}
\begin{split}
x=&a+b+c+\\
\intertext{y tambi{\’e}n}
x=%4d+e+f
\end{split}
\end{equation*}

Otra construccion adicional es multline, aqui la ecuacién de més de una linea se trata como

un solo objeto.

15
}::1+2+3+4+5+
=1

6+7+8+9+ 10+
11+12+13+14+15 (5.5)

\begin{multline}
\sum_{i=1}"{15} = 1 +2+3+4+5+\\
6+7+8+9+10+\\

11+12+13+14+15

\end{multline}
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a \hat a G \acute a a \bar a a \dot a
a \check a a \grave a a \vec a a \ddot a
a \breve a a \tilde a

Tabla 5.11: Acentos matemadticos

5.4.10 Acentos.

Dentro de una férmula pueden aparecer una serie de “acentos”, andlogos a los de texto usual
(Tabla 5.11).

Las letras ¢ y j deben perder el punto cuando son acentuadas: i es incorrecto. Debe ser
7. \imath y \jmath generan las versiones sin punto de estas letras:

7+ ) \vec \imath + \hat \jmath

5.4.11 Texto en modo matematico.
Para insertar texto dentro de modo matematico empleamos \mbox:
Veritico V_{\mbox{\scriptsize cr\’{\i}tico}}

Con el paquete amsmath tenemos otra posibilidad tanto para construir una ecuacién con casos,
cases, como para usar texto dentro del modo matematico, text,

f(x)=
\begin{cases}
@) = {1 siz <0 1&\text{si $x<0$} \\
0 siz>0 0&\text{si $x>0$}
\end{cases}

5.4.12 Espaciado en modo matematico.

TEX ignora los espacios que uno escribe en las formulas y los determina de acuerdo a sus
propios criterios. A veces es necesario ayudarlo para hacer ajustes finos. Hay cuatro comandos
que agregan pequenos espacios dentro de modo matematico:

\, espacio pequeno \: espacio medio
\! espacio pequeno (negativo) \; espacio grueso

Algunos ejemplos de su uso:

V2 \sqrt 2 \, x en vezde V2x
n/logn  n / \'\log n envezde n/logn
[ fdx \int £ \, dx envezde [ fdzx

El 1ltimo caso es quizas el mas frecuente, por cuanto la no insercién del pequeno espacio
adicional entre f y dx hace aparecer el integrando como el producto de tres variables, f, d y
x, que no es la idea.
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5.4.13 Fonts.

Andlogamente a los comandos para texto usual (Sec. 5.3.13), es posible cambiar los fonts
dentro del modo matematico:

(A, x) \mathrm{ (A,x)}

(A, x) \mathnormal{(A,x)}
(A, B) \mathcal{(A,B)}
(A, x) \mathbf{(A,x)}

(A, x) \mathsf{(A,x)}

(A, %) \mathtt{(A,x)}

(A, z) \mathit{(A,x)}

(Recordemos que la letras tipo \cal sélo existen en mayusculas.)
Las declaraciones anteriores permiten cambiar los fonts de letras, digitos y acentos, pero
no de los otros simbolos matemaéticos:

Ax1 \mathbf{\tilde A \ti-
mes 1}

Como en todo ambiente matemadtico, los espacios entre caracteres son ignorados:
Hola \mathrm{H o 1 a}

Finalmente, observemos que \mathit corresponde al font italico, en tanto que \mathnormal

al font matematico usual, que es también itdlico ... o casi:
dif ferent $different$
dif ferent $\mathnormal{different}$
different $\mathit{different}$
different \textit{different}

5.5 Tablas.

array nos permitié construir matrices en modo mateméatico. Para tablas de texto existe
tabular, que funciona de la misma manera. Puede ser usado tanto en modo matematico
como fuera de él.

\begin{tabular}{1lcl}
Nombre : Juan Pérez Nombre&:&Juan P{\’e}rez\\
Edad ;26 Edad&:&26\\
Profesion : Estudiante Profesi{\’o}n&:&Estudiante
\end{tabular}

Si deseamos agregar lineas verticales y horizontales para ayudar a la lectura, lo hacemos
insertando | en los puntos apropiados del argumento de tabular, y \hline al final de cada
linea de la tabla:
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\begin{tabular}{|1l|r|}\hline

Item Gastos Item&Gastos\\ \hline

Vasos $ 500 Vasos& \$ 500 \\

Botellas | $ 1300 Botellas & \$ 1300 \\

Platos $ 500 Platos & \$ 500 \\ \hline

Total $ 2300 Total& \$ 2300 \\ \hline
\end{tabular}

5.6 Referencias cruzadas.

Ecuaciones, secciones, capitulos y paginas son entidades que van numeradas y a las cuales
podemos querer referirnos en el texto. Evidentemente no es éptimo escribir explicitamente
el nimero correspondiente, pues la insercion de una nueva ecuacion, capitulo, etc., su elimi-
nacién o cambio de orden del texto podria alterar la numeracién, obligandonos a modificar
estos nimeros dispersos en el texto. Mucho mejor es referirse a ellos de modo simbdlico y
dejar que TEX inserte por nosotros los nimeros. Lo hacemos con \label y \ref.

La ecuaciéon de Euler La ecuaci{\’o}n de Euler
, \begin{equation}
e"+1=0 (5.6) \label{euler}
e"{i\pi} + 1 =0

retne los niimeros més impor-
tantes. La ecuacién (5.6) es
famosa.

\end{equation}

re{\’u}ne los n{\’u}meros
m{\’a}s importantes.

La ecua-

ci{\’o}n (\ref{euler})

es famosa.

El argumento de \1label (reiterado luego en \ref) es una etiqueta simbdlica. Ella puede
ser cualquier secuencia de letras, digitos o signos de puntuacion. Letras mayusculas y mi-
nusculas son diferentes. Asi, euler, eq:euler, euler_1, eulerl, Euler, etc., son etiquetas
validas y distintas. Podemos usar \label dentro de equation, egqnarray y enumerate.

También podemos referenciar paginas con \pageref:

Ver pagina 130 para mas de- Ver p{\’a}lgina

talles. \pageref{significado}
para m{\’a}s detalles.

[Texto en pdg. 130] e

El significado

El significado de la vida ... \label{significado}
de la vida...

IXTEX puede dar cuenta de las referencias cruzadas gracias al archivo aux (auxiliar) gene-
rado durante la compilacion.

Al compilar por primera vez el archivo, en el archivo aux es escrita la informacion de los
\label encontrados. Al compilar por segunda vez, ISTEX lee el archivo aux e incorpora esa
informacién al dvi. (En realidad, también lo hizo la primera vez que se compild el archivo,
pero el aux no existia entonces o no tenfa informacién til.)
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Por tanto, para obtener las referencias correctas hay que compilar dos veces, una para
generar el aux correcto, otra para poner la informacién en el dvi. Toda modificacién en la
numeraciéon tendra efecto sélo después de compilar dos veces mas. Por cierto, no es necesario
preocuparse de estos detalles a cada momento. Seguramente compilaremos muchas veces el
archivo antes de tener la version final. En todo caso, IfTEX avisa, tras cada compilacion,
si hay referencias inexistentes u otras que pudieron haber cambiado, y sugiere compilar de
nuevo para obtener las referencias correctas. (Ver Sec. 5.11.2.)

5.7 Texto centrado o alineado a un costado.

Los ambientes center, flushleft y flushright permiten forzar la ubicacion del texto res-
pecto a los margenes. Lineas consecutivas se separan con \\:

Una linea centrada, \begin{center}
otra Una 1\’{\i}nea centra-
y otra mas. da,\\
otra\\
Ahora el texto continia y otra m{\’a}s.
\end{center}
alineado a la izquierda Ahora el texto con-
y finalmente tln{}’u}a
\begin{flushleft}
dos lineas alineado a la izquierda
alineadas a la derecha. \end{flushleft}
y finalmente
\begin{flushright}

dos 1\’{\i}neas\\
alineadas a la derecha.
\end{flushright}

5.8 Modificando el estilo.
TEX toma una serie de decisiones por nosotros. Ocasionalmente nos puede interesar alterar el

comportamiento normal. Disponemos una serie de comandos para ello, los cuales revisaremos
a continuacion. Todos deben aparecer en el preambulo, salvo en los casos que se indique.

5.8.1 Estilos de pagina.
a) Numeros de pagina.

Si se desea que los nimeros de pagina sean arabicos (1, 2,3 ... ):
\pagenumbering{arabic}
Para nimeros romanos (i, ii, iii, ... ):

\pagenumbering{roman}
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arabic es el default.

b) Estilo de pédgina.

El comando \pagestyle determina déonde queremos que vayan los nimeros de péagina:

\pagestyle{plain} Numeros de pagina en el extremo infe-
rior, al centro de la pagina. (Default
para estilos article, report.)

\pagestyle{headings} Numeros de pagina y otra informacion
(titulo de seccidn, etc.) en la parte su-
perior de la pagina. (Default para estilo
book.)

\pagestyle{empty} Sin numeros de pagina.

5.8.2 Corte de paginas y lineas.

TEX tiene modos internos de decidir cuando cortar una pagina o una linea. Al preparar la
version final de nuestro documento, podemos desear coartar sus decisiones. En todo caso,
no hay que hacer esto antes de preparar la versiéon verdaderamente final, porque agregar,
modificar o quitar texto puede alterar los puntos de corte de lineas y paginas, y los cortes
inconvenientes pueden resolverse solos.

Los comandos de esta seccién no van en el preambulo, sino en el interior del texto.

Corte de lineas.

En la pagina 119 ya vimos un ejemplo de induccion de un corte de linea en un punto deseado
del texto, al dividir una palabra en silabas.
Cuando el problema no tiene relacién con silabas disponemos de dos comandos:

\newline Corta la linea y pasa a la siguiente en el punto
indicado.

\linebreak Lo mismo, pero justificando la linea para ade-
cuarla a los margenes.

Un corte de linea Un cor-
no justificado a los margenes te de 1\’{\i}nea\newline
en curso. no justifica-
do a los m{\’a}rgenes
en curso.
Un corte de linea Un cor-
justificado a los margenes te de 1\’{\i}nea\linebreak
€1 Curso. justificado a los m{\’al}rgenes

en curso.
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Observemos como en el segundo caso, en que se usa \linebreak, la separacién entre
palabras es alterada para permitir que el texto respete los margenes establecidos.

Corte de paginas.
Como para cortar lineas, existe un modo violento y uno sutil:

\newpage Cambia de pagina en el punto indicado. Ané-
logo a \newline.

\clearpage Lo mismo, pero ajustando los espacios verti-
cales en el texto para llenar del mejor modo
posible la pagina.

\clearpage, sin embargo, no siempre tiene efectos visibles. Dependiendo de la cantidad
y tipo de texto que quede en la pagina, los espacios verticales pueden o no ser ajustados, y
si no lo son, el resultado termina siendo equivalente a un \newpage. TEX decide en ultima
instancia qué es lo 6ptimo.

Adicionalmente, tenemos el comando:

\enlargethispage{<longitud>} Cambia el tamano de la pa-
gina actual en la cantidad
<longitud>.

(Las unidades de longitud que maneja TEX se revisan en la Sec. 5.8.2.)

Unidades de longitud y espacios.
a) Unidades.

TEX reconoce las siguientes unidades de longitud:

cm centimetro

mm milimetro

in pulgada

pt punto (1/72 pulgadas)

em ancho de una “M” en el font actual
ex altura de una “x” en el font actual

Las cuatro primeras unidades son absolutas; las ultimas dos, relativas, dependiendo del
tamano del font actualmente en uso.

Las longitudes pueden ser ntimeros enteros o decimales, positivos o negativos:

lcm 1.6in .58pt -3ex

b) Cambio de longitudes.

TEX almacena los valores de las longitudes relevantes al texto en comandos especiales:
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\parindent Sangria.
\textwidth Ancho del texto.
\textheight Altura del texto.

\oddsidemargin Margen izquierdo menos 1 pulgada.
\topmargin Margen superior menos 1 pulgada.

\baselineskip Distancia entre la base de dos lineas de
texto consecutivas.

\parskip Distancia entre parrafos.

Todas estas variables son modificables con los comandos \setlength, que le da a una
variable un valor dado, y \addtolength, que le suma a una variable la longitud espe-
cificada. Por ejemplo:

\setlength{\parindent}{0.3em} (\parindent = 0.3 cm.)

\addtolength{\textwidth}{1.5cm} (\textwidth =
\textwidth + 1.5 cm.)

Espacios verticales y horizontales.

Se insertan con \vspace y \hspace:

\vspace{3cm} Espacio vertical de 3 cm.
\hspace{3cm} Espacio horizontal de 3 cm.

Algunos ejemplos:

Un primer parrafo de un pe- Un pri-
queno texto. mer p{\’al}rrafo de un
peque{\"n}o texto.

Y un segundo pérrafo separa- \vspace{lcm}
do del otro. Y un segundo p{\’al}rrafo
separado del otro.

Tres palabras separadas Tres\hspace{.5cm}palabras
del resto. \hspace{.5cm}separadas
del resto.

Si por casualidad el espacio vertical impuesto por \vspace debiese ser colocado al
comienzo de una péagina, TEX lo ignora. Seria molesto visualmente que en algunas
péaginas el texto comenzara algunos centimetros mas abajo que en el resto. Lo mismo
ocurre si el espacio horizontal de un \hspace queda al comienzo de una linea.

Los comandos \vspace*{<longitud>} y \hspacex{<longitud>} permiten que el es-
pacio en blanco de la <longitud> especificada no sea ignorado. Ello es 1til cuando
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invariablemente queremos ese espacio vertical u horizontal, aunque sea al comienzo de
una pagina o una linea —por ejemplo, para insertar una figura.

5.9 Figuras.

ETEX provee un ambiente picture que permite realizar dibujos simples. Dentro de la es-
tructura \begin{picture} y \end{picture} se pueden colocar una serie de comandos para
dibujar lineas, circulos, évalos y flechas, asi como para posicionar texto. Infortunadamente,
el proceso de ejecutar dibujos sobre un cierto umbral de complejidad puede ser muy tedioso
para generarlo directamente. La solucién para este problema consiste en dibujar en xfig y
luego exportar a IXTEX picture. Se debe tener en cuenta que la calidad del dibujo queda
acotada por las posibilidades del ambiente picture. Programas del tipo de xfig satisfacen la
mayor parte de nuestras necesidades de dibujos simples. Para requerimientos mas complejos
existen programas externos con lenguajes propios tales como Metafont o PostScript cuyos
resultados pueden ser excelentes. Conviene tenerlos en cuenta para necesidades futuras, pero
son muy especificos para revisarlos aqui.

Un modo mas general y expedito de insertar figuras, principalmente PostScript en el texto
es usando alguno de los paquetes epsfig o bien graphicx. Estos paquetes permiten manejar
figuras en los formatos gréaficos ps y eps, ademas el ultimo agrega pdf.

Si nuestra figura esta en un archivo figura.eps, la instruccién a utilizar es:

\documentclass[12pt]{article}
\usepackage{epsfig}

\usepackage{graphicx}

\begin{document}

\begin{figure}

\includegraphics [width=w, height=h]{figura.pdf}
\caption{Una figura inclu{\’\i}da}\label{figl}
\end{figure}

\epsfig{file=figura.eps, height=h, width=w}
\end{document}

Los pardmetros width y height son opcionales y puede omitirse uno para que el sistema
escale de acuerdo al pardmetro dado. Es posible variar la escala completa de la figura o
rotarla usando comandos especificos de cada paquete.

Si deseamos compilar con pdflatex para producir un archivo pdf en vez de uno dvi
las figuras deben ser incluidas en formato pdf, usando el paquete graphicx y el comando
\includegraphics[height=h]{<archivo>.pdf} . Si tenemos figuras en formato Postscript
las podemos convertir en pdf con el comando epstopdf.

5.10 Cartas.

Para escribir cartas debemos emplear el estilo letter en vez del que hemos utilizado has-
ta ahora, article. Comandos especiales permiten escribir una carta, poniendo en lugares
adecuados la direccién del remitente, la fecha, la firma, etc.
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A modo de ejemplo, consideremos el siguiente input:

\documentclass[12pt]{letter}
\begin{document}

\usepackage [spanish]{babel}
\address{Las Palmeras 3425\\

{\"N}u{\"n}oa, Santiago}
\date{9 de Julio de 1998}

\signature{Pedro P{\’e}rez \\ Secretario}

\begin{letter}{Dr.\ Juan P{\’e}rez \\ Las Palmeras 3425 \\
{\"N}u{\"n}oa, Santiago}
\opening{Estimado Juan}

A{\’ul}n no tenemos novedades.

Parece incre{\’\i}ble, pero los recientes acontecimientos nos han superado,
a pesar de nuestros esfuerzos. Esperamos que mejores tiempos nos
aguarden.

\closing{Saludos,}
\cc{Arturo Prat \\ Luis Barrios}

\end{letter}
\end{document}

Observemos que el texto de la carta estd dentro de un ambiente letter, el cual tiene un
argumento obligatorio, donde aparece el destinatario de la carta (con su direccién opcional-
mente).
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Las Palmeras 3425
Nunioa, Santiago

9 de Julio de 1998

Dr. Juan Pérez
Las Palmeras 3425

Nufina, Santiago

Estimaco Juan
Aun no tenemos novedades.

‘arece incretble, pero los recientes acont ecimient os nos han superado, a pesar
de nuestros esfuerzos. Esperamos que mejores tlempos nos aguarden.

Saludos,

Pedro Pores
Secretario

Copia a: Arturo Prat
Luis Barrios

Los comandos disponibles son:
\address{<direccion>} <direccion> del remitente.
\signature{<firma>} <firma> del remitente.
\opening{<apertura>} Foérmula de <apertura>.
\closing{<despedida>} Férmula de <despedida>.
\cc{<copias>} Receptores de <copias> (si los hubiera).

Uno puede hacer mas de una carta con distintos ambientes letter en un mismo archivo.
Cada una tomara el mismo remitente y firma dados por \address y \signature. Si desea-
mos que \address o \signature valgan s6lo para una carta particular, basta poner dichos
comandos entre el \begin{letter} y el \opening correspondiente.
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En todos estos comandos, lineas sucesivas son indicadas con \\.

5.11 Errores y advertencias.

5.11.1 Errores.

Un mensaje de error tipico tiene la forma:

LaTeX error. See LaTeX manual for explanation.
Type H <return> for immediate help.
! Environment itemie undefined.
\@latexerr ...or immediate help.}\errmessage {#1}
\endgroup
1.140 \begin{itemie}

?

La primera linea nos comunica que I¥TEX ha encontrado un error. A veces los errores
tienen que ver con procesos mas internos, y son encontrados por TEX. Esta linea nos informa
quién encontré el error.

La tercera linea comienza con un signo de exclamacion. Este es el indicador del error.
Nos dice de qué error se trata.

Las dos lineas siguientes describen el error en términos de comandos de bajo nivel.

La linea 6 nos dice dénde ocurrio el error: la linea 140 en este caso. Ademas nos informa
del texto conflictivo: \begin{itemie}.

En realidad, el mensaje nos indica dénde IXTEX advirtié el error por primera vez, que no
es necesariamente el punto donde el error se cometio. Pero la gran mayoria de las veces la
indicacién es precisa. De hecho, es facil darse cuenta, con la tercera linea
(Environment itemie undefined)

y la sexta (\begin{itemie}) que el error consistié en escribir itemie en vez de itemize. La
informacion de I¥TEX es clara en este caso y nos dice correctamente qué ocurrié y dénde.

Luego viene un 7. KIEX estd esperando una respuesta de nosotros. Tenemos varias
alternativas. Comentaremos sélo cuatro, tipicamente usadas:

(a) h <Enter>
Solicitamos ayuda. TEX nos explica brevemente en qué cree él que consiste el error y/o
nos da alguna recomendacién.

(b) x <Enter>

Abortamos la compilacién. Deberemos volver al editor y corregir el texto. Es la opcion
mas tipica cuando uno tiene ya cierta experiencia, pues el mensaje basta para reconocer
el error.

(c) <Enter>

Ignoramos el error y continuamos la compilacién. TEX hace lo que puede. En algunos
casos esto no tiene consecuencias graves y podremos llegar hasta el final del archivo
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sin mayores problemas. En otros casos, ignorar el error puede provocar que ulteriores
comandos —perfectamente validos en principio— no sean reconocidos y, asi, acumular
muchos errores mas. Podemos continuar con <Enter> sucesivos hasta llegar al final de
la compilacién.

(d) q <Enter>

La accion descrita en el punto anterior puede llegar a ser tediosa o infinita. q hace
ingresar a TEX en batchmode, modo en el cual la compilacién prosigue ignorando todos
los errores hasta el final del archivo, sin enviar mensajes a pantalla y por ende sin que
debamos darle infinitos <Enter>.

Las opciones (c) y (d) son ttiles cuando no entendemos los mensajes de error. Como
TEX seguira compilando haciendo lo mejor posible, al mirar el dvi puede que veamos mas
claramente dénde comenzaron a ir mal las cosas y, por tanto, por qué.

Como dijimos, KTEX indica exactamente donde encontré el error, de modo que hemos de
ponerle atencién. Por ejemplo, si tenemos en nuestro documento la linea:

. un error inesperado\fotnote{En cualquier punto.}
puede decidir...

generaria el mensaje de error:
I Undefined control sequence.

1.249 ...un error inesperado\fotnote
{En cualquier punto.}

En la linea de localizacion, BTEX ha cortado el texto justo después del comando inexis-
tente. IXTEX no sélo indica la linea en la cual detectd el error, sino el punto de ella donde
ello ocurrié. (En realidad, hizo lo mismo —cortar la linea para hacer resaltar el problema—
en el caso expuesto en la pag. 138, pero ello ocurrié en medio de comandos de bajo nivel, asi
que no era muy informativo de todos modos.)

Errores mas comunes.
Los errores mas comunes son:
Comando mal escrito.

a

b

Paréntesis cursivos no apareados.
¢) Uso de uno de los caracteres especiales #, $, %, &, _, {, }, 7, 7, \ como texto ordinario.

)
)
)
d) Modo matemético abierto de una manera y cerrado de otra, o no cerrado.
e) Ambiente abierto con \begin. .. y cerrado con un \end. .. distinto.

)

f

Uso de un comando matemadatico fuera de modo matemaético.
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g) Ausencia de argumento en un comando que lo espera.

h) Linea en blanco en ambiente matematico.

Algunos mensajes de error.
A continuacién, una pequena lista de errores (de KTEX y TEX) en orden alfabético, y sus
posibles causas.

x

Falta \end{document}. (Dar Ctrl-C o escribir \end{document} para salir de la compilacién.)

I \begin{...} ended by \end{...}

Error e) de la Sec. 5.11.1. El nombre del ambiente en \end{.. .} puede estar mal escrito,
sobra un \begin o falta un \end.

| Double superscript (o subscript).

Una expresién como x*2°3 0 x_2_3. Si se desea obtener 22° (i3), escribir {x"2}"3 ({x_2}_3).

| Environment ... undefined.

\begin{. ..} con un argumento que corresponde a un ambiente no definido.

! Extra alignment tab has been changed.

En un tabular o array sobra un &, falta un \\, o falta una c, 1 6 r en el argumento
obligatorio.

I Misplaced alignment tab character &.

Un & aparece fuera de un tabular o array.

! Missing $ inserted.
Errores c), d), ), h) de la Sec. 5.11.1.

! Missing { (0 }) inserted.

Paréntesis cursivos no apareados.

! Missing \begin{document}.

Falta \begin{document} o hay algo incorrecto en el predmbulo.

| Missing number, treated as zero.

Falta un nimero donde ITEX lo  espera: \hspace{}, \vspace cm,
\setlength{\textwidth}{a}, etc.

! Something’s wrong -- perhaps a missing \item.

Posiblemente la  primera palabra después de un \begin{enumerate} o
\begin{itemize} no es \item.

I Undefined control sequence.

Aparece una secuencia \<palabra>, donde <palabra> no es un comando.
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5.11.2 Advertencias.

La estructura de una advertencia de BTEX es:
LaTeX warning. <mensaje>.
Algunos ejemplos:

Label ‘...’ multiply defined.

Dos \label tienen el mismo argumento.

Label(s) may have changed. Rerun to get cross-references right.

Los nimeros impresos por \ref y \pageref pueden ser incorrectos, pues los valores corres-
pondientes cambiaron respecto al contenido del aux generado en la compilacion anterior.

Reference ‘...’ on page ... undefined.

El argumento de un \ref o un \pageref no fue definido por un \label.

TEX también envia advertencias. Se reconocen porque no comienzan con TeX warning.
Algunos ejemplos.

Overfull \hbox ...

TEX no encontré un buen lugar para cortar una linea, y puso més texto en ella que lo
conveniente.

Overfull \vbox ...

TEX no encontré un buen lugar para cortar una péagina, y puso mas texto en ella que lo
conveniente.

Underfull \hbox ...

TEX construyd una linea con muy poco material, de modo que el espacio entre palabras puede
ser excesivo.

Underfull \vbox ...

TEX construyé una pagina con muy poco material, de modo que los espacios verticales (entre
parrafos) pueden ser excesivos.

Las advertencias de KITEX siempre deben ser atendidas. Una referencia doblemente defini-
da, o no compilar por segunda vez cuando IKTEX lo sugiere, generara un resultado incorrecto
en el dvi. Una referencia no definida, por su parte, hace aparecer un signo ?? en el texto
final. Todos resultados no deseados, por cierto.

Las advertencias de TEX son menos decisivas. Un overfull o underfull puede redundar en
que alguna palabra se salga del margen derecho del texto, que el espaciado entre palabras en
una linea sea excesivo, o que el espacio vertical entre parrafos sea demasiado. Los estandares
de calidad de TEX son altos, y por eso envia advertencias frecuentemente. Pero generalmente
los defectos en el resultado final son imperceptibles a simple vista, o por lo menos no son
suficientes para molestarnos realmente. A veces si, por supuesto, y hay que estar atentos.
Siempre conviene revisar el texto y prestar atencion a estos detalles, aunque ello sélo tiene
sentido al preparar la version definitiva del documento.
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Capitulo 6

Ecuaciones diferenciales de primer
orden.

versién 1.1-0109051

6.1 Introduccion.

Al estudiar los fenémenos fisicos, con frecuencia no es posible hallar de inmediato las expre-
siones explicitas de las magnitudes que caracterizan dicho fenémeno. Sin embargo, suele ser
mas facil establecer la dependencia entre esas magnitudes y sus derivadas o sus diferenciales.
Asi obtenemos ecuaciones que contienen las funciones desconocidas, escalares o vectoriales,
bajo el signo de derivadas o de diferenciales.

Las ecuaciones en las cuales la funcion desconocida, escalar o vectorial, se encuentra bajo
el signo de derivada o de diferencial, se llaman ecuaciones diferenciales. Veamos algunos
ejemplos de ecuaciones diferenciales:

dx
1) p
tegracién; x es la cantidad de sustancia no desintegrada en el tiempo t; la velocidad de

dx
desintegracion a es proporcional a la cantidad de sustancia que se desintegra).

= —kz es la ecuacién de la desintegracién radioctiva. (k es la constante de desin-

d*r - r
2) mﬁ = F (t,F, %) es la ecuacion del movimiento de un punto de masa m, bajo la
influencia de una fuerza F dependiente del tiempo, de la posicién, 7, y de su velocidad
dr . .,
—. La fuerza es igual al producto de la masa por al aceleracién.

dt
0? 0? 0?
3) 8:;; + 8;; + 8;; = —4dmp(z,y, z) es la ecuacién de Poisson, la cual satisface el potencial

electroestético u(x,y, z) en presencia de la densidad de carga p(z,y, z).

Si se indican los métodos para hallar las funciones incégnitas, determinadas por las ecua-
ciones diferenciales, se habra hallado asi la dependencia entre las magnitudes indicadas. La

IEste capitulo estéd basado en el primer capitulo del libro: Ecuaciones diferenciales y cdlculo variacional

de L. Elsgoltz, editorial MIR

145
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bisqueda de las funciones desconocidas, determinadas por las ecuaciones diferenciales, es
precisamente el problema fundamental de la teoria de ecuaciones diferenciales.

Si en una ecuacion diferencial las funciones desconocidas, escalares o vectoriales, son
funciones de una sola variable, la ecuacién diferencial es llamada ordinaria (los dos primeros
casos en el ejemplo anterior). Si, en cambio, la funcién desconocida es funcién de dos o més
variables independientes, la ecuacién diferencial se llama ecuacion en derivadas parciales (el
tercer caso en el ejemplo anterior).

Se denomina orden de la ecuacién diferencial al grado de la derivada (o diferencial) méxima
de la funcién desconocida, que figura en la ecuacion.

Se llama solucion de la ecuacién diferencial a una funciéon que, al ser sustituida en la
ecuacion diferencial, la convierte en una identidad.

Por ejemplo, la ecuacion de la desintegracion radiactiva

dx
- _k 1
tiene la solucion
x(t) = ce (6.2)

dode c es una constante arbitraria.

Es evidente que la ecuacién diferencial (6.1) atin no determina por completo la ley de
desintegracién = x(t). Para su completa determinacién hay que conocer la cantidad de
sustancia xo en un momento inicial #;. Si zy es conocida, entonces tomando en cuenta la
condicién z(tg) = xg, de (6.2) hallamos la ley de desintegracién radioactiva:

z(t) = zge FE0)

El proceso de determinar las soluciones de una ecuacién diferencial se llama integracion
de la misma. En el ejemplo anterior hallamos facilmente la solucién exacta, pero, en casos
mas complejos, con frecuencia es necesario utilizar métodos aproximados de integracion de
dichas ecuaciones. Este tema lo abordaremos en la parte III de estos apuntes.

Veamos mas detalladamente el problema méas complejo mencionado antes, de la determi-
nacién de la trayectoria 7 = 7(t) de un punto material de masa m, bajo la accién de una
fuerza dada F (t,7, F) Segun la ecuacion de Newton,

mi = F(t,7,7) . (6.3)

Por lo tanto, el problema se reduce a la integracion de esta ecuacion diferencial. Es evidente
que la ley de movimiento atn no queda determinada por completo si se dan la masa m y la
fuerza F'; hay que conocer también la posicién inicial del punto

y su velocidad inicial

r(to) =Fo (6.5)
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Obsérvese que la ecuacién vectorial (6.3) de segundo orden puede sustituirse por un sistema
equivalente de dos ecuaciones vectoriales de primer orden, si consideramos la velociadad v
como una segunda funcién vectorial desconocida:

ar_ 7, m F(t,7.7) . (6.6)
dt dt
Cada ecuacién vectorial en el espacio tridimensional puede ser sustituida, proyectando sobre
los ejes de coordenadas, por tres ecuaciones escalares. Por lo tanto, la ecuacién (6.3) es
equivalente a un sistema de tres ecuaciones escalares de segundo orden, y el sistema (6.6), a
un sistema de seis ecuaciones escalares de primer orden.

Finalmente, podemos sustituir una ecuacién vectorial (6.3) de segundo orden en el espacio
tridimensional por una ecuacién vectorial de primer orden en el espacio de seis dimensiones
cuyas coordenadas son las tres del vector posicién r,, r, y 7., mas las tres del vector velocidad
Uy, Uy ¥ V.. Usualmente este espacio es llamado espacio de fase. El vector ﬁ(t) en dicho
espacio con coordenadas (ry,7y,7:, Vs, Uy, U;). En esta notacién el sistema (6.6) toma la
forma:

% =®(t,R(t)) , (6.7)

las proyecciones del vector @ en el espacio de seis dimensiones son las correspondientes pro-
yecciones de los segundos mienbros del sistema (6.6) en el espacio tridimensional.

Bajo esta interpretacion, las condiciones iniciales (6.4) y (6.5) se sustituyen por la condi-
cién

—

R(to) = Ry .

La solucién de la ecuacién (6.7) R = R(t) serd una trayectoria en el espacio de fase, en la
que cada uno de sus puntos corresponde a cierto estado momentaneo del sistema.

6.2 Ecuaciones de primer orden.

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, puede escribirse en la forma

dy
dr flz,y) .
Un ejemplo simple de tal ecuacién,
dy
e f(z),

se analiza en el curso de célculo integral. En este caso simple, la solucién

y=/f(x)dx+c7
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contiene una constante arbitraria , que puede determinarse si se conoce el valor de y(xy) = yo;
entonces

y=yo+/ f@')da" .

Mis adelante se mostrara que, bajo algunas limitaciones establecidas sobre la funcién f(x,y),
la ecuacién

dy

%:f(xﬂy)7

tiene también una solucién tinica, que satisface la condicién y(zg) = yo, y su solucion general,
es decir, el conjunto de soluciones que contienen sin excepcion todas las soluciones, depende
de una constante arbitraria.

La ecuacién diferencial d—y = f(z,y) establece una dependencia entre las coordenadas de
x
d
un punto y el coeficiente angular de la tangente d—y a la grafica de la solucion en ese punto.
x

dy
Conociendo x e y, se puede calcular —=. Por consiguiente, la ecuacion diferencial de la forma

considerada determina un campo de direcciones (figura 6.1), y el problema de la integracién
de la ecuacion diferencial se reduce a hallar las llamadas curvas integrales, para las cuales la
direccion de las tangentes a éstas coincide en cada punto con la direccién del campo.

A Ejemplo Consideremos la siguiente ecuacion

y dy _y
\ N \ de =
74 74 74 En cada punto, diferente del punto (0,0), el
coeficiente angular de la tangente a la curva
/ / integral buscada es igual a la razén £, o sea,
A7 e A coincide con el coeficiente angular de la rec-
/ / / / / ta dirigida desde el origen de coordenadas al
> mismo punto (z,y). En la figura (6.2) estd re-
0) 1 / / / / X presentado con flechas el campo de direcciones
determinado por la ecuacién estudiada. Evi-
dentemente, en este caso las curvas integrales
Figura 6.1: Curvas integrales. seran las rectas y = cz, ya que las direcciones
de estas rectas coinciden en todas partes con

la direccion del campo.

En muchos problemas, en particular en casi todos los problemas de caracter geométricos,
las variables x e y son equivalentes. Por ello, en dichos problemas, si éstos se reducen a la
resolucién de la ecuacion diferencial

dy

D~ ) (639
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Figura 6.2: Curvas integrales y = cx.

es natural considerar, conjuntamente con (6.8), también

dx 1
dy — flx,y) (69)

Si ambas ecuaciones tienen sentido, entonces son equivalentes, ya que si la funcién y = y(x)
es solucién de la ecuacién (6.8), la funcién inversa z = z(y) es solucién de (6.9) y, por lo
tanto, ambas ecuaciones poseen curvas integrales comunes.

Si, en cambio, en algunos puntos una de las ecuaciones (6.8) o (6.9) pierde sentido,
entonces en esos puntos es natural sustituirla por la otra ecuacién.

6.3 Ecuaciones con variables separables.

Las ecuaciones diferenciales del tipo

fo(y) dy = fi(z)dz (6.10)

se llaman ecuaciones con variables separadas. Consideremos que las funciones f; y fo son
continuas.

Supongamos que y(x) es solucién de esta ecuacién; entonces al sustituir y(x) en la ecuacion
(6.10), obtenemos una identidad que, al ser integrada, da

/f?(y)dZ/:/fl(a:) dr + ¢, (6.11)

donde ¢ es una constante arbitraria.
Hemos obtenido una ecuacién en que no figuran ni derivadas ni diferenciales, ecuaciones
asi se denominan ecuaciones finitas, satisfechas por todas las soluciones de la ecuacién (6.10).
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Ademéds, cada solucién de la ecuacion (6.11) es solucién de (6.10), ya que si una funcién y(x),
al ser sustituida en la ecuacién (6.11), la transforma en una identidad, entonces derivando
dicha identidad obtenemos que y(x) satisface (6.10).

La ecuacién finita ®(z,y) = 0 que determina la solucién y(z) de la ecuacién diferencial
como funcion implicita de x, se llama integral de la ecuacién diferencial considerada.

Si esta ecuacién finita determina sin excepcién todas las soluciones de la ecuacion diferen-
cial dada, entonces se llama integral general de dicha ecuacién diferencial. Por consiguiente,
la ecuacién (6.11) es integral general de la ecuacién (6.10). Para que (6.11) determine y como
funcién implicita de z, es suficiente exigir que fa(y) # 0.

Es posible que en algunos problemas no sea posible expresar las integrales indefinidas
[ fi(z)dzy [ f2o(y) dy en funciones elementales; pero, a pesar de esto, consideramos resuelto
también en este caso el problema de la integracién de la ecuacién diferencial (6.10), en el
sentido de que lo hemos reducido a un problema simple del célculo de integrales indefinidas.
Como el término integral en teoria de ecuaciones diferenciales se utiliza frecuentemente en
el sentido de integral de la ecuacion diferencial, entonces para referirnos a integrales de
funciones, [ f(z)dx, generalmente se utiliza el término “cuadratura’.

Si hay que obtener la solucién particular que satisface la condicién y(xg) = yo, ésta
evidentemente se determina por la ecuacion

/yjﬁ(y)dy:/;fl(:v)dx,

/y:fz(y)dyZ/;fl(w)dﬂerc,

la cual se obtiene de

utilizando las condiciones iniciales y(zo) = o.
Ejemplo Considere la siguiente ecuacién
xdx +ydy =0 .

Las variables estan separadas, ya que el coeficinete de dx es funcién sélo de z, y el coeficiente
de dy, solo de y. Integrando, obtenemos

/xdx—i—/ydy:c o bien 2% +y* = ¢},

que es una familia de circunferencias con centro en el origen de coordenadas.
Las ecuaciones del tipo

G1(x)n(y) do = da(x)a(y) dy

en las cuales los coeficientes de las diferenciales se descomponen en factores dependientes sélo
de z o de y, se llaman ecuaciones diferenciales con variables separables, ya que dividiendo
entre 11 (y)p2(x), éstas se reducen a una ecuacién de variables separadas:

¢1(x) - Va(y)
o) T ) Y
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Obsérvese que la divisién entre 11 (y)@2(x) puede conducir a la pérdida de soluciones parti-
culares, que reducen a cero el producto 1 (y)p2(x); si las funciones 1, (y) y ¢2(z) pueden ser
discontinuas, es posible la aparicion de soluciones superfluas, que reducen a cero el factor

1
U1 (y)da(z)

Ejemplo Como ya fue mencionado, se ha establecido que la velocidad de desintegracion
radioactiva es proporcional a la cantidad x de sustancia aun no desintegrada. Hallar la
dependencia de x respecto al tiempo %, si en el momento inicial para t = ty, era x = x.

Supondremos conocido el coeficiente de proporcionalidad &, llamado constante de desin-
tegracién. La ecuacién diferencial que gobierna el proceso tendra la forma

dr

dt
El signo menos en el término derecho de la ecuacion indica que x decrece cuando ¢ aumenta,
k > 0. Separando variables e integrando, se obtiene

Wt (x])— ) =k (E—to) |
X

—kx |

de donde

x = xge Ftto)
Determinemos también el periodo de desintegracién 7 ( o sea, el tiempo durante el cual se
desintegra x/2). Haciendo t — ¢y = 7, obtenemos xy/2 = roe *", de donde 7 = In 2/k.

La ecuacion

dz

—=kxr, k>0,

dt
se diferencia sélo en el signo del segundo miembro de la ecuacion anterior, sin embargo,
describe procesos de “reproduccion” completamente diferentes, por ejemplo: la variacion de
la cantidad de neutrones en las reacciones en nucleares en cadena, o la reproduccién de una

colonia de bacterias en condiciones ideales. La solucién de esta ecuacion que satisface la
condicién inicial x(tg) = xo tiene la forma
T = Ty eklt=to) ,

y, a diferencia de las soluciones anteriores, z(¢) no disminuye, sino que crece exponencialmente
con el incremento de ¢

6.4 Ecuaciones que se reducen a ecuaciones de variables
separables

Muchas ecuaciones diferenciales pueden ser reducidas a ecuaciones con variables separables
mediante una sustitucion de variables. A dicho grupo pertenecen, por ejemplo, las ecuaciones
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de la forma

dy

— = flaz + by) ,

o=/ y)

donde a y b son magnitudes constantes, las cuales se transforman en ecuaciones con variables
separables por medio de la sustitucién z = az + by. Efectivamente, pasando a las nuevas
variables x y z, tendremos

dz dy dz
%—CL_Fb%, %—a—kbf(z),
o bien
dz
4
a+bf(z) o

con lo que hemos separado las variables. Integrando, obtenemos

dz

Ejemplo Consideremos la siguiente ecuacién diferencial

dy 1
= = 1.
dx :c—y+
Haciendo x — y = 2, obtenemos
dy dz dz 1
_:1__ 1____ 1
dx dx dx z+ ’
d 1
o C zdz=—dx, 2*=-22+c, (v—y)’=-2x+c.

dx z’ ’

A ecuaciones con variables separables se reducen también las ecuaciones diferenciales
homogéneas de primer orden, que tienen la forma

@f@),

dr x
En efecto, después de la sustitucion z = g, o bien y = xz, obtenemos
x

dy dz dz dz dx
%—$£+Z7 $%+Z—f(2)a T

d z
/ﬁzln\x\jtlnc, v =cel =
z) —z
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Obsérvese que el segundo miembro de la ecuacion homogénea es un funcion homogénea de
variables x e y de grado nulo? de homogeneidad; por eso la ecuacién del tipo

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0,

serd homogénea si M (z,y) y N(z,y) son funciones homegéneas de z e y, del mismo grado de
homogeneidad, puesto que en este caso

dr — N(z,y)

dy _ M(z,y) f<y>

Ejemplo Considere la siguiente ecuacion

d
oYt
dr = x
. dy z . e
Haciendo y = xz, prirm + z y sustituyendo en la ecuacién inicial, obtenemos
x x

z coszdz dz
rT— +z=z+tanz, = —,
dx sen z x

In|senz|=1In|z|+1Inc, senz=cz sen? = cz .
T

Las ecuaciones del tipo

dy (a1x+b1y+01) (6.12)

dv as + bay + o

pueden reducirse a ecuaciones homogéneas, si trasladamos el origen de coordenadas al punto
de interseccién (z1,y;) de las rectas

ar +biy+c =0, asr +byy +cp =0

Efectivamente, el miembro independiente en las ecuaciones de estas rectas en las nuevas
coordenadas X = x — x1, Y = y — y;, serd igual a cero; los coeficientes de las coordenadas

permanecen invariables; % =I5 y la ecuacién (6.12) toma la forma
d_Y . X +b0Y
dX T \aX +bY /)’

o bien

dY . f ap + bl§ . Y
X mrbhy ) T\X)"
2Una funcién f(u,v) es homogénea de grado n si al multiplicar las variables por A la funcién resultante
es \" veces la funcién original.
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que ya es una ecuacion homogénea.
Este método no se puede aplicar sélo en el caso en que haya paralelismo entre las rectas

a1 4+ b1y + ¢y =0y asx + by 4+ ¢ = 0. Pero en este caso los coeficientes de las coordenadas

a
son proporcionales: == b_2 =k, y la ecuacion (6.12) se puede escribir en la forma
ai 1

dy ( ax+ by + ¢
k

& —F b
dz (CL1£L' + bly) + Cg) (all' + ly) ’

como ya sabemos el cambio de variable z = a;x 4 b1y transforma la ecuacién considerada en
una ecuaciéon con variables separables.

Ejemplo Considere la siguiente ecuacién

dy z—y+1
dv  z+y—3"°

Resolviendo el sistema de ecuaciones x —y+1 =0, z+y — 3 = 0, obtenemos x; = 1, y; = 2.
Haciendo x = X + 1, y =Y + 2, tendremos

y [(X-Y
ax X+Y )"

El cambio de variable Y = 2X conduce a una ecuacion de variables separables:

dz 1—=z
X2
A T

(14+2)dz  dX

1-22+22 X'
—%1n|1—2z—22‘zln]Xl—%lnC,
(1—-2z-2HX?=¢,

X2 -2XY -Y?=c¢,

v —2xy —y* + 22+ 6y =c .
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6.5 Ecuaciones lineales de primer orden.

Se llama ecuacion diferencial de primer orden a una ecuacion lineal con respecto a la funcion
desconocida y a su derivada. La ecuacion lineal tiene la forma

Y plaly = f). (613)

donde p(z) y f(x) se consideraran en lo sucesivo funciones continuas de z en la regién en que
se exige integrar la ecuacién (6.13).

Si f(z) = 0, la ecuacion (6.13) se llama lineal homogénea. En la ecuacién lineal homogénea
las variables se separan

d_i +p(z)y=0, dedonde d_yy = —p(z)dz

e integrando, obtenemos

ln|y|:—/p(x)d$+1ncl, aq >0,

y=ce IP@de (. (6.14)

Al dividir entre y se perdié la solucion y = 0; sin embargo, ésta puede ser incluida en la
familia de soluciones halladas (6.14), si se considera que ¢ puede tomar el valor 0.
Para integrar la ecuacion lineal no homogénea

dy
&t plaly = f(2) (6.1
x
puede ser aplicado el asi llamado método de variacion de la constante. Al aplicar dicho
método, primeramente se integra la ecuaciéon homogénea correspondiente ( o sea, la que tiene

el mismo primer miembro):

dy

cuya solucién general, como fue indicado anteriormente, tiene la forma

Yy = Ce*fp(w’)dx/ .

., _ / / ., .’ s’
Cuando ¢ es constante, la funcién ce™ /P4 o5 la solucién de la ecuacién homogénea.
Probemos ahora satisafacer la ecuacién no homegénea considerando ¢ como funcion de x, o
sea, realizando en esencia la sustitucion de variables
e~ [ p(z’) da’

Y

y = c(z)

donde ¢(z) es una funcién desconocida de x.



156 CAPITULO 6. ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN.

Calculando la derivada

d’y o de —fp(w’)dx/
dx - de € C(I‘)p(l’)

e~ [ p(z’) dz’

Y

y sustituyéndola en la ecuacién no homogénea inicial (6.13), se obtiene

de — [ (2 dz’ — [ (2 dz’ — [ o(2!) dz’
40 W8 el PO plae(a) A0 = f(a)
o bien

de

= fay e

de donde, integrando, se halla

c(x) = /f(x”)efp(m/)dx/ da" + ¢,
y, por consiguiente,
g = () e~ IPEE o o= i = [ o) da / el e g (6.15)
De este modo, la solucién general de la ecuacién lineal no homogénea es igual a la suma de

la solucion general de la ecuaciéon homogénea correspondiente

1 e—fp(x’)d:c’

Y

y de la solucién particular de la ecuacién no homogénea
e~/ p(@)dz’ /f(zu)efp(z’)dx’ dz’

que se obtiene de (6.15) si ¢; = 0.

Obsérvese que en ejemplos concretos no es conveniente utilizar la férmula (6.15) , compleja
y dificil de recordar; es mas sencillo repetir cada vez todas las operaciones expuestas més
arriba.

Ejemplo En un circuito eléctrico con autoinduccién tiene lugar el paso de corriente alterna.
La tensién U es un funcién dada del tiempo, U = U(t), la resistencia R y la autoinduccién L
son constantes; la corriente inicial es dada, 1(0) = I,. Hallar la dependencia de la intensidad

de la corriente I = I(t) respecto al tiempo. Aplicando la ley de Ohm para el cirrcuito
obtenemos
dl
U—-L—=RI.
dt

La solucién de esta ecuacién lineal que satisface la condicién inicial 1(0) = Iy, de acuardo
con (6.15), tiene la forma

I :
[=e Lt [Io + Z/ U(t')er! dt’] . (6.16)
0



6.5. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN. 157

Para una tensién constante U = U, obtenemos

I:%‘F(]O—%)e_%t.

Es interesante el caso de tensién alterna sinusoidal: U = Asenwt. En este caso, segin (6.16),
obtenemos

_ Ry A t ) By
I=e 1" |[p+— | senwteL
L J

La integral del segundo miembro se toma facilmente.

Muchas ecuaciones diferenciales pueden ser reducidas a ecuaciones lineales mediante un
cambio de variables. Por ejemplo, la ecuacion de Bernouilli, que tiene la forma

dy
-7 - n 1
Yl = fa . nA 1
o bien
—-n dy 1-n __
y ey = fla) (6.17)
x
con el cambio de variable y!~" = z, se reduce a una ecuacién lineal. Efectivamente, derivando
y'~" = 2, hallamos
dy dz
1— ==

y sustituyendo en (6.17), obtenemos la ecuacién lineal

L
1—ndzx

+ )z = f(a) .

Ejemplo Consideremos la ecuacién

dy y z?
dr 2z 2y’
o bien
d 2
2y—y . + 27,
dx x
. . 9 dy dz .
con el cambio de variable y* = z tenemos de— = con lo que la ecuacién nos queda
x x
dz =z 9
_— = = + €T ,
der =«

Que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden no homogénea.
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La ecuacién

W pla)y + gl = ().

llamada ecuacion de Riccati, en general no se integra en cuadraturas, pero por sustitucién
de variables puede ser transformada en una ecuacién de Bernoulli, si se conoce una solucion
particular y;(z) de esta ecuacién. Efectivamente, haciendo y = y; + z, se obtiene

vi+ 2 +p@) v+ 2) +a(@) (v +2)" = f(2) |
0, como ¥, + p(z)y1 + q(x)y? = f(x), tendremos la ecuacién de Bernoulli

2+ [p(x) + 2q(x)y1)z + q(2)2> = 0 .

Ejemplo Consideremos la ecuacién

dy _ o 2

az 7 T2

Aqui no es dificil hallar la solucién particular y; = i Haciendo y = z 4+ fraclxz, obtenemos

VIR IV 1\*> 2
= J— —_ — = z — — -
y x?’ x? x2 x2’

o bien

/ 2 +1 1 du Z/
. _ = w= = du
22 xz ’ > de 2
du 2u du 2dx
_:___]_, —_— =,
dx €T U T
Infu|=-2mIn|z|+Inc, u=—, u:c(ﬂg)’
s
! 3
_Cl T 1 1 T 1 _Cl T
_I2 37 Z_ZL’2 37 y—%—ﬁ 37
1 32
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6.6 Ecuaciones en diferenciales totales.
Puede suceder que el primer miembro de la ecuacién diferencial
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0, (6.18)

sea la diferencial total de cierta funcién u(z,y):

du(x,y) = M(z,y)dz + N(x,y)dy ,
y que por consiguiente, la ecuacién (6.18) tome la forma

du(z,y) =0 .

Si la funcién y(x) es solucién de la ecuacion (6.18), entonces

u(z,y(x)) =c, (6.19)

donde ¢ es una constante. reciprocamente, si cierta funcién y(x) convierte en identidad la
ecuacién finita (6.19), entonces, derivando la identidad obtenida, tendremos du(z,y(x)) =0
y, por consiguiente, u(z,y) = ¢, donde ¢ es una constante arbitraria, es integral general de la
ecuacion inicial.

Si las condiciones iniciales y(x¢) = yo estan dadas, la constante ¢ se determina de (6.19):
¢ =u(zo,Yo) ¥

u(@,y(x)) = w(@o, Yo) , (6.20)

es la integral particular buscada. Si a—u = N(z,y) # 0 en el punto (zg,¥o), entonces la

ecuacién (6.20) determina y como funcién implicita de z.
para que el primer miembro de la ecuacién (6.18)

M (z,y) de+ N(z,y)dy ,
sea un diferencial total de cierta funcién u(z,y), como se sabe, es necesario y suficiente que

OM(z,y) _ ON(z,y)
dy ox

. (6.21)

Si esta condicién, senalada por primera vez por Euler, se cumple, entonces (6.18) se integra
facilmente. En efecto

du=Mdx+ Ndy .

Por otra parte,
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Por consiguiente,

de donde
u(z,y) = /M(x, y)dx + c(y) .

Al calcular la integral de la expresién anterior, la magnitud y se considera constante; por eso,
c(y) es una funcién arbitraria de y.

PAradeterminar la funcién ¢(y), derivamos la funcién hallada u(z, y) respecto a y y, como

0
a—Z = N(z,y), obtenemos

%(/M@mm9+ﬂw=NQW-

De esta ecuacién se determina ¢ (y), e integrando se halla ¢(y).

Se puede determinar atin més facilmente la funcién u(z,y) por su diferencial total du =
M (z,y)dz+N(z,y) dy, tomando la integral curvilinea de M (x, y) dx+ N (x,y) dy desde cierto
punto fijo (zg, yo) hasta un punto con coordenadas variables (x,y), por cualquier camino:

(z,y)
u(z,y) =/( )M(fv,y)dﬂHN(aﬁ,y)dy :
Z0o,Yo

Con frecuencia, es comodo tomar una linea quebrada, compuesta por dos segmentos paralelos

A (XY ) bogy)  (xy)

y y

(%Y%) (X2%) (%Y%)
0 x 0 X

Y

Figura 6.3: Caminos de integracién posibles.

alos ejes de coordenadas (figura 6.3); en este caso

(ﬁ,yo) (mvy)
Mda:+Ndy:/ Mdz + Ndy

(x0,y0) (=,90)

(z,y)

(z0,y0)
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o bien

(x,y) (.’Eo,y) (xay)
/ Md:v—l—Ndy:/ Ndy+/ Ndy .
( (

0,%0) (z0,y0) z0,%0)
Ejemplo Consideremos la siguiente ecuacién
(x+y+Ddo+(x—y* +3)dy=0.
El primer miembro de la ecuacion es la diferencial total de cierta funcién u(z,y), puesto que

Odz+y+1)  Ox—y*+3)
oy o ’

byl u=" pay+ + c(y)
=X u = T X C
o Y 5 Ty y)

gy ot Tl =y,

3
dy)=—-y"+3, C(y)z—yg+3y+cl.

Por lo tanto, la integral general tiene la forma

322 + 62y + 62 — 2y° + 18y = ¢, (6.22)

Se puede utilizar también el otro método de de-
terminacién de la funcién u(zx,y): y

. (X.y)

2y

u(x,y):/ (z4+y+1)de+ (x—y*+3)dy .
(

70,Y0)

Como punto inicial (xg,yo) escogemos por ejemplo 0 -
el origen de coordenadas, y como camino de inte- (x,0) X
gracion el mostrado en la figura 6.4). Entonces

Figura 6.4: Camino de integracion.

(,0) (z,y)
u(x,y):/ (:c—l—l)dx—l—/ (x —y*+3)dy ,
(0,0 (x,0)

IL‘2 3

u(x,y):?—i-x—i-xy—%—i-?)y,
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y la integral general tiene la forma

2 3

%—i—m—l—xy—%—l—?)y:c,

o bien como en (6.22).

En algunos casos, si el primer miembro de la ecuacién
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 , (6.18)

no es una diferencial total, resulta ficil escoger una funcién p(z,y),luego del producto por la
cual el primer miembro de (6.18) se transforma en una diferencial total:

du = pM dx + pN dy .

Esta funcién p se llama factor integrante. Observese que la multiplicacién por el factor
integrante p(z,y) puede conducir a que aparezcan soluciones particulares superfluas, que
reducen este factor a cero.

Ejemplo Consideremos la siguiente ecuacion
vdr +ydy+ (2* +y*)a*de =0 .

es facil comprobar que después de multiplicar por el factor 4 = 1/(2?+y?), el primer miembro
se transforma en diferencial total. Efectivamente, luego del producto por p = 1/(x?* + y?),
obtenemos

o integrando:
1 3
§ln(x2 + %) + % =Ing .

multiplicando por 2 y potenciando, tendremos

(22 +42) ¥ P = ¢

Es claro que no siempre el factor integrante se escoge tan facilmente. En general, para
hallar dicho factor es necesario escoger por lo menos una solucién particular no idénticamente
nula de la ecuacion en derivadas parciales

ouM — OuN
oy Oz

o, en forma desarrollada,

ou,,  OM _op.  IN

Oy +”8y - Oz —HL%’
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la cual, después de dividir entre ;1 y de cambiar de miembro algunos términos, se reduce a

Olnp Olnp . ON  OM
3y M e N = or oy (6.23)

En general, la integracion de esta ecuacién en derivadas parciales no es un problema mas
simple que la integracion de la ecuacion inicial. Sin embargo, a veces la eleccion de la solucion
particular de (6.23) no presenta dificultades.

Aparte de ello, considerando que el factor integrante es funciéon de un solo argumento
(por ejemplo, es funcién sélo de x +y o de 2% + 92, o funcién sélo de z o de y, etc.), se puede
integrar ya sin dificultad la ecuacién (6.23) e indicar las condiciones bajo las cuales existe
un factor integrante del tipo considerado. Con esto se obtienen clases de ecuaciones para las
cuales el factor integrante puede ser hallado facilmente.

Por ejemplo, encontremos las condiciones bajo las cuales la ecuacién M dx + N dy = 0
tiene factor integrante que depende sélo de z, 1 = p(z). En este caso, la ecuacién (6.23) se
simplifica y toma la forma

_dlnuN_aN oM
dr =~ 0xr Oy’

oM ON

. 1o} oz .y .
de donde, considerando yT funcion continua de z, obtenemos

oM _ 9N
Inp = %daz—i—lnc,
oM _ ON
,u:cexp< %dx) . (6.24)

Se puede considerar ¢ = 1, ya que es suficoiente tener solo un factor integrante.
oM _ ON
Si -2 9% o5 funcién sélo de x, entonces existe un factor integrante que sélo depende

de z, y es igual a (6.24). En caso contrario , no existe ningun factor de la forma pu(z).
La condicién de existencia de un factor integrante que depende sélo de x se cumple, por

ejemplo, para la ecuacién lineal

Efectivamente,

d .

4 play = @), obien [pla)y — f(2)] da+dy=0.
OM __ 9N
Oy oz _ p(x) y, por lo tanto, p = el P(#)d

. De manera analoga se pueden

hallar las condiciones de existencia de factores integrantes de la forma

T

u(y)  ue£y) s =92 pley) (§> ete.
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Ejemplo ; Tiene la ecuacion
xdr+ydy+axdy—yde =0, (6.25)

un factor integrante de la forma u = p(z? + y?)?
Designemos x? 4+ y*> = z. La ecuacién (6.23) para pu = pu(z* + y?) = pu(z) toma la forma

1 N M
Q(My_Nx)M_a__a_

dz dx Oy’
de donde
1
Injp|= 5/gp(z)dz+lnc,
o bien
1
[ = C exp (5 /gp(z) dz) ) (6.26)
donde
ON _ oM
_Or 0Oy

Para la existencia de un factor integrante del tipo dado, es necesario ( y en caso que ¢(z) sea
continua, suficiente) que ¢ sea funcién sélo de z* + y?. En nuestro caso,

ON _ oM
or oy _ 2
My — Nz 224y2’

por lo tanto, el factor integrante u = u(x? + y?) existe y es igual a (6.26). Para ¢ = 1,

obtenemos:
/ dz 1 1
=exp|l— | — | == ——— .
K P z z x4 y?

Multiplicando la ecuacién (6.25) por el p que determinamos, la reducimos a la forma

rdr +ydy xdy—ydm_o
22 4 y2 2 4 12 -

Y

o bien
Li@ +v?) (%)

2
2 2 2
x+y 1+<y>
x

1
=0, §d1n(m2+y2) tdarctan =0 .
x

Integrando, obtenemos

Iny/22+ 9% = —arctan% +Inc, 22+ y?=cexp (— arctan%) ,

o bien en coordenadas polares p = ce™¥, que es una familia de espirales logaritmicas.
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6.7 Teoremas.

Teorema 6.1 Existencia y unicidad de la solucién.
Si en la ecuacion

dy
D)., (627

la funcién f(z,y) es continua en el rectangulo D:
ro—a<zx<xzota, yYy—-bvb<y<y+b, (6.28)

y satisface en D la condicion de Lipschitz:

|f<x7y1)_f(may2)|SN’yl_y2| )

donde N es una constante, entonces existe una solucién unica y = y(z), ro— H < x < o+ H
de la ecuacion (6.27), que satisface la condicién y(zg) = yo, donde

b 1
H i — =
<m1n(a,M,N>

M =max]| f(x,y)| en D.

Teorema 6.2 Sobre la dependencia continua de la solucién con respecto al para-
metro y a los valores iniciales.
Si el segundo mienbro de la ecuacién diferencial

dy

es continuo en p para py < pu < u; y satisface la condiciones del teorema de existencia y
unicidad, y la constante de Lipschitz N no depende de p, entonces la solucién y(z,y) de la
ecuacion considerada que satisface la condicién y(z¢) = yo depende en forma continua de pu.

Teorema 6.3 Sobre la derivabilidad de las soluciones.
Si en un entorno del punto (xg,yo) la funcién f(z,y) tiene derivadas continuas hasta
k-ésimo orden inclusive, la solucién y(z) de la ecuacién

d
%Zf(l’,y),

que satisface la condicién inicial y(xg) = yo tendrd derivadas continuas hasta k + 1-ésimo
orden inclusive en cierto entorno del punto (xg, yo).
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Capitulo 7

Ecuaciones diferenciales de orden
mayor que uno.

versién final 1.2b-011015"

7.1 Teorema de existencia y unicidad para la ecuacion
diferencial de n-ésimo orden.

Las ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden tienen la forma

y(n) = f('x? y? y/’ A 7y(n_1)) Y (7'1)

o bien, si no estan resueltas con respecto a la derivada de orden mayor:

F(x,y,y,... ,y(”)) =0.

El teorema de existencia y unicidad para ecuacion de n-ésimo orden se puede obtener facil-
mente, llevandola a un sistema de ecuaciones.

. .. e e . —1 .,
Teorema 7.1 Si en un entorno de las condiciones iniciales (xg, Yo, Y0, - - - ,y[()n )) la funcion

f es continua en todos sus argumentos y satisface la condicién de Lipschitz respecto a todos
los argumentos a partir del segundo, existe una solucién unica de la ecuacion diferencial de
n-ésimo orden y™ = f(x,y,9/, ...,y ) que satisface las condiciones
- / o " o (n—1) _ ,(n=1)
y(@o) =vo, Y(®)=Y, ¥ (@)=v, -, Y (z0) = Yo .

Se llama solucién general de la ecuacion diferencial de n-ésimo orden al conjunto de
soluciones formado por todas las soluciones particulares, sin excepcion. Si el segundo miembro
de la ecuaciéon

y(n) = f($7 y? y/7 A ’y(n_l)) ? (7'1)

satisface, en cierta region de variacion de sus argumentos, las condiciones del teorema de exis-
tencia y unicidad, entonces la solucién general de la ecuacién (7.1) depende de n pardmetros,

!Este capitulo estd basado en el segundo capitulo del libro: Ecuaciones diferenciales y cdlculo variacional

de L. Elsgoltz, editorial MIR
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en calidad de los cuales se pueden tomar, por ejemplo, las condiciones iniciales de la funcion
buscada y de sus derivadas o, yo, Y4, --- > Yo

En particular, la solucién general de la ecuacién de segundo grado v = f(x,y,y’) depende
de dos parametros, por ejemplo, de yo y de y). Si fijamos yo e y, o sea, damos el punto
(o,%0), y la direccién de la tangente a la curva integral buscada en dicho punto, entonces, si
se cumplen las condiciones del teorema de existencia y unicidad, mediante estas condiciones
se determinard una sola curva integral.

Por ejemplo, la ecuacién del movimiento rectilineo de un punto material de masa m bajo
la accién de la fuerza f(t, z, Z):

ml':f(t7$7$) )

la posicién inicial del punto z(ty) = x¢ y la velocidad inicial &(ty) = 7y determinan una
solucién tnica, una trayectoria tnica z = x(t) si, por supuesto, la funcién f satisface las
condiciones del teorema de existencia y unicidad.

7.2 Casos simples de reduccion del orden.

En ciertos casos el orden de la ecuacion diferencial puede ser reducido, lo que a menudo
facilita su integracion.

Senialemos algunas clases de ecuaciones que se encuentran con mayor frecuencia y que
pueden reducir su orden.

1. La ecuacion no contiene la funcién buscada y sus derivadas hasta el orden k—1 inclusive:
F(z,y™ y™ gy =0, (7.2)

En este caso el orden de la ecuacion puede ser reducido a n — k mediante el cambio de
variables y*) = p.

En efecto, luego del cambio de variables, la ecuacién (7.2) toma la forma

F(z,p.p,... . p" ") =0. (7.3)
De esta ecuacion se determina p = p(x,c1,¢a,... ,¢nk), € y se halla de la ecuacién
y®) = p(z,cp,co, . .. , Cn—k) integrando k veces. En particular, si la ecuacién de segundo

orden no contiene a y, entonces la sustitucién de variables ¢y’ = p conduce a una ecuacién
de primer orden.

Ejemplo Consideremos la siguiente ecuacion

dy _1dy _
dz®  xdxt
d* d 1
Haciendo d—‘Z = p obtenemos d_p — —p = 0; separando variables e integrando, tendre-
x r T

4

mos: In|p|=In|z|+Inc, o bien p = cx, de donde

= CT, —dx4

5 3 2
Y =0T + cx” + c3x” + cqx + 5 .
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Ejemplo Hallar la trayectoria de un cuerpo que cae sin velocidad inicial en la atmosfera,
considerando la resistencia del aire proporcional al cuadrado de la velocidad.

La ecuacién de movimiento tiene la forma

m@—m —k @2
ae =M at )

donde s es el espacio recorrido por el cuerpo; m, la masa del mismo; ¢, el tiempo. Para
, s
t=0,setienes=0y — =0.
dt
La ecuacién no contiene explicitamente a la funcion incognita s; por lo tanto, se puede

ds
reducir el orden de la misma considerando 7 = v. Entonces la ecuacién de movimiento

toma la forma

d
m—vzmg—k‘UQ.

dt

Separando variables e integrando, se obtiene

m dv

=dt ; Arctanh 2 ,

; / v dv 1

_— =m =

mg — kv? o mg—kv? k\/g
V9 . o .

de donde v = 7tanh(k\/§ t); multiplicando por dt e integrando nuevamente, hallamos

la trayectoria del movimiento:

1
5= 13 Incosh(k/gt) .

2. La ecuacién no contiene a la variable independiente:

Fly, v,y ... ,y"™)=0.

En este caso el orden de la ecuacion se puede reducir en una unidad por medio de la

sustitucién y’ = p; ademds, p se considera nueva funcién desconocida de y, p = p(y) vy,
k

por lo tanto, todas las derivadas ——- deben expresarse por medio de las derivadas de

la nueva funcién desconocida p(y) respecto a y:

dy _
dl'—p’
Py _dp _dpdy _dp

@—dx_d_ydx_dyp’

By d [dp d (dp \dy dp , [(dp\®
S = \apr)|=7\Tr) =50+
dx dx \ dy dy \ dy dr dy dy
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y analogamente para las derivadas de orden superior. Ademads, es evidente que la

. ) . . .
derivada ——- se expresa mediante las derivadas de p respecto a y de orden no superior
T
a k — 1, lo cual precisamente conduce a la disminucion del orden en una unidad.

En particular, si la ecuacion de segundo orden no contiene a la variable independiente,
entonces la sustitucion de variables senalada conduce a una ecuacion de primer orden.

Ejemplo Integrar la ecuacién del péndulo matemdtico i+ a?senz = 0 con condiciones
iniciales x(0) = xg, #(0) = Zo.

Reducimos el orden, haciendo

r=v, I=v— vdv = —a’senz dz |

2
v
5= a? (cosx — coszg) , v = =£ay/2(cosx — cosxg) ,

dx
dt

= +a+/2(cosx — cosxg) , t

1 /z da’
aV/2 Juy V/cos ' — cos g

La integral del segundo miembro no se resuelve en funciones elementales, pero se reduce
facilmente a funciones elipticas.

3. El primer miembro de la ecuacién
F(z,y,y,...,y™)=0. (7.4)

es la derivada de cierta expresion diferencial ®(z,y,/,... ,y™ ) de orden n — 1.

En este caso se halla facilmente la llamada primera integral, o sea, una ecuacion dife-
rencial de orden n — 1, que contiene una constante arbitraria, y que es equivalente a la
ecuacion dada de n-ésimo orden, con lo cual reducimos el orden de la ecuacién en una
unidad. Efectivamente, la ecuacién (7.4) puede escribirse en la forma

d

— O Loy =0 7.5

2@y, ) (7.5)
Si y(x) es solucién de la ecuacién (7.5), entonces la derivada de ®(z,y,9/,... ,y" V)
es idénticamente nula. Por lo tanto, la funcién ®(z,y,y/,... ,y" V) es igual a una

constante, con lo que se obtiene la primera integral

®(‘/‘E’ y? y,7 AR ’y(n_l)) =cC

Ejemplo Consideremos la siguiente ecuacion

v+ () =0.
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Esta ecuacién se puede escribir en la forma d(yy’) = 0, de donde yy' = ¢;, o bien
ydy = ¢, dz. Por lo tanto, la integral general serd y? = ¢,z + c».

A veces el primer miembro de la ecuacién F(z,y,y/, ... ,y(”)) = 0 se convierte en deri-
vada de la diferencial ®(z,y,v/, ...,y V) de orden n — 1 sdlo después de multiplicarlo
por un factor, u(x,y,y/, ... ,y"Y).

Ejemplo Consideremos la siguiente ecuacion:

vy = () =0. (7.6)
‘1 2 : " N27 /2 . d (Y
Multiplicando por el factor . = 1/y*, se obtiene [yy” — (y')*]/y* = 0, o bien )=
T \Y
/
d
0, de donde L. c1, 0 d—ln]y[ = ¢;. Por lo tanto, In|y| = cjz + Incy, 3 > 0, de
x
donde y = c9€“*, ¢y # 0.
Observacién: Al multiplicar por el factor u(z,y,v,...,y™ ") se pueden introducir

soluciones superfluas, que reducen dicho factor a cero. Si pu, es discontinuo, pueden
también perderse soluciones. En el ejemplo anterior, al multiplicar por p = 1/y* se
perdié la solucion y = 0; sin embargo, puede incluirse en la solucion obtenida, si se
considera que ¢y puede tomar el valor 0.

4. La ecuacion F(x,9,9,...,y™) = 0 es homogénea con respecto a los argumentos
Yy syt
El orden de la ecuacién homogénea respecto a v, 1/, ... ,y™
F(fﬂ,y,y/,... ’y(n)) =0 (77)

es decir, de la ecuacion para la cual se cumple la identidad
F(x, ky.ky', ...  ky™) =k F(z,y,y,...,y™),
puede ser reducido en una unidad por medio de la sustitucién y = e/ #%, donde z es
una nueva funcion desconocida. En efecto, derivando, se obtiene
y = el
y'=el (24
y" = el 2 (B3 4 322 4 2

y(k) _ efzdx (I)(Z,Z/,Z”, o ,Z(k_l)) :
se puede comprobar la veracidad de esta igualdad mediante el método de induccién
completa.

Sustituyendo en (7.7) y observando que en base a la homogeneidad el factor el ) zde o
puede sacar de la funcién F', reordenamos en funcion de las derivadas de z obteniendo

R O AU ) I
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o bien, dividiendo entre e?/#9  tendremos para la nueva funcién f,

flx,2,2,... 2Dy =0.

Ejemplo Consideremos la ecuacién:
yy" = (y)* = 6ay* .

. 2 .
Haciendo y = e/*%  obtenemos 2z’ = 6z, z = 322 + ¢, y = e/ Ge"Te)dz o hien
y = coel®’Tan),

En las aplicaciones se encuentran con particular frecuencia ecuaciones diferenciales de
segundo orden que pueden reducir su orden.

1.
F(z,y")=0. (7.8)

En esta ecuacién se puede disminuir el orden mediante la sustitucién ¢y’ = p, y reducirla
a la ecuacion F' (x, Z—Z) = 0.

La ecuacion (7.8) se puede resolver con respecto al segundo argumento, y” = f(z),
e integrar dos veces, o introducir un pardmetro y sustituir la ecuacién (7.8) por su

representacion paramétrica

de donde

dy=1vy'dv, y= / {/(p(t)w’(t) dt + 61] () dt' + ¢y .

F(y,y") =0, (7.9)
la ecuacién (7.9) en forma paramétrica:
Vo =0(t) s Yo =0(t)
de donde

)

LAy g [g@dr
T O / o)

luego de lo cual y se determina por cuadratura:

ot dr = o Z D _ [P0 L
dy =y d —gp(t)w(t)dt, y—/ o0 dt +co .
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F(y,y")=0. (7.10)
Se puede reducir el orden haciendo
dy Ly _dpdy _ dp

de P ez T dy dz _pdy '
Si la ecuacién (7.10) es posible resolver facilmente con respecto al segundo argumen-
to, ¥’ = f(y), entonces, multiplicando esta ecuacién por la igualdad 2y dx = 2dy,
obtenemos d(y')? = 2f(y) dy, de donde

dy dy
%:i\/Q/f(y)dijcl, i\/2ff(y)dy+01:d$,

T+ cog =

dy
jE/Wf!f(y)dym

La ecuacién (7.10) se puede sustituir por su representacién paramétrica y = ¢(t),
y" = 1(t); entonces de dy’ = y"dx y de dy = y'dx se obtiene y/'dy’ = y"dy, o bien

Sy = b(0)g (1)t

() =2 / BOG ) b+ e

) = i\/2/w(t)<p/(t) dt+c |

luego de lo cual, de dy = 3/dx se halla dx, y después x:

dy o' (t) dt
Vo2 et dt+ e
=4 gp’(t) dt + ¢y

Las ecuaciones anteriores e y = ¢(t) determinan en forma paramétrica a la familia de
curvas integrales.

Ejemplo Consideremos la siguiente ecuacién

y' =2y, y(0)=1, y(0)=1.

Multiplicando ambos miembros de esta ecuacién por 2y'dx, se obtiene d(y')* = 4y dy,

de donde (y')? = y* + ¢;. Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, se halla que
d 1 1

c; =0ey =y Por lo tanto, i =dr,——=x+4+cy, co=—1,y= )
y? y -z
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7.3 Ecuaciones diferenciales lineales de n-ésimo orden.

Se llama ecuacion diferencial lineal de n-ésimo orden una ecuacion lineal con respecto a la
funcién desconocida y a sus derivadas, y que, por lo tanto, tiene la forma

ag(x)y™ + ar(2)y" Y + .+ (@)Y + an(z)y = p(x) . (7.11)

Si el segundo miembro p(x) = 0, entonces la ecuacion se llama lineal homogénea, puesto que
es homogénea con respecto a la funciéon desconocida y y a sus derivadas.

Si el coeficiente ag(z) es diferente de cero en todos los puntos de cierto intervalo a < z < b,
entonces, dividiendo entre ag(x), reducimos la ecuacién lineal homogénea (si x varia en dicho
intervalo) a la forma:

Y™ + ()" LA pai (@)Y + pa(@)y =0, (7.12)

o bien
y™ = — Zpi(x)y("_i) . (7.13)
i=1

Si los coeficientes p(z) son continuos en el intervalo a < x < b, entonces en un entorno de
cualesquiera condiciones iniciales
_ —1
y(xo) =0 . (o) =vh. () =ws. . y" D(z)=us"",

donde xg es cualquier punto del intervalo a < x < b, se satisfacen las condiciones del teorema
de existencia y unicidad.

Obsérvese que la linealidad y la homogeneidad de la ecuacién se conservan en cualquier
transformacion de la variable independiente = = ¢(t), donde ¢(t) es una funcién arbitraria
derivable n veces, cuya derivada ¢(t) # 0 en el segmento de variacién de ¢ considerado.

En efecto,
dy dy 1
dr — dt ¢'(t)’
Py _dy 1 dy ¢
dz? A [(t)?  dt [/ ()]
d dy d? d
La derivada de cualquier orden —?]i es funcion lineal homogénea de d_i’ d_tg’ cee ﬁ y, por

x
lo tanto, al sustituir en la ecuacién (7.12) su linealidad y su homogeneidad se conservan.

La linealidad y la homogeneidad se conservan también al efectuarse una transformacion
lineal homogénea de la funcién desconocida: y(z) = a(x)z(z). En efecto, por la férmula de
derivada de un producto,

k (k — 1) "

y*) = a(2)2® + ka/(z)z*D + T (2)2% 2 4. +a¥ ()2,
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es decir, la derivada y® es funcién lineal homogénea de z, 2/, 2", ..., z*). En consecuencia,
el primer miembro de la ecuacién lineal homogénea

ao(2)y™ + a1 (2)y" Y + .+ an_1(2)y F an(z)y =0 .

luego de sustituir las variables, serd funcién lineal homogénea de z, 2/, 2", ..., 2™,
Escribamos la ecuacion lineal homogénea

Y™ + i)y 4 A P (2)Y 4 pa(2)y =0,

en forma compacta:

donde
Llyl = ™ + pi(2)y™ D + ..+ pua(2)y + palz)y .

Llamaremos a L[y| operador diferencial lineal.
El operador diferencial lineal posee las dos propiedades fundamentales siguientes:

1. Un factor constante puede sacarse del simbolo del operador:
Lley] = cLy] .
En efecto,

()™ + p1(@)(ey) ™ V4. + paci(@)(ey) + pal(2)(cy)
= cly™ + pr(2)y" Y + L F pa(2)y + pal)y]

2. El operador diferencial lineal, aplicado a la suma de dos funciones es igual a la suma
de los resultados de la aplicacién del mismo a cada funcién por separado:

Ly + o] = Llya] + Llys] -

en efecto,
(1 4+ 52)™ + pr(@) (1 +92) "V + A paca () (W1 + v2) + o) (01 + 92) =
[?An) + D (x)ygn_l) + . paa(2)y

s + (@) 4 paa @)y

L+ oa(@)yn] +
5 + Dn()yo).

Como consecuencia de las propiedades anteriores, resulta

L [Z Ciyz'] = Z ciLlyi] ,

donde los ¢; son constantes.
Basandonos en las propiedades del operador lineal L, se puede demostrar una serie de
teoremas sobre las soluciones de la ecuacion lineal homogénea



176 CAPITULO 7. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN MAYOR QUE UNO.

Teorema 7.2 Si y; es solucién de la ecuacién de lineal homogénea Lly] = 0, entonces cyy,
donde ¢ es una constante arbitraria, también es solucién de ésta.

Teorema 7.3 La suma y; + yo de dos soluciones y; e ys de la ecuacion lineal homogénea
L[y] = 0 es solucién de dicha ecuacién.

Corolario de los dos teoremas anteriores. La combinacién lineal con coeficientes arbi-
trarios constantes Y ", ¢;y; de las soluciones y1, ya, ... , ym de la ecuacién lineal homogénea
L[y] = 0 es solucién de dicha ecuacién.

Teorema 7.4 Si la ecuacion lineal homogénea Lly] = 0 con coeficientes reales p;(x) tiene
solucién compleja y(x) = u(x) +iv(z), entonces la parte real u(x) de esta solucién y su parte
imaginaria v(z) son, por separado, soluciones de dicha ecuacién homogénea.

Las funciones y1, s, ... , y, se llaman linealmente dependientes en cierto intervalo de x,
a < x < b, si existen constantes aq, s, ..., a,, que en dicho intervalo
oy +ays + ...+ apy, =0, (7.14)

y ademads por lo menos un «; # 0. Si la identidad (7.14) se verifica sélo para el caso en que
ap =g =,...,= a, = 0, las funciones vy, vy, ..., y, se llaman linealmente independientes
en el intervalo a < x <b.

Teorema 7.5 Si las funciones yi, vy, ..., Y, son linealmente dependientes en el intervalo
a < x < b, entonces en dicho intervalo el determinante

Y1 Y2 e Yn
Y1 Yo oo U
/! ! !
W(QZ’) = W[y17y27"' 73/71] = G Y2 Yn
ﬁ—l A—l ﬁ—l
N I
llamado wroskiano, es idénticamente nulo.
Teorema 7.6 Si las funciones linealmente independientes w1, ¥s, ..., ¥, son soluciones de
la ecuacién lineal homogénea.
Y™ 4+ p(2)y™ Y+ 4 pai ()Y + pa(z)y =0, (7.15)

con coeficientes continuos p;(z) en el intervalo a < x < b, entonces el wroskiano

Y1 Y2 Un
Yy Ys o Yp
W)= v ¥ - Uy
n.—l n.—l n.—l
T I

es diferente de cero en todos los puntos del intervalo a < z < b.



7.3. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE N-ESIMO ORDEN. 177

Teorema 7.7 La combinacidn lineal Y | ¢;y; con coeficientes constantes arbitrarios de n so-
luciones particulares linealmente independientes y; (i = 1,2,... ,n) en el intervalo a <z <'b
es solucion general, para a < x < b, de la ecuacion lineal homogénea

Y™ 4+ (@)™ + A paa ()Y 4 palz)y =0, (7.15)
con coeficientes p;(x) continuos en dicho intervalo (i =1,2,... ,n).

Corolario del teorema anterior. El nimero méaximo de soluciones linealmente indepen-
dientes de una ecuacién lineal homogénea es igual a su orden.

Observacion: Se llama sistema fundamental de soluciones de una ecuacién lineal ho-
mogénea de n-ésimo orden al conjunto de cualquiera n soluciones particulares linealmente
independiente. Para cada ecuacién lineal homogénea (7.15) existe un sistema fundamental
de soluciones. Para la construccién de un sistema fundamental de soluciones, se dan arbitra-
riamente n? cifras

y i ao) {i=12.. k=01 n-1},

sometiendo su eleccidén exclusivamente a la condicién

y1(zo) ya(x0) ... Yn (o)

Y1 (o) ys(zo) - Yn(2o)

yi (o) ya(zo) - Ynlzo) #0,

n—l. n—1. n—1

Vo) g (@o) ey (o)

donde z( es un punto cualquiera del intervalo a < x < b. Entonces las soluciones y;(x),
determinadas por los valores iniciales yi(k) (xg) con {i = 1,2,... ,n; k = 0,1,... ,n— 1},
forman un sistema fundamental, puesto que su wroskiano W (x) en el punto =z = x, es

diferente de cero y, por lo tanto, en virtud del teorema 7.5 y del teorema 7.6, las soluciones
Y1, Yo, - - . , Yn son linealmente independientes.
Conociendo una solucién particular no trivial y; de la ecuacién lineal homogénea

y™ 4+ (2)y ™Y + 4 paa (@)Y + pa(x)y =0, (7.15)

se puede, por medio de la sustitucién y = y; [ u dx, reducir su orden manteniendo la linealidad
y la homogeneidad.

En efecto, la sustitucién y = y; [ udx se puede reemplazar por dos sustituciones y = y;z
y 2/ = u. La trasformacion lineal homogénea

Y =1z (7.16)

conserva la linealidad y la homogeneidad de la ecuacién; por lo tanto, la ecuacién (7.15) se
reduce en este caso a la forma

aop(x) 2™ 4 ay(z) 2"V + . 4 a,(z) 2 =0. (7.17)
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Ademéds, a la solucién y = y; de la ecuacién (7.15) le corresponde, en virtud de (7.16), la
solucién z = 1 de la ecuacién (7.17). Sustituyendo z = 1 en la ecuacién (7.17), se obtiene
a, = 0. Por consiguiente, la ecuacién (7.17) tiene la forma

ao(x) 2™ +ay (@) 2V a1 (2) 2 =0,
y la sustitucién z’ = u reduce su orden en una unidad:
ap(x) u™ Y +ay(2)u™? + - a, 1 (x)u=0.

Obsérvese que la misma sustitucién y = y; [udz, donde y; es solucién de la ecuacién
L[y] =0, reduce en una unidad el orden de la ecuacién lineal no homogénea Lly|] = f(x),
puesto que dicha sustitucion no altera el segundo miembro de la ecuacion.

Conociendo k soluciones linealmente independientes v, ... , yx en el intervalo a < x < b,
de la ecuacion lineal homogénea, se puede reducir su orden hasta n — k, en el mismo intervalo
a<x<b.

Lema. Dos ecuaciones de la forma

y™ 4 (@)™ 4+ pai (@)Y + palz)y =0, (7.18)
Yy 4 ()Y L F a1 ()Y + gu(x)y =0, (7.19)
donde las funciones p;(x) y ¢;(x) (i = 1,2,--- ,n) son continuas en el intervalo a < x < b,
las cuales tienen un sistema fundamental comin de soluciones vy, vys, ..., yn, coinciden, es
decir, que p;(z) = ¢i(z) (i =1,2,--- ,n) en el intervalo a < z < b.
De este modo, el sistema fundamental de soluciones y1, s, . .. , ¥, determina por completo
la ecuacién lineal homogénea
v+ pi(@)y" Y 4+ paa (@)Y + pala)y =0 (7.18)

y, por consiguiente, se puede plantear el problema de hallar la ecuacién (7.18) que posea el
sistema fundamental de soluciones

Y, Y2, -+ Yn -
Como cualquier solucién y de la ecuacién buscada (7.18) debe ser linealmente dependiente
de las soluciones y1, ya, ... ,yn, entonces el Wronskiano Wy, ye,. .. ,y,] = 0. Escribamos
esta ecuacion en forma desarrollada
Yy Y2 - Yn Y
nooY o Yo Y
oYy - Y =0,
T S T
o bien, descomponiéndola por los elementos de la iltima columna,
Y1 Y2 e Yn
Moo Y2 - Un
Wiy, yas -y y™ — | : ColymU =0 (7.20)
n—2 n—2 n—2
S SR
y(n) yén) y(n)
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La ecuacién obtenida (7.20) es la ecuacién lineal homogénea buscada, que posee el siste-

ma dado de soluciones v, ya, ... ,y,. Dividiendo ambos miembros de la ecuacion entre el
Wronskiano de la derivada de mayor grado, diferente de cero, la reducimos a la forma (7.18).

De aqui se deduce que, en particular,

n Y2 . Yn
Y Yo o Yy
n—2 n—2 n—2
yﬁ()) §<>) 7(1<>)
p(z) = v Yo o Un
L — _
W[y17y27 <o 7yn]
Obsérvese que el determinante
Y1 Y2 Yn
Y Yy Yr,
: : , (7.21)
n—2 n—2 n—2
L
gy ys

es igual a la derivada del wroskiano W{y;, s, ... ,y,]. En efecto, segiin la regla de derivacién

de un determinante, la derivada

Y1 Y2 Yn
Y Yo o Y

d 11 22 :

dx n‘72 n‘72 n—2 ’
R I
TR S i

es igual a la suma sobre i desde 1 hasta n de determinantes que se diferencian del wronskiano
en que en ello se han derivado los elementos de la i-ésima fila, y las filas restantes se dejan
sin variaciéon. En esta suma solamente el iltimo determinante, para ¢ = n, que coincide con
el determinante (7.21) puede ser diferente de cero. Los restantes son iguales a cero, ya que

sus filas 7 e i + 1 coinciden. /

w
Por lo tanto, p;(z) = W de donde, multiplicando por dz e integrando, se obtiene

log | W :—/p1(ai)dx+logc, W =ce Im@de

o bien

W =ce Jeopr(@)de" (7.22)

Para = = x, se obtiene ¢ = W(x,), de donde

W = W(z,) e Jeorr@)da" (7.23)
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La féormulas anteriores son conocidas como formulas de Ostrogradski-Liouville. Estas formulas
pueden aplicarse a la integracion de la ecuacion lineal homogénea de segundo orden

Y +pi(x)y + pa(x)y =0, (7.24)

si es conocida una solucién no trivial y; de la misma. Segin la férmula (7.23), cualquier
solucién de la ecuacién (7.24) debe ser también solucién de la ecuacién

noy

oy T e Im@)dr
1

Y

o bien

ny —yy, = cre” Im@de

Para integrar esta ecuacion lineal de primer orden lo mas facil es aplicar el método del factor
integrante.

1
Multiplicando por p = —;, se obtiene
Y

1
d (g) _ O pids
_a ,
dxr \ y; yi

de donde
— [p1(2’) da’
cLe
U1 Y1
o bien
e~ I p1(@") da’
Y= cn + C1y1 /72 dz .
A

7.4 Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes cons-
tantes y ecuacion de Euler.

7.4.1 Ecuaciones lineales homogeneas con coeficientes constantes.
Si en la ecuacién lineal homogénea
aoy™ + a1y V4. +ay=0, (7.25)

todos los coeficientes a; son constantes, entonces sus soluciones particulares pueden ser halla-
das en la forma y = €%, donde k es una constante. En efecto sustituyendo en (7.25) y = ek*
e y®) = kPek* con p=1,2,--- ,n, tendremos:

agk™e™ + a k" e 4 4 a,ett =0 .
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Dividiendo entre el factor e**, diferente de cero, se obtiene la llamada ecuacién caracteristica

agk™ +ark" '+ .. . +a,=0. (7.26)

Esta ecuacién de n-ésimo grado determina los valores de k para los cuales y = €*® es solu-

cién de la ecuacién lineal homogénea inicial con coeficientes constantes (7.25). Si todas las

raices ki, ko, ..., k, de la ecuacién caracteristica son diferentes, entonces de esta forma se
hallan n soluciones linealmente independientes 1%, e*2* ... k% de la ecuacién (7.25). Por
consiguiente,

Yy = c1eMT 4 cpef?® 4 4 e, ek ,

donde ¢; son constantes arbitrarias, es solucién general de la ecuacién inicial (7.25). Este
método de integracién de las ecuaciones lineales con coeficientes constantes fue aplicado por
primera vez por Euler.

Ejemplo Consideremos la ecuacién
y' =3y +2y=0.

la ecuacién caracteristica tiene la forma k% — 3k + 2 = 0; sus rafces son k; = 1, ks = 2. Por
lo tanto, la solucién general de la ecuacién inicial tiene la forma y = c;e® + cpe?®.

Puesto que los coeficientes de la ecuacién (7.25) se presuponen reales, las raices complejas
de las ecuacion caracteristica pueden aparecer sélo en pares conjugados. Las soluciones
complejas e(@t)e y ela=iB)z correspondientes al par de raices complejas conjugadas

k1:a+iﬁ y kzz&—iﬁ,

pueden ser sustituidas por dos soluciones reales: por las partes reales e imaginarias de una
de las soluciones.

eleEB)e — o9 (cos B + isen ) |

De esta manera, al par de raices complejas conjugadas k12 = a £ i3 le corresponden dos
soluciones reales: e** cos Bx y e** sen (.

Si entre las raices de la ecuacion caracteristica hay raices multiples, entonces la cantidad
de soluciones distintas del tipo €** es menor que n y, por lo tanto, las soluciones linealmente
independientes que faltan deben ser buscadas en otra forma.

Se puede demostrar que si la ecuacion caracteristica tiene una raiz k; de multiplicidad
«;, entonces no sélo €f% serd solucién de la ecuacién inicial, sino también zefi®, x2eki®, .
i~ Leki®  Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién (7.25) tiene la forma

°

m
2 i—1 ki
Yy = E (COi + cr +cox” 4L+ cai,l,ixal ) e ,
=1

donde c,; son constantes arbitrarias.
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Ejemplo Consideremos la ecuacién
y//l_3y/l+3y/_y:() )

La ecuacién caracteristica k* — 3k* + 3k — 1 = 0, o bien (k — 1)® = 0, posee la raiz triple
k123 = 1. Por consiguiente, la solucién general tiene la forma

y = (c1 + cor + c32?)e” |

Si la ecuacion caracteristica tiene una raiz multiple compleja p + ¢q de multiplicidad «,
entonces sus soluciones correspondientes

ePTT — P (cos g + i sen g

y, separando las partes real e imaginaria, obtener 2« soluciones reales:

2

eP? cos qx , xeP* cosqr , r?eP cosqr , ... , x* teP cosqx |

(7.27)

eP*senqr , veP senqx , x’eP senqr , ... , e’ senqx .
Tomando las partes reales e imaginarias de las soluciones correspondientes a la raiz conjugada
p — 1q de la ecuacién caracteristica, no se obtienen nuevas soluciones linealmente indepen-
dientes. De esta manera, al par de raices complejas conjugadas p £ ¢q de multiplicidad « le
corresponde 2« soluciones reales linealmente independientes (7.27).

7.4.2 Ecuaciones de Euler.

Las ecuaciones de la forma
aox" Y™ + a1ty 4+ 4 an ey +ay =0, (7.28)

donde todas las a; son constantes, se llaman ecuaciones de Fuler. La ecuacién de Euler se
reduce, mediante la sustitucién de la variable independiente x = ef, a una ecuacién lineal
homogénea con coeficientes constantes.

En efecto, como fue senalado anteriormente, la linealidad y la homogeneidad de la ecuacién
se conservan en la transformacién de la variable independiente, y los coeficientes se vuelven
constantes, puesto que

d_y — @eit

dr  dt ’

dx? a2 dt )’
dvy dy d*y dFy

donde todas las 3; son constantes, y al sustituir en la ecuacién (7.28) los factores e * se

simplifican con los factores 2% = e**.
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La validez de la igualdad (7.29) puede ser demostrada por el método de induccién. Por
lo tanto, los productos

k 2 k

d™y dy d-y d"y
k_: = R, .
Tk Tty O

que entran en la forma lineal con coeficientes constantes en la ecuacion de Euler
E k _
£ Ap—ET % =0 s (730)

se expresan en forma lineal ( y con coeficientes constantes) mediante las derivadas de la
funcién y respecto a la nueva variable t. De aqui se deduce que la ecuacién transformada
serd una ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes:

dny n—ly dy

+b +...+by1— +by=0. 7.31
dtm 1 dtn—1 n—1 dt nlY ( )
En lugar de transformar la ecuacién de Euler en una ecuacion lineal con coeficientes cons-
tantes, cuyas soluciones particulares tienen la forma y = e**, se puede buscar directamente
la solucién de la ecuacién inicial en la forma y = z*, ya que

bo

La ecuacién obtenida después de simplificar entre z*
ack(k—1)...(k—n+1)+akk-1)...(k—n+2)+...4a, =0, (7.32)

para la determinacién de k, debe coincidir con la ecuacion caracteristica para la ecuacién
transformada (7.31). En consecuencia, a las raices k; de la ecuacién (7.32), de multiplicidad
«;, le corresponden las soluciones

ekit | gefit | gPekit o geitlehit
de la ecuacién transformada, o bien las
z* | zFilog(n) , 2 log?(n) , ... , 2Filog® ! (n) ,

de la ecuacién inicial. A las raices complejas conjugadas p 4 iq de la ecuacién (7.32) de
multiplicidad « le corresponden las soluciones

ePlcosqt , teP cosqt , ... , t" tePlcosqt
ePlsengt , teP'senqt , ... , t* ‘tePlsenqt ,
de la ecuacién trasformada, o las
xP cos(qlog ) , P logz cos(qlogz) , ... ,aPlog® 'z cos(qlogz) ,

-1

2P sen(qlogz) , 2P logxsen(qlogz) , ... ,xPlog® " zsen(qlogx) ,
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de la ecuacion inicial de Euler.

Ejemplo Consideremos la ecuacién

22y —ay +y=0.

Buscamos la solucién en la forma y = 2*; k(k —1) + k+1 =0, o bien (k—1)2=0, k1o = 1.
Por consiguiente, la solucién general para x > 0 serd

y=(c1+cxlogzx)z .

Las ecuaciones de la forma
ao(az 4 0)" y'™ + ay(az + )" Ly + ..+ a1 (ax + b)Yy +any =0, (7.33)

se donominan tambien ecuaciones de Euler, y se reducen a la ecuacién (7.28) por medio de la
sustitucién de la variable independiente (az+0b) = x;. Por lo tanto, las soluciones particulares
de esta ecuacién se pueden buscar en la forma y = (az +b)*, o transformar la ecuacién (7.33)
a una ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes, mediante la sustitucion de las
variables ax + b = e’

7.5 Ecuaciones lineales no homogéneas.
La ecuacién lineal no homogénea tiene la forma
ap(z) y™ + a1(z) y" Y 4 F an_(2)y + an(2)y = o(z) |

Si ag(x) # 0 en el intervalo considerado de variacién de x, entonces dividiendo entre ag(x) se
obtiene

Y™ 4 @)y 4 pea ()Y + pa(@)y = f() (7.34)

Esta ecuacién, conservando las notaciones anteriores, la escribimos en forma compacta:

Si para a < x < b, en la ecuacién (7.34) todos los coeficientes p; y el segundo miembro f(z)
son continuos, entonces ella posee una solucién nica que satisface las condiciones

y(k)(xo):yék), conk=0,1,... , n—1,

donde y(()k) son numeros reales cualesquiera, y xy un punto arbitrario del intervalo a < x < b.
De las dos propiedades fundamentales del operador lineal

Lley] = cLly] ,
Llyy + o] = Llwa] + Llya] ,

donde ¢ es una constante, se deduce directamente que:
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La suma g + y; de una solucién g de la ecuaciéon no homogénea

Ly = f(x) (7.35)

y de una solucién y; de la ecuaciéon homogénea correspondiente L[y] = 0, es solucién de
la ecuacién no homogénea (7.35).

Si y; es solucién de la ecuacién L[y = fi(x) con i =1,2,... ,mentonces y =y " | o;y;
es solucion de la ecuaciéon

Lly] = Z%fz(x) )

donde las «; son constantes.

Esta propiedad, denominada principio de superposicion, conserva evidentemente su va-
lidez también para m — oo, si la serie ).~ a;y; converge y puede ser derivada término
a término n veces.

Si la ecuacion Lly] = U(z) + iV (z), donde todos los coeficientes p;(z) y las funciones
U(z) y V(z) son reales, tiene la solucién y = u(x) + iv(x), entonces la parte real u(z)
y la parte imaginaria v(x) son respectivamente soluciones de las ecuaciones

Lyl=U(z) y Llyl=V(z).

Teorema 7.8 La solucién general en el intervalo a < x < b de la ecuacién L[y| = f(x) con
coeficientes p; y la funcién del miembro derecho f(z) continuos en dicho intervalo, es igual
a la suma de la solucién general " | ¢;y; de la ecuacién homogénea correspondiente y de
cualquier solucién particular y de la ecuacién no homogénea.

Ejemplo Consideremos la ecuacién

v +y=uz,

Una solucién particular de esta ecuacion y = = es inmediata; la solucién general de la ecuacion
homogénea correspondiente tiene la forma

Y = C1COST + Crsenc .

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion no homogénea inicial es

Y =C1COST + Cagsenx + x .

Si la eleccién de una solucion particular de la ecuacién no homogénea es dificil, pero la
., ., , . n
solucién general de la ecuacién homogénea correspondiente y = > " | ¢;4; ya fue hallada,
entonces se puede integrar la ecuacién lineal no homogénea por el método de variacion de las
constantes.
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Al aplicar este método, la solucion de la ecuacién no homogénea se busca en la forma
y = > ¢i(x)y;, o sea que en esencia, en lugar de la funcién incégnita y introducimos n
funciones desconocidas ¢;(x). Puesto que escogiendo las funciones ¢;(x) con i = 1,2,... ,n
hay que satisfacer solamente una ecuaciéon

Y™+ 1 ()" A pai (@)Y 4 pa(@)y = f2) (7.34)

se puede exigir que estas n funciones ¢;(x) satisfagan otras n — 1 ecuaciones, las cuales se
escogen de manera que las derivadas de la funcién y = Y, ¢;(x)y; tengan en lo posible la
misma forma que tiene cuando las ¢; son constantes. Escojamos ¢;(x) de manera tal que la
segunda suma de

n

y = Z ci(w)y;(x) + Z ci(@)yi(x) ,

sea igual a cero,

y, por lo tanto,

3

Yy = ' ci(z)yi(x) ,

es decir, que 3 tiene la misma forma que cuando las ¢; son constantes. De la misma manera,
en la derivada segunda

n

y' = Z ci@)y! (@) + ) cil@)yilz) ,

i=1

exigimos que la segunda suma sea igual a cero, con lo cual se somete ¢;(x) a la segunda
condicion

n

S de)yila) =0

=1

Continuamos calculando las derivadas de la funcién y = ¢i(z)y; hasta el orden n — 1

n
=1
inclusive, e igualando cada vez a cero la suma » ., cé(m)yf )(q:):

Zc'-(x)ygk)(x) =0 parak=0,1,2,... ,n—2, (7.36)

1
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obtenemos

i=1 (7.37)

En la dltima igualdad no podemos exigir que > ", cg(x)yin_l) (x) = 0, puesto que las funciones
¢i(x) ya estan sometidas a las n — 1 condiciones (7.36), y hay ain que satisfacer la ecuacién

inicial (7.34). Sustituyendo y, ¢/, ... ,y"™ de (7.37) en la ecuacién

Y™+ i (2)y" T+ A P (@)Y + pa(@)y = f(2) (7.34)

se obtiene la ecuacién que falta para la determinacién de ¢;(z) coni = 1,2, ... ,n. Es evidente
que en el primer miembro de (7.34) queda sélo la suma )", c;(x)ygn_l)(x), ya que todos los
términos restantes tienen la misma forma que cuando las ¢; son constantes, y cuando éstas
son constantes, la funcién y = Y | ¢;(x)y; satisface la ecuacién homogénea correspondiente.

De esta manera, las funciones ¢;(x) con i = 1,2,... ,n se determinan del sistema de n
ecuaciones lineales

=1
> d@)y =0,
=1
Zci(m) z,'/ =0,

i=1 (7.38)
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cuyo determinante es diferente de cero, debido a que éste

U1 Y2 Yn
Y Yy e Y
n—2 n—2 n—2
I R
w' T w Y

es el wronskiano de las soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogénea
correspondiente. Al determinar de (7.38) todas las ¢;(z) = ¢;(x) por cuadraturas, hallamos

ci(x) = /gpi(:c’) de' + ¢ .

Ejemplo Consideremos la ecuacién

1
coszT

y'+y =

La solucién general de la ecuacién homogénea correspondiente es y = ¢; cos(z) + cosen .
Variemos c; y co:

y=ci(x)cosz + cy(x)senw .
c1(z) y c2(x) se determinan del sistema (7.38):

¢ (z)cosx + cy(x)senx =0

1
/ / —
ci(x)senz + cy(z) cosx = .
de donde
sen _
¢ (z) = “oss c1(z) =log|cosz |+ ¢ ;

cx)=1, c(z)=x+¢.
La solucion general de la ecuacién inicial es:
Yy = C1cosx + Casenx + cosxlog|cosx |+ zsenx .

De este modo, si se conocen n soluciones particulares linealmente independientes de la
ecuacion homogénea correspondiente, se puede, por el método de variacién de constantes,
integrar la ecuaciéon no homogénea

Si se conoce, en cambio, solamente k (donde k& < n) soluciones linealmente independientes ¥,
Yo, - .. .Yk de la ecuacion homogénea correspondiente, entoces, como ya fue senalado, el cambio
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de variables permite reducir su orden hasta n — k, conservando su linealidad. Obsérvese que
si k = n — 1, el orden de la ecuacién se reduce a 1, y la ecuacién lineal de primer orden
siempre se puede integrar en cuadraturas.

Anélogamente se pueden utilizar k£ soluciones de la ecuacién no homogénea 4y, 9o, - .. Yk,
puesto que sus diferencias son ya soluciones de la ecuacion homogénea correspondiente. En
efecto,

por lo tanto,

Ll — 5] = LIg] - Llgy) = f(2) - f(a) =0

Si las soluciones particulares de la ecuacién homogénea correspondiente

(= Tk) s W2 —Tk) 5 - (Tt — Tn) (7.39)

son linealmente independientes, entonces el orden de la ecuacién Lly] = f(x) puede ser
reducido hasta n — (k — 1). Es evidente que las otras diferencias §; — g son combinaciones
lineales de las soluciones (7.39):

Ui —Up = (G5 — 9x) — (G — )
y, por consiguiente, no pueden ser utilizadas para la reduccion ulterior del orden.

Senalemos otro método, el método de Cauchy, para hallar la solucion particular de la
ecuacion lineal no homogénea

Lly(z)] = f(x) - (7.40)

En este método se supone conocida la solucién K(x, s), que depende de un pardmetro, de la
ecuacién homogénea correspondiente L[y(z)] = 0, y que satisface las condiciones

K(s,s)=K'(s,s)=...= K" 9(s,5) =0 (7.41)

K D(s,5)=1. (7.42)

No es dificil comprobar que en este caso
o) = [ KGs)p(s)ds (7.3
xo

seréd solucién particular de la ecuacién (7.40), que satisface las condiciones iniciales nulas

y(wo) = ¢/ (x0) = ... =y (wy) = 0.
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En efecto, derivando? (7.43) y teniendo en cuenta las condiciones (7.41) y (7.42), se obtiene

/K’:Us s)ds

() = / K" (2, ) f(s) ds .

o

(7.44)
)= [ KOV s)(s)ds
— /I K™ (2, 5)f(s)ds + f(z) .

El subindice z en la funcién K indican que las derivadas son tomadas respecto a esa variable.
Sustituyendo (7.43) y (7.44) en la ecuacién (7.40), obtenemos

/ " LIK (2, ) f(s) ds + f(z) = f(x)

Zo

y puesto que K(z,s) es solucién de la ecuacién homogénea correspondiente tenemos que
L[K(z,s)] = 0 lo cual demuestra que la funcién y(z f K(x,s)f(s)ds es solucién de

Ly(x)] = f(x).
La solucién K (z,s) puede ser tomada de la solucién general y = > ¢;y; de la ecua-
ciéon homogénea, si se escogen las constantes arbitrarias ¢; de manera que se cumplan las

condiciones (7.41) y (7.42).

Ejemplo Para la ecuacion

y' +a’y = f(x), (7.45)

la solucién general es y = ¢; cosax + casenax. Las condiciones (7.41) y (7.42) conducen a
las siguientes ecuaciones:

c1cosas+ cpsenas =0

—acysenas + acgcosas =1 .

Por lo tanto,

sen as Cos as
€1 = — , Co = — )
a a

y la solucién buscada K (z, s) tiene la forma

1
K(x,s) = —sena(z — s) .
a

2Debemos de considerar la regla de diferenciancién de integrales:

d $2(x) B b2 (x) 8F($,S) d¢l d¢2
ar l/¢51($) F(z,s) ds] = /Mm) p ds—&-F(q’)l(x),:c)E - F(qbz(x)’x)ﬂ .
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La solucién de la ecuacién (7.45) que satisface las condiciones iniciales nulas, segun (7.43) se
puede representar en la forma

Se puede dar una interpretacion fisica a la funcién K(z,s) y a la solucién de la ecuacién
lineal con segundo miembro en la forma (7.43). Aqui serd mas cémodo designar la variable
independiente por la letra t.

En muchos problemas, la solucion y(t) de la ecuacién

y" +pi Wy + L+ ety = f() (7.46)

describe el desplazamiento de cierto sistema, y la funcién f(t) es la fuerza que actia en este
sistema; t es el tiempo.

Supongamos primeramente que, para t < s, el sistema se encuentra en estado de reposo, y
que su desplazamiento se efectiia debido a la fuerza f.(t), diferente de cero sélo en el intervalo
s <t < s+e¢e,ycuyo impulso es igual a 1:

s+e
/ fe(r)ydr=1. (7.47)
Designemos por y.(t) la solucién de la ecuacién

y™ i)y L pa(t)y = fo(2)

Se comprueba facilmente la existencia del limite y.(t) cuando € — 0, el cual no depende de
la funcién f.(t), si suponemos que ésta no cambia su signo. En efecto,

Y- () :/t K(t,s)f-(s)ds .

Aplicando el teorema del valor medio para t > s + &, obtenemos

s+e
y-(x) :K(t,s—l—s*)/ fe(r)dr = K(t,s+¢),
donde 0 < €* — ¢; por lo tanto,
lil’I[l) ye(t) = K(t,s) .

Por ello, es natural llamar a la funcién K (¢, s) funcion de influencia del impulso instanténeo
en el momento t = s. También se le conoce como la funcion de Green del sistema.

Dividiendo el intervalo (to,t) mediante los puntos s; con ¢ = 0,1,2,... ,m en m partes
iguales de longitud As = (t — t9)/m, representamos la funcién f(t) en (7.46) como una suma
de las funciones f;(t), donde f;(t) es diferente de cero sélo en el i-ésimo intervalo ;1 < t < s;.
En éste, f;(t) coincide con la funcién f(t):

ft) = Zfi(t) :
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Debido al principio de superposicién, la solucién de la ecuacién (7.46) tiene la forma

y(t) = Zyz-(t) :

donde y; son soluciones de la ecuacion

g™+ pi )y L pa(t)y = Fi(t)

con condiciones iniciales nulas. Si m es suficientemente grande, la solucién y;(t) se puede
considerar como funcién de influencia del impulso instanténeo de intensidad f;(s;)As. Por
consiguiente,

m

y(t) = > K (t,s:)f(si)As .

i=1

Pasando al limite cuando m — oo, se obtiene la solucién de la ecuacién (7.46) con condiciones
iniciales nulas, en la forma

y(t) = / K(t,)f(s) ds .

la cual demuestra que la influencia de la fuerza de accién continua se puede considerar como
superposicion de las influencias de impulsos separados.

7.6 Ecuaciones lineales no homogéneas con coeficientes
constantes y ecuacion de Euler.

Al resolver ecuaciones lineales no homogéneas con coeficientes constantes, en muchos casos
es posible escoger una soluciéon particular sin dificultad, reduciendo asi el problema a la
integracion de la ecuacion homogénea correspondiente.

Supongamos, por ejemplo, que el segundo miembro es un polinomio de grado s y que ,
por lo tanto, la ecuacion tiene la forma

aoy™ +ary™ Y+ a1y Fany = Agx® A T L+ A (7.48)

donde todas las a; y las A; son constantes.
Si a, # 0, entonces existe una solucién particular de la ecuacién (7.48) que tiene también
la forma de polinomio de grado s. En efecto, sustituyendo

y=Byz*+ Bz ' +...+ B,

en la ecuacién (7.48) y comparando coeficientes de iguales potencias de « en ambos miembros,
se obtiene un sistema de ecuaciones lineales para la determinacién de los coeficientes B;, que
es siempre resoluble si a,, # 0:

_ A

anBo:AOa BO_CL 5
n
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a,B1 + sa,_1By = Ay ,
de donde se determina B;
an,Bs + (s — 1)a,—1B1 + s(s — 1)a,_9By = Ay
de donde se determina Bs, y seguimos asi hasta
a,Bs+...= A, ,

de donde se determina B,.

De esta manera, si a,, # 0 existe una solucién particular que tiene la forma de polinomio
cuyo grado es igual al grado del polinomio del segundo miembro.

Supongamos ahora que el coeficiente a,, = 0 y, para mayor generalidad, esciogemos que
también a, 1 = ap_o = ... = Ap_ar1 = 0, pero a,_o # 0, o0 sea, que k£ = 0 es raiz de
multiplicidad « de la ecuacion caracteristica; ademads, el caso a = 1 no se excluye. Entonces,
la ecuacién (7.48) toma la forma

ao y(n) +a y(nfl) I aniay(a) =Agx* + A 2L+ A, (7.49)

Haciendo () = z, llegamos al caso anterior y, en consecuencia, hay una solucién particular
de la ecuacion (7.49), para la cual

y(a):Box5+les_1+...+Bs.

Esto significa que y es un polinomio de grado s + a; ademas , los términos de grado menor o
igual a a — 1 de dicho polinomio tendran coeficientes constantes arbitrarios, que pueden ser,
en particular, escogidos iguales a cero. Entonces, la solucién particular de la forma:

y:$a(Boxs+Bl$s_l+---+Bs) .

Ejemplo Consideremos la ecuacién
y'+y=a"+z. (7.50)
La solucion particular tiene la forma
y:Boa:Q—f—Blm—l—Bg .

Sustituyendo en la ecuacién (7.50) e igualando los coeficientes de los términos de igual grado
respecto a x, obtenemos

By=1, Bi=1, By,=-2, §=2>4+2-2.
La solucion general es

y:clcosx+cgsenx+$2+x—2.
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Consideremos ahora la ecuacién lineal no homogénea de la forma
aop y(") +aq y("_l) + ... Fayy =eP” (AO A 4+ As) , (7.51)

donde todas las a; las A; son constantes. Como fue indicado anteriormente, el cambio de
variables y = e’z reduce la ecuacién (7.51) a la forma

T [bg 2" + by 2"+ byz] =€ (Agat + Ayt 4L+ A
o bien
boz" 4+ b 2" P b =Ag Ayt 4+ A (7.52)

donde todas las b; son constantes.
La solucién particular de la ecuaciéon (7.52), si b, # 0 tiene la forma

i=(Box*+ Bz ' +...+ By) ;
por lo tanto, la solucién particular de la ecuacién (7.51) serd
g=e" (Bya® + Bia* '+ ...+ By) .
La condicién b, # 0 significa que k = 0 no es raiz de la ecuacién caracteristica
bo k™ + b K"+ 4 b, =0 (7.53)
Por consiguiente, k = p no es raiz de la ecuacion caracteristica
a k" +a k" . +a, =0, (7.54)

puesto que las raices de estas ecuaciones estén ligadas por la dependencia k = k + p.

Si k, en cambio, es raiz de multiplicidad « de la ecuacién caracteristica (7.53) o, en otras
palabras, k = p es raiz de la misma multiplicidad « de la ecuacién caracteristica (7.54),
entonces las soluciones particulares de las ecuaciones (7.52) y (7.51) tienen respectivamente
las formas

De esta manera, si el segundo miembro de la ecuacion diferencial lineal con coeficientes
constantes tiene la forma

e’ (Aga® + Az® 4+ ..+ A,

y si p no es raiz de la ecuacién caracteristica, la solucién particular debe buscarse en la misma
forma
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Si, en cambio, p es raiz de multiplicidad a de la ecuacion caracteristica (este caso se denomina
singular o resonante), la solucién particular debe ser buscada en la forma

j=a%" (Byx® + Bia® ' +...+ By) .

Ejemplo Consideremos la ecuacién
y// —y = 6335([)3 o 2) ]
La solucion particular debe ser buscada en la forma

§ = xe’*(Byazt By) .

Obsérvese que nuestros razonamientos son validos también si las p son complejas; por eso,
si el segundo miembro de la ecuacion diferencial lineal tiene la forma

el [Py(x) cos gx 4+ Qs(x) sen qx] (7.55)

donde uno de los dos polinomios Ps(x) o Q4(x) tiene grado s y el otro, no mayor que s,
entonces reduciendo segin las férmulas de Euler las funciones trigonométricas a la forma
exponencial, obtenemos en el segundo miembro

ePHOTR () 4 e®T9T (1) | (7.56)

donde R, y T son polinomios de grado s.

A cada sumando del segundo miembro se le puede aplicar la regla anteriormente indicada,
es decir, si p 4+ ig no son raices de la ecuacion caracteristica, la solucién particular se puede
buscar en la misma forma que el segundo miembro (7.56); si, en cambio, p & iq son raices de
multiplicidad « de la ecuacién caracteristica, la solucién particular debe multiplicarse ademas
por <.

Si volvemos a las funciones trigonométricas, esta regla se puede formular asi:

a) Si p &£ ig no son raices de la ecuacién caracteristica, la solucién particular debe buscarse
en la forma

g =el* ps(m) cos(qr) + Qg(:v) Sen(qx)] ,

donde Py(z) y Q4(x) son polinomios de grado s con coeficientes indeterminados.

Obsérvese que si uno de los polinomios de grado Ps(z) é Qs(x) tienen un grado menor
que s, e incluso, en particular, es identicamente nulo, de todos modos ambos polinomios
Py(x) y Qs(x) tendran, en general, grado s.

b) Si p £ iq son raices de multiplicidad « de la ecuacién caracteristica, la solucién particular
debe ser buscada en la forma

§ = x%el” ]55(33) cos(qx) + Qs(x) sen(qx)] )
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Ejemplo Consideremos la ecuacién
y" + 4y + 4y = cos(2x) .

Como los ntimeros +2¢ no son raices de la ecuacién caracteristica, buscamos la solucion
particular en la forma

7y = Acos2x + Bsin2zx .

Ejemplo Consideremos la ecuacién
y" + 4y = cos(2x) .

Como los niimeros 427 son raices simples de la ecuacién caracteristica, buscamos la solucion
particular en la forma

g =z [Acos2z + Bsen2z| .

Ejemplo Consideremos la ecuacién
" +2y" +y = sen(z) .

Puesto que los nimeros 47 son raices dobles de al ecuacién caracteristica, la solucion par-
ticular se busca en la forma

§ = a*[Acosx + Bsenz] .

Ejemplo Consideremos la ecuacién
y' +2y" +2y=e"(rcosz +3senx) .

Debido a que los nimeros —1 % ¢ son raices simples de la ecuacién caracteristica, la solucién
particular debe buscarse en la forma

g =ze " [(Apx + A;) cosx + (Box + By)senx] .

En muchos casos, al buscar soluciones particulares de ecuaciones lineales con coeficientes
constantes con segundos miembros de la forma (7.55), es conveniente pasar a las funciones
exponenciales.

Por ejemplo, en la ecuacién

y' — 2y +y=cosx,
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se puede trasformar cos x por la formula de Euler, o atin de modo mas sencillo, considerar la
ecuacion

y' =2y +y=e", (7.57)

la parte real de cuya solucion debe satisfacer la ecuacion original.
La solucién particular de la ecuacién (7.57) se puede buscar en la forma

y = Ae™ .

Entonces
A=t ! ( + i )
=—-,y= - (cosz+isenx) .
2Y 73
La solucion particular de la ecuacién original es

1
71 = Rey = —3 senzx .

7.7 Integracion de las ecuaciones diferenciales por me-
dio de series.

El problema de la integracion de ecuaciones lineales homogéneas de n-ésimo orden

po(2)y™ + pi(2)y" ) + .+ pa(z)y =0, (7.58)

se reduce a elegir n, o por lo menos n — 1 soluciones linealmente independientes. Sin em-
bargo, las soluciones particulares se escogen con facilidad sélo en casos excepcionales. En
casos mas complejos las soluciones particulares son buscadas en forma de suma de una se-
rie Y2, a;pi(x), sobre todo en forma de suma de una serie de potencias o de una serie
generalizada de potencias.

Las condiciones bajo las cuales existen soluciones en forma de suma de una serie de
potencia o de una serie generalizada de potencias, se establecen comtinmente por métodos de
la teoria de funciones de variables complejas, la cual suponemos desconocida por el lector. Los
teoremas fundamentales se daran sin demostracion y aplicados a las ecuaciones de segundo
orden, las cuales se encuentran con mayor frecuencia en la préctica.

Teorema 7.9 Sobre la propiedad analitica de la solucién
Si po, p1(z) y p2(x) son funciones analiticas de x en un entorno del punto x = o y po(xo) # 0,
entonces las soluciones de la ecuacion

po(2)y" + pi(2)y + pa(x)y =0 (7.59)

son también funciones analiticas en cierto entorno del mismo punto; por lo tanto, la solucion
de la ecuacion (7.59) se puede buscar de la forma

Yy =ap+ar(z —x0) +as(x —x30)* + ... tan(z—2,)" + ... .
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Teorema 7.10 Sobre el desarrollo de la solucién en una serie generalizada de
potencias.

Si la ecuacién (7.59) satisface las condiciones del teorema anterior, pero x = zy es un cero de
orden finito s de la funcién py(z), cero de orden s — 1 o superior de la funcién p;(z) (s > 1)
y cero de orden no inferior s — 2 del coeficinete py(x) (si s > 2), entonces existe por lo menos
una solucion no trivial de la ecuacién (7.59) en forma de suma de una serie generalizada de
potencias

y = ao(x — 20)* + a1(x — 20) ™ +ag(e —20)" P4+ dan(z—2,) T+ ... (7.60)
donde k es un numero real que puede ser entero y fraccionario, positivo o negativo.

La segunda solucién linealmente independiente de (7.60) por regla general, tiene también
la forma de suma de una serie generalizada de potencias, pero a veces puede contener ademas
el producto de una serie generalizada de potencia por log(x — o).

En problemas concretos se puede proceder sin los dos teoremas formulados mas arriba,
sobre todo porque en el enunciado de éstos no se establecen las regiones de convergencia de
las series consideradas. Com mayor frecuencia en problemas concretos se escoge una serie
de potencias o una serie generalizada de potencias que satisfaga formalmente la ecuacion
diferencial, o sea, que al sustituirla en la ecuacién considerada de orden n (7.58) la transforme
en una identidad, si suponemos la convergencia de la serie y la posibilidad de su derivacion
término a término n veces. Al obtener formalmente la solucién en forma de serie, se investiga
su convergencia y la posibilidad de su derivacién término a término n veces. En la region
donde la serie converge y permite su derivacién término a término n veces, la misma no
solamente satisface formalmente la ecuaciéon, sino que su suma es en realidad la solucién
buscada.

Ejemplo Consideremos la ecuacién
y' —zy=0. (7.61)

Busquemos la solucion en forma de una serie de potencias

(o]
y = E apx"
n=0

Basandonos en los teorema anteriores, o derivando esta serie formalmente término a término
dos veces y sustituyendo en la ecuacién (7.61), obtenemos

Zan (n—1)x —mZan =0

Igualando los coeficientes de iguales potencias de x en ambos miembros de la identidad,
obtenemos as = 0, 3 - 2a3 — ap = 0, de donde a3 = ag/(2-3); 4-3a4 — a; = 0, de donde

as = ar1/(3-4); 5-4as —ay = 0, de donde a5 = az/(4-5) ,... ,n(n — 1)a, — a,—3 = 0, de
donde a,, = a,_3/(n — 1)n, ... . Por consiguiente,
azn—1 =0, a3p = o

2:3:5:6...(3n—1)3n
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a1

n = s :1,2,3,...,
Gl T 5067, 3n(Bn+ 1) conn

aop y a; permanecen arbitrarios. De esta manera,

33'3 .1'6 x3n
—ap |1
Y a0{+2-3+2-3-5-6+ T3 56 Bn_1)pn }Jr

A o7 nt (7.62)
J”“{‘%L3-4+3-4-6-7+'“+3-4-6.7...3n(3n+1)Jr ]

El radio de convergencia de esta serie de potencias es infinito. Por consiguiente, la suma de
la serie (7.62) para valores cualesquiera de x es solucién de la ecuacién considerada.
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Capitulo 8

Sistemas de ecuaciones diferenciales.

versién 1.1-011002%

8.1 Conceptos generales.

La ecuacién de movimiento de una particula de masa m bajo la accién de la fuerza F'(¢, 7, 7),
es

g
F .
my = F( )

proyectando sobre los ejes de coordenadas, ésta puede ser sustituida por un sistema de tres
ecuaciones escalares de segundo orden:

d*x

m-— = Fx taaja 72‘/’:)‘:7.’2 )
- ( Y Y, 2)
d2y e

mﬁ :Fy(t7$v?/727$,y,2) )
d?z

m_:FZ t,I, 7Z’i.7.’2. )
ar =y s 82

o por un sistema de seis ecuaciones de primer orden, si consideramos como funciones desco-
nocida no solo las coordenadas x, y, z de la particula, sino también las proyecciones z, 7, 2
de su velocidad

T=u,
y=v,
Z=w;
mu = F.(t,x,y, z,u,v,w) ,
mv = F,(t,z,y,z,u,v,w) ,
mw = F,(t,z,y,z,u,v,w) .

En este caso, por lo general, se dan la posicién inicial del punto x(ty) = xo, y(to) = %o,
z(to) = 20, ¥ la velocidad inicial u(tg) = g, v(tg) = vo, w(te) = wo.

IEste capitulo estd basado en el tercer capitulo del libro: Ecuaciones diferenciales y cdlculo variacional

de L. Elsgoltz, editorial MIR

201
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Se puede demostrar un teorema sobre existencia y unicidad de la solucién del sistema de
ecuaciones diferenciales

d
% - fl(taxlvx%"' axn) 5
diIZ'Q
Y, fZ(taxhx%' .- axn) 5
dt (8.1)
dx,,
P folt,zy, 20, ... 2y)
que satisfacen las condiciones iniciales
Qfl<t0) = T , (Z = 1,2, Ce ,n) . (82)

Enumeremos las condiciones suficientes para la existencia y unicidad de la solucion del sistema
(8.1) con las condiciones iniciales (8.2):

i) Continuidad de todas las funciones f; en un entorno de las condiciones iniciales.

ii) Cumplimiento de la condicién de Lipschitz para todas las funciones f; en todos sus
argumentos, a partir del segundo, en dicho entorno.

La segunda condicién se puede cambiar por una mas grosera: la existencia de las derivadas
parciales

Ofi
81‘]‘ ’

(i=1,2,...,n),

acotadas en valor absoluto.

La solucién x1(t), xo(t), ..., z,(t) del sistema de ecuaciones diferenciales es una funcién
vectorial n-dimensional, que denotaremos abreviadamente por X (¢). Con esta notacién, el
sistema (8.1) se puede escribir en la forma

dX
— =F(t X
dt (%),
donde F' es una funcién vectorial con coordenadas (f1, f2,..., fn) v las condiciones inicia-

les, en la forma X (ty) = Xo, donde Xy es un vector de n-dimensiones, con coordenadas
(10, T20, - - - , Tno). La solucién

1y =x1(t), wy=axo(t), ... x,=2ax,(t),

0, mas compactamente, X = X(t), del sistema de ecuaciones, determina en el espacio eu-
clidiano de coordenadas t, x1, o, ... ,x,, cierta curva llamada curva integral. Cuando se
cumplen las condiciones i) y ii) del teorema de existencia y unicidad, por cada punto de dicho
espacio pasa una sola curva integral, y el conjunto de éstas forma una familia dependiente de
n parametros. Como parametros de esta familia se pueden tomar, por ejemplo, los valores
iniciales 10, 205 - - - sLnO-



8.1. CONCEPTOS GENERALES. 203

Se puede dar otra interpretacién de las soluciones
ry=x1(t), wa=mxo(t), ...,z =umy(t),

o, en la forma mas compacta, X = X(t), que es particularmente cémoda si los segundos
miembros del sistema (8.1) no dependen explicitamente del tiempo.
En el espacio euclidiano con coordenadas x1, s, ... ,&,, la solucién xy = z1(t), xo = z5(t),
., Tp = x,(t) determina la ley de movimiento por cierta trayectoria segin la variacién del
parametro t, el cual en esta interpretacién se considera como el tiempo. Asi, la derivada
dX/dt serd la velocidad del movimiento de la particula, y dz/dt, dxo/dt, ..., dx,/dt, las
coordenadas de la velocidad en ese punto. En esta interpretacion, muy natural y comoda en
ciertos problemas fisicos y mecanicos, el sistema

dl’i .
dt :fi(t,x1,$2,... ,$n) y (7,:1,2,... ,77,) y (81)
o bien
dX
— =F(t, X
dt (t:X)
se llama generalmente dindmicos; el espacio de coordenadas x1, xs, ... ,x,, espacio de fase,
y la curva X = X(t), trayectoria de fases.
El sistema dindmico (8.1) determina en un momento dado ¢ en el espacio x1, s, ... o,

un campo de velocidades. Si la funcién vectorial F' depende explicitamente de ¢, entonces el
campo de velocidades cambia con el tiempo, y las trayectorias de fases pueden intersectarse. Si
la funcién vectorial F' o, lo que es lo mismo, todas las funciones f; no dependen explicitamente
de t, el campo de velocidades es estacionario, es decir, no cambia en el tiempo, y el movimiento
sera permanente.

En este ultimo caso, si las condiciones del teorema de existencia y unicidad se cumplen,
por cada punto del espacio de fase (x1,xs,... ,,) pasard una sola trayectoria. En efecto,
en este caso por cada trayectoria X = X (t) se realizan infinitos movimiento diferentes entre
X = X(t+ ¢), donde ¢ es una constante arbitraria. Es facil comprobar esto realizando la
sustitucién de variables t; =t + ¢, con lo cual el sistema dindmico no cambia su forma:

dX
— =X
= FLY).
Por consiguiente, X = X(t) serd su solucién que, expresada en las variables anteriores, serd

X =X(t+c¢).
Si por un punto X, del espacio de fase, en el caso considerado, pasaran dos trayectorias

X=X\(t) v X=Xo(t), Xi(iy)=Xo(to) = Xo .

entonces, tomando en cada una de ellas el movimiento para el cual el punto X se alcanza en
el momento t = ty, o sea, considerando las soluciones

X=X\t—to+i) v X =Xo(t—to+1y),

se obtendria una contradiccion con el teorema de existencia y unicidad, puesto que las dos

soluciones diferentes X;(t — to +t9) y Xa(t — to + fo) satisfarfan a la misma condicién inicial
X (to) = Xo.
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8.2 Integraciéon de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales por reduccién a una sola ecuacién de mayor
orden.

Uno de los métodos fundamentales de integracion de sistemas de ecuaciones diferenciales
consiste en lo siguiente: de las ecuaciones del sistema (8.1) y de las ecuaciones obtenidas
derivando éstas, se excluyen todas las funciones desconocidas, excepto una, para cuya deter-
minacién se obtiene una ecuacion diferencial de orden mayor. Integrando dicha ecuacion, se
halla una de las funciones desconocidas. Las funciones desconocidas restantes se determinan,
en lo posible sin integracién partiendo de las ecuaciones originales y de las obtenidas por
derivacion. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo Consideremos el sistema de ecuaciones

dx dy
— =y, —=u.
it Y dt
. . . . Pr  dy dy
Derivemos una de las ecuaciones, por ejemplo, la primera, T a; eliminando o mediante
2
la segunda ecuacion, se obtiene - x =0, de donde x = c;e' +cye~t. Utilizando la primera
. x
ecuacion, obtenemos y = — = cje! — cpe™t.

dt

Hemos determinado y sin integrar, mediante la primera ecuacién. Si hubiéramos deter-
minado y de la segunda ecuacion,
dy
L —zx=cel +et, y=ce' —cet+ey,
dt
entonces habriamos introducido soluciones superfluas, puesto que la sustitucién directa en el
sistema original muestra que las funciones & = cief + coe™ e y = cie? — coe™ + c3 satisfacen
al sistema no para cg cualesquiera sino para c3 = 0.

Ejemplo Consideremos el sistema de ecuaciones

d
d—f =32 — 2y, (8.3a)
dy
— =2r—y. 8.3b
o =22y (8.3b)
Derivemos la segunda ecuacién:
d?y dx
— =2— —dydt . 8.4
T (8.4)
. , dx
De las ecuaciones (8.3b) y (8.4) se determina z y o

1 (dy
=—| = 8.5
=5 (%) (85)
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de _1/(dy dy
dat 2\ dez2  dt)

Py dy
Y _Z% L, —0.
gz g tv=0

Sustituyendo en (8.3a), obtenemos

Integrando la ecuacion lineal homogénea con coeficientes constantes y = e'(¢; + cot) y susti-
tuyendo en (8.5) se halla z(t):

Ly
T = 56 (2¢1 4 ¢ + 2¢9t) .

Si aplicamos el proceso de eliminacién de funciones desconocidas al sistema

dl’i - .
= :Zaij(t)xj, (t=1,2,...,n),
j=1
llamado lineal homogéneo, entonces, como es facil comprobar, la ecuacion de n-ésimo orden
anI dl’l dn_1$1
= try,—,. ..,——— | , 8.6
an ¢ ( b dt din—1 (8.6)

también serd lineal homogénea. Ademds, si todos los coeficientes a;; son constantes, la
ecuacion (8.6) serd también lineal homogénea con coeficientes constantes. Una observacién
analoga se cumple también para el sistema lineal no homogéneo

dIZ‘ " .
= > ait)a;+ i), ((=12,...,n),

J=1

para el cual la ecuacién (8.6) serd una ecuacién lineal no homogénea de n-ésimo orden.

8.3 Sistema de ecuaciones diferenciales lineales.

Un sistema de ecuaciones diferenciales se llama [ineal, si es lineal respecto a todas las funciones
desconocidad y a sus derivadas. El sistema de n ecuaciones lineales de primer orden, escrito
en la forma normal, es

dx -

dti _ Zaij(t)xj F ), (i=1,2,...,n), (8.7)

o, en forma vectorial,

dx
L AX+F, (8.8)
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donde X es un vector n-dimensional de coordenadas z1(t), xo(t), ... , z,(t); F es un vector n-
dimensional de coordenadas fi(t), fa(t), ... ,fa(t). Es conveniente en lo sucesivo representar
dichos vectores como matrices de una columna:
x bil
T2 J2
X=1|.|, F=].1,
Tn fn
- dl’l -
a1 Q12 ... Qin ddt
A o1 Q22 ... Q2 dX_ ar2
T R
ap1 Gp2 ... Qpn d.Tn
L gt

Segun la regla del producto de matrices, las filas del primer factor deben multiplicarse por la
columna del segundo: por tanto,

> >zt fi
j=1 j=1
a2 az;T; + fo
AX:;JJ , AX+F:;]J
Zan]‘x]‘ Zanjxj +fn
=1 =1 |

La igualdad de matrices significa la igualdad de todos sus elementos, por lo cual una sola
ecuacién matricial (8.8). o bien

n

rday T Za1j$j+f1
dt i=1
dry| | > ase;+ fo
dt | — | =1
dz,, no
L D anai
j=1 |

es equivalente al sistema (8.7).

Si todas las funciones a;;(t) y f;(t) en (8.7) son continuas en el intervalo a < ¢t < b, entoces
en un entorno suficientemente pequeno de cada punto (o, 10, 20, - - - , Tno), donde a < tg < b
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se cumplen las conmdiciones del teorema de existencia y unicidad y, en consecuencia, por cada
punto con estas propiedades pasa una sola curva integral del sistema (8.7).

En efecto, en el caso considerado los segundos miembros del sistema (8.7) son continuos, y
sus derivadas parciales con respecto a cualquier x; son acotadas, puesto que dichas derivadas
son iguales a los coeficientes a;;(t), continuos en el intervalo a < ¢ < b.

Definamos el operador lineal L por la igualdad

entonces la ecuacién (8.8) puede escribirse en la forma ain més compacta
LIX]=F. (8.9)

Si todas las f;(t) =0 con i = 1,2,... ,n o, lo que es lo mismo, la matriz F = 0, el sistema
(8.7) se llama lineal homogéneo. En forma compacta, el sistema lineal homogéneo tiene la
forma

LIX]=0. (8.10)
El operador L posee las dos propiedades siguientes:
(i) LleX] = cL[X], donde ¢ es una constante arbitraria.
(i) L[X) 4+ Xo] = LX) + LX)

Un corolario de (i) y (ii) es

m

L [Zm: ciXZ-] => L[X],

i=1

donde las ¢; son constantes arbitrarias.

Teorema 8.1 Si X es solucién del sistema lineal homogéneo L[ X| = 0, entonces cX, donde
c es una constante arbitraria, es también solucién de dicho sistema.

Teorema 8.2 La suma X; + X5 de dos soluciones X; y X, del sistema de ecuaciones lineal
homogéneo es solucion de dicho sistema.

Corolario de los teoremas anteriores. La combinacién lineal > ", ¢;X; de las soluciones
Xy, Xo, ..., X,, del sistema L[X] = 0 con coefientes constantes arbitrarios es solucién de
dicho sistema.

Teorema 8.3 Si el sistema lineal homogéneo (8.10) con coeficientes resles a;; tiene una
solucion compleja X = U + 1V, las partes real e imaginaria

Uy U1

U2 V2
U=1| .|, V= ;

Unp, Un,

son por separado soluciones de dicho sistema.
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Los vectores X, X», ..., X, donde
Xi = 2.( ) )

se llaman linealmente dependientes en el intervalo a < t < b, si existen aq, ao, ..., Q,
constantes tales que

oo X]+aXe+ .. . +a, X, =0 (8.11)
cuando a < t < b, y al menos un «; # 0. Si, en cambio, la identidad (8.11) se cumple sélo
cuando a; = ap = ... = a,, = 0, entonces los vectores X, Xo, ..., X, se llaman linealmente
idependientes.

Obsérvese que la identidad vectorial (8.11) es equivalente a las n identidades:

i=1 (8.12)

Si los vectores X; (i = 1,2,...,n) son linealmente dependientes y, por lo tanto, existe un
sistema no trivial de «; ( es decir, no todas las «; son iguales a cero) que satisface al sistema
(8.12) de n ecuaciones lineales homogéneas con respecto a «;, entonces el determinante del
sistema (8.12)

11 T12 ... Xip

o1 X217 ... Ton
W=\ . . ,

Tnl Tp2 .. Tpn

debe ser igual a cero para todos los valores de t del intervalo a <t < b. Este determinante
se llama wronskiano del sistema de vectores X, Xo, ..., X,.

Teorema 8.4 Siel wronskiano W de las soluciones X, X, ..., X, del sistema de ecuaciones
lineales homogéneo (8.10) con coeficientes continuos a;;(t) en el intervalo a <t < b, es igual
a cero por lo menos en un punto t = t; de dicho intervalo, entonces el conjunto de soluciones
Xy, Xg, ..., X, son linealmente dependientes en el intervalo mencionado y, por consiguiente,
W =0 en dicho intervalo.
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Observaciéon. Este teorema no se extiende a vectores arbitrarios X, Xs, ..., X, que no
son soluciones de un sistema (8.10) con coeficientes continuos.

Teorema 8.5 La combinacién lineal ZLI ¢;X; de n soluciones linealmente independientes
Xy, Xo, ..., X, del sistema lineal homogéneo (8.10) con coeficientes continuos a;;(t) en el
intervalo a <t < b, es solucién general de este sistema en dicho intervalo.

Teorema 8.6 Si X es solucién del sistema lineal no homogéneo
LIX]|=F, (8.9)

y X7 es solucion del sistema homogéneo correspondiente L[X| = 0, entonces la suma X; + X
es también solucién del sistema no homogéneo L[ X]| = F.

Teorema 8.7 La solucién general en el intervalo a <t < b del sistema no homogéneo (8.9)
con coeficientes a;;(t) y segundo miembro f;(¢) continuos en dicho intervalo, es igual a la suma
de la solucién general Y | ¢;X; del sistema homogéneo correspondiente y de una solucién
particular X del sistema no homogéneo considerado.

Teorema 8.8 principio de superposicién.
La solucion del sistema de ecuaciones lineales

f1i(t)
rx =S m, e |0 (813)
i=1 :
fM(t)
es la suma Z?; X, de las soluciones X; de las ecuaciones
LIX;)=F,i=12,...,m). (8.14)

Observacién. El teorema anterior puede extenderse también al caso cuando m — oo, si
la serie ) "°, X; converge y puede ser derivada término a término.

Teorema 8.9 Si el sistema de ecuaciones lineales

LIX]=U +iV
donde
Uq U1
u v
v=1 v=|]
Unp, Un
con funciones reales a;;(t), u;(t), vi(t) (¢, 7 =1,2,...,n), tiene la solucién
Uy U1
Ug v

<
Il

X:U—i-if/,quadlj: O,
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entonces la parte real de U de la solucién y su parte imaginaria V' son, respectivamente,
soluciones de las ecuaciones

LX]=U y LX]=V.
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Capitulo 9

Preliminares.

versién 1.1-011010".

9.1 Programas y funciones.

Programa de ortogonalidad en Octave

En esta secciéon nosotros escribiremos algunos programas simples usando Octave y C++.
En nuestro primer ejemplo, llamado orthog, probaremos si dos vectores son ortogonales
calculando su producto punto. Este simple programa lo bosquejamos a continuacion

e Inicializamos los vectores a y b.
e Evaluamos el producto punto como a - b= a1by + azby + asbs.
e Imprimir el producto punto y establecer si los vectores son ortogonales.

Primero consideremos la versién en Octave del programa que llamaremos orthog.m. Las
primeras lineas de orthog son:

% orthog - Programa para probar si un par de vectores es ortogonal.
% Supondremos vectores en 3D.
clear all; % Borra la memoria

Las primeras dos lineas son comentarios; si tipeamos help orthog desde al linea de comandos,
Octave desplegara estas lineas. El comando clear all en la tercera linea borra la memoria.
Las préximas lineas del programa

%* Inicializa los vectores a y b
a= input(’Entre el primer vector: ’);
b= input (’Entre el segundo vector: ’);

Los vectores son entrados usando el comando input en estas lineas. Los comentarios que
comienzan con %* son aquellos que corresponden al bosquejo del programa que hicimos. En
las lineas siguientes se evalia el producto punto.

IEste capitulo estd basado en el primer capitulo del libro: Numerical Methods for Physics, second edition
de Alejandro L. Garcia, editorial PRENTICE HALL

213
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%* Evalua el producto punto como la suma sobre el producto de los elementos
adotb=0;
for i=1:3
adotb=adotb+a(i)*b(i);
end

El ciclo for, usando el indice i, recorre las componentes de los vectores. Una manera habil
de hacer lo mismo podria ser usar

%»* Evalua el producto punto como la suma sobre el producto de los elementos
adotb=axb’ ;

En este caso, hemos usado la multiplicacién de matrices de Octave para calcular el producto
punto como el producto vetorial de el vector fila a y el columna b’ (donde hemos usado el
operador Hermitico conjugado ’). Las ultimas lineas del programa

%* Imprime el producto punto y si los vetores son ortogonales
if (adotb==0)
disp(’Los vectores son ortogonales’);
else
disp(’Los vectores no son ortogonales’);
printf (’Producto punto = %g \n’, adotb);
end

De acuerdo al valor de adotb el program despliega una de las dos posibles respuestas. A
continuacion la salida al ejecutar el help del programa

octave> help orthog
orthog is the file: /home/jrogan/orthog.m

orthog - Programa para probar si un par de vectores es ortogonal.
Supondremos vectores en 3D.

Additional help for builtin functions, operators, and variables
is available in the on-line version of the manual. Use the command
‘help -i <topic>’ to search the manual index.

Help and information about Octave is also available on the WWW
at http://www.che.wisc.edu/octave/octave.html and via the
help-octave@bevo.che.wisc.edu mailing list.

Ahora ejecutamos el programa con diferentes vectores.

octave> orthog

Entre el primer vector: [1 1 1]
Entre el segundo vector: [1 -2 1]
Los vectores son ortogonales
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octave> orthog

Entre el primer vector: [1 1 1]
Entre el segundo vector: [2 2 2]
Los vectores no son ortogonales
Producto punto =5

Programa de ortogonalidad en C++.

Ahora consideremos la versién en C++ del programa orthog, el cual prueba si dos vectores
son ortogonales mediante el calculo de su producto punto. Las primeras lineas son

// orthog - Programa para probar si un par de vectores es ortogonal.
// Supondremos vectores en 3D.
#include <iostream.h>

Las primeras lineas son comentarios que nos recuerdan lo que el programa hace. La tercera
linea incluye las definiciones del iostream.h el cual nos permite la entrada y salida. En la
proxima linea comienza el programa

main()

{

El paréntesis se cierra con uno al final del programa. Las primeras lineas del cuerpo del
programa son

//* Inicializa los vectores a y b
double al[3+1], b[3+1] ;
cout << "Entre el primer vector'"<< endl;
for(int i=1; i<=3; i++) {

cout << " a["<<i<"] =",

cin >> ali] ;
}
cout << "Entre el segundo vector"<< endl;
for(int i=1; i<=3; i++) {

cout << " b["<<i<"] =",

cin >> bl[i] ;

¥

Los comentarios que empiezan con //* corresponden a un punto en el bosquejo inicial que
hicmos del programa. Los vectores a y b son declarados arreglos de punto flotante con cuatro
elementos, tres componentes mas una componente de indice cero no usada. La instruccién
de salida despliega sobre la pantalla:

Entre el primer vector
all] =

La instruccion de entrada lee los valores desde el teclado dentro del arreglo a[i]. Las proximas
lineas
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//* Evalua el producto punto como la suma sobre el producto de los elementos
double adotb=0.0 ;
for(int i=1; i<=3; i++) {
adotb += al[i]x*b[i];
+

Finalmente las lineas

//* Imprime el producto punto y si los vetores son ortogonales
if (adotb==0) {
cout << "Los vectores son ortogonales'"<< endl ;

} else {
cout << "Los vectores no son ortogonales"<< endl ;
cout << "E1l producto punto = " << adotb << endl ;
b

Despliega los resultados. Aqui la salida tipica del programa.

jrogan@pucon:~$ orthog
Entre el primer vector

all] =1
al2] =1
al3] =1
Entre el segundo vector
b[1] =1
b[2] = -2
b[3] =1

Los vectores son ortogonales

Programa de interpolacion en Octave.

Es bien sabido que dado tres pares (x,y), se puede encontrar una cuadréatica que pasa por
los puntos deseados. Hay varias maneras de encontrar el polinomio y varias maneras de
escribirlo. La forma de Lagrange del polinomio es

(v —zo) (2 — w3) (x — 1) (2 — x3) (z — 21)(z — 2)
p(r) = (21 — @2) (21 — 23) 1 (z9 — x1) (23 — 23) 2 + (3 — 1) (23 — 2) 3, (9.1)

donde (z1,y1), (z2,¥2), (£3,y3), son los tres puntos por los que queremos pasar. Comtnmente
tales polinomios son usados para interpolar entre los puntos dados. A continuacién el bosquejo
de un programa simple de interpolacién interp

Inicializa los puntos (z1,v1), (%2, y2) v (x3,y3) para ser ajustados por el polinomio.

Establece el intervalo de la interpolacién (desde xyp, hasta zpsx)

Encontrar y* para los valores deseados de z*, usando la funcién intrpf.

Graficar al curva dada por (z*,y*), y marcar los puntos originales.
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Las primeras lineas del programa

% interp - Programa para interpolar datos usando
% el polinomio de Lagrange cuadratico para tres puntos dados.
clear all;
%* Inicializa los puntos a ser ajustados con una cuadratica
disp(’Entre los puntos como pares x,y (e.g., [1 2])°);
for i=1:3

temp =input(’Ingrese el punto: ’);

x(i)=temp(1);

y(i)=temp(2) ;
end
%* Establece el intervalo de interpolacion (desde x_min a x_max)
xr = input (’Ingrese el intervalo de valores de x como [x_min x_man]: ’);

Aqui el programa lee los tres pares (z,y) y el intervalo de valores entre los cuales serd
interpolado.

Los valores interpolados y* = p(z*) son calculados por la funcién intrpf desde z* = zy,p,
a r* = Tma. Estos valores de y* (yi) son calculados en el ciclo.

%* Encontrar yi para los valores deseados de interpolacion xi
% usando la funcion intrpf
nplot= 100; % Numero de puntos para la curva interpolada
for i=1:nplot

xi(1) = xr(1)+(xr(2)-xr(1))*(i-1)/(nplot-1);

yi(i) = intrpf(xi(i), x, y); % Usando intrpf para interpolar
end

Finalmente, los resultados son graficados usando las funciones grafica de Octave.

%* Grafica la curva dada por (xi,yi) y marca los puntos originales
xlabel(’x’);

ylabel(’y’);

title(’Interpolacion de tres puntos’);

gset nokey;

plot(x,y, ’*’,xi,yi,’-’);

Los puntos de la interpolacién (z*,y*) son graficados con linea segmentada y los datos
originales con circulos, ver figura (9.1) El trabajo real es hecho por la funcién intrpf. Un
bosquejo de lo que queremos que haga esta funcion a continuacion.

e Entrada: @ = [r1 z2 23], ¥ = [y1 Y2 y3), v *.
e Salida: y*.
e Calculo de y* = p(z*) usando el polinomio de Lagrange (9.1).

Las funciones en Octave estan implementadas como en la mayoria de los lenguajes, excepto
que aqui cada funcién tiene que ir en un archivo separado. EI nombre del archivo debe
coincidir con el nombre de la funcién (la funcién intrpf estd en el archivo intrpf.m).
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Interpolacion de tres puntos

Figura 9.1: Salida grafica del programa interp.

function yi=intrpf(xi,x,y)

% Funcion para interpolar entre puntos

% usando polinomio de Lagrange (cuadratico)

% Entradas

% x Vector de las coordenadas x de los puntos dados (3 valores)
% 'y Vector de las coordenadas y de los puntos dados (3 valores)
% Salida

% yi El polinomio de interpolacion evaluado en xi

La funcién intrpf tiene tres argumentos de entrada y uno de salida. El resto de la funcion
es directa, sélo evalia el polinomio definido en (9.1). El cuerpo de la funcién a continuacién

(xi-x(2))*(xi-x(3))/((x(1)-x(2)) *(x(1)-x(3)) ) *y (1)
(xi-x(1))*(xi-x(3))/((x(2)-x (1)) *(x(2)-x(3)) ) *y(2)
(xi-x(1))*(xi-x(2))/((x(3)-x(1))*(x(3)-x(2))) *xy(3) ;

return;

yi

+ +

Programa de interpolacién en C++.

Las primeras lineas de la versién en C++ del programa interp son

// interp - Programa para interpolar datos usando
// el polinomio de Lagrange cuadratico para tres puntos dados.
#include "NumMeth.h"

double intrpf(double xi, double x[], double yI[]1);
main()

{
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Comentarios mas una instrucciéon para incluir el archivo de encabezamiento NumMeth.h, lis-
tado a continuacién

#include <iostream.h>
#include <fstream.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>

La declaracién double intrpf(..) afirma que el programa pretende llamar una funciéon
intrpf la cual tiene tres argumentos de tipo double y devuelve un double. Las proximas
lineas del programa

//* Inicializa los puntos a ser ajustados con una cuadratica
double x[3+1], y[3+1] ;
cout << "Entre los puntos como pares x,y (e.g., [1 2])" << endl ;
for(int i=1; i<=3; i++) {

cout << "X["<<i<<"] = n;

cin>> x[i]l;

cout << "y["<<i<<"] n;

cin >> y[il;

}

//* Establece el intervalo de interpolacion (desde x_min a x_max)
double xmin, xmax;
cout <<"Entre el valor minimo de x: "; cin >> xmin ;

cout <<"Entre el valor maximo de x: "; cin >> xmax ;

El programa pregunta por los puntos para ajustar el polinomio de Lagrange (9.1) y por el
intervalo de interpolacién. Lo siguiente, los arreglos xi y yi son declarados:

//* Encontrar yi para los valores deseados de interpolacion xi
// usando la funcion intrpf

int nplot= 100; // Numero de puntos para la curva interpolada
double * xi = new double[nplot+1l] ; // Reserva memoria para
double * yi = new double[nplot+l] ; // estos arreglos.

Estas lineas también podrian reemplazarse por

const int nplot =100; // Numero de puntos para la curva interpolada
double xi[nplot+1], yilnplot+1] ;

En el primer caso hay asignamiento dindmico de memoria, nplot podria ser una entrada
del programa. En el segundo caso nplot debe ser constante y para modificar el nimero de
puntos debemos recompilar el programa, asignacion estatica.

Los valores interpolados son calculados en un for

for(int i=1; i<=nplot;i++) {

xi[i] = xmin+(xmax-xmin)*double(i-1)/double(nplot-1);

yi[i] = intrpf(xilil], x, y); // Usando intrpf para interpolar
}
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Notemos que xi[1]=znm, xilnplot]=z,4, con valores equiespaciados entre ellos. Los
valores de yi (y* = p(z*)) son evaluados usando la ecuacién (9.1) en la funcién intrpf. La
salida del programa

//* Imprime las variables para graficar: x, y, xi, yi
ofstream xOut("x.txt"), yOut("y.txt"), xiOut("xi.txt"), yiOut("yi.txt");
for(int i =1; i <=3; i++) {
x0ut << x[i] << endl;
yOut << y[i] << endl;
+
for(int i =1; i <=nplot; i++) {
xiOut << xi[i] << endl;
yiOut << yi[i] << endl;
+

Esto cuatro archivos de datos (x.txt, y.txt, etc) son creados.

Desgraciadamente , C++ carece de una biblioteca grafica estandar asi que necesitamos
una aplicacién grafica adicional para graficar la salida. También podemos usar un pequeno
script en Octave:

#!/usr/bin/octave

load x.txt; load y.txt; load xi.txt; load yi.txt;

%* Grafica la curva dada por (xi,yi) y marca los puntos originales
xlabel(’x’);

ylabel(’y’);

title(’Interpolacion de tres puntos’);
gset nokey;

plot(x,y, ’*’,xi,yi,’-’);

pause

Al cual incluso podemos llamar desde el mismo programa mediante
system( "grafica.m" ) ;

La ultima linea del programa
delete [] xi, yi ; // Libera la memoria pedida con "new"

Esta linea no es absolutamente necesaria, por que al salir el programa liberara la memoria
de todas maneras. Sin embargo se considera de buen estilo de programacién limpiar uno la
memoria que requirio durante la ejecucién del programa.

La funcién intrpf la cual evalia el polinomio de Lagrange comienza por las siguientes
lineas

double intrpf( double xi, double x[], double y[])
{

// Funcion para interpolar entre puntos

// usando polinomio de Lagrange (cuadratico)
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// Entradas

// x Vector de las coordenadas x de los puntos dados (3 valores)
// y Vector de las coordenadas y de los puntos dados (3 valores)
// Salida

// yi El polinomio de interpolacion evaluado en xi

Especifica los argumentos de llamada y lo que devuelve. Todas las variables dentro de la

funcion son locales. El C++ pasa las variables por defecto por valor, la funcién recibe una

copia que se destruye cuando termina la funcion, si se desea pasar una variable double a

por referencia debemos anteponerle el signo &, es decir, pasarla como double &a. De esta

manera la funcién puede modificar el valor que tenia la variable en el programa principal.
El resto de la funcién

//* Calcula yi=p(xi) usando Polinomio de Lagrange

double yi = (xi-x[2])*(xi-x[3])/((x[1]-x[2])*(x[1]-x[3]))*y[1]
+ (xi-x[11)*(xi-x[3])/((x[2]-x[1]) * (x [2] -x [3]) ) *y [2]
+ (xi-x[11)*(xi-x[2])/((x[3]-x[1]1)*(x[3]-x[2])) *y [3];

return yi ;

Estas lineas evaltian el polinomio. Inicialmente pondremos esta funcién en el mismo archivo,
luego la podemos separar en otro archivo y escribir un Makefile que compile y linkee todo
junto.

9.2 Errores numéricos.

9.2.1 FErrores de escala.

Un computador almacena nimeros de punto flotante usando sélo una pequena cantidad
de memoria. Tipicamente, a una variable de precicién simple (un float en C++) se le
asigna 4 bytes (32 bits) para la representacién del nimero, mientras que a una variable de
doble precisién (double en C++, por defecto en Octave) usa 8 bytes. Un nimero de punto
flotante es representado por su mantisa y su exponente (por ejemplo, para 6.625 x 10727 la
mantisa decimal es 6.625 y el exponente es —27). El formato IEEE para doble precisiéon usa
53 bits para almacenar la mantisa (incluyendo un bit para el signo) y lo que resta, 11 bit
para el exponente. La manera exacta en que el computador maneja la representacion de los
nimeros no es tan importante como saber el intervalo maximo de valores y el nimero de
cifras significativas.

El intervalo maximo es el limite sobre la magnitud de los niimeros de punto flotante
impuesta por el nimero de bit usados para el exponente. Para precision simple un valor
tipico es 2%'%7 ~ 10*%; para precisién double es tipicamente 21924 ~ 10%3% . Exceder el
intervalo de la precisién simple no es dificil.. Consideremos, por ejemplo, la evaluacion del
radio de Bohr en unidades SI,

47'('80 h,2
ag —

~53x 1071 . 9.2
o x 107" [m] (9.2)
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Mientras sus valores caen dentro del intervalo de un numero de precision simple, el eintervalo
es excedido en el calculo del numerador (4megh? & 1.24 x 107" [kg C* m]) y del denominador
(mee? &~ 2.34 x 107% [kg C?]). La mejor solucién para lidiar con este tipo de dificultades de
intervalo es trabajar en un conjunto de unidades naturales al problema (e.g. para problemas
atémicos se trabaja en las distancias en angstroms, la carga en unidades de la carga del
electrén).

Algunas veces los problemas de intervalo no son causados por la elecciéon de las unida-
des sino porque los nimeros en el problema son inherentemente grandes. Consideremos un
importante ejemplo, la funcién factorial. Usando la definicion

nl=nxn—-1)xn—-2)x...x3x2x1,
es facil evaluar n! en C++4 como

double nFactorial=1;
for(int i=1; i <=n; i++) nFactorial *=i ;
donde n es un ntmero dado.
En Octave, usando el operador dos puntos este calculo puede ser realizado como

nFactorial = prod(1:n);

donde prod(x) es el producto de los elementos del vector x y :n=[ 2| ... n]. Infortunada-
mente, debido a problemas de intervalo, no podemos calcular n! para n > 170 usando estos
métodos directos de evaluacién (9.2.1).

Una solucién comtn para trabajar con nimeros grandes es usar su logaritmo. Para el
factorial

log(n!) = log(n) +log(n — 1) + ... +1og(3) + log(2) + log(1) . (9.3)
En Octave, esto puede ser evaluado como
log_nFactorial = sum( log(l:n) ) ;

donde sum(x) es la suma de los elementos del vector x. Sin embargo, este esquema es
computacionalmente pesado si n es grando. Una mejor estrategia es combinar el uso de
logaritmos con la férmula de Stirling?

" —n 1 1
n! = v2nmn"e (14-@4-@4‘”') (94)
0
log(n!) = 1log(2n7r) + nlog(n) — n + log (1 + L + ! + - > . (9.5)
2 12n ~ 288n?

Esta aproximacién puede ser usada cuando n es grande (n > 30), de otra manera es preferible
la definicién original.
Finalmente, si el valor de n! necesita ser impreso, podemos expresarlo como

n! = (mantisa) x 10(xpenente) (9.6)

donde el exponente es la parte entera de log,,(n!), y la mantisa es 10* donde a es la parte
fracionaria de log;y(n!). Recordemos que la conversién entre logaritmo natural y logaritmo
en base 10 es log,,(x) = logip(e) log(x).

2M. Abramowitz and I. Stegun, Handbook of Mathematical Functions ( New York: Dover 1972).
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9.2.2 EFErrores de redondeo.

Supongamos que deseamos calcular numéricamente f'(z), la derivada de una funcién conocida
f(z). En calculo se aprendio que la férmula para la derivada es

f/(l') _ f(x_‘_h})L_f(x) ’ (97)

en el limite en que h — 0. ;Qué sucede si evaluamos el lado derecho de esta expresion,
poniendo h = 07. Como el computador no entiende que la expresién es valida sélo como
un limite, la division por cero tiene varios posibles salidas. El computador puede asignar
el valor, Inf, el cual es un nimero de punto flotante especial reservado para representar el
infinito. Ya que el numerador es también cero el computador podria evaluar el cuociente
siendo indefinido (Not-a-Number), NaN, otro valor reservado. O el célculo podria parar con
un mensaje de error.

Claramente, poniendo h = 0 para evaluar (9.7) no nos dard nada 1til, pero , si le ponemos
a h un valor muy pequeiio, digamos h = 1073%, usamos doble precisién? La respuesta atin
serd incorrecta debido a la segunda limitacién sobre la representacion de niimeros con punto
flotante: el nimero de digitos en la mantisa. Para precisién simple, el nimero de digitos
significantes es tipicamente 6 o 7 digitos decimales; para doble precision es sobre 16 digitos.
Asi, en doble precisién, la operacién 3 4+ 1072° retorna una respuesta 3 por el redondeo;
usando i = 1073% en la ecuacién (9.7) casi con seguridad regresard 0 cuando evaluemos el
nimerador.

»

1°F 9

104 - = . .
102 10 10 10° 10* 10°

h

Figura 9.2: Error absoluto A(h), ecuacién (9.8), versus h para f(z) = x?

yx =1

La figura 9.2 ilustra la magnitud del error de redondeo en un calculo tipico de derivada.
Definimos el error absoluto

flz+h) = [(z)
h

A(h) = | f'(x) = (9:8)
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Notemos que A(h) decrece cuando h se hace méas pequeno, lo cual es esperado dada que
la ecuacién (9.7) es exacta cuando h — 0. Por debajo de h = 1071, el error comienza a
incrementarse debido a efectos de redondeo. En valores menores de h el error es tan grande
que la respuesta carece de sentido. Volveremos en el proximo capitulo a la pregunta como
mejorar el cdlculo de la derivada numericamente.

Para testear la tolerancia del redondeo, definimos er como el mas pequeno ntimero que,
cuando es sumado a uno, regresa un valor distinto de 1. En Octave, la funcién integrada
eps devuelve er ~ 2.22 x 10716, En C+4+, el archivo de encabezamiento <float.h> define
DBL_EPSILON como er para doble precision.

Debido a los errores de redondeo la mayoria de los calculos cientificos usan doble precisién.
Las desventajas de la doble precisién son que requiere mas memoria y que algunas veces (no
siempre) es mas costosa computacionalmente. Los procesadores modernos estan construidos
para trabajar en doble precision, tanto que puede ser mas lento trabajar en precision simple.
Usar doble precisién algunas veces sélo desplaza las dificultades de redondeo. Por ejemplo, el
calculo de la inversa de una matriz trabaja bien en simple precisiéon para matrices pequenas
de 50 x 50 elementos, pero falla por errores de redondeo para matrices mas grandes. La
double precision nos permite trbajar con matrices de 100 x 100, pero si necesitamos resolver
sistemas atin mas grandes debemos usar un algoritmo diferente. La mejor manera de trabajar
es usar algoritmos robustos contra el error de redondeo.



Capitulo 10

Ecuaciones diferenciales ordinarias:
Métodos basicos.

versién final 1.3-011017%.
En este capitulo resolveremos uno de los primeros problemas considerados por un estu-
diante de fisica: el vuelo de un proyectil y, en particular, el de una pelota de baseball. Sin
la resistencia del aire el problema es facil de resolver. Sin embargo, incluyendo un arrastre
realista, nosotros necesitamos calcular la soluciéon numéricamente. Para analizar este proble-
ma definiremos primero la diferenciaciéon numérica. De hecho antes de aprender Fisica uno
aprende calculo asi que no debemos sorprendernos si este es nuestro punto de partida. En la
segunda mitad del capitulo nos acuparemos de otro viejo conocido, el péndulo simple, pero
sin la aproximacion a angulos pequenos. Interesantemente, problemas oscilatorios, tales como
el péndulo, revelan una falla fatal en algunos de los métodos numéricos de resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias.

10.1 Movimiento de un proyectil.

10.1.1 Ecuaciones basicas.

Consideremos el simple movimiento de un proyectil, digamos un pelota de baseball. Para
describir el movimiento nosotros debemos calcular el vector posicién 7(t) y el vector velocidad
U(t) del proyectil. Las ecuaciones basicas de movimiento son

dr

Fo(7) — g =7, (10.1)

di_ 1 dr
dt

dt  m

donde m es la masa del proyectil. La fuerza debido a la resistencia del aire es an(17), la

aceleracion gravitacional es g, e § es un vector unitario en la direccion y. El movimiento es
bidimensional, tal que podemos ignorar la componente z y trabajar en el plano xy.

La resistencia del aire se incrementa con la velocidad del objeto, y la forma precisa para

ﬁa(ﬁ) depende del flujo alrededor del proyectil. Comtinmente, esta fuerza es aproximada por

- 1
Fo(#) = —5CapAlv| 7, (10.2)

IEste capitulo esté basado en el segundo capitulo del libro: Numerical Methods for Physics, second edition
de Alejandro L. Garcia, editorial PRENTICE HALL
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donde Cj es el coeficiente de arrastre, p es la densidad del aire, y A es el area de la secciéon
transversal del proyectil. El coeficiente de arrastre es un parametro adimensional que depende
de la geometria del proyectil — Entre mas aerodindmico el objeto , el coeficiente es menor.

Para una esfera suave de radio R moviéndose lentamente a través del fluido, el coeficiente
de arrastre es dado por la Ley de Stoke,

12v 24
Ci= — = — 10.3
d Ruv Re ) ( )
donde v es la viscosidad del fluido (v ~ 1.5 x 107° [m?/s] para el aire) y Re= 2Rv/v es
el adimensional nimero de Reynolds. Para un objeto del tamano de un pelota de baseball

moviéndose a través del aire, la ley de Stokes es valida sélo si la velocidad es menor que

0.2[mm/s] (Re~ 1).

A velocidades altas (sobre 20 [cm/s], Re> 10%), la estela detrds de la esfera desarrolla
vortices y el coeficiente de arrastre es aproximadamente constante (Cy ~ 0.5) para un amplio
intervalo de velocidades. Cuando el nimero de Reynolds excede un valor critico, el flujo en la
estela llega a ser turbulento y el coeficiente de arrastre cae dramaticamente. Esta reduccion
ocurre porque la turbulencia rompe la region de bajas presiones en la estela detras de la
esfera?. Para una esfera suave este ntimero critico de Reynolds es aproximadamente 3 x 10°.
Para una pelota de baseball, el coeficiente de arrastre es usualmente mas pequeno que el de
una esfera suave, porque las costuras rompen el flujo laminar precipitando el inicio de la
turbulencia. Nosotros podemos tomar C; = 0.35 como un valor promedio para el intervalo
de velocidades tipicas de una pelota de baseball.

Notemos que la fuerza de arrastre, ecuacién (10.2), varia como el cuadrado de la magnitud
de la velocidad (ﬁa o v?) y, por supuesto, actiia en la direccién opuesta a la velocidad. La
masa y el diametro de una pelota de baseball son 0.145 [kg] y 7.4 [cm]. Para una pelota de
baseball, el arrastre y la fuerza gravitacional son iguales en magnitud cuando v =~ 40 [m/s].

Nosotros sabemos cémo resolver las ecuaciones de movimiento si la resistencia del aire es
despreciable. La trayectoria es

1
r(t) =7 + 0t — §9t2@ ; (10.4)

donde 7, = 7(0) y ¢, = ¥(0) son la posicién y la velocidad inicial. Si el proyectil parte del
origen y la velocidad inicial forma un angulo 6 con la horizontal, entonces

2 2 2
Tmdx = Z% sen 6 cos o . UYmax = ;}—1 sen®f | (10.5)
g
son el alcance horizontal y la altura maxima. El tiempo de vuelo es
2
tfl = ﬂsen@ . (106)
g

Nuevamente estas expresiones son validas s6lo cuando no hay resistencia con el aire. Es
facil demostrar que el maximo alcance horizontal se obtiene cuando la velocidad forma un
angulo de 45° con la horizontal. Deseamos mantener esta informacién en mente cuando
construyamos nuestra simulacion. Si se sabe la solucién exacta para un caso especial, se debe
comparar constantemente que el programa trabaje bien para este caso.

2D.J. Tritton, Physical Fluid Dynamics, 2d ed. (Oxford: Clarendon Press, 1988).
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10.1.2 Derivada avanzada.

Para resolver las ecuaciones de movimiento (10.1) necesitamos un método numérico para
evaluar la primera derivada. La definicién formal de la derivada es
t+7)—J(t
£t) = 1im LT =0 (10.7)

T—0 T

donde 7 es el incremento temporal o paso en el tiempo. Como ya vimos en el capitulo pasado
esta ecuacion debe ser tratada con cuidado. La figura 9.2 ilustra que el uso de un valor
extremadamente pequenio para 7 causa un gran error en el calculo de (f(t + 7) — f(t))/7.
Especificamente, los errores de redondeo ocurren en el calculo de ¢ + 7, en la evaluacion de la
funcién f y en la sustraccion del numerador. Dado que 7 no puede ser elegido arbitrariamente
pequeno, nosotros necesitamos estimar la diferencia entre f'(t) y (f(t+7)— f(t))/7 para un
7 finito.

Para encontrar esta diferencia usaremos una expansién de Taylor. Como fisicos usual-
mente vemos las series de Taylor expresadas como

ft+7) :f(t)+7f/(t)+%2f”(t)+... (10.8)

donde el simbolo ( ... ) significa términos de més alto orden que son usualmente despreciados.
Una alternativa, forma equivalente de la serie de Taylor usada en analisis numérico es

ft+7) = 1)+ £ + ) (109

donde ¢ es un valor entre £ y ¢t + 7. No hemos botado ningin término, esta expansion tiene
un numero finito de términos. El teorema de Taylor garantiza que existe algun valor  para
el cual (10.9) es cierto, pero no sabemos cudl valor es este.
La ecuacion previa puede ser rescrita
1
- 70, (10.10)

f/(t):f(t"i_:)—_f(t) 5

donde t < ( < t+ 7. Esta ecuacion es conocida como la férmula de la derivada derecha o
derivada adelantada. El iltimo término de la mano derecha es el error de truncamiento; este
error es introducido por cortar la serie de Taylor.

En otras palabras, si mantenemos el tltimo término en (10.10), nuestra expresién para
1'(t) es exacta. Pero no podemos evaluar este término porque no conocemos ¢, todo lo que
conocemos es que ¢ yace en algtin lugar entre t y ¢ + 7. Asi despreciamos el término f”(()
(truncamos) y decimos que el error que cometemos por despreciar este término es el error de
truncamiento. No hay que confundir éste con el error de redondeo discutido anteriormente. El
error de redondeo depende del hardware, el error de truncamiento depende de la aproximacion
usada en el algoritmo. Algunas veces veremos la ecuacién (10.10) escrita como

ppy = 10T =10

-
donde el error de truncamiento es ahora especificado por su orden en 7, en este caso el error
de truncamiento es lineal en 7. En la figura 9.2 la fuente de error predominante en estimar
f'(x) como [f(x + h) — f(x)]/h es el error de redondeo cuando h < 107! y es el error de
truncamiento cuando h > 10710,

+0(7) (10.11)
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10.1.3 Método de Euler.

Las ecuaciones de movimiento que nosotros deseamos resolver numéricamente pueden ser
escritas como:

dv . dr

= — a7 — =7 10.12
Cann), =7, (1012

!

dode @ es la aceleracién. Notemos que esta es la forma més general de las ecuaciones. En el
movimiento de proyectiles la aceleracion es sélo funcién de ¥ (debido al arrastre), en otros
problemas (e.g., orbitas de cometas) la aceleraciéon dependerd de la posicién.

Usando la derivada adelantada (10.11), nuestras ecuaciones de movimiento son

- + O(7) = a(r(t),v(t)) , (10.13)
dths - ") 4 o) = s, (10.14)
0 bien
Tt + 1) = v(t) + ra(7(t), v(t)) + O(r?) , (10.15)
Pt + 1) = 7(t) + 70(t) + O(7?) . (10.16)

notemos que 7O(7) = O(7?). Este esquema numérico es llamado el método de Euler. Antes
de discutir los méritos relativos de este acercamiento, veamos cémo seria usado en la practica.
Primero, introducimos la notacién

fo=ft), ta=Mm—-1)7, n=12... (10.17)

tal que fi = f(t = 0). Nuestras ecuaciones para el método de Euler (despreciando el término
del error) ahora toma la forma

Tpyy = Ty + 78y | (10.18)
Tl = Tn + Tl , (10.19)

donde @, = @(,, ). El cdlculo de la trayectoria podria proceder as:
1. Especifique las condiciones iniciales, 7 y 7.
2. Elija un paso de tiempo 7.
3. Calcule la aceleracién dado los actuales 7y v.
4. Use las ecuaciones (10.18) y (10.19) para calcular los nuevos 7y .
5. Vaya al paso 3 hasta que suficientes puntos de trayectoria hayan sido calculados.

El método calcula un conjunto de valores para 7, vy ¥, que nos da la trayectoria, al menos
en un conjunto discreto de valores. La figura 10.1 ilustra el célculo de la trayectoria para un
unico paso de tiempo.
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Figura 10.1: Trayectoria de una particula después de un tinico paso de tiempo con el método
de Euler. Sélo para efectos ilustrativos 7 es grande

10.1.4 Métodos de Euler-Cromer y de Punto Medio.

Una simple (y por ahora injustificada) modificacién del método de Euler es usar las siguientes
ecuaciones:

i1 = U + Ty | (10.20)

Tyl = Tn + TUppa - (10.21)

Notemos el cambio sutil: La velocidad actualizada es usada en la segunda ecuacion. Esta
férmula es llamada método de Euler-Cromer3. El error de truncamiento es atin del orden de
O(7?), no parece que hemos ganado mucho. Interesantemente, veremos que esta forma es
marcadamente superior al método de Euler en algunos casos.

En el método del punto medio usamos

Vi1 = Up + Tay (10.22)
27nJrl + ﬁn

5 (10.23)

Fn—i—l =Tp+T

Notemos que hemos promediado las dos velocidades. Usando la ecuacién para la velocidad
en la ecuacion de la posicién, vemos que

1
Fog1 = T + 7T, + §an¢2 : (10.24)

lo cual realmente hace esto lucir atractivo. El error de truncamiento es aun del orden de
72 en la ecuacién velocidad, pero para la posicién el error de truncamiento es ahora 73.
Realmente, para el movimiento de proyectiles este método trabaja mejor que los otros dos.

Infortunadamente, en otros sistemas fisicos este método da resultados pobres.

10.1.5 Errores locales, errores globales y eleccién del paso de tiem-
po.

Para juzgar la precision de estos métodos necesitamos distinguir entre errores de truncamiento
locales y globales. Hasta ahora, el error de truncamiento que hemos discutido ha sido el error

3A. Cromer, “Stable solutions using the Euler approximation”, Am. J. Phys., 49 455-9 (1981).



230 CAPITULO 10. EDO: METODOS BASICOS.

local, el error cometido en un 1inico paso de tiempo. En un problema tipico nosotros deseamos
evaluar la trayectoria desde t = 0 a ¢t = T. El ntmero de pasos de tiempo es Ny = T/7;
notemos que si reducimos 7, debemos tomar mas pasos. Si el error local es O(7"), entonces
estimamos el error global como

error global o N x (error local)

10.25
= NpO(r") = gow) =TO(r" ). (10.25)

Por ejemplo, el método de Euler tiene un error local de truncamiento de O(72), pero un error
global de truncamiento de O(7). Por supuesto, este andlisis nos da sélo una estimacién ya que
no sabemos si los errores locales se acumularén o se cancelaran (i.e. interferencia constructiva
o destructiva). El verdadero error global para un esquema numeérico es altamente dependiente
del problema que se esta estudiando.

Una pregunta que siempre aparece es jcomo elegir el 77 Tratemos de responderla. Prime-
ro, supongamos que los errores de redondeo son despreciables tal que s6lo debemos preocupar-
nos por los errores de truncamiento. Desde (10.10) y (10.16), el error local de truncamiento
en el calculo de la posicién usando el método de Euler es aproximadamente 720" = 72a.
Usando sélo estimaciones del orden de magnitud, tomamos a ~ 10 [m/s?], el error en un solo
paso en la posicién es de 107! [m], cuando 7 = 107! [s]. Si el tiempo de vuelo T' ~ 10° [s],
entonces el error global es del orden de metros. Si un error de esta magnitud es inaceptable
entonces debemos disminuir el paso en el tiempo. Finalmente usando un paso de tiempo
107" [s] no introducirfamos ningin error significativo de redondeo dada la magnitud de los
otros parametros del problema.

En el mundo real, a menudo no podemos hacer un analisis tan elegante por una variedad
de razones (ecuaciones complicadas, problemas con el redondeo, flojera, etc.). Sin embargo, a
menudo podemos usar la intuicién fisica. Respondase usted mismo “;en qué escala de tiempo
el movimiento es casi lineal?”. Por ejemplo, para la trayectoria completa de una pelota de
baseball que es apréximadamente parabdlica, el tiempo en el aire son unos pocos segundos,
entonces el movimiento es apréximadamente lineal sobre una escala de tiempo de unos pocos
centésimos de segundo. Para revisar nuestra intuicién, nosotros podemos comparar los resul-
tados obtenidos usando 7 = 107! [s] y 7 = 1072 [s] , si ellos son suficientemente cercanos,
suponemos que todo estd bien. A veces automatizamos la prueba de varios valores de T;
el programa es entonces llamado adaptativo (construiremos un programa de este tipo mas
adelante). Como con cualquier método numérico, la aplicacién ciega de esta técnica es poco
recomendada, aunque con solo un poco de cuidado ésta puede ser usada exitosamente.

10.1.6 Programa de la pelota de baseball.

La tabla 10.1 bosqueja un simple programa, llamado balle, que usa el método de Euler para
calcular la trayectoria de una pelota de baseball. Antes de correr el programa, establezcamos
algunos valores razonables para tomar como entradas. Una velocidad inicial de | v} | =15 [m/s]
nos da una pelota que le han pegado débilmente. Partiendo del origen y despreciando la
resistencia del aire, el tiempo de vuelo es de 2.2 [s], y el alcance horizontal es sobre los 23 [m]
cuando el angulo inicial § = 45°. A continuacién, mostramos la salida a pantalla del programa
balle en C++ cuando es corrido bajo estas condiciones



10.1. MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL. 231

e Fijar la posicion inicial 77 y la velocidad inicial v; de la pelota de baseball.
e Fijar los pardmetros fisicos ( m, Cy, etc.).
e [terar hasta que la bola golpeé en el piso o el maximo nimero de pasos sea completado.

— Grabar posicién (calculada y tedrica) para graficar.
— Calcular la aceleracién de la pelota de baseball.

— Calcular la nueva posicién y velocidad, 7,11 y U,1+1, Usando el método de Euler,
(10.18) y (10.19).

— Si la pelota alcanza el suelo (y < 0) para la iteracién.
e Imprimir el alcance méaximo y el tiempo de vuelo.
e Graficar la trayectoria de la pelota de baseball.

Tabla 10.1: Bosquejo del programa balle, el cual calcula la trayectoria de una pelota de
baseball usando el método de Euler.

Movimiento de Proyectil

T
M@todo de Euler  +
Teor a (sin aire) -----—-

Altura [m]
w
T
1

Alcance [m]

Figura 10.2: Salida del programa balle para una altura inicial de 0 [m], una velocidad inicial
de 15 [m/s], y un paso de tiempo 7 =0.1 [s]. No hay resistencia del aire. La linea continua
es la tedrica y los puntos son los calculados, la diferencia se debe a errores de truncamiento.

jrogan@huelen: ~/programas$ balle

Ingrese la altura inicial [m] : O

Ingrese la velocidad inicial [m/s]: 15
Ingrese angulo inicial (grados): 45

Ingrese el paso en el tiempo, tau en [s]: 0.1
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Tiempo de vuelo: 2.2
Alcance: 24.3952

La salida en Octave debiera ser muy similar.

La trayectoria calculada por el programa es mostrada en la figura 10.2. Usando un paso
de 7 = 0.1 [s], el error en el alcance horizontal es sobre un metro, como esperdbamos del
error de truncamiento. A velocidades bajas los resultados no son muy diferentes si incluimos
la resistencia con el aire, ya que |F,(%))|/m =~ g/7.

Ahora tratemos de batear un cuadrangular. Consideremos una velocidad inicial grande
| v1 | = 50 [m/s]. Debido a la resistencia, encontramos que el alcance es reducido a alrededor
de 125 [m], menos de la mitad de su maximo tedrico. La trayectoria es mostrada figura 10.3,
notemos como se aparta de la forma parabdlica.

En nuestras ecuaciones para el vuelo de una pelota de baseball no hemos incluido todos
los factores en el problema. El coeficiente de arrastre no es constante sino mas bien una
complicada funcién de la velocidad. Ademads, la rotacion de la pelota ayuda a levantar la
pelota (efecto Magnus).

Movimiento de Proyectil
70

M@todo de Euler  +
e - Teor a (sin aire) -------

60 |
50 |

40

Altura [m]
AR

30 A

20 |

o+

0 50 100 150 200 250
Alcance [m]

Figura 10.3: Salida del programa balle para una altura inicial de 1 [m], una velocidad inicial
de 50 [m/s], y un paso de tiempo 7 =0.1 [s]. Con resistencia del aire.

10.2 Péndulo simple.

10.2.1 Ecuaciones basicas.

El movimiento de los péndulos ha fascinado a fisicos desde que Galileo fue hipnotizado por
la ldampara en la Catedral de Pisa. El problema es tratado en los textos de mecénica ba-
sica pero antes de apresurarnos a calcular con el computador, revisemos algunos resultados
béasicos. Para un péndulo simple es mas conveniente describir la posicién en términos del
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desplazamiento angular, 0(t). La ecuacién de movimiento es

d*0 g
= _Z 10.2
7 Lsen&, (10.26)

donde L es la longitud del brazo y g es la aceleracion de gravedad. En la aproximacion para
angulo pequeno, senf = 6, la ecuacién (10.26) se simplifica a

d?0 g
=30 (10.27)

Esta ecuacién diferencial ordinaria es facilmente resuelta para obtener

o(t) = C, cos (? + CQ) , (10.28)

S

donde las constantes C y Cy estan determinadas por los valores iniciales de 6 y w = df/dt.
El periodo para angulos pequenos, T} es

T, =2r (10.29)

L
g
Esta aproximacion es razonablemente buena para oscilaciones con amplitudes menores o
iguales a 20°.

Sin la aproximacién para angulos pequenos, la ecuacién de movimiento es mas dificil de
resolver. Sin embargo, sabemos de la experiencia que el movimiento es todavia periddico. En
efecto, es posible obtener una expresién para el periodo sin resolver explicitamente (). La
energia total es

1
E = §mL2w2 —mgLcos@ , (10.30)

donde m es la masa de la lenteja. La energia total es conservada e igual a £ = —mgL cos6,,,
donde 6, es el angulo maximo. De lo anterior, tenemos

1
imlﬂw2 — mgL cosf = mgLcosb,, , (10.31)
0
2
w? = fg (cosf — cosb,y,) . (10.32)
Ya que w = df/dt,
de
dt = 5 : (10.33)
\/fg (cos @ — cos b,,)
En un periodo el péndulo se balancea de § = 0,,, a § = —0,, y regresa a § = 0,,. Asi, en medio

periodo el péndulo se balancea desde 6 = 6,, a 8§ = —0,,,. Por ultimo, por el mismo argumento,
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en un cuarto de periodo el péndulo se balancea desde # = 6,, a 8 = 0, asi integrando ambos

lados de la ecuacién (10.33)
9m
r_ /= / 40 | (10.34)
4 29 Jo  \/(cosf — cosb,,)

Esta integral podria ser reescrita en términos de funciones especiales usando la identidad
cos20 =1 — 2sen? 6, tal que

L [ df
TZZ\/;/O V/(sen?6,,/2 —sen20/2) (1035)

4

Introduciendo K (z), la integral eliptica completa de primera especie,

/2 d
K(z) = / - , (10.36)
o V1—2ax%sen?z

podriamos escribir el periodo como

T= 4\/§K(sen0m/2) , (10.37)

usando el cambio de variable senz = sen(0/2)/sen(6,,/2). Para valores pequenos de 6,,,
podriamos expandir K (x) para obtener

L 1
T=2m=(14+—6%+...). 10.38
" g( Tt ) ( )

Note que el primer término es la aproximacién para angulo pequeno (10.29).

10.2.2 Foérmulas para la derivada centrada.

Antes de programar el problema del péndulo miremos un par de otros esquemas para calcular
el movimiento de un objeto. El método de Euler estd basado en la formulacién de la derivada
derecha para df /dt dado por (10.7). Una definicién equivalente para la derivada es

o) — i LOET) =S =7)

T—0 2T

(10.39)

Esta formula se dice centrada en t. Mientras esta formula parece muy similar a la ecuacion
(10.7), hay una gran diferencia cuando 7 es finito. Nuevamente, usando la expansién de
Taylor,

fE+7)=f)+7f(t) + %#f”(t) + é%”f(?’)(g) : (10.40)
flt=7)= F0) = mf(0) + 57 "0) — () (10.41)

41.S. Gradshteyn and .M. Ryzhik, Table of Integral, Series and Products (New York: Academic Press,
1965)
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donde f® es la tercera derivada de f(t) y (+ es un valor ente ¢ y t = 7. Restando las dos
ecuaciones anteriores y reordenando tenemos,

pipy = D IEET) doagong (10.42)

donde t — 7 < ( < t+ 7. Esta es la aprorimacion en la primera derivada centrada. El punto
clave es que el error de truncamiento es ahora cuadratico en 7, lo cual es un gran progreso
sobre la aproximacion de las derivadas adelantadas que tiene un error de truncamiento O(7).

Usando las expansiones de Taylor para f(t+7) y f(t —7) podemos construir una férmula
centrada para la segunda derivada. La que tiene la forma

() = ft+7)+ fgi— T)—2f(t) 11—272f(4)(C) 7 (10.43)

donde t — 7 < ( < t+ 7. De nuevo, el error de truncamiento es cuadratico en 7. La mejor
manera de entender esta formula es pensar que la segunda derivada estd compuesta de una
derivada derecha y de una derivada izquierda, cada una con incrementos de 7/2.

Usted podria pensar que el préximo paso seria preparar formulas mas complicadas que
tengan errores de truncamiento ain més pequenos, quizas usando ambas f(t£7) y f(t£27).
Aungque tales féormulas existen y son ocasionalmente usadas, las ecuaciones (10.10), (10.42) y
(10.43) sirven como el “caballo de trabajo” para calcular las derivadas primera y segunda.

10.2.3 Métodos del “salto de la rana” y de Verlet.

Para el péndulo, las posiciones y velocidades generalizadas son 6 y w, pero para mantener
la misma notaciéon anterior trabajaremos con 7y ¢. Comenzaremos de las ecuaciones de
movimiento escritas como

d/l7 - -,
o = al(t)) (10.44)
dr

Note que explicitamente escribimos la aceleracién dependiente solamente de la posicién. Dis-
cretizando la derivada temporal usando la aproximacion de derivada centrada da,

v(t+7)—0(t—T)
27

O = () (10.46)

para la ecuacion de la velocidad. Note que aunque los valores de velocidad son evaluados en
t+7yt—rT,laaceleracién es evaluada en el tiempo t.

Por razones que pronto seran claras, la discretizacién de la ecuacién de posicién estara
centrada entre t 4+ 27 y ¢,

Rt + 27) — (1)

5 +0(H) =0t +71). (10.47)
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De nuevo usamos la notacién f, = f(t = (n — 1)7), en la cual la ecuacién (10.47) y (10.46)
son escritas como,

Un4+1 — Un—1

+0(?) = a(r) (10.48)
27
D2 7T L 9(72) = Ty (10.49)
27

Reordenando los términos para obtener los valores futuros a la izquierda,

Upyr = Tpy + 278(7,) + O(77) (10.50)
Frga = T 4 2TUny1 + O(T%) | (10.51)

el cual es el método del “salto de la rana” (leap frog). Naturalmente, cuando el método es usado
en un programa, el término O(7%) no va y por lo tanto constituye el error de truncamiento
para el método.

El nombre “salto de la rana” es usado ya que la solucién avanza en pasos de 27, con la
posicién evaluada en valores impares (7, 73, 75, . . . ), mientras que la velocidad estd calculada
en los valores pares (Uy, Uy, ¥, ... ). Este entrelazamiento es necesario ya que la aceleracién,
la cual es una funcién de la posicion, necesita ser evaluada en a tiempo, esto es centrada entre
la nueva velocidad y la antigua. Algunas veces el esquema del “salto de la rana” es formulado
como

Un+1/2 = Un—1/2 + Ta(Fn) s (1052)

Tnal = Tn + TUpt1/2 (10.53)

con Up41/2 = U(t = (n—1+£1/2)7). En esta forma, el esquema es funcionalmente equivalente
al método de Euler-Cromer.

Para el ultimo esquema numérico de este capitulo tomaremos una aproximacion diferente
y empezaremos con,

dr

— =t 10.54
T ), (10.54)
P

Usando las férmulas diferenciales centradas para la primera y segunda derivada, tenemos

Tn+1l — Tn—1

+0(%) =1, , (10.56)
2T
7:;’L+1 + anl - 2Fn 2 -
= +0(77) = dn (10.57)
donde a,, = d(7,). Reordenando términos,
7, = Tl (2 (10.58)

2T
Pyl = 20 — Ty + 728, + O(74) . (10.59)
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Estas ecuaciones, conocidas como el método de Verlet’, podrian parecer extraiias a primera
vista, pero ellas son faciles de usar. Suponga que conocemos 7y y 71; usando la ecuacién
(10.59), obtenemos 7. Conociendo 7 y 75 podriamos ahora calcular 773, luego usando la
ecuacion (10.58) obtenemos v, y asi sucesivamente.

Los métodos del “salto de la rana” y de Verlet tienen la desventaja que no son “autoini-
ciados”. Usualmente tenemos las condiciones iniciales 7 = 7(t = 0) y v; = (¢t = 0), pero no
U = U(t = —7) [necesitado por el “salto de la rana” en la ecuacién (10.50)] o 7 = 7(t = —7)
[necesitado por Verlet en la ecuacién (10.59)]. Este es el precio que hay que pagar para los
esquemas centrados en el tiempo.

Para lograr que estos métodos partan, tenemos una variedad de opciones. El método de
Euler-Cromer, usando la ecuacién (10.53), toma ¢/, = 7, lo cual es simple pero no muy
precisa. Una alternativa es usar otro esquema para lograr que las cosas partan, por ejemplo,
en el “salto de la rana” uno podria tomar un paso tipo Euler para atrds, vy = v — 7d;.
Algunas precauciones deberian ser tomadas en este primer paso para preservar la precision
del método; usando

2
A % i) (10.60)

es una buena manera de comenzar el método de Verlet.

Ademas de su simplicidad, el método del “salto de la rana” a menudo tiene propiedades
favorables (e.g. conservacién de la energia) cuando resuelve ciertos problemas. El método de
Verlet tiene muchas ventajas. Primero, la ecuacion de posicién tiene un error de truncamiento
menor que otros métodos. Segundo, si la fuerza es solamente una funcion de la posiciéon y si
nos preocuparnos solo de la trayectoria de la particula y no de su velocidad (como en muchos
problemas de mecénica celeste), podemos saltarnos completamente el calculo de velocidad.
El método es popular para el calculo de las trayectorias en sistemas con muchas particulas,
por ejemplo, el estudio de fluidos a nivel microscopico.

10.2.4 Programa de péndulo simple.

Las ecuaciones de movimiento para un péndulo simple son

dw do
~ —af) = = 10.61
L=al) G=w, (10.61)
donde la aceleraciéon angular a(f) = —gsen@/L. El método de Euler para resolver estas

ecuaciones diferenciales ordinarias es iterar las ecuaciones:

Ot = Oy + Ty | (10.62)
Wnil = Wy + Ty, . (10.63)

Si estamos interesados solamente en el angulo y no la velocidad, el método de Verlet solo usa
la ecuacién

Ons1 =20, — 01 + T2, . (10.64)

5L.Verlet, “Computer experiments on classical fluid I. Thermodynamical properties of Lennard-Jones
molecules”, Phys. Rev. 159, 98-103 (1967).
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e Seleccionar el método a usar: Euler o Verlet.

e Fijar la posicion inicial 8; y la velocidad w; = 0 del péndulo.

e Fijar los parametros fisicos y otras variables.

e Tomar un paso para atrds para partir Verlet; ver ecuacién (10.60).

e [terar sobre el nimero deseado de pasos con el paso de tiempo y método numérico dado.

— Grabar angulo y tiempo para graficar.
— Calcular la nueva posicion y velocidad usando el método de Euler o de Verlet.

— Comprobar si el péndulo a pasado a través de # = 0; Si es asi usar el tiempo
transcurrido para estimar el periodo.

e Estima el periodo de oscilacion, incluyendo barra de error.
e Graficar las oscilaciones como 6 versus t.

Tabla 10.2: Bosquejo del programa pendulo, el cual calcula el tiempo de evolucién de un
péndulo simple usando el método de Euler o Verlet.

En vez de usar las unidades SI, usaremos las unidades adimensionales naturales del pro-
blema. Hay solamente dos parametros en el problema, g y L y ellos siempre aparecen en la
razén g/L. Fijando esta razon a la unidad, el periodo para pequenas amplitudes T = 2.
En otras palabras, necesitamos sélamente una unidad en el problema: una escala de tiempo.
Ajustamos nuestra unidad de tiempo tal que el periodo de pequenas amplitudes sea 27.

La tabla 10.2 presenta un bosquejo del programa pendulo, el cual calcula el movimiento
de un péndulo simple usando o el método de Euler o el de Verlet. El programa estima el
periodo por registrar cuando el dngulo cambia de signo; esto es verificar si 6,, v 0,1 tienen
signos opuestos probando si 6, * 0,.1 < 0. Cada cambio de signo da una estimacién para el
periodo, T, = 27(ny41 — ng), donde ny es el paso de tiempo en el cual el k-ésimo cambio de
signo ocurre. El periodo estimado de cada inversion de signo es registrado, y el valor medio
calculado como

<T> - % éTk : (10.65)

donde M es el nimero de veces que T es evaluado. La barra de error para esta medicién del
periodo es estimada como o = s/M, donde

5= Ml_ > <Tk - <T>>2 , (10.66)

k=1
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es la desviacién estandar de la muestra T. Note que cuando el ndmero de medidas se incre-
menta, la desviacién estandar de la muestra tiende a una constante, mientras que la barra
de error estimado decrese.

Para comprobar el programa pendulo, primero tratamos con angulos iniciales pequenos,
0., ya que conocemos el periodo T' ~ 27w. Tomando 7 = 0.1 tendremos sobre 60 puntos por
oscilacion; tomando 300 pasos deberiamos tener como cinco oscilaciones. Para 6,, = 10°, El
método de Euler calcula un perfodo estimado de (T') = 6.375 4 0.025 sobre un 1.5% mayor
que el esperado T" = 27(1.002) dado por la ecuacién (10.38). Nuestro error estimado para
el perfodo es entorno a +7 en cada medida. Cinco oscilaciones son 9 medidas de T, asi
que nuestro error estimado para el periodo deberfa ser (7/2)/v/9 ~ 0.02. Notemos que la

estimacién esta en buen acuerdo con los resultados obtenidos usando la desviacion estandar.
Hasta aqui todo parece razonable.
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Figura 10.4: Salida del programa pendulo usando el método de Euler. El dngulo inicial es

0., = 10°, el paso en el tiempo es 7 = 0.1, y 300 iteraciones fueron calculadas.

Infortunadamente si miramos el grafico 10.3 nos muestra los problemas del método de
Euler. La amplitud de oscilaciéon crece con el tiempo. Ya que la energia es proporcional
al angulo maximo, esto significa que la energia total se incrementa en el tiempo. El error
global de truncamiento en el método de Euler se acumula en este caso. Para pasos de
tiempos pequenios 7 = 0.05 e incrementos en el nimero de pasos (600) podemos mejorar los
resultados, ver figura 10.4, pero no eliminamos el error. El método del punto medio tiene la
misma inestabilidad numérica.

Usando el método de Verlet con 6,, = 10°, el paso en el tiempo 7 = 0.1 y 300 iteraciones
obtenemos los resultados graficados en 10.5. Estos resultados son mucho mejores; la amplitud
de oscilacién se mantiene cerca de los 10° y (T') = 6.27540.037. Afortunadamente el método
de Verlet, el del “salto de rana” y el de Euler-Cromer no sufren de la inestabilidad numérica
encontrada al usar el método de Euler.

Para 6,, = 90°, la primera correcciéon para la aproximacion de angulo pequeno, ecuacién
(10.38), da T' = 7.252. Usando el método de Verlet, el programa da un periodo estimado de
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Figura 10.5: Salida del programa pendulo usando el método de Euler. El angulo inicial es
0,, = 10°, el paso en el tiempo es 7 = 0.05 y 600 iteraciones fueron calculadas.
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Figura 10.6: Salida del programa pendulo usando el método de Verlet. El dngulo inicial es
0., = 10°, el paso en el tiempo es 7 = 0.1 y 300 iteraciones fueron calculadas.

(T) = 7.414 £ 0.014, lo cual indica que (10.38) es una buena aproximacién (alrededor de un
2% de error), ain para dngulos grandes. Para el angulo muy grande de 6, = 170°, vemos
la trayectoria en la figura 10.6. Notemos como la curva tiende a aplanarse en los puntos
de retorno. En este caso el perfodo estimado es (1) = 15.3333 + / — 0.0667, mientras que
(10.38) da T = 9.740, indicando que esta aproximacién para (10.37) deja de ser vélida para
este angulo tan grande.
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Figura 10.7: Salida del programa pendulo usando el método de Verlet. El dngulo inicial es
0,, = 170°, el paso en el tiempo es 7 = 0.1 y 300 iteraciones fueron calculadas.

10.3 Listado de los programas.

10.3.1 balle.cc

#include "NumMeth.h"

main()

{
const double Cd=0.35;
const double rho=1.293; // [kg/m"~3]
const double radio=0.037; // [m]
double A= M_PI*radio*radio ;
double m=0.145; // [kgl
double g=9.8; // [m/s"2]
double a = -CdxrhoxA/(2.0e0%*m) ;

double vO, thetal, tau;
ofstream salida ("salida.txt") ;
ofstream salidaT ("salidaT.txt") ;

double x0, yO;

x0=0.0e0 ;

cout << "Ingrese la altura inicial [m] : ";
cin >> y0;

cout << "Ingrese la velocidad inicial [m/s]: ";
cin >> vO0;

cout <<"Ingrese angulo inicial (grados): ";
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cin >> thetaO;

int flagRA = 2 ;
while (flagRA!=0 && flagRA !=1) {
cout <<"Con resistencia del aire, Si= 1, No= 0: ";
cin >> flagRA;
}
cout <<"Ingrese el paso en el tiempo, tau en [s]: ";
cin >> tau ;
double vxn=vO*cos(M_PIx*theta0/180.0) ;
double vyn=vO*sin(M_PI*theta0/180.0) ;
double xn=x0 ;
double yn=y0 ;
double tiempo = -tau;
while( yn >= y0) {
tiempo +=tau ;
salidaT << x0+vO*cos(M_PI*theta0/180.0) *tiempo <<" "
salidaT << y0+vO*sin(M_PI*theta0/180.0) *tiempo -g*tiempo*tiempo/2.0e0<< endl;
salida << xn << " " << yn << endl;
if (flagRA==0) a=0.0e0 ;
double v=sqrt(vxnxvxn+vyn*vyn) ;
double axn= a*xv*vxn ;
double ayn= axv*vyn -g ;
double xnpl = xn + tau*vxn ;
double ynpl = yn + tauxvyn ;
double vxnpl = vxn + tau*axn;
double vynpl = vyn + tau*ayn;
vxn=vxnpl;
vyn=vynpl;
xn=xnpl ;
yn=ynpl ;
}
cout << "Tiempo de vuelo: " << tiempo<< endl;
cout << "Alcance: " << xn<<endl;
salida.close();

10.3.2 pendulo.cc

#include "NumMeth.h"

main()
{
int respuesta=2 ;
while(respuesta !'= 0 &% respuesta !=1 ) {
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cout << "Eliga el metodo: Euler=0 y Verlet=1: " ;
cin >> respuesta ;

b

double thetal ;

double omegal = 0.0e0;

cout << "Ingrese el angulo inicial (grados): ";

cin >> thetal ;

thetal*=M_PI/180.0e0 ;

double tau ;

cout << "Ingrese el paso de tiempo: ";

cin >> tau ;

int pasos ;

cout << "Ingrese el numero de pasos: ";

cin >> pasos ;

double * periodo = new double[pasos] ;
ofstream salida ("salidaPendulo.txt");
double thetal= thetal-tauk*omegal-tauxtau*sin(thetal) ;

double thetaNml=thetal ;
double thetaN=thetal ;
double omegaN=omegal;

double thetaNpl, omegalpl ;

int nK=1;
int M=0 ;

for(int i=1; i< pasos; i++) {
double alphaN=-sin(thetal);
if (respuesta==0) { // Euler
thetaNpl=thetaN+tau*omegalN ;
omegaNpl=omegaN+tau*alphalN ;
} else {
thetalNp1=2.0e0O*thetaN-thetaNml+tauxtau*alphalN ;
}
salida << (i-1)*tau<<" " <<thetaNp1*180/M_PI<< endl ;
if (thetaNplxthetaN<0) {
if (M==0) {
periodo [M++]=0.0e0;
nK=1i ;
} else {
periodo [M++] = 2.0e0O*tauxdouble(i-nkK) ;
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nK=i ;

thetaNml=thetaN ;
thetaN=thetaNpl ;
omegaN=omegalNpl ;
}
double Tprom=0.0e0;
for (int i=1; i < M; i++) Tprom+=periodol[i] ;
Tprom/=double (M-1) ;
double ssr=0.0 ;
for (int i=1; i < M; i++) ssr+=(periodo[i]-Tprom)* (periodo[i]-Tprom);
ssr/=double (M-2);
double sigma =sqrt(ssr/double(M-1)) ;
cout <<" Periodo = "<< Tprom << "+/-"<< sigma << endl ;
salida.close() ;
delete [] periodo;



Capitulo 11

Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias II: Métodos Avanzados.

versién final 1.41-0111051

En el capitulo anterior aprendimos cémo resolver ecuaciones diferenciales ordinarias usan-

do algunos métodos simples. En este capitulo haremos algo de mecénica celeste bésica co-

menzando con el problema de Kepler. Al calcular la érbita de un satélite pequeno alrededor

de un cuerpo masivo (e.g un cometa orbitando el Sol), descubriremos que métodos mucho
mas sofisticados son necesarios para manipular sistemas simples de dos cuerpos.

11.1  Orbitas de cometas.

11.1.1 Ecuaciones basicas.

Considere el problema de Kepler en el cual un pequeno satélite, tal como un cometa, orbita el
Sol. Usamos un sistema de coordenadas Copernicano y fijamos el Sol en el origen. Por ahora,
consideremos solamente la fuerza gravitacional entre el cometa y el Sol, y despreciemos todas
las otras fuerzas (e.g., fuerzas debidas a los planetas, viento solar). La fuerza sobre el cometa
es

GmM _

-3 o
| 7]

Foo

(11.1)

donde 7 es la posicién del cometa, m es su masa, M = 1.99 x 10%° [kg] es la masa del Sol, y
G = 6.67 x 107! [m3/kg s?] es la constante gravitacional.

Las unidades naturales de longitud y tiempo para este problema no son metros ni segun-
dos. Como unidad de distancia usaremos la unidad astronémica [AU], 1 AU=1.496 x 10" [m],
la cual es igual a la distancia media de la Tierra al Sol. La unidad de tiempo serd el [ano]
AU (el periodo de una érbita circular de radio 1 [AU]). En estas unidades, el producto
GM = 4x* [AU?/ano?|. Tomaremos la masa del cometa, m, como la unidad; en unidades
MKS la masa tipica de un cometa es 10*+3 [kg].

Ahora tenemos suficiente para ensamblar nuestro programa, pero antes hagamos una
rapida revision de lo que sabemos de 6rbitas. Para un tratamiento completo podemos recurrir

IEste capitulo estd basado en el tercer capitulo del libro: Numerical Methods for Physics, second edition
de Alejandro L. Garcia, editorial PRENTICE HALL.
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a algunos textos de mecénica estandard, tales como Symon?o Landau y Lifshitz®. La energfa
total del satélite es
1 5, GMm

E = My — — —, (11.2)

donde r = | 7| y v = | ¥|. Esta energia total es conservada, tal como el momento angular,
L=7x (m?) . (11.3)

Ya que este problema es bidimensional, consideraremos el movimiento en el plano z-y. El
unico componente distinto de cero del momento angular esté en la direccién z.

Cuando la érbita es circular, la fuerza centripeta es compensada por la fuerza gravitacio-
nal,

mu? GMm
—_— = 11.4
== (11.4)
0
GM
r

Por colocar algunos valores, en una érbita circular en r=1 [AU] la velocidad orbital es v= 27
[AU /ano] (cerca de 30.000 [km/h]). Reemplazando la ecuacién (11.5) en (11.2), la energia
total en una orbita circular es

_GMm

FE =
2r

(11.6)

En una 6rbita eliptica, los semiejes mayores y menores, a y b, son desiguales (Figura 11.1).

y

— A

Zb%
‘/ ‘/ X

—_3
—-K

—1 2a

Figura 11.1: Orbita eliptica alrededor del Sol.

2K. Symon, Mechanics (Reading Mass.: Addison-Wesley, 1971).
3L. Landau and E. Lifshitz, Mechanics (Oxford: Pergamon, 1976).
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Nombre del Cometa T [afos] e q[AU] i Primera pasada
Encke 3.30 0.847 0.339 12.4° 1786
Biela 6.62 0.756 0.861 12.6° 1772
Schwassmann-Wachmann 1 16.10 0.132  5.540 9.5° 1925
Halley 76.03 0.967 0.587 162.2° 239 A.c.
Grigg-Mellish 164.3 0.969 0.923 109.8° 1742
Hale-Bopp 2508.0 0.995 0.913 89.4° 1995

Tabla 11.1: Datos orbitales de algunos cometas.

La excentricidad, e, esta definida como

b2
e=1\1-—. (11.7)

La excentricidad de la Tierra es e = 0.017, por lo tanto esta orbita estd muy cercana de ser
circular. La distancia del Sol al perihelio (punto de mayor aproximacién) es ¢ = (1 — e)a; la
distancia del Sol al afelio es @ = (1 + €)a.

La ecuacién (11.6) también se mantiene para una drbita eliptica si reemplazamos el radio
con el semieje mayor; por lo tanto la energia total es

GMm
20

Note que E < 0. De las ecuaciones (11.2) y (11.8), encontramos que la velocidad orbital
como funcién de la distancia radial es

v:¢GM<§—%). (11.9)

La velocidad es maxima en el perihelio y minima en el afelio, la razén entre las velocidades
estd dada por @Q/q. Finalmente, usando la conservacién de momento angular, podriamos
derivar la tercera ley de Kepler,

E=-— (11.8)

2
4= 4

T? = —
oM

(11.10)
donde T es el periodo de la orbita.

Los datos orbitales para unos pocos cometas bien conocidos estan dados en la tabla 11.1.
La inclinacién, i, es el angulo entre el plano orbital del cometa y el plano ecliptico (el plano
de la érbita de los planetas). Cuando la inclinacién es menor que los 90°, se dice que la érbita
es directa, cuando es mayor que 90°, se dice que la dérbita es retrégrada (i.e., orbita el Sol en
la direccién opuesta a la de los planetas).

11.1.2 Programa orbita.

Un programa simple, llamado orbita, que calcula las d6rbitas para el problema de Kepler
usando varios métodos numéricos es propuesto en la tabla 11.2. El método de Euler, descrito
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e Fijar la posicion y velocidad inicial del cometa.
e Fijar los pardmetros fisicos ( m, G, etc.).
e [terar sobre el nimero deseado de pasos usando el método numérico especificado.

— Grabar posicion y la energia para graficar.

— Calcular la nueva posicién y velocidad usando:

Método de Euler (11.11), (11.12) o;

Método de Euler-Cromer (11.13), (11.14) o;

Método Runge-Kutta de cuarto orden (11.30), (11.31) o;
x Método de Runge-Kutta adaptativo.

*

*

*

e Graficar la trayectoria del cometa.

e Graficar la energia del cometa versus el tiempo.

Tabla 11.2: Bosquejo del programa orbita, el cual calcula la trayectoria de un cometa usando
varios métodos numeéricos.

en el capitulo anterior, calcula la trayectoria del cometa como

Pt = Ty + T, | (11.11)
i1 = U + Ta(7)) (11.12)

donde @ es la aceleracién gravitacional. De nuevo, discretizamos el tiempo y usamos la
notacién f, = f(t = (n — 1)7), donde 7 es el paso tiempo.

El caso de prueba més simple es una 6rbita circular. Para un radio orbital de 1 [AU], la
ecuacion (11.5) da una velocidad tangencial de 27 [AU/ano]. Unos 50 puntos por revolucién
orbital nos darfa una suave curva, tal que 7 = 0.02 [anos] (o cercano a una semana) es un
paso de tiempo razonable. Con esos valores, el programa oérbita usando el método de Euler,
da los resultados mostrados en la figura 11.2. Inmediatamente vemos que la érbita no es
circular, pero una espiral hacia fuera. La razén es clara desde el gréafico de energia; en vez de
ser constante, la energia total aumenta continuamente. Este tipo de inestabilidad se observa,
también, en el método de Euler para el péndulo simple. Afortunadamente hay una solucion
simple a este problema: el método Euler-Cromer para calcular la trayectoria

o1 = Uy + 7(7) (11.13)

Fn+1 = Fn + TUn+1 . (1114)

Note que el s6lo cambio del método de Euler en que primero calculamos la nueva velocidad,
Uni1, v luego la usamos en el cdlculo de la nueva posicién. Para las mismas condiciones
iniciales y paso de tiempo, el método de Euler-Cromer da resultados mucho mejores, como
los mostrados en la figura 11.3. La drbita es casi circular, y la energia total se conserva.
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Figura 11.2: Grafico de la trayectoria y la energia desde el programa orbita usando el método
de Euler. La distancia radial inicial es 1 [AU] y la velocidad tangencial inicial es 27 [AU/ano].
El paso en el tiempo es 7 = 0.02 [anos|; y 200 pasos son calculados. Los resultados estédn en
desacuerdo con la prediccion tedrica de una érbita circular con energia total constante.

Las energias potencial y cinética no son constantes, pero este problema podria ser mejorado
usando un paso de tiempo pequeno. El programa orbita también da la opcién de usar el
método de Runge-Kutta, los cuales son descritos en las préoximas dos secciones.

Aunque el método de Euler-Cromer hace un buen trabajo para bajas excentricidades,
tiene problemas con orbitas mas elipticas, como se muestra en la 11.4. Note que si la energia
llega a ser positiva; el satélite alcanza la velocidad de escape. Si bajamos el paso de tiempo
desde 7 = 0.02 [afios] a 7 = 0.005 [anos] obtenemos mejores resultados, como los mostrados
en la figura 11.5. Estos resultados no son del todo perfectos; la érbita puede ser una elipse
cerrada, pero todavia tiene una notable deriva espuria.

En este punto usted se podria estar preguntando, “;Por qué estamos estudiando este
problema? , si la solucién analitica es bien conocida”. Es verdad que hay problemas mecanicos
celestes més interesantes (e.g., el efecto de perturbaciones sobre la 6rbita, problema de tres
cuerpos). Sin embargo, antes de hacer los casos complicados podriamos, siempre, chequear
los algoritmos de problemas conocidos. Suponga que introducimos una pequena fuerza de
arrastre sobre el cometa. Podriamos pecar de inocentes creyendo que la precision de la figura
11.5 fue un fenomeno fisico mas que un artefacto numérico.

Claramente, el método de Euler-Cromer hace un trabajo inaceptable de rastreo de las
orbitas mas elipticas. Los resultados mejoran si achicamos el paso de tiempo, pero entonces
s6lo podemos rastrear unas pocas orbitas. Suponga que deseamos rastrear cometas para
posibles impactos con la Tierra. Un gran cometa impactando sobre la Tierra seria més
destructivo que una guerra nuclear. Muchos cometas tienen 6rbitas extremadamente elipticas
y periodos de cientos de anos. Esta amenaza desde el espacio exterior motiva nuestro estudio
de métodos mas avanzados para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Figura 11.3: Grafico de la trayectoria y la energia desde el programa orbita usando el método
de Euler-Cromer. Los parametros son los mismos que en la figura 11.2. Los resultados estan
en un acuerdo cualitativo al menos con la predicciéon tedrica de una érbita circular con energia
total constante.

T T T T T
Energia Cinética——
Energia Potencial
Energia Total--------

ol L L

Energia [M AU*AU/afos*afos]

O 051 15 2 25 3 35
30 20 10

Distancia [AU] Tiempo [afios]

Figura 11.4: Gréfico de la trayectoria y la energia desde el programa orbita usando el
método de Euler-Cromer. La distancia radial inicial es 1 [AU] y la velocidad tangencial
inicial es m [AU/ano]. El paso en el tiempo es 7 = 0.02 [afios]; y 200 pasos son calculados.
Debido al error numérico el cometa alcanza la velocidad de escape, la posicién final es 35 [AU]
y la energia total es positiva.

11.2 Métodos de Runge-Kutta.

11.2.1 Runge-Kutta de segundo orden.

Ahora miremos uno de los métodos mas populares para resolver numéricamente las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias: Runge-Kutta. Primero trabajaremos las formulas generales de
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Figura 11.5: Gréfico de la trayectoria y la energia desde el programa orbita usando el
método de Euler-Cromer. Los pardmetros son los mismos que en la figura 11.4 excepto que
el tiempo es mas pequenio 7 = 0.005 [anos]. Los resultados son mejores, pero atin presenta
una precesion espuria.

Runge-Kutta y luego las aplicaremos especificamente a nuestro problema del cometa. De esta
manera sera facil usar el método Runge-Kutta para otros sistemas fisicos. Nuestra ecuacion
diferencial ordinaria gerneral toma la forma

dr -

— = @, (11.15)

donde el vector de estado x(t) = [z1(t), 22(t), . .. xn(t)] es la solucién deseada. En el problema
de Kepler tenemos

Z(t) = [ra(t) 7y (8) va(t) vy (1)), (11.16)

. dry dry, dvy v,
@)1 = [ﬁ o dt a} ’ (1L.17)
= [va(t) vy(t) Fu(t)/m Fy(t)/m] |

donde r,, v,, v F, son las componentes x de la posicion, la velocidad y la fuerza respectiva-
mente (y lo mismo para la componente y). Note que en el problema de Kepler, la funcién f
no depende explicitamente del tiempo sino que sélo depende de Z(t).

Nuestro punto de partida es el método simple de Euler; en forma vectorial podria ser
escrito como

—

Bt + 1) = 2(t) + (@) . (11.18)
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Consideremos que la primera férmula de Runge-Kutta es

f(t+7'):f(t)+7f(f* <t+%7‘> ,t—l—%7‘> : (11.19)
donde
- 1 - 1 =
z* (t + 57) = Z(t) + §Tf<1‘,t) : (11.20)

Para ver de donde viene esta férmula, consideremos por el momento el caso de una
variable. Sabemos que la expansion de Taylor

dx (<)
z(t+71)=at)+71 il (11.21)

= x(t) + 7f(x(C), C) ,

es exacta para algin valor de ¢ entre ¢ y £+ 7, como se vio en la ecuacién (10.10). La férmula
de Euler toma ¢ = t; Euler-Cromer usa ¢ = t en la ecuacion de velocidad y ¢ = ¢+ 7 en la
ecuacion de posicion. Runge-Kutta usa ¢ = ¢ + %T, lo cual pareciera una mejor estimacion.
Sin embargo, x (t + %7’) no es conocida, podemos aproximarla de la manera simple: usando
un paso de Euler calculamos z* (t + %7‘) y usando esta como nuestra estimacion de x (t + %7’)

Avancemos a un ejemplo simple usando la férmula Runge-Kutta. Consideremos la ecua-
cién

— =z, a2(t=0)=1. (11.22)

La solucién de la ecuacién (11.22) es z(t) = e~*. Usando el método de Euler con un paso de
tiempo de 7 = 0.1, tenemos

2(0.1) =140.1(=1) = 0.9 ,

2(0.2) = 0.9 + (0.1)(—0.9) = 0.81 ,
2(0.3) = 0.81 + 0.1(—0.81) = 0.729 ,
2(0.4) = 0.729 + 0.1(—0.729) = 0.6561 .

Ahora tratemos con Runge-Kutta. Para hacer una correcta comparacién usaremos un paso
de tiempo mayor para Runge-Kutta 7 = 0.2 porque hace el doble de evaluaciones de f(x).
Por la formula de Runge-Kutta presentada arriba,

2*(0.1) =14 0.1(—1) = 0.9,
2(0.2) =1+ 0.2(—0.9) = 0.82
2*(0.3) = 0.82 4 0.1(—0.82) = 0.738
2(0.4) = 0.82 + 0.2(—0.738) = 0.6724 .

Podemos comparar esto con la solucién exacta z(0.4) = exp(—0.4) ~ 0.6703. Claramente,
Runge-Kutta lo hace mucho mejor que Euler; los errores porcentuales absolutos son 0.3% vy
2.1% respectivamente.
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11.2.2 Foérmulas generales de Runge-Kutta.

La férmula discutida arriba no es la tinica formula posible para un Runge-Kutta de segundo
orden. Aqui hay una alternativa:

— —

7t +7) = #0) 57 @0, 1) + F@ @+ )04+ 7)] (11.23)

donde

—

Zt+71)=2(t) + 7f(Z(),1t) . (11.24)
Para entender este esquema, consideremos nuevamante el caso en una variable. En nuestra
férmula original, estimamos que f(x(<),s) como 3[f(x,t) + f(z*(t+7),t + 7).

Estas férmulas no son “sacada de la manga”; se las puede deducir usando la expansion de
Taylor con dos variables,

=1/ 0 0\

donde todas las derivadas son evaluadas en (z, t). Para una férmula general de Runge-Kutta
de segundo orden queremos obtener una expresion de la siguiente forma

z(t+71)=2x(t) +wiTf(x(t),t) + wor f(z*, t + aT) , (11.26)
donde
*=a(t) + Orf(x(t),t) . (11.27)

Hay cuatro coeficientes no especificados: a, b, w; y we. Note que cubrimos las ecuaciones
(11.19) y (11.20) eligiendo los valores

1 1
=0 =1 = — = - 11.28
wy ) w2 Q 92 ) 5 92 ) ( )
y las ecuaciones (11.23) y (11.24) eligiendo
1 1
w=5. w=5, a=1, f=1. (11.29)

Deseamos seleccionar cuatro coeficientes tal que tengamos una precisiéon de segundo orden;
esto es deseamos calzar la serie de Taylor a través de los términos de la segunda derivada.
Los detalles del calculo se proponen como un ejercicio, pero cualquier grupo de coeficientes
satisfacen las relaciones siguientes w; + wes = 1, awy = 1/2 y @ = [ dardn un esquema
Runge-Kutta de segundo orden. El error de truncamiento local es O(73), pero la expresién
explicita no tiene una forma simple. No estd claro que un esquema sea superior al otro ya
que el error de truncamiento, siendo una funcién complicada de f(z,t), variard de problema
a problema.
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11.2.3 Runge-Kutta de cuarto orden.

Presentamos las férmulas de Runge-Kutta de segundo orden porque es facil de comprender su
construccion. En la practica, sin embargo, el método mas comunmente usado es la siguiente
formula de cuarto orden:

1 e = a L
#t+7) = #(t) + =7 [F1 +2F, +2F; + F4] , (11.30)

donde

(11.31)

ﬁ4:f<f+7ﬁ3,t+7) .

El siguiente extracto del Numerical Recipes* resume mejor el estado que las férmulas de arriba
tienen en el mundo del andlisis numérico:

Para muchos usuarios cientificos, el método de Runge-Kutta de cuarto orden no es
sOlo la primera palabra en esquemas de integracién para ecuaciones diferenciales
ordinarias, si no que es la ultima también. De hecho, usted puede ir bastante lejos
con este viejo caballito de batalla, especialmente si los combina con un algoritmo
de paso adaptativo ... Bulirsch-Stoer o los métodos predictor-corrector pueden
ser mucho mas eficientes para problemas donde se require una alta precision.
Estos métodos son los finos caballos de carrera mientras que Runge-Kutta es el
fiel caballo de tiro.

Usted se preguntara, ;por qué formulas de cuarto orden y no de orden superior? Bien, los
métodos de orden superior tienen un error de truncamiento mejor, pero también requieren
mas calculo, esto es, més evaluaciones de f(x,t). Hay dos opciones, hacer mas pasos con un 7
pequeno usando un método de orden inferior o hacer pocos pasos con un 7 mas grande usando
un método de orden superior. Ya que los métodos de Runge-Kutta de érdenes superiores son
muy complicados, el esquema de cuarto orden dado anteriormente es muy conveniente. Entre
paréntesis, el error de truncamiento local para Runge-Kutta de cuarto orden es O(7°).

Para implementar métodos de cuarto orden para nuestro problema de la érbita, usaremos
la funcién rk4 (tabla 11.3). Esta funcién toma como datos: el estado actual del sistema, Z(t);
el paso de tiempo para ser usado, 7; el tiempo actual, ¢; la funcién f(f(t), t; A); donde \ es una
lista de parametros usados por f La salida es el nuevo estado del sistema, Z(t+7), calculado
por el método de Runge-Kutta. Usando Runge-Kutta de cuarto orden da los resultados
mostrados en la figura 11.6, la cual es mucho mejor que las obtenidas usando el método de
Euler-Cromer (figura 11.5).

4W. Press, B. Flannery, S. Tukolsky and W. Vetterling, Numerical Recipes in FORTRAN, 2nd ed. (Cam-
bridge: Cambridge University Press 1992).
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—

Entradas: Z(t), t, 7, f(Z,t;\), v A

Salidas: Z(t + 7).

Evaluaciéon ﬁl, ﬁg, Fy y F, usando ecuacion (11.31).

Calculo de Z(t 4+ 7) usando Runge-Kutta de cuarto orden, usando ecuacién (11.30).

Tabla 11.3: Bosquejo de la funcién rk4, la cual evalia un paso simple usando el método
Runge-Kutta de cuarto orden.

Entradas: Z(t), t (no se usa), GM.

Salidas: dZ(t)/dt.

Evaltia la aceleracién @ = —(GM7/ | 7[%).

Retorno: dZ(t)/dt = [vg, vy, az, ay).

Tabla 11.4: Bosquejo de la funcién gravrk, la cual es usada por la funcién Runge-Kutta para
evaluar las ecuaciones de movimiento para el problema de Kepler.

11.2.4 Pasando funciones a funciones.

La funcién de Runge-Kutta rk4 es muy simple, pero introduce un elemento de programacion
que no hemos usado antes. La funcién f (Z,t; \) estd introducida como un pardmetro de
entrada a rk4. Esto nos permite usar rk4 para resolver diferentes problemas cambiando
simplemente la definicién de f (como lo haremos en la ultima seccién). Para el problema
de Kepler, la funcién gravrk (tabla 11.4) define la ecuacién de movimiento volviendo dx/dt,
ecuacion (11.17).

En C++ el puntero a la funcién f(Z,t; A) es pasado como pardmetro a rk4. El programa
orbita llama a rk4 como

rk4( state, nState, time, tau, gravrk, param) ;

donde el vector de estado es & = [ry, 7y, v, vy]. En el inicio del archivo, la funcién gravrk es
declarada con el prototipo

void gravrk( double * x, double t, double param, double * deriv );
La primera linea de rk4 es

void rk4(double * x, int nX, double t, double tau,
void (*derivsRK) (double *, double, double, double *) , double param)
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Figura 11.6: Gréfico de la trayectoria y la energia desde el programa orbita usando el
método de Runge-Kutta. La distancia radial inicial es 1 [AU] y la velocidad tangencial
inicial es 7 [AU/ano]. El paso en el tiempo es 7 = 0.005 [anos]; y 200 pasos son calculados.
Comparemos con la figura 11.5.

Cuando es llamado por orbita, esta funcién recibe un puntero a gravrk en la variable
derivsRK. Dentro de rk4, la sentencia

(*derivsRK) ( x, t, param, F1 ) ;
es equivalente a
gravrk( x, t, param, F1 ) ;

ya que dervsRK apunta a gravrk.

11.3 Métodos adaptativos

11.3.1 Programas con paso de tiempo adaptativo.

Ya que el método de Runge-Kutta de cuarto orden es méas preciso (errores de truncamiento
pequenos), hace un mejor trabajo dentro de una 6rbita altamemente eliptica. Aun para una
distancia inicial al afelio de 1 [AU] y una velocidad inicial en el afelio de 7/2 [AU/ano] usando
un paso tiempo tan pequefio como 7 = 0.0005 [anos] (& 41 [hrs]), la energfa total varfa sobre
el 7% por Orbita. Si pensamos la fisica, llegamos a que realizar una integracién con un paso
pequeno es solo necesaria cuando el cometa haga su acercamiento mas préoximo, punto en el
cual su velocidad es maxima. Cualquier error pequenio en la trayectoria cuando rodea al Sol
causa una gran desviacion en la energia potencial.

Laidea ahora es disenar un programa que use un paso de tiempo pequeno cuando el cometa
estd cerca del Sol y pasos de tiempo grande cuando estd lejos. Tal como esta, normalmente
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tenemos solo una idea apréximada de lo que 7 pudiera ser; ahora tenemos que seleccionar un
Tmin ¥ UN Tmax Y Una manera de intercambiar entre ellos. Si tenemos que hacer esto por prueba
y error manual, podria ser peor que haciéndolo por la fuerza bruta calculando con un paso
de tiempo pequeno toda la trayectoria. Idealmente, deseamos estar completamente liberados
de tener que especificar un paso de tiempo. Deseamos tener una trayectoria calculada de la
misma posicion inicial hasta algin tiempo final con la seguridad de que la solucion es correcta
a una precision especificada

Los programas adaptativos continuamente monitorean la soluciéon y modifican el paso
de tiempo para asegurar que se mantenga la precisién especificada por el usuario. Esos
programas pueden hacer algunos calculos extras para optimizar la elecciéon de 7, en muchos
casos este trabajo extra vale la pena. Aqui estd una manera para implementar esta idea: dado
el estado actual Z(t), el programa calcula Z(t 4+ 7) como siempre, y luego repite el cdlculo
haciendolo en dos pasos, cada uno con paso de tiempo 7. Visualmente, esto es

paso grande

> . Tb(t+ T)

= X (t+1/2) = X_(t+71)
paso pequefio paso pequefio S

X (1)

La diferencia entre las dos respuestas, 7,(t+7) y Zs(t+7), estima el error de truncamiento
local. Si el error es tolerable, el valor calculado es aceptado y un valor mayor de 7 es usado
en la proxima iteracion. Por otra parte, si el error es muy grande, la respuesta es rebotada, el
paso de tiempo es reducido y el procedimiento es repetido hasta que se obtenga una respuesta
aceptable. El error de truncamiento estimado para el actual paso de tiempo puede guiarnos
en seleccionar en nuevo paso de tiempo para la préxima iteracion.

11.3.2 Funcién adaptativa de Runge-Kutta.

Aqui mostramos cémo una iteracion adaptativa puede ser implementada para un esquema de
Runge-Kutta de cuarto orden: llamemos A al error de truncamiento; sabemos que A o 7°
para un esquema Runge-Kutta de cuarto orden. Supongamos que el paso de tiempo actual
Tant da un error de A, = | @), — @5 |; esta es nuestra estimacion para el error de truncamiento.
Dado que deseamos que el error sea menor o igual que el error ideal especificado por el usuario,
le llamamos A;; luego, el nuevo paso de tiempo estimado es

AL |5

11.32
A (1182

Test = T

Ya que esto es solo una estimacion, el nuevo paso de tiempo es Thuevo = S17est, donde S; < 1.
Esto nos hace sobreestimar el cambio cuando disminuimos 7 y subestimar el cambio cuando
lo aumentamos. Malogramos los esfuerzos computacionales cada vez que rebotamos una
respuesta y necesitamos reducir el paso de tiempo, por lo tanto es mejor ajustar Tyuevo < Test-

Podriamos poner un segundo factor de seguridad, Sy < 1, para asegurarse que el programa
no sea demasiado entusiasta en aumentar o disminuir precipitadamente el paso de tiempo.
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Con ambas precauciones, el nuevo paso de tiempo es

SQTant sl SlTest > SQTant
Thuevo — T/SZ si SlTest < Tant/SQ . (1133)
S Test en otro caso

—

Entradas: Z(t), t, T, A, f(Z,t; ), v A

Salidas: x(t'), t', Tauevo-

Fijar las variables iniciales

Iterar sobre el nimero deseado de intentos para satisfacer el error limite.

— Tomar dos pequenos pasos de tiempo.

— Tomar un tnico paso grande de tiempo.

— Calcule el error de truncamiento estimado.

— Estime el nuevo valor de 7 (incluyendo factores de seguridad).

— Si el error es aceptable, regresar los valores calculados.

Mostrar un mensaje de error si el error limite nunca es satisfecho.

Tabla 11.5: Bosquejo de la funcién rka, la cual evaliia un tnico paso usando un método
adaptativo de Runge-Kutta de cuarto orden.

Esto obliga a asegurar que nuestro nueva estimacién para 7 nunca aumente o decrezca
por més que un factor S;. Por supuesto, este nuevo 7 podria ser insuficientemente pequeno,
y tendriamos que continuar reduciendo el paso de tiempo; pero al menos sabriamos que no
ocurrird de un modo incontrolado.

Este procedimiento no es a prueba de bala los errores de redondeo llegan a ser significativos
en pasos de tiempos muy pequenos. Por esta razon la iteracion adaptativa podria fallar para
encontrar un paso de tiempo que de la precisién deseada. Debemos mantener esta limitacion
en mente cuando especifiquemos el error aceptable. Una funcién de Runge-Kutta adaptativa,
llamada rka, es esbozada en la tabla 11.5. Note que los datos de entrada en la secuencia de
llamada son los mismos que para rk4, excepto por la suma de A;, el error ideal especificado.
Las salidas del rka son el nuevo estado del sistema, Z(t'); el tiempo nuevo, ¢’ y el nuevo paso
de tiempo, 7 nuevo, el cual podria ser usado la proxima vez que sea llamada la rka.

Usando el método de Runge-Kutta adaptativo, el programa orbita da los resultados en
la figura 11.7 para una 6rbita altamente eliptica. Notemos que el programa toma muchos
mas pasos en el perihelio que en el afelio. Podemos comparar con los resultados usando el
método de Runge-Kutta no adaptativo (figura 11.6) en el cual los pasos en el perihelio son
ampliamente espaciados. Una grafica de los pasos de tiempo versus la distancia radial (figura
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Figura 11.7: Grafico de la trayectoria y la energia desde el programa orbita usando el método
de Runge-Kutta adaptativo. La distancia radial inicial es 1 [AU] y la velocidad tangencial
inicial es w/2 [AU/ano]. El paso inicial en el tiempo es 7 = 0.1 [afos]; y 40 pasos son

calculados.
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Figura 11.8: Paso de tiempo como funcién de la distancia radial desde el programa orbita
usando el método de Runge-Kutta adaptativo. Los paramétros son los mismos de la figura

11.7.

11.8) muestra que 7 varia casi tres 6rdenes de magnitud. Interesantemente esta grafica revela
una relacién exponencial aproximada de la forma 7 o /3. Por supuesto esta dependencia
nos recuerda la tercera ley de Kepler, ecuacién (11.10). Esperamos alguna dispersién en los
puntos, ya que nuestra rutina adaptada solamente estima el paso de tiempo 6ptimo.
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11.4 Listados del programa.

11.4.1 orbita.cc

#include "NumMeth.h"

const double GM=4.0e0*M_PIx*M_PI ;
const double masaCometa = 1.0e0 ;
const double adaptErr = 1.0e-3;

void rk4(double * x, int nX, double t, double tau,
void(*derivsRK) (double *, double, double, double *),
double param)

{
double * Fl=new double [nX] ;
double * F2=new double [nX] ;
double * F3=new double [nX] ;
double * F4=new double [nX] ;
double * xtemp=new double [nX] ;

// Evaluemos F1=f(x,t)
(*derivsRK) (x, t, param, F1) ;

double half_tau = tau/2.0e0;
double t_half = t+half_tau ;
double t_full = t+tau ;

// Evaluamos F2=f (x+tauxF1/2, t+tau/2)

for(int i=0; i<nX; i++) xtemp[i]=x[i]+half_tauxF1[i] ;
(*derivsRK) (xtemp, t_half, param, F2) ;

// Evaluamos F3=f (x+tauxF2/2, t+tau/2)

for(int i=0; i<nX; i++) xtempli]=x[i]+half_tauxF2[i] ;
(*derivsRK) (xtemp, t_half, param, F3) ;

// Evaluamos F4=f (x+tauxF3, t+tau)

for(int i=0; i<nX; i++) xtemp[i]=x[i]+tau*F3[i] ;
(*derivsRK) (xtemp, t_full, param, F4) ;

// Retornamos x(t+tau)

for(int i=0; i<nX; i++) x[i] += taux(F1[i]+F4[i]+2.0e0*(F2[i]+F3[i]))/6.0e0 ;

delete [] F1, F2, F3, F4, xtemp ;
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void rka ( double * x, int nX, double

void(*derivsRK) (double *, double, double, double *),
double param)

double tSave = t ;

double safel

0.9, safe2 = 4.0 ; //factores de seguridad

double * xSmall = new double[nX] ;
double * xBig = new double[nX] ;
int maxTray=100 ;
for (int iTray=0; iTray<maxTray; iTray++) {
// Tomemos dos peque{\"n}os pasos en el tiempo
double half_tau = 0.5%tau ;
for (int i =0; i < nX; i++) xSmall[il=x[i] ;
rk4( xSmall, nX, tSave, half_tau, derivsRK, param) ;
t= tSave + half_tau ;
rk4( xSmall, nX, t, half_tau, derivsRK, param) ;
// Tomemos un solo tiempo grande
for (int i =0; i < nX; i++) xBiglil=x[i] ;
rk4( xBig, nX, tSave, tau, derivsRK, param) ;

// Calculemos el error de truncamiento estimado
double erroRatio = 0.0e0 ;
double eps = 1.0e-16 ;
for (int i = 0 ; i < nX; i++) {
double scale = erro * (fabs(xSmall[i]) + fabs(xBigl[i]))/2.0e0 ;

double xDiff
double ratio

xSmall[i] - xBigl[i] ;
fabs(xDiff)/(scale+eps) ;

erroRatio = (erroRatio > ratio ) ? erroRatio:ratio ;

3

// Estimamos el nuevo valor de tau (incluyendo factores de seguridad)

double tau_old= tau ;

tau
tau
tau

// Si

safelxtau_old*pow(erroRatio, -0.20) ;
(tau > tau_old/safe2) ? tau:tau_old/safe2 ;
(tau < safe2*xtau_old) ? tau:safe2*tau_old ;

el error es aceptable regrese los valores computados

if ( erroRatio < 1 ) {

for (int i =0 ; i < nX; i++) x[i]=xSmall[i] ;
return ;
+
}
cout << "Error: Runge-Kutta adaptativo fallo" << endl ;

exit(-1)

I

& t, double & tau, double erro,

261
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void gravrk( double * x, double t, double param, double * deriv)

{
double gm=param ;
double rX=x[0], rY=x[1];
double vX=x[2], vY=x[3] ;
double mod_r= sqrt(rX*rX+rY*rY) ;
double aX= -gm*rX/(mod_r*mod_r*mod_r) ;
double aY= -gm*rY/(mod_r*mod_r*mod_r) ;
// Retorna la derivada
deriv[0] = vX;
deriv[1] = vY¥;
deriv[2] = aX;
deriv[3] = aY¥;
}
main()
{
ofstream salidaO ("Orbita.txt") ;
ofstream salidaE ("Energia.txt") ;
ofstream salidaT ("Tau.txt") ;
double r0 ;
cout << "Ingrese la distancia radial inicial [AU]: " ;
cin >> r0 ;
double vT ;
cout << "Ingrese la velocidad tangencial inicial [AU/a{\"n}os]: " ;
cin >> vT ;
double x0=r0 ;
double y0=0.0e0;
double vx0=0.0e0 ;
double vyO=vT;
//

// Suponemos angulo inicial nulo

//

int metodo

while(
cout
cout
cout
cout

=0 ;

metodo < 1|| metodo > 4 ) {

<<
<<
<<
<<

"Ingrese el m{\’e}todo num{\’e}rico a usar :" << endl ;
"\t M{\’e}todo de Euler \t\t\t[1]" << endl;

"\t M{\’e}todo de Euler-Cromer \t\t[2]" << endl;

"\t M{\’e}todo de Runge-Kutta 4 orden \t\t[3]" << endl;
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cout << "\t M{\’e}todo de Runge-Kutta adaptativo \t[4]" << endl;
cout << "elija: " ;
cin >> metodo ;

b

double tau ;

cout << "Ingrese paso en el tiempo: " ;

cin >> tau ;

int numPasos ;

cout << "Ingrese el n{\’ul}mero de pasos: " ;

cin >> numPasos ;

double param=GM ;
const int dimX= 4;
double * x = new double[dimX] ;

double xN= xO0;

double yN= yO;

double vxN=vxO0;

double vyN=vyO;

double vxNpl, vyNpl, xNpl, yNpil;
double tiempo = 0.0e0 ;

for(int pasos=0; pasos < numPasos; pasos++) {
double r =sqrt(xN*xN+yN*xyN) ;
double v2 =vN*vxN+vyN*xvyN ;
double theta= atan2(yN, xN) ;
salida0 << theta << " " << r << endl ;

double Ep = -GM*masaCometa/r ;
double Ek = masaCometa*xv2/2.0e0 ;
double ET= Ep+Ek ;

salidaE<< tiempo << " " << Ek<< " " << Ep<<" " << ET << endl ;

double modr3=pow (xN*xN+yN*xyN, 3.0e0/2.0e0) ;
double axN= -GM*xN/modr3 ;
double ayN= -GM*yN/modr3 ;
switch( metodo ) {
case 1: { // Euler
vxNpl=vxN+tau*axN ;
vyNpl=vyN+tauxayN ;
xNpl= xN+taux vxN ;
yNpl= yN+taux vyN ;
tiempo += tau ;
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break ;
case 2: { // Euler-Cromer
vxNpl=vxN+tauxaxN ;
vyNpl=vyN+tauxayN ;
xNpl= xN+taux vxNpl ;
yNpl= yN+taux vyNpl ;
tiempo += tau ;

}
break ;
case 3: { // Runge-Kutta 4to Orden
x[0] = xN;
x[1] = yN;
x[2] = vxN;
x[3] = vyN;
rk4( x, dimX, tiempo, tau, gravrk, param);
xNp1=x[0] ;
yNp1=x[1];
vxNpl=x[2];
vyNp1=x[3];
tiempo += tau ;
}
break ;
case 4: {
x[0] = xN;
x[1] = yN;
x[2] = vxN;
x[3] = vyN;

rka( x, dimX, tiempo, tau, adaptErr, gravrk, param);
double distancia = sqrt( x[0]*x[0]+x[1]*x[1]) ;
salidaT<< distancia << " " <<tau << endl ;
xNp1=x[0] ;
yNp1=x[1];
vxNp1=x[2];
vyNp1=x[3];
}
}
xN=xNp1 ;
yN=yNp1 ;
vxN=vxNpl ;
vyN=vyNpl ;
}
salida0.close() ;
salidaE.close() ;
salidaT.close() ;
delete [] x;
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Capitulo 12

Resolviendo sistemas de ecuaciones.

versién final 1.25-0111191

En este capitulo aprenderemos a cémo resolver sistemas de ecuaciones de ambos tipos,

lineal y no lineal. Ya conocemos los algoritmos basicos para los sistemas lineales: eliminar

variables hasta que tengamos una sola ecuacién con una sola incégnita. Para sistemas no-

lineales desarrollamos un esquema iterativo que en cada paso resuelve una versién linealizada

de estas ecuaciones. Para mantener la continuidad, la discucién sera motivada por el calculo
del estado estacionario, un importante tema en ecuaciones diferenciales ordinarias.

12.1 Sistemas de ecuaciones lineales.

12.1.1 Estado estacionario de EDO.

En el capitulo pasado, nosotros vimos coémo resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de la
forma

ar -

— = f(Z,t 12.1

Y. (12,1
donde ¥ = [x1,29,...,2xn|. Dada una condicién inicial para las N variables z;(t) = 0,

nosotros podemos calcular la serie de tiempo z;(t) por una variedad de métodos (e.g. Runge-
Kutta).

Los ejemplos que hemos estudiado hasta aqui han sido sistemas auténomos donde f(Z,t) =

—

f (Z), esto es, f no depende explicitamente del tiempo. Para sistemas auténomos, a menudo
existe una importante clase de condiciones iniciales para las cuales z;(t) = x;(0) para todo
1y t. Estos puntos en el espacio N-dimensional de nuestras variables son llamados estado
estacionario. Si nosotros partimos de un estado estacionario nos quedamos ahi para siempre.
Localizar los estados estacionarios para ecuaciones diferenciales ordinarias es importante, ya
que ellos son usados en el analisis de bifurcaciones.?

Es facil ver que ¥* = [z}, x3,... ,2}] es un estado estacionario si y sélo si

f@ =0, (12.2)

IEste capitulo esté basado en el cuarto capitulo del libro: Numerical Methods for Physics, second edition
de Alejandro L. Garcia, editorial PRENTICE HALL.

2R. Seydel, From Equilibrium to Chaos, Practical Bifurcation and Stability Analysis (New York: Elsevier,
1988).
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filzl, 25, ... ,2y) =0, para todo i, (12.3)

ya que esto implica que dZ */dt = 0. Localizar los estados estacionarios se reduce al problema
de resolver N ecuaciones con N incognitas x; *. Este problema es también llamado “encontrar
las raices de f(z)”.

Como un ejemplo, consideremos el péndulo simple; el estado esta descrito por el angulo 6
y la velocidad angular w. Los estados estacionarios se encuentran al resolver las ecuaciones
no lineales

—%sen@*zo, w'=0. (12.4)

Las raices son 6* = 0, &7, +27,... y w* = 0. Por supuesto que no todos los sistemas son tan
faciles de resolver.

Deberia ser claro que encontrar raices tiene muchas més aplicaciones que calcular los
estados estacionario. En este capitulo consideraremos una variedad de maneras para resolver
ambos sistemas lineales y sistemas no lineales. En esta seccion y en la proxima consideraremos
sistemas lineales, dejando los sistemas no lineales para la parte final del capitulo.

12.1.2 Eliminacion Gaussiana.

El problema de resolver f;({z;}) = 0 se divide en dos importantes clases. En esta seccién
consideramos el caso facil cuando f;({z,}) es una funcién lineal. El problema en ese caso se
reduce a resolver un sistema de N ecuaciones con N incognitas.

a1121 + a12T2 + ... + AINTN —b1 =0

211 + A92T9 + ... + GoNTN — bg =0

(12.5)
an1T1 + ansTo + ... +anvry — by =0,
o en forma matricial
AZ—b=0, (12.6)
donde
a1 a2 ... I by
A= |an an ...|  z= |22 b= |b . (12.7)

Sabemos cémo resolver este conjunto de ecuaciones. Combinando las ecuaciones para
eliminar variables hasta que tengamos una sola ecuacién con una sola incognita. Hagamos
un ejemplo simple para revisar como el procedimiento trabaja. Tomemos las ecuacion es

ry + To + XT3 = 6 s
—r1 + 2.%2 = 3 N (128)
2[L’1 + x3 = 5.
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Deseamos eliminar z; de la segunda y de la tercera ecuacion. Para llevar a cabo esto, primero
sumamos la primera y la segunda y después restamos dos veces la primera a la tercera. Esto
nos da

ry + To + T3 = 6 s
3y + Trs = 9 ; (129)
—21’2 — I3 = =7

Ahora, eliminamos x5 de la iltima ecuacion multiplicando la segunda ecuacién por —% y la
restamos de la tercera, dandonos

r1 + To9 + T3 = 6,
3xy + x3 = 9, (12.10)
—1x3 = —1 .

3

Este procedimiento es llamado eliminacion hacia adelante. Si se tienen N ecuaciones, elimi-
namos x; de las ecuaciones 2 hasta la N, luego eliminamos z; y x5 de las ecuaciones 3 hasta
la N, y asi sucesivamente. La ultima ecuacion sélo contendra la variable xy.

Volviendo al ejemplo, es ahora trivial resolver la tercera ecuacion resultando zz = 3.
Podemos ahora sustituir este valor en la segunda ecuacion obteniendo 3z, + 3 = 9 tal que
ro = 2. Finalmente, introduciendo los valores de x5 y x3 en la primera ecuacion obtenemos
r1 = 1. Este segundo procedimiento es llamado sustitucion hacia atrds. Deberia ser claro
cémo esto trabaja con sistemas grandes de ecuaciones. Usando la tltima ecuacion obtenemos
TN, éste es usado en la pentltima ecuacién para obtener xy_; y asi seguimos.

Este método de resolver sistemas de ecuaciones lineales por eliminacién hacia adelante
y luego sustitucién hacia atras es llamado eliminacién Gaussiana.® Esta es una secuencia
rutinaria de pasos que es simple para un computador realizar sistematicamente. Para N
ecuaciones con N incognitas, el tiempo de computacién para eliminacién Gaussiana va como
N3. Afortunadamente, si el sistema es esparcido? (la mayorfa de los coeficientes son cero),
El tiempo de calculo puede ser considerablemente reducido.

12.1.3 Pivoteando.

La eliminacion Gaussiana es un procedimiento simple, sin embargo, se debe estar conciente
de sus riesgos. Para ilustrar la primera fuente de problemas, consideremos el conjunto de
ecuaciones

€ExT + To + T3 = 5 s
T + T2 = 3 s (1211)
T 4+ x3 = 4.

En el limite ¢ — 0 la solucidén es x1 = 1, x5 = 2, x3 = 3. Para estas ecuaciones, el primer
) s 43 )
paso de la eliminacion hacia adelante podria partir por multiplicar la primera ecuacién por

3G.E. Forsythe and C.B. Moler, Computer Solution of Linear Algebraic System (Upper Saddle River, N.J.:
Prentice-Hall, 1967).
4sparse
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(1/€) y sustrayéndola de la segunda y tercera ecuaciones, lo que da

€rT + T9 + T3 = 5,
(1—-1/e)xs — (1/e)xs = 3—5]¢, (12.12)
—(1/e)zy + (1—=1/e)xz3 = 4—5/¢.

Por supuesto, si € = 0 tenemos grandes problemas, ya que el factor 1/e estalla. Aun si e # 0,
pero es pequeno, vamos a tener serios problemas de redondeo. Supongamos que 1/€ es tan
grande que (C' — 1/¢) — —1/¢, donde C es del orden de la unidad. Nuestras ecuaciones,
después del redondeo, llegan a ser

€r] + To + r3 = 5 s
—(1/e)xs — (1/e)x3 = —5/e, (12.13)
—(1/e)zy — (1/e)zs = —5/e.
En este punto esta claro que no podemos proceder ya que la segunda y la tercera ecuacion en
(12.13) son ahora idénticas; no tenemos més que tres ecuaciones independientes. El préximo
paso de eliminacién seria transformar la tercera ecuacién en (4.13) en la tautologia 0 = 0.
Afortunadamente, hay una solucion simple: intercambiar el orden de las ecuaciones antes
de realizar la eliminacién. Cambiando las ecuaciones primera y segunda en (12.11),

I + ) = 3 s
€ry, + s + x3 = 5, (12.14)
ry + r3 = 4.
El primer paso de la eliminacién hacia adelante nos da las ecuaciones
Ty + T = 3 s
(1—€xzy + 23 = 5—3e¢, (12.15)
—x9 + w3 = 4-3.
El redondeo elimina los términos proporcionales a €, dando
I + ) =3 s
To + T3 = 5 N (1216)
—T9 + X3 = 1.

El segundo paso de eliminacién hacia adelante elimina x5 de la tercera ecuacion en (12.16)
usando la segunda ecuacion,

I + ) = 3 s
To + r3 = ) ; (1217)
2273 = 6.

Se puede comprobar facilmente que la sustitucion hacia atras da x1 =1, xo =2,y 3 = 3, la
cual es la respuesta correcta en el limite € — 0.

Los algoritmos que reordenan las ecuaciones cuando ellas sitian elementos pequenos en
la diagonal son llamados pivotes. A menudo si todos los elementos de una matriz son inicial-
mente de una magnitud comparable, el procedimiento de eliminacién hacia adelante podria
producir pequenos elementos sobre la diagonal principal. El precio de pivotear es sélo un
par de lineas extras en el programa, pero es esencial usar pivoteo para todas, no sélo para
las matrices méds pequenas. Aun con el pivoteo, no podemos garantizar estar a salvo de
problemas de redondeo si se trata de matrices muy grandes.
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12.1.4 Determinantes.

Es facil obtener el determinante de una matriz usando la eliminacion Gaussiana. Después
de completar la eliminacion hacia adelante, uno simplemente calcula el producto de los coe-
ficientes de los elementos diagonales. Tomando nuestro ejemplo original, la ecuacién (12.8);
la matriz es

1 11
A=|-1 2 0] . (12.18)
2 0 1

Completada la eliminacién hacia adelante, ecuacién (12.10), el producto de los coeficientes
de los elementos diagonales es (1)(3)(—3) = —1, el cual, usted puede comprobar, es el de-
terminante de A. Este método es sutilmente mds complicado cuando se usa el pivoteo. Si el
numero de pivoteos es impar, el determinante es el producto negativo de los coeficientes de
los elementos de la diagonal. Ahora deberia ser obvio que la regla de Cramer es computacio-

nalmente una manera ineficiente para resolver el conjunto de ecuaciones lineales.

12.1.5 Eliminacion Gaussiana en Octave.

No necesitamos escribir un programa en Octave para realizar la eliminacion Gaussiana con
pivoteo. En vez de esto nosotros podemos usar las capacidades de manipulacién de matri-
ces que viene con Octave. En Octave, la eliminacién Gaussiana es una rutina primitiva,
tal como las funciones seno o raiz cuadrada. Como con cualquier rutina “enlatada”, usted
deberia entender, en general, como trabaja y reconocer posibles problemas, especialmente los
computacionales (e.g., {poner sqrt(-1) retorna un nimero imaginario o un error?).

Octave implementa la eliminaciéon de Gauss usando los operadores slash / y backslash \.
El sistema de ecuaciones lineales 7 A = b donde 7 y b son vectores fila, se resuelve usando
el operador slash como ¥ = b/ A. El sistema de ecuaciones lincales A% = b donde 7 y b son
vectores columna, se resuelve usando el operador backslash como ¥ = b\A. Como un ejemplo,
tomemos la ecuacién (12.11) con € = 0, escrito en forma matricial

011 T 5
11 0| |22 =3 (12.19)
1 0 1| |3 4

Usando Octave en forma interactiva la solucién es ilustrada a continuacion:

octave> A=[0 1 1; 1 10; 10 1];
octave> b=[5;3;4];
octave> x=A\Db;
octave> disp(x);
1
2
3

Claramente, Octave usa pivoteo en este caso. Los operadores slash y backslash pueden ser
usados de la misma manera en programas. El comando en Octave para el determinante de
una matriz es det (A).
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12.1.6 Eliminacion Gaussiana con C++ de objetos matriciales.

El uso de arreglos multidimensionales en C++ no es del todo comodo. Las maneras usuales
de declarar un arreglo de M x N de ntimeros con punto flotante en doble precision son:

const int M=3, N=3;
double A[M]I[N] ;

para asignacion estatica de memoria y

int M, N
// Se fijan valores a M y N
double * * A = new double * [M] ; // asignacion de un vector de punteros
for(int i=0;i<M;i++) {
A[i] = new double [N] ; // asignacion de memoria para cada fila

by

para un reserva dindmica (no olvide desasignar cada fila con un delete[]). Una asignacién
estdtica es simple pero rigida, ya que las dimensiones son constantes fijas. Cuando el arreglo
estdtico es pasado a una funcién, esta funcion deberia declarar algin arreglo con el mismo
nimero de columnas de acuerdo al arreglo a ser indexado apropiadamente. Una asignacion
dindmica es flexible pero es dificil de manejar, aunque los detalles pueden ser escondidos
dentro de funciones separadas. Accesar elementos fuera de los contornos del arreglo es un
error de programacién comun (bug) el cual es dificil de rastrear con arreglos dindmicos.

C++ nos permite corregir estas deficiencias creando nuestros propios tipos de variables.
Estas variables definidas por el usuario son llamadas clases de objetos . De aqui en adelante
usaremos la clase Matrix para declarar arreglos de una o dos dimensiones de niimeros de punto
flotante. Esta clase estd enteramente declarada dentro del archivo de cabecera Matrix.h e
implementada dentro de Matrix.cc. Algunos ejemplos de declaracién de objetos de Matrix
son

int M=3, N=2 ;
Matrix A(M,N), b(N), x(3) ;

Aunque esto se parece a una asignacion de arreglo estatico note que las dimensiones no son
constantes fijas. Tanto vectores unidimensionales como matrices bidimensionales pueden ser
declarados; las anteriores son tratadas como matrices de una sola columna. Los valores en
estas variables pueden ser fijados por la declaracién de asignamiento

A(0,0)=0; ACO,1)=1; AC0,2)=1;
A(1,0)=1; A(1,1)=1; A(1,2)=0;
A(2,0)=1; A(2,1)=0; A(2,2)=1;
b(1)=5; b(2)=3; b(3)=4.

El formato para el objeto Matrix es A(i, ) en vez de Ali][j], para distinguirlos de los arreglos
C++ convencionales.

Un objeto Matrix conoce sus dimensiones, y usted puede obtenerlas usando las funciones
miembros nRow() y nCol (). Por ejemplo
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Entradas: A, b.

Salidas: 7, det A.

Fija el factor de escala, s; = max;(| A;; |) para cada fila.

Itera sobre las filas k =1,... , (N — 1),

— Selecciona la columna a pivotear a partir de max;(| A4;;[)/si.
— Realiza pivoteos usando la lista de indice de columnas.

— Realiza la eliminacién hacia adelante.

Calcula el determinante det A, como producto de los elementos de la diagonal.

Realiza la sustitucién hacia atras.

Tabla 12.1: Bosquejo de la funcién ge, la cual resuelve un sistema de ecuaciones lineales
Az =10 por eliminacién Gaussiana. La funcién también devuelve el determinante de A.

int m = A.nRow(), n = A.nCol() ;

asigna m y n a las dimensiones de A. La verificacion de los contornos se realiza cada vez que
un objeto Matrix es indexado. Las lineas

Matrix newA(3, 7) ; // Una matriz no cuadrada de 3 por 7
newA(4,5) = 0; // Fuera de los limites

produce el mensage de error: Indice de fila fuera de los limites cuando el programa
es corrido. Esto significa que al menos uno de los indices ¢ no satisface la condicion 0 < ¢ < N.
Los objetos Matrix automaticamente liberan la memoria que les fue asignada cuando ellos
exceden su alcance (scope), por lo tanto no es necesario invocar delete.

Para asignar todos los elementos de un objeto Matrix a un valor dado usamos la funcién
miembro set(double x ), por ejemplo A.set(1.0). Una matriz entera puede ser asignada
a otra del mismo tamano (e.g., Matrix C(3,3); C=A;). Sin embargo, a diferencia de las
matrices de Octave, las operaciones aritméticas (A+C, 2%A, etc.) no son aun permitidas.
Estas operaciones deberian ser llevadas a cabo elemento por elemento, tipicamente usando
un ciclo for.

La rutina de eliminacion Gaussiana ge, la cual usa los objetos tipo Matrix, es descrita
en la tabla 12.1. Declarando y asignando la matriz A y los vectores b y x como arriba, un
programa puede llamar esta rutina como

double determ = ge(A, b, x) ; // Eliminacion Gaussiana
cout << x(1) << ", " << x(2) << ", " << x(3) << endl ;
cout << "Determinante = " << determ << endl ;

para resolver el sistema lineal A7 = b y calcular el determinante de A.
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12.2 Matriz inversa.

12.2.1 DMatriz inversa y eliminacion Gaussiana.

En la seccién previa hemos revisado cémo resolver un conjunto de ecuaciones simultaneas
por eliminaciéon de Gauss. Sin embargo, si usted esta familiarizado con el algebra lineal,
probablemente podria escribir la solucion de

AZ=1, (12.20)
CcOomo
T=A"b, (12.21)

donde A~' es la matriz inversa de A. No nos deberfa sorprender que el cdlculo de la matriz
inversa esté relacionada al algoritmo para resolver un conjunto de ecuaciones lineales. Usual-
mente la inversa de una matriz es calculada por aplicaciones repetidas de eliminaciones de
Gauss (o una variante de descomposicién llamada LU).

La inversa de una matriz esta definida por la ecuacion

AAT =T, (12.22)
donde I es la matriz identidad
1 00
. 010
Definiendo los vectores columna
1 0
. 0 . 1 . 0
€1 = 0 s €9 = 0 s ey EN = 0 s (1224)
1

podriamos escribir la matriz identidad como una vector fila de los vectores columna
I=1[é16s ... ¢en] . (12.25)
Si resolvemos el conjunto de ecuaciones lineales,
Az =é . (12.26)

El vector solucién 7 es la primera columna de la inversa A=, Si procedemos de esta manera
con los otros é calcularemos todas las columnas de A~!. En otras palabras, nuestra ecuacién
para la matriz inversa AA~! = I es resuelta escribiéndola como

Ald1 @y ... dn]=[616 ... en] . (12.27)
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o Entradas: A.

e Salidas: A1, det A.

e Matriz b es inicializada a la matriz identidad.

e Fija el factor de escala, s; = max;(| A;; |) para cada fila.
e Itera sobre las filas k =1,... (N —1).

— Selecciona la columna a pivotear a partir de max;(| A4;;)/s;.
— Realiza pivoteos usando la lista de indice de columnas.

— Realiza la eliminacion hacia adelante.
e Calcula el determinante detA, como producto de los elementos de la diagonal.

e Realiza la sustitucion hacia atras.

Tabla 12.2: Bosquejo de la funcién inv, la cual calcula el inverso de una matriz y su deter-
minante.

Después de calcular los Z, construimos A~! como

@) @h - (@
A iy dy oo @] = (xgl)z ( ?b ( ZEV>2 (12.28)
(@) (T2)n (@Nn)n

donde(Z;); es el elemento j de ;.

La tabla 12.2 muestra la funcién inv para calcular la inversa de una matriz. En Octave,
inv(A) es una funciéon internamente construida que regresa a la matriz inversa de A . Es
posible resolver un sistema de ecuaciones lineales usando la matriz inversa, pero hacer esto
es usualmente sobrepasarse. Una excepcién podria ser el caso donde deseamos resolver un
nimero de problemas similares en el cual la matriz A es fija pero el vector b toma muchos
valores diferentes. Finalmente, aqui hay una férmula manual para tener presente: la inversa
de una matriz 2 x 2 es

At = ! [a” _‘“2}. (12.29)

a11Q92 — A12Q21 | —A21 (11

Para matrices mayores las formulas rapidamente llegan a ser muy desordenadas.
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12.2.2 DMatrices singulares y patoldégicas.

Antes que regresemos a la fisica, discutamos otro posible riesgo en resolver sistemas de ecua-
ciones lineales. Consideremos las ecuaciones

$1+Q32:1

Note que realmente no tenemos dos ecuaciones independientes, ya que la segunda es sélo el
doble de la primera. Estas ecuaciones no tienen una solucién tnica. Si tratamos de hacer
una eliminacién hacia adelante, obtenemos

Ty + T = 1
0 — 0 (12.31)
y no se puede hacer nada mas.
Otra manera de mirar este problema es ver que la matriz
y 11
A= {2 2} (12.32)

no tiene inversa. Una matriz sin inversa se dice que es singular. Una matriz singular también
tiene un determinante nulo. Las matrices singulares no siempre son evidentes. ;Podria
adivinar si esta matriz

~ =~ =
co Ot N
O© O W

es singular?
Aqui estd lo que pasa en Octave cuando tratamos de resolver (12.30)

octave:1> A=[1 1; 2 2];

octave:2> b=[1; 2];

octave:3> x=A\b;

warning: matrix singular to machine precision, rcond = 0

Dependiendo de su compilador, la rutina inv de C++ probablemente retorne infinito o arroje
un mensage de error. En algunos casos la rutina calcula una inversa para una matriz singular,
pero naturalmente la respuesta es espuria.

Algunas veces la matriz no es singular pero esta tan cerca de serlo que los errores de
redondeo podrian “empujarla al abismo”. Un ejemplo trivial seria

{1 ;F € ;] , (12.33)

donde € es un nimero muy pequeno. A una matriz se le dice patoldgica cuando estd muy
cerca de ser singular.
Si usted sospecha que esta tratrando con una matriz patoldgica cuando resuelve AZ = b,

entonces calcule el error absoluto, | A7 — b ‘ / ’ b ‘ para comprobar si Z es una solucién precisa.
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Formalmente, la condicién numérica esta definida como la “distancia” normalizada entre
una matriz y la matriz singular mds cercana®. Hay una variedad de maneras para definir
la distancia, dependiendo del tipo de norma usada. La funciéon de Octave cond(A) regresa
la condicién numérica de una matriz A. Una matriz con una gran condicién numérica es
patoldégica. Un pequeno determinante puede algunas veces advertirnos que la matriz podria
ser patolégica, pero la condicién numérica es el criterio real .

12.2.3 Osciladores armonicos acoplados.

En el comienzo de este capitulo, discutimos el problema de encontrar los estados estacionarios
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Un ejemplo candnico de un sistema con interacciones
lineales es el caso de osciladores armoénicos acoplados. Consideremos el sistem mostrado en
la figura 12.1; las constantes de resorte son kq,... , k4. La posicion de los bloques, relativas
a la pared izquierda, son xy,xs vy x3. La distancia entre las paredes es Lp, y las longitudes
naturales de los resortes son Lq, ..., Ls. Los bloques son de ancho despreciable.

A
Y

Figura 12.1: Sistema de bloques acoplados por resortes anclados entre paredes.

La ecuacion de movimiento para el bloque i es

dl’i dUZ' 1
— . - F 12.34
a A m (12.34)

donde Fj es la fuerza neta sobre el bloque i. En el estado estacionario, las velocidades v;, son
nulas y las fuerzas netas, F; son cero. Esto es justo el caso de equilibrio estatico. Nuestro
trabajo ahora es encontrar las posiciones en reposo de las masas. Explicitamente las fuerzas
netas son

Fy = —ky(xy — Ly) + ka(xe — 21 — L)
F2 = —k2<I2 — 1 — Lg) + 1{33(]}3 — X9 — L3) (1235)
F3 = —k’g(wg — Ty — Lg) + k4(Lp — T3 — L4)

5S. Conte and C. de Boor, Elementary Numerical Analysis (New York: McGraw-Hill, 1980).
5G.H. Golub and C.F. van Loan, Matriz computation 2d ed. (Baltimore Johns Hopkins University Press,
1989).
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o en forma matricial,

F1 —]{31 — ]{?2 k’Q 0 T —k’lLl + kQLQ
FQ = kQ —k'g — ]fg kg To| — —k'QLQ + kng . (1236)
F3 0 ]i]g k’g — k’4 T3 —kng + k4(L4 — Lp>

Por conveniencia, abreviaremos la ecuacién de arriba como F = K# —b. En forma matricial
las simetrias son claras, y vemos que no seria dificil extender el problema a un sistema mas
grande de osciladores acoplados. En el estado de equilibrio estatico las fuerzas netas son
iguales a cero, as{ obtenemos el resto de las posiciones de las masas resolviendo K7 — b.

12.3 Sistemas de ecuaciones no lineales.

12.3.1 Método de Newton en una variable.

Ahora que sabemos como resolver sistemas de ecuaciones lineales, procederemos al caso méas
general (y més desafiante) de resolver sistemas de ecuaciones no lineales. Este problema es
dificil, tanto que consideraremos primero el caso de una variable. Deseamos resolver para z*
tal que

f(a")=0. (12.37)

donde f(z*) es ahora una funcién general. Hay un ntimero de métodos disponibles para
encontrar raices en una variable. Quizas usted conozca algunos métodos como el de biseccion
o de la secante u otros algoritmos. También hay algoritmos especializados para cuando f(x)
es un polinomio (e.g., funcién de roots en Octave). En vez de utilizar todos estos esquemas,
nos concentraremos en el mas simple y util de los métodos para el caso general de N variables.

El método de Newton” estd basado en la expansién de Taylor de f(z) entorno a la raiz
x*. Supongamos que hacemos una estimacion acerca de la localizacién de la raiz; llamamos
a esta estimacion x;. Nuestro error podria ser escrito como dx = z; — z* o x* = x1 — dw.
Escribiendo la expansién de Taylor de f(x*),

Fat) = fr — 62) = flan) — o0 D)

+ 0(0z?) . (12.38)

dx
Note que si z* es una raiz, f(xz*) = 0, as{ podemos resolver para Jz
f(x1) 2
ox = + O(dz*) . 12.39
e (0z7) (12.39)

Despreciamos el término O(dz?) (este serd nuestro error de truncamiento) y usamos la ex-
presion resultante de dx para corregir nuestra estimacion inicial. La nueva estimacion es

f(z1)
=x —0r =21 — : 12.40
BTN ) 120
Este procedimiento podria ser iterado como
/() (12.41)

Tpil = Tp —
I,

para mejorar nuestra estimacién hasta obtener la precisién deseada.

"F.S. Acton, Numerical Methods that Work (New York: Harper&Row, 1970).
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foo !

Y

Figura 12.2: Representacién gréafica del método de Newton.

El procedimiento iterativo descrito més arriba puede entenderse mejor graficamente (fi-
gura 12.2). Note que en cada paso usamos la derivada de f(z) para dibujar la linea tangente
a la funcién. Donde esta linea tangente intersecta el eje x es nuestra siguiente estimacion
de la raiz. Efectivamente, estamos linealizando f(z) y resolviendo el problema lineal. Si la
funcién es bien comportada, pronto serda aproximadamente lineal en alguna vecindad cerca
de la raiz z*.

Una pocas notas acerca del método de Newton: primero, cuando converge, encuentra una
raiz muy rapidamente; pero, desafortunadamente, algunas veces diverge (e.g., f'(z,) = 0) y
falla. Para funciones bien comportadas, este método es garantizado que converger si estamos
suficientemente cerca de la raiz. Por esta razén algunas veces estd combinada con un algoritmo
mas lento pero que asegura encontrar la raiz, tal como la biseccién. Segundo, si hay varias
raices, la raiz a la cual el método converge depende de la estimacién inicial (que podria no
ser la raiz deseada). Hay procedimientos (e.g., “deflation”) para encontrar multiples raices
usando el método de Newton. Finalmente, el método es mas lento cuando se encuentran
raices tangentes, tales como para f(r) = 2.

12.3.2 Método de Newton multivariable.

No es dificil generalizar el método de Newton a problemas de N variables. Ahora nuestra
incégnita ¥ = [z1 , xo , ... , xy] es un vector fila, y deseamos encontrar los ceros (raices) de
la funcién vector fila

—

(@) =[fi(@), fo(@), ..., fn(D)] . (12.42)

De nuevo, hacemos una estimacion inicial para ubicar la raiz, llamamos a esta estimacion ;.
Nuestro error podria ser esrito como 07 = ] — ©* o ¥* = 7} — §2. Usando la expansion de

—

Taylor de f(1),

— —

(@) = f(# — 6%) = f(&)) — 0 D(T)) + O(67?) | (12.43)
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donde D es el Jacobiano, definido como

Di(7) = OQ’S) . (12.44)

—

Ya que ©* es la raiz, f(Z*) = 0, como antes podriamos resolverla para 0. Despreciando el
término de error, podemos escribir la ecuacién (12.43) como

—

f(#) =63 D(7) , (12.45)
0
67 = f(i) D~\(7) . (12.46)
Nuestra nueva estimacion es
Ty =i — 0% =7 — f(71) DN (7). (12.47)

Este procedimiento puede ser iterado para mejorar nuestra estimacion hasta que sea obtenida
la precisién deseada. Ya que D cambia en cada iteracién, podria ser desgastador calcular su
inversa. En cambio, usamos la eliminaciéon Gaussiana sobre la ecuacién (12.45) para resolver
para 0%, y calcular la nueva estimacién como ¥y = Zp — 0.

12.3.3 Programa del método de Newton.

Para demostrar el método de Newton, lo usaremos para calcular estados estacionarios del
modelo de Lorenz.

A principios de la década de 1960 el meteordlogo del MIT, Ed Lorenz, encontré que
el clima es intrinsecamente impredecible, no por su complejidad, sino por la naturaleza no
lineal de las ecuaciones que lo gobiernan. Lorenz formulé un modelo simple del clima global,
reduciendo el problema a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de 12 variables.
El observé que este sistema tenia un comportamiento aperiédico y que era extremadamente
sensible a las condiciones iniciales. Estudiemos un modelo de Lorenz simplificado a tres
variables

dz

E:U(y_$)7

d

d—i:ms—y—xz, (12.48)
d

d—j:xy—bz,

donde o, r y b son contantes positivas. Estas ecuaciones simples fueron originalmente de-
sarrolladas como un modelo para un fluido con convecciéon. La variable z mide la razon
de conveccion, y y z miden los gradientes de temperaturas horizontales y verticales. Los
pardmetros o y b dependen de las propiedades del fluido y de la geometria del contenedor;
comunmente, los valores 0 = 10 y b = 8/3 son usados. El pardmetro r es proporcional al
gradiente de temperatura aplicado.



12.3. SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES. 281

Conjunto inicial de estimaciones 7 y parametros Ag.

Itera sobre el nimero de pasos deseados.

— Evaltia la funcién f(Z,: \) v su Jacobiano D.
— Encuentra §Z por la eliminacién Gaussiana [ver (12.45)].

— Actualiza la estimaciéon para la raiz usando 7,1 = @, — 7.

Imprime la estimacion final de la raiz.

Tabla 12.3: Descripcién del programa newtn, el cual encuentra una raiz para un conjunto de
ecuaciones.

Un programa que encuentra las raices de este sistema de ecuaciones usando el método
de Newton, al que llamadomos newtn, es esbozado en la tabla 12.3. Este programa llama la
funcién fnewt (tabla 12.4), la cual dado un ¥ = [z , y , 2] regresa

. oy — ) -0 o 0
f=|lre—y—xz| , D= |r—z —1 —x| . (12.49)
xy — bz Y x —b

Para r = 28, 0 = 10 y b = 8/3, las tres raices son [z, y, 2] = [0, 0, 0], [6v/2, 6v/2, 27] ¥
[—6v/2, —61/2, 27].
Un ejemplo de la salida de newtn esta dada mas abajo; note que el programa obtiene la

rafz [6v/2, 6v/2, 27).

octave:1> newtn
newtn is the file: /home/jrogan/cursosNEW/IntroduccionMFM.apuntes/programas/newtn.m

newtn - Programa para resolver un sistema de ecuaciones no lineales
usando el metodo de Newton. Las ecuaciones estan definidas en fnewt

Entre la estimacion inicial (vector columna): [50; 50; 50]
Entre los parametros a: [28 10 8/3]
Despues de 10 iteraciones la raiz es

8.4853 8.4853 27.0000

Otras condiciones iniciales convergen a otras raices. Por ejemplo, comenzando por [2, 2, 2],
convergemos a la raiz [0, 0, 0]; si comenzamos en [5,5,5], converge a [—6v/2, —6v/2, 27]. Co-
menzando por el punto [4,4,15], el método converge a una raiz sélo después de hacer una
excursion increiblemente distante del origen.
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Entradas: ¥ =[x, y, 2], A = [r, o, b].

Salidas: f, D.

Evalta f por el modelo de Lorenz [(12.49)].

Evaltia el Jacobiano D para el modelo de Lorenz.

Tabla 12.4: Descripcién de la funcion fnewt, la cual es usada por newtn para encontrar los
estados estables de la ecuacion de Lorenz.

12.3.4 Continuacién.

La primera dificultad con el método de Newton es la necesidad de dar una buena estimacion
inicial para la raiz. A menudo nuestro problema es de la forma

F@ N =0, (12.50)

donde A es algtin parametro en el problema. Supongamos que conocemos una raiz 7 ; para el
valor \g pero necesitamos encontrar una raiz para un valor diferente de \,. Intuitivamente,
si Aa &= Ao, entonces ' deberia ser una buena estimacién inicial para encontrar ¥} usando
el método de Newton. Pero si A\, % \g, ;jhay alguna manera para hacer uso de nuestra raiz
conocida?

La respuesta es si y la técnica es conocida como continuacion. La idea es acercarse poco
a poco a A, definiendo la siguiente secuencia de A :

i

/\i:>\0+()\a_)\0)N7

(12.51)
para i = 1,...... ., N. Usando el método de Newton, resolvemos f(Z3;A;) = 0 con Z'
como la estimacién inicial. Si N es suficientemente grande, entonces \; &~ Ay y el método
podria converger rapidamente. Luego usamos £} como una estimacion inicial para resolver
f(Z%; Aa) = 0; la secuencia continia hasta alcanzar nuestro valor deseado en \,. La técnica
de continuacion tiene un beneficio adicional que podemos usar cuando estamos interesados
en conocer no soélo una raiz simple, sino conocer como Z* varia con \.
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12.4 Listados del programa.

12.4.1 Definicién de la clase Matrix.

//

// Clase de Matrices doubles
//

#ifndef _Matrix_h

#define _Matrix_h 1

#include <iostream.h>
#include <String.h>

class Matrix {
private:
int nFilP ;
int nColP ;
int dimP ;
double * dataP ;
void copy(const Matrix &) ;
public:
Matrix() ;
Matrix( int, int = 1, double = 0.0e0) ;
Matrix( const Matrix &) ;
“Matrix() ;
Matrix & operator = (const Matrix &) ;
double & operator () (int, int =0) ;
int nRow () const;
int nCol () const ;
void set(double) ;
double maximoF(int) const ;
void pivot(int,int) ;
void multi(double, int, int ) ;

I

ostream & operator << (ostream &, Matrix );
void error ( int, String="Error") ;

Matrix operator * (Matrix, Matrix) ;
Matrix operator + (Matrix, Matrix) ;

Matrix operator - (Matrix, Matrix) ;

#endif

283
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12.4.2 Implementacién de la clase Matrix.

//

// Implementacion de la clase Matrix

#include "Matrix.h"
#include <assert.h>
#include <stdlib.h>

// Funcion privada de copia
void Matrix::copy(const Matrix & mat) {
nFilP=mat.nFilP ;
nColP=mat.nColP ;
dimP = mat.dimP ;
dataP = new double[dimP] ;
for(int i =0 ; i< dimP; i++) dataP[i]=mat.dataP[i] ;

// Constructor default Crea una matriz de 1 por 1 fijando su valor a cero
Matrix::Matrix() {

Matrix(1) ;
b

// Constructor standar Crea una matriz de N por M
// y fija sus valores a cero o a un valor ingresado
Matrix::Matrix(int nF, int nC, double v) {
error (nF>0 &% nC >0, "Una de las dimensiones no es positiva" ) ;
nFilP= nF ;
nColP = nC ;
dimP = nFilP*nColP ;
dataP = new double[dimP] ;
assert(dataP != 0) ; // Habia memoria para reservar
for (int i=0; i < dimP; i++) dataP[i]=v ;

// Constructor de copia
Matrix::Matrix( const Matrix & mat) {
this->copy(mat) ;
// this permite acceder a la misma vartiable como un todo
// *this representa la variable, y this un puntero a ella
// => nos permite elegir miembros de la clase pero cuando tenemos el puntero
// a la variable y no su valor

// Destructor
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Matrix:: "Matrix() {
delete [] dataP ; // Libera la memoria

3

// Operador Asignacion, sobrecarga del = para que funcione con Matrix
Matrix & Matrix::operator= (const Matrix & mat) {
if( this == &mat ) return *this ; // Si ambos lados son iguales no hace nada
delete [] dataP ; // borra la data del lado izquierdo
this-> copy(mat) ;
return * this ;

// Funciones simples que retornan el numero de filas y de columnas

// el const al final indica que no modifican ningun miembro de la clasa
int Matrix::nRow() const {return nFilP; }

int Matrix::nCol() const {return nColP;}

// operador Parentesis

// Permite accesar los valores de una matriz via el par (i,j)

// Ejemplo a(1,1)=2%b(2,3)

// Si no se especifica la columna la toma igual a 0

double & Matrix::operator() (int indF, int indC) {
error (indF>-1 && indF< nFilP, "Indice de fila fuera de los limites") ;
error (indC>-1 && indC<nColP, "Indice de columna fuera de los limites" ) ;
return dataP[indC+nColP*indF] ;

}

void Matrix::set(double value) {
for(int i=0; i<dimP; i++) dataP[i]=value ;

3

double Matrix::maximoF(int indF) const {
error (indF>-1 && indF< nFilP, "Indice de fila fuera en maximoF") ;
double max= dataP[nColP*indF];
for(int i=nColP*indF; i<nColP*(indF+1); i++ ) {
max = (max > fabs(dataP[i]) ) ? max : fabs(dataP[i]) ;
}
return max ;

3

void Matrix::pivot(int indF1, int indF2) {
error (indF1>-1 && indF1< nFilP, "Indice de fila fuera en Pivot") ;
error (indF1>-1 && indF1< nFilP, "Indice de columna fuera en Pivot") ;
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if (indF1==indF2) return ;

double paso ;

int indl, ind2 ;

for (int i = 0; i < nColP; i++ ) {
indl = nColP*indF1+i ;
ind?2 nColP*indF2+i ;
paso = dataP[ind1] ;
dataP[ind1] dataP[ind2] ;
dataP [ind2] paso ;

void Matrix::multi(double fact, int indF1, int indF2 ) {
int indl, ind2 ;
for (int i = 0; i < nColP; i++ ) {
indl = nColP*indF1+i ;
ind2 = nColP*indF2+i ;
dataP[ind2] += fact*dataP[indl] ;
}
}

//
// IOSTREAM <<
//
ostream & operator << (ostream & os, Matrix mat ) {
for(int indF=0; indF < mat.nRow(); indF++) {
os << "| " ;
for(int indC=0; indC<mat.nCol(); indC++) {
0s << mat(indF,indC) << " ";
}
0s << "|"<<endl ;
}

return os ;

void error ( int i, String s) {
if (i) return ;
cout << s<<"\a" <<endl ;
exit(-1);

}

Matrix operator * (Matrix A , Matrix B) {
int nColA = A.nCol() ;
int nColB = B.nCol() ;
int nFilA = A.nRow() ;
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int nFilB = B.nRow() ;
error (nColA == nFilB, "No se pueden multiplicar por sus dimensiones") ;
Matrix R(nFilA , nColB ) ;
for (int indF = 0; indF<nFilB; indF++){
for (int indC=0; indC<nColA; indC++){
double sum = 0.0 ;
for (int k=0; k < nColA; k++ ) sum += A(indF, k) * B(k, indC) ;
R(indF, indC) = sum ;

+
}
return R ;
}
Matrix operator + (Matrix A , Matrix B) {
int nColA = A.nCol() ;
int nColB = B.nCol() ;
int nFilA = A.nRow() ;
int nFilB = B.nRow() ;
error(nFilA == nFilB && nColA== nColB, "tienen dimensiones distintas") ;
Matrix R(nFilA , nColA ) ;

for (int indF = 0; indF<nFilB; indF++){
for (int indC=0; indC<nColA; indC++){
R(indF, indC) = A( indF, indC) + B(indF, indC);

+
}
return R ;
}
Matrix operator - (Matrix A , Matrix B) {
int nColA = A.nCol() ;
int nColB = B.nCol() ;
int nFilA = A.nRow() ;
int nFilB = B.nRow() ;
error(nFilA == nFilB && nColA== nColB, "tienen dimensiones distintas") ;
Matrix R(nFilA , nColA ) ;

for (int indF = 0; indF<nFilB; indF++){
for (int indC=0; indC<nColA; indC++){
R(indF, indC) = A( indF, indC) - B(indF, indC);
+
}

return R ;
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12.4.3 Funcién de eliminaciéon Gaussiana ge.

//

// Eliminacion Gaussiana.

//

#include "NumMeth.h"
#include "Matrix.h"

double ge( Matrix A, Matrix b, Matrix & x)
{

int nFil A.nRow() ;
int nCol = A.nCol() ;
Matrix si (nFil) ;

for ( int indF= 0; indF < nFil ; indF++) si(indF)= A.maximoF (indF) ;
double determinante=1.0e0 ;
for (int indC= 0; indC< nCol-1; indC++) {
// pivoteo
double max = A(indC,indC)/si(indC) ;
int indicePivot = indC ;
for (int i = indC+1; i < nCol ; i++){
if( A(i, indC)/si(i) > max ) {
max = A(i,indC)/si(i) ;
indicePivot = i ;
}
+
if (indicePivot != indC) {
A.pivot(indC, indicePivot) ;
b.pivot(indC, indicePivot) ;
determinante *= -1.0e0 ;
+
double Ad= A(indC,indC) ;
for (int indF=indC+1; indF< nFil; indF++ ) {
double factor = - A(indF, indC)/A4d ;
A.multi(factor, indC, indF);
b.multi(factor, indC, indF);
}
}
for (int indF= nFil-1; indF >=0; indF--) {
double sum =0.0e0 ;
for (int i = indF+1; i < nCol; i++) sum += A(indF, i)*x(i) ;
x(indF) = b(indF)/A(indF, indF) - sum /A(indF, indF);
}
double determ = 1.0e0 ;
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for (int i = 0; i < nCol; i++) determ *= A(i,i) ;

return determinantexdeterm ;

3

12.4.4 Funcién para inversion de matrices inv.

//

// Invierte una matriz

//

#include "NumMeth.h"
#include "Matrix.h"

double inv( Matrix A, Matrix & invA) {
int nFil = A.nRow() ;
int nCol = A.nCol() ;
error(nFil==nCol, "Matriz no es cuadrada");
Matrix e(nFil) ;
Matrix x(nFil) ;
double deter = 0.0e0 ;
invA.set(0.0e0) ;
for(int indC=0; indC < nCol; indC++) {
e.set(0.0e0) ;
e(indC) = 1.0e0;
deter = ge( A, e, x) ;
error (fabs(deter)>1.0e-10, " Determinante Singular" );
for (int indF=0; indF< nFil; indF++) invA(indF, indC) = x(indF) ;
}

return deter ;

12.4.5 Programa newtn en Octave.

% newtn - Programa para resolver un sistema de ecuaciones no lineales
% usando el metodo de Newton. Las ecuaciones estan definidas en fnewt
suppress_verbose_help_message=1;

clear all; help newtn;

x0=input ("’Entre la estimacion inicial (vector columna): ’);
x=x0;

a=input (’Entre los parametros a: ’);

nStep =10;
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for iStep=1:nStep

[f D] = fnewt(x,a) ;

dx=D\f ;

x=x-dx;

end

fprintf (’Despues de Y%g iteraciones la raiz es \n’, nStep);
disp(x’);

Funcién fnewt en Octave.

function [f,D] = fnewt(x,a)

f(1)=a(2)*(x(2)-x(1));
f(2)= a(1)*x(1)-x(2)-x(1)*x(3);
£f(3)=x(1)*x(2)-a(3)*x(3) ;

D(1,1)=-a(2);
D(2,1)=a(1)-x(3);
D(3,1)=x(2);
D(1,2)=a(2);
D(2,2)=-1;
D(3,2)=x(1);
D(1,3)=0;
D(2,3)=-x(1);
D(3,3)=-a(3);

return
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12.4.6 Programa newtn en c++4.

#include <iostream.h>
"NumMeth.h"

#include
#include

"Matrix.h"

void fnewt( Matrix & f, Matrix & D, Matrix xN, Matrix lambda )

{

double ge( Matrix A, Matrix b, Matrix & x)

{

double r= lambda(0)
double s= lambda(1l)
double b=lambda(2)

double
double
double
£(0)
(1)
£(2) =
D(0,0)
D(1,0)
D(2,0)
D(0,1)
D(1,1)
D(2,1)
D(0,2)
D(1,2)
D(2,2)

x=xN(0) ;
y=xN(1) ;
z=xN(2) ;
s*(y-x) ;

T*X-y-X*Z ;

X*y-b*z ;
= -s ;
=r-z ;
=Y

= s ;

= -1.0e0 ;
=X
=0.0e0 ;

= -x ;

=D ;

3

int nFil = A.nRow()
int nCol = A.nCol()
Matrix si (nFil)

for ( int indF= 0; indF < nFil ; indF++)
double determinante=1.0e0 ;
for (int indC= 0; indC< nCol-1; indC++) {

// pivoteo

double max = A(indC, indC)/si(indC)
indC ;

int
for

indicePivot

(int i = indC+1; i < nCol ; i++){
if( A(4, indC)/si(i) > max ) {

max = A(i,indC)/si(i)
i .

indicePivot

)

3

)

b

b

)

)

)

b

I

)

si(indF)= A.maximoF (indF)

)

291
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}
if (indicePivot != indC) A
A .pivot(indC, indicePivot) ;
b.pivot(indC, indicePivot) ;
determinante *= -1.0e0 ;
}
double Ad= A(indC,indC) ;
for (int indF=indC+1; indF< nFil; indF++ ) {
double factor = - A(indF, indC)/Ad ;
A.multi(factor, indC, indF);
b.multi(factor, indC, indF);
}
+
for (int indF= nFil-1; indF >=0; indF--) {
double sum =0.0e0 ;
for (int i = indF+1; i < nCol; i++) sum += A(indF, i)*x(i)
x(indF) = b(indF)/A(indF, indF) - sum /A(indF, indF);
+
double determ = 1.0e0 ;
for (int i = 0; i < nCol; i++) determ *= A(i,i) ;

3

return determinantexdeterm ;

main()
{
Matrix D(3,3) ;
Matrix f(3) ;
Matrix lambda(3), xN(3), xNp1(3), dx(3) ;

cout <<"Ingrese r , Sigma, b : " ;

cin >> lambda(0) >> lambda(l) >> lambda(2)
cout << "Ingrese estimacion inicial : "
cin>>  xN(0) >> =xN(1) >> xN(2) ;

I

I

int iteraciones ;
cout << "Ingrese numero de iteraciones : " ;
cin >> iteraciones ;

for (int itera = 0; itera < iteraciones; itera ++ ) {
f.set(0.0e0) ;
D.set(0.0e0) ;
dx.set(0.0e0) ;
fnewt(f, D, xN, lambda ) ;
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ge(D, £, dx) ;

xNpl=xN-dx ;

xN=xNp1l ;

cout << xN(0)<< " "™ << xN(1) << " " << xN(2) << endl ;
}
cout << xN <<endl ;

}
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Capitulo 13

Analisis de datos.

versién final 1.1-011119%

A menudo se destaca que los sistemas fisicos simulados sobre un computador son similares

al trabajo experimental. La razén de esta analogia es hecha ya que la simulacion computacio-

nal produce datos en muchas maneras similares a los experimentos de laboratorio. Sabemos

que en el trabajo experimental uno a menudo necesita analizar los resultados y esto es lo

mismo que con la simulacién numérica. Este capitulo cubre parcialmente algunos tépicos en
el andlisis de datos.

13.1 Ajuste de curvas.

13.1.1 El calentamiento global.

En el presente, parece que predicciones sobre el tiempo de largo alcance y precisas nunca
se llevaran a cabo. La razén es a causa de las ecuaciones gobernantes que son altamente
no lineales y sus soluciones son extremadamente sensibles a las condiciones iniciales (ver el
modelo de Lorenz). Por otra parte, las predicciones generales acerca del clima terrestre son
posibles. Se pueden predecir si habra o no condiciones de sequia en Africa en los proximos
anos, aunque no la cantidad de precipitaciones sobre un dia en particular.

El calentamiento global es un importante topico acaloradamente debatido en la investiga-
cion climatica. El calentamiento es culpa de los gases de invernadero, tal como es el diéxido
de carbono en la atmédsfera. Estos gases calientan la Tierra porque son transparentes a la
radiacién de onda corta que llega desde el Sol, pero opacas a la radiacion infrarroja desde
la tierra. Cientificos y legisladores todavia estan debatiendo la amenaza del calentamiento
global. Sin embargo, nadie se pregunta qué concentraciones de gases invernadero estdn en
aumento. Especificamente, los niveles de diéxido de carbono han estado firmemente aumen-
tados desde la revolucion industrial. La figura 13.1 muestra el aumento en la concentracion
de diéxido de carbono durante los anos ochenta, medidos en Mauna Loa, Hawaii.

El estudio del calentamiento global ha producido una vasta cantidad de datos, tanto
mediciones practicas, como datos de las simulaciones computacionales. En este capitulo
estudiaremos algunas técnicas basicas para analizar y reducir tales conjuntos de datos. Por
ejemplo, para los datos mostrados en la figura 13.1, jcudl es la razon estimada de crecimiento

IEste capitulo estd basado en el quinto capitulo del libro: Numerical Methods for Physics, second edition
de Alejandro L. Garcia, editorial PRENTICE HALL.
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Figura 13.1: Diéxido de carbono (en partes por millén) medida en Mauna Loa, Hawai desde

1981 a 1990. Barra de error estimada es og = 0.16 [p.p.m.]

de la concentracion de CO, por ano?. Esta es la primera pregunta que motiva nuestro estudio

de ajustes de curvas.

13.1.2 Teoria general.
El tipo mas simple de analisis de datos es ajustar una curva. Suponga que tenemos un con-

junto de datos de N puntos (z;,¥;). Deseamos ajustar estos datos a una funcién Y (z;{a;}),
donde {a;} es un conjunto de M pardmetros ajustables. Nuestro objetivo es encontrar los
valores de esos parametros, para lo cual la funcién ajusta mejor los datos. Intuitivamemte,
esperamos que si nuestro ajuste de la curva es bueno, un gréfico del conjunto de datos (z;, y;)
y la funcién Y(x; {a;}) mostrardn la curva pasando cerca de los puntos (ver figura 13.2).

Podemos cuantificar esta sentencia midiendo la distancia entre un punto y la curva.
(13.1)

Ay =Y(zi{a;}) —yi -

Nuestro criterio de ajuste para la curva serd que la suma de los cuadrados de los errores
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Figura 13.2: Ajuste de datos a una curva.

sea un minimo; esto es, necesitamos encontrar {a;} que minimice la funcién

N

D({a;}) ZA2=Z (@i {aj}) —wil” - (13.2)

=1

Esta técnica nos dara el ajuste de los cuadrados minimos; esta no es la inica manera de
obtener un ajuste de la curva, pero es la méas comun. El método de los minimos cuadrados
fue el primero usado por Gauss para determinar las érbitas de los cometas a partir de los
datos observados.

A menudo, nuestros datos tienen una barra de error estimada (o intervalo de seguridad),
el cual escribimos como y; + ;. En este caso podriamos modificar nuestro criterio de ajuste
tanto como para dar un peso menor a los puntos con mas error. En este espiritu definimos

X?({aj}) _ Z (%) _ Z [Y<xza {?2}) - yi] ) (133)

i=1 i=1

La funcién chi-cuadrado es la funcién de ajuste mas comunmente usada porque si los errores
son distribuidos gaussianamente, podemos hacer sentencias estadisticas concernientes a la
virtud del ajuste.

Antes de continuar, debemos destacar que discutiremos brevemente la validacién de la
curva de ajuste. Usted puede ajustar cualquier curva para cualquier conjunto de datos, pero
esto no significa que los resultados sean significativos. Para establecer una significancia te-
nemos que preguntarnos lo siguiente; ;Cual es la probabilidad que los datos, dado el error
experimental asociado con cada uno de los puntos, sean descrito por la curva?. Desafortuna-
damente, las hipotesis de prueba ocupan una porcion significativa de un curso estadistico y
estan fuera de los objetivos de esta libro.?

2W. Mendenhall, R.L. Scheaffer, and D.D. Wackerly, Mathematical Statistics with Applications (Boston:
Duxbury Press, 1981).
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13.1.3 Regresion lineal.

Primero consideremos ajustar el conjunto de datos con una linea recta,
Y(z;{ar,a2}) = a1 + azz . (13.4)

Este tipo de ajuste de curva es también conocido como regresion lineal. Deseamos determinar
a1y ag tal que

1
2 § : 2
pr— —_— '3 Z 9 13-5
X (ala a?) - ZQ (al A2l; — Y ) ( )

es minimizada. El minimo es encontrado diferenciando (13.5) y ajustando la derivada a cero:

ox? AR
Ern 2; ] (a1 4+ asx; —y;) =0, (13.6)
Ox? N
Er 2; = (a1 + asx; —y;)) x; =0, (13.7)
0
a1 S+ axXr — Xy =0 (13.8)
o Xr + aXa? — Yy =0, (13.9)
donde

Ny N Ny
SEZ?, E:UEZU—;, ZyEZ;,

(13.10)

Puesto que las sumas pueden ser calculadas directamente de los datos, ellas son constantes
conocidas. De este modo tenemos un conjunto lineal de dos ecuaciones simultaneas en las
incognitas a1y as. Estas ecuaciones son faciles de resolver:

YyYa? — YxXay SYxy — XXy

RS . (Xx)? 7 2= gn2 — (Xx)?

(13.11)

Note que si oy, esto es, si el error es el mismo para todos los datos, los ¢ se cancelan en las
ecuaciones (13.11). En este caso, los pardmetros, a; y ag, son independientes de la barra
de error. Es comun que un conjunto de datos no incluya las barras de error asociadas.
Todavia podriamos usar las ecuaciones (13.11) para ajustar los datos si tenemos que los o;
son constantes (0;=1 siendo la eleccién més simple).
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Lo siguiente es obtener una barra de error asociado, o,;, para el pardmetro a; de la curva
de ajuste. Usando la ley de la propagacién de errores,?

N /0a
2 _ J 2
o= <_8y,-) a7, (13.12)

i=1

e incertando las ecuaciones (13.11), después de un poco de élgebra obtenemos

Y2 S
O = \/m ' Tm = \/m - (13.13)

Note que o,; es independiente de y;. Si las barras de error de los datos son constantes
(0; = 0p), el error en los parametros es

. (o) <l’2> o = (o) 1
NN @ T U@ e .
donde
1 o S A
(z) = NZx (z?) = NZI : (13.15)

Finalmente, si nuestro conjunto de datos no tiene un conjunto de barras de error aociadas,
podriamos estimar o, a partir de la diferencia muestral de los datos,

N
1
of s = v 3 lyi — (aq + axx;)] (13.16)

=1

donde s es al desviacion estandar de la muestra. Note que esta varianza muestral estd
normalizada por N — 2, puesto que hemos extraido dos parametros a; y ao, de los datos.

Muchos problemas de ajuste de curva no lineales, pueden ser transformados en problemas
lineales por un simple cambio de variable. Por ejemplo,

Z(z;{a, B}) = ae’ | (13.17)
podria ser reescrita como las ecuaciones (13.4) usando el cambio de variable
InZ=Y, Inha=a;, [=as. (13.18)
Similarmente, para ajustar una potencia de la forma
Z(t; {a, B}) = at’ | (13.19)
usamos el cambio de variable
mnZ=Y, Int=z, Ilnha=a;, [f=ay. (13.20)

Estas transformaciones deberian ser familiares debido a que se usan para graficar datos en
escala semi logaritmica o escalas log-log.

3P. Bevington, Data Reduction an Error Analysis for the Physical Sciences 2d ed. (New York: McGraw-
Hill, 1992).
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13.1.4 Ajuste general lineal de minimos cuadrados.

El procedimiento de ajuste de minimos cuadrados es facil de generalizar para funciones de la
forma

Y(z;{a;}) = a1Yi(z) + axYa(x) + ... + apYu(z Zaj () . (13.21)

Para encontrar los éptimos parametros procedemos como antes encontrando el minimo de
2
X

2
o?

g g Yi(x) — v = 13.22
aa] aa] i=1 l { ak k yl} 0’ ( 3 )

) %YJ {Z%Yk(x) - y} =0, (13.23)

=1 k=1

por lo tanto

fj Yl i (13.24)

1 k=1 ’

M=

i

para j = 1,... , M. Este conjunto de ecuaciones es conocida como las ecuaciones normales
del problema de los minimos cuadrados.

Las ecuaciones normales son més faciles de trabajar en forma matricial. Primero, defina-
mos la matriz de disenio A, como

Yi(zi) /o1 Ya(xi)/o .
A= |Yi(x2)/o2 Ya(mi)/oa ...| | A= : (13.25)

Note que la matriz de diseno no depende de y;, los valores de datos, pero depende de x;, esto
es, sobre el disenio del experimento (donde las mediciones son tomadas). Usando la matriz
de diseno, podemos escribir (13.24) como

Z Z A Apay = ZAU 2 (13.26)

o en forma matricial,
(ATAya = A"b (13.27)

donde el vector b esté definido como b =vyi/o; vy AT es 1a traspuesta de la matriz de diseno.
Esta ecuacién es facil de resolver para el parametro vector a,

a=(ATA)7'ATD . (13.28)
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Usando este resultado y la ley de propagacion de errores, en la ecuacién (13.12), encontramos
que el error estimado en el pardmetro a; es

Oaj = Ojj (1329)

donde C' = (AT A)~1.
Una aplicién comun de esta formulacién general lineal de ajuste de minimos cuadrados es
el ajuste de los datos polinomiales,

Y(z;{a;}) = a1 + asr + azz® + ...+ apyx™ (13.30)

La matriz de diseno tiene elementos A;; = ajxf;_l /o, el cual es un tipo de matriz de Vander-
monde. Desafortunadamente estas matrices son notoriamente patoldgicas, por lo tanto sea
cuidadoso para M > 10.

13.1.5 Bondades del ajuste.

Podemos facilmente ajustar cada punto de dato si el nimero de parametros, M, es igual al
numero de puntos de datos, N. En este caso ya sea que hemos construido una teoria de Rube
Goldberg?* o no hemos tomado suficientes datos. En vez de eso, supongamos el escenario més
comun en el cual N > M. Porque cada dato de punto tiene un error, no esperemos que la
curva pase exactamente a través de los datos. Sin embargo, preguntemos, con las barras de
error dadas, jcudn probable es que la curva en efecto describa los datos?. Por supuesto, si
no se tienen barras de error no hay nada que se pueda decir acerca de la bondad del ajuste.

El sentido comin sugiere que si el ajuste es bueno, entonces el promedio de la diferencia
deberia ser aproximadamente igual a la barra de error,

|yi =Y () | = 0y . (13.31)

Colocando esto dentro de nuestra definicién para x?, la ecuacién (13.3), da x* ~ N. Sin
embargo, sabemos que entre mas parametros usamos, mas facil es ajustar la curva; el ajuste
puede ser perfecto si M = N. Esto sugiere que nuestra regla préactica para que un ajuste sea
bueno sea

Y’~N-M. (13.32)

Por supuesto, este es s6lo un crudo indicador, pero es mejor que una simple ojeada a la curva.
Un andlisis completo podria usar y estadistico para asignar una probabilidad de que los datos
sean ajustados por la curva.

Si encontramos que x? > N — M , entonces una de dos: no hemos usado una funcién
apropiada, Y (z), para nuestro ajuste de curva o las barras de errores, o7, son demasiado
pequeiias. Por otra parte, si x> < N — M, el ajuste es tan espectacularmente bueno que
podemos esperar que las barras de error sean realmente demasiado grandes.

4Como un caricaturista, Rube Golberg, quien creaba maquinas absurdamente elavoradas que realizaban
tareas triviales.
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Capitulo 14

Analisis vectorial.

versién final 1.9-0112071

14.1 Definiciones, una aproximacion elemental.

En ciencia e ingenieria encontramos frecuentemente cantidades que tienen magnitud y sélo
magnitud: la masa, el tiempo, la temperatura. Estas cantidades las etiquetamos como escala-
res. En constraste, muchas cantidades fisicas interesantes tienen magnitud y, adicionalmente,
una direccion asociada. Este segundo grupo incluye el desplazamiento, la velocidad, la acele-
racion, la fuerza, el momentum, el momentum angular. Cantidades con magnitud y direccion
seran etiquetadas como cantidades vectoriales. Usualmente, en tratamientos elementales, un
vector es definido como una cantidad que tiene magnitud y direcciéon. Para distinguir vectores
de escalares, identificaremos las cantidades vectoriales con letra en “negrita”; esto es, V.

Un vector puede ser convenientemente representado por una flecha con largo proporcional
a la magnitud. La direccion de la flecha da la direccion del vector, el sentido positivo de la
direccion estd siendo indicado por la punta. En esta representacién la suma vectorial

C=A+B, (14.1)

consiste en poner en la parte posterior del vector B en la punta del vector A. El vector C es

B

A
C

Figura 14.1: Ley del tridangulo para suma de vectores.

el representado por una flecha dibujada desde la parte posterior de A y la punta de B. Este

IEste capitulo estd basado en el primer capitulo del libro: Mathematical Methods for Physicists, fourth
edition de George B. Arfken & Hans J. Weber, editorial ACADEMIC PRESS.
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procedimiento, la ley del tridngulo de la suma, le asigna un significado a la ecuacién (14.1) y
es ilustrada en la figura 14.1. Al completar el paralelégramo, vemos que

C=A+B=B+A, (14.2)
como muestra la figura 14.2. En otras palabras la suma vectorial es conmutativa

B

A
C A

B

Figura 14.2: Ley del paralelégramo para suma de vectores.

Para la suma de tres vectores
D=A+B+C,
figura 14.3, podemos primero sumar A y B
A+B=E.
Entonces a esta suma le agregamos C
D=E+C.

Similarmente, podemos primero sumar B y C

B

D

Figura 14.3: La suma de vectores es asociativa.

B+C=F.
Entonces

D=A+F.
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A
F1+ F2 /, A

1
1
1
1
1 \
1
1
1
1
1

Fy

o)

Figura 14.4: Equilibrio de fuerzas. ¥ + Fy = —F3.

En términos de la expresion original,
(A+B)+C=A+(B+C).

La suma de vectores es asociativa.

Un ejemplo fisico directo de la ley de suma del paralelégramo es provisto por un peso
suspendido de dos cuerdas. Si el punto de juntura (o en la figura 14.4) estd en equilibrio, el
vector suma de las dos fuerzas F; y Fy deben justo cancelarse con la fuerza hacia abajo Fs.
Aqui la ley de suma del paralelégramo es sujeta a una verificacién experimental inmediata.?

La resta puede ser manejada definiendo el negativo de un vector como un vector de la
misma magnitud pero con la direccién contraria. Entonces

A-B=A+(-B).
En la figura 14.3
A=E-B

Notemos que los vectores son tratados como objetos geométricos que son independientes
de cualquier sistema de coordenadas. Realmente, no hemos presentado atin un sistema de

2Estrictamente hablando la ley de suma del paralelégramo fue introducida como definicién. Los experi-
mentos muestran que si suponemos que las fuerzas son cantidades vectoriales y las combinamos usando la
ley de suma del paralelégramo, la condiciéon de una fuerza resultante nula como condicién de equilibrio es
satisfecha.
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coordenadas. Este concepto de independencia de un particular sistema de coordenadas es
desarrollado en detalle en la préxima seccién.

La representacion del vector A por una flecha sugiere una segunda posibilidad. La flecha
A (figura 14.5), partiendo desde el origen,® y terminando en el punto (A., A4,, A4,). Asf,
acordamos que los vectores partan en el origen y su final puede ser especificado dando las
coordenadas cartesianas (A,, Ay, A,) de la punta de la flecha.

Figura 14.5: Componentes cartesianas y cosenos directores de A.

Aunque A podria haber representado cualquier cantidad vectorial (momentum, campo
eléctrico, etc.) exite una cantidad vectorial importante, el desplazamiento desde el origen
al punto (z,y, z), que es denotado por el simbolo especial r. Entonces tenemos la eleccién
de referirnos al desplazamiento como el vector r o por la coleccién (z,y,z), que son las
coordenadas del punto final:

r (x,y,2) . (14.3)

Usando r para la magnitud del vector r encontramos que la figura 14.5 muestra que las
coordenadas del punto final y la magnitud estan relacionadas por

r=rcosa, y=rcosf, z=rcosy. (14.4)

Los cosa, cos3 y cosvy son llamados los cosenos directores, donde « es el angulo entre el
vector dado y el eje-z positivo, y asi sucesivamente. Un poco de vocabulario: las cantidades
A,, A,y A, son conocidas como las componentes (cartesianas) de A o las proyecciones de A.

Asi, cualquier vector A puede ser resuelto en sus componentes (o proyecciones sobre los
ejes coordenados) produciendo A, = A cos a, etc., como en la ecuacién (14.4). Podemos elegir
referirnos al vector como un cantidad simple A o por sus componentes (A,, A,, A,). Notemos

3Se vera que se puede partir desde cualquier punto en el sistema de referencias cartesiano, hemos elegido
el origen por simplicidad. Esta libertad de desplazar el origen del sistema de coordenadas sin afectar la
geometria es llamada invariancia translacional.
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que el subindice x en A, denota la componente x y no la dependencia sobre la variable z. La
componente A, puede ser funcién de z, y y z tal que A,(z, vy, z). La eleccién entre usar A o sus
componentes (A,, A,, A,) es esencialmente una eleccién entre una representacion geométrica
y una algebraica. En el lenguaje de teoria de grupos (Capitulo 18), las dos representaciones
son isomorficas.

Usaremos la representacion que nos convenga mas en cada caso. La representacion geo-
métrica “flecha en el espacio” puede ayudar en la visualizacion. El conjunto algebraico de
componentes es usualmente mucho mas conveniente para calculos numéricos o algebraicos.

Los vectores entran en la Fisica de dos maneras distintas : (1) Un vector A puede repre-
sentar una sola fuerza actuando sobre un tinico punto. La fuerza de gravedad actuando sobre
el centro de gravedad ilustra esta forma. (2) Un vector A puede estar definido sobre una re-
gién extendida; esto es, A y sus componentes son funciones de la posicién: A, = A,(z,y, 2),
y asi sucesivamente. Ejemplo de este tipo incluyen el campo de velocidades de un fluido.
Algunos autores distinguen estos dos casos refiriéndose a los vectores definidos sobre una
regiéon como un campo vectorial. Los conceptos de campos vectoriales como funciones de la
posicion seran extremadamente importantes mas adelante.

En este estado es conveniente presentar los vectores unitarios a lo largo de cada eje
coordenado. Sea X un vector de magnitud uno apuntando en la direccién z-positiva, y, un
vector de magnitud uno apuntando en la direccién y-positiva, y Z, un vector de magnitud
unitaria en la direccion z-positiva. Entonces XA,, es un vector con magnitud igual a A,, en
la direccién de z-positiva. Por suma de vectores

A =RA, +§A, + 24, (14.5)

lo cual establece que un vector es igual a la suma vectorial de sus componentes. Notemos
que si A se anula, todas sus componentes deben anularse individualmente; esto es, si

A=0, entonces A, = A, = A, =0.
Finalmente, por el Teorema de Pitagoras, la magnitud del vector A es
A= (A4 A2+ A2 (14.6)

Esta resolucion de un vector en sus componentes puede ser llevada a cabo en una variedad de
sistemas de coordenadas, como mostramos en el proximo capitulo. Aqui nos restringiremos
a coordenadas cartesianas.

La ecuacién (14.5) es realmente la afirmacion de que los tres vectores unitarios X, ¥ y Z
“abarcan” nuestro espacio real tridimensional. Cualquier vector constante puede ser escrito
como una combinacion lineal de X, ¥ v Z. Ya que X, ¥ y Z son linealmente independientes
(ninguno es una combinacion lineal de los otros dos), ellos forman una base para el espacio
real tridimensional.

Como un reemplazo a la técnica grafica, la suma y resta de vectores puede ser llevada a
cabo en términos de sus componentes. Para A = XA, +§A, +2A, y B =B, +yB, +2B.,

A+B=%(A,+B,) + (A, £ B,) +2(A. £ B.) . (14.7)

Deberfamos enfatizar aqui que los vectores unitarios X, ¥, y Z son usados por conveniencia.
Ellos no son esxenciales; podemos describir vectores y usarlos enteramente en términos de sus
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componentes: A « (A,, A,, A,). Esta aproximacion es la mds poderosa, definiciones mas
sofisticadas de vectores seran discutidas en las proximas secciones.

Hasta aqui hemos definido las operaciones de suma y resta de vectores. Tres variedades
de multiplicaciones son definidas sobre las bases de sus aplicaciones: un producto interno o
escalar, un producto propio del espacio tridimensional, y un producto externo o directo que
produce un tensor de rango dos. La division por un vector no estd definida.

14.2 Rotacion de los ejes de coordenadas.

En la seccién anterior los vectores fueron definidos o representados en dos maneras equiva-
lentes: (1) geométricamente especificando la magnitud y la direccién, con una flecha y (2)
algebraicamente especificando las componentes relativas a ejes de coordenadas cartesianos.
Esta segunda definicién es adecuada para el andlisis vectorial del resto del capitulo. En esta
seccion propondremos dos definiciones ambas mas sofisticadas y poderosas. Primero, el cam-
po vectorial esta definido en términos del comportamiento de las componentes de los vectores
bajo la rotacién de los ejes de coordenadas. Este acercamiento tedrico de transformacion nos
llevara al andlisis tensorial en el capitulo 15 y a la teorfa de grupo de las transformaciones en
el capitulo 17. Segundo, la definicién de componentes de la seccion anterior sera refinada y
generalizada de acuerdo a los conceptos matematicos de espacio vectorial. Este acercamiento
nos llevara a los espacios vectoriales de funciones incluyendo o el espacio de Hilbert.

La definicién de vector como una cantidad con magnitud y direccién se quiebra en trabajos
avanzados. Por otra parte, encontramos cantidades, tales como constantes elasticas e indices
de refraccion en cristales anisotropicos, que tienen magnitud y direccién pero no son vectores.
Por otro lado, nuestra aproximacién ingenua es inconveniente para generalizar y extenderla
a cantidades mas complejas. Tratamos de obtener una nueva definicién de campo vectorial,
usando nuestro vector desplazamiento r como un prototipo.

Hay una importante base fisica para el desarrollo de una nueva definiciéon. Describimos
nuestro mundo fisico por matematicas, pero él y cualquier prediccion fisica que podamos
hacer debe ser independiente de nuestro analisis mateméatico. Algunos comparan el sistema
fisico a un edificio y el analisis matematico al andamiaje usado para construir el edificio. Al
final el andamiaje es sacado y el edificio se levanta.

En nuestro caso especifico suponemos que el espacio es isotrépico; esto es, no hay direc-
ciones privilegiadas o, dicho de otra manera, todas las direcciones son equivalentes. Luego
cualquier sistema fisico que esta sienddo analizado o las bien las leyes fisicas que son enun-
ciadas no pueden ni debe depender de nuestra eleccion u orientacion de los ejes coordenados.

Ahora, volveremos al concepto del vector r como un objeto geométrico independiente del
sistema de coordenadas. Veamos un r en dos sistemas diferentes, uno rotado respecto al otro.

Por simplicidad consideremos primero el caso en dos dimensiones. Si las coordenadas x
e y son rotadas en el sentido contrario a los punteros del reloj en un angulo ¢, manteniendo
r fijo (figura 14.6) obtenemos las siguientes relaciones entre las componentes resueltas en el
sistema original (sin primas) y aquellas resueltas en el nuevo sistema rotado (con primas):

= ZTCosyY-+yseny , (14.8)
= —xseny+ycosy . '
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Figura 14.6: Rotacién de los ejes coordenados cartesianos respecto del eje z.

Vimos en la seccién anterior que un vector podria ser representado por las coordenadas
de un punto; esto es, las coordenadas eran proporcionales a los componentes del vector. En
consecuencia las componentes de un vector deberian transformar bajo rotaciones como las
coordenadas de un punto (tal como r). Por lo tanto cualquier par de cantidades A,(x,y) y
Ay(z,y) en el sistema de coordenadas zy es transformada en (A’y, A}) por esta rotacion del
sistema de coordenadas con

Al = Agcosp+ Aysenyp

14.9
A, = —Aysenp + Aycosyp (14.9)

definimos* A, y A, como las componentes de un vector A. Nuestro vector estd definido
ahora en términos de la transformacion de sus componentes bajo rotacién del sistema de
coordenadas. Si A, y A, transforman de la misma manera como x e y, las componentes del
vector de desplazamiento bidimensional, ellas son las componentes del vector A. Si A, y A,
no muestran esta forma invariante cuando las coordenadas son rotadas, ellas no forman un
vector.

Las componentes del campo vectorial A, y A, que satisfacen las ecuaciones de definicién
(14.9), estan asociadas a una magnitud A y a una direccién en el espacio. La magnitud es una
cantidad escalar, invariante a la rotacién del sistema de coordenadas. La direccién (relativa
al sistema sin primas) es asimismo invariante ante la rotacién del sistema de coordenadas.
El resultado de todo esto es que las componentes de un vector pueden variar de acuerdo a la
rotacién del sistema de coordenadas con primas. Esto es lo que dicen las ecuaciones (14.9).

4La definicién correspondiente de una cantidad escalar es S’ = S, esto es, invariante ante rotaciones de
los ejes de coordenadas.
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Pero la variacion con el dangulo es tal que las componentes en el sistema de coordenadas
rotado A}, y Aj definen un vector con la misma magnitud y la misma direccién que el vector
definido por las componentes A, y A, relativas al eje de coordenadas zy. Las componentes de
A en un sistema de coordenadas particular constituye la representacion de A en el sistema de
coordenadas. Las ecuaciones (14.9), que corresponden a las relaciones de transformacion, son
una garantia de que la identidad A es preservada de la rotacién del sistema de coordenadas.
Para ir a tres y, luego, a cuatro dimensiones, encontramos conveniente usar una notacién mas
compacta. Sea

r—x
' (14.10)
Y — T2

ap = COS @ , a2 = Sen e , (1411)

a1 = —seny , Q29 = COS Y . '

Las ecuaciones (14.8) transforman como
) = a2 + ajax ,

1 1171 1222 (14.12)

/
Lo = Q2171 + a92%o .

Los coeficientes a;; pueden ser interpretados como los cosenos directores, es decir, el coseno
del dngulo entre z y x;; esto es,

ais = cos(x, x9) = sen g,
, 7T (14.13)
as = cos(xy, x1) = cos (gp + 5) = —seny .

La ventaja de la nueva notacién®es que nos permite usar el simbolo suma >_ y reescribir las
ecuaciones (14.12) como

2
v=Y azr;, i=12. (14.14)
7j=1

Note que ¢ permanece como un parametro que da origen a una ecuacién cuando este conjunto
es igual a 1 y a una segunda ecuacion cuando este conjunto es igual a 2. El indice j, por
supuesto, es un indice de suma, es un indice mudo, como una variable de integracion, j puede
ser reemplazada por cualquier otro simbolo.

®Podemos extrafiarnos por qué hemos sustituido un pardmentro ¢ por cuatro pardmetros a;;. Claramente,
los a;; no constituyen un conjunto minimo de pardmetros. Para dos dimensiones los cuatro a;; estdn sujetos
a tres restricciones dadas en la ecuacién (14.19). La justificacién para el conjunto redundante de cosenos
directores es la conveniencia que provee. Se tiene la esperanza que esta conveniencia sea mas aparente en los
préximos capitulos. Para rotaciones en tres dimensiones son nueve los a;;, pero solamente tres de ellos son
independientes, existen ademds descripciones alternativas como: los dngulos de Euler, los cuaterniones o los
pardametros de Cayley-Klein. Estas alternativas tienen sus respectivas ventajas y sus desventajas.
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La generalizacién para tres, cuatro, o N dimensiones es ahora muy simple. El conjunto
de N cantidades, Vj, se dice que son las componentes de un vector de N dimensiones, V, si
y s6lo si sus valores relativos a los ejes coordenados rotados estan dados por

N

Vi=>ayV;, i=12..,N. (14.15)

?
J=1

Como antes, a;; es el coseno del angulo entre z y x;. A menudo el limite superior N y el
correspondiente intervalo de ¢ no serd indicado. Se da por descontado que se sabe en qué
dimensién se esta trabajando.
A partir de la definicién de a;; como el coseno del angulo entre la direccién positiva de
y la direccién positiva de z; podemos escribir (coordenadas cartesianas)®
ox;

T 14.16
(I] 8£Cj ( )

Usando la rotacién inversa (¢ — —¢) produce

2

ox.
vy =Y ayri, o 6—? = Qij - (14.17)
j=1 !

Notemos que estas son derivadas parciales. Por uso de las ecuaciones (14.16), (14.17) y
(14.15) se convierten en

ox! ox;
! LY/ Jy/.
v/ = Zamjvj - ; 5V (14.18)
Los cosenos directores a;; satisface una condicion de ortogonalidad
Z aij(lik = 5jk: N (1419)
0, equivalentemente,
Zaﬁaki = (Sjk; . (14.20)

El simbolo 4;; es la delta de Kronecker definida por

1 o
0ij = { pre T (14.21)
0 parat#j .

Podemos facilmente verificar las ecuaciones (14.19) y (14.20) mantienendose en el caso de dos
dimensiones y sustituyendo los especificos a;; desde la ecuacién (14.11). El resultado es la
bien conocida identidad sen? ¢ + cos? ¢ = 1 para el caso no nulo. Para verificar la ecuacién

SDiferenciando z} = 3~ a;xx) con respecto a xj.
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(14.19) en forma general, podemos usar la forma en derivadas parciales de las ecuaciones
(14.16) y (14.17) para obtener

Oz Oxy, Z@x] ox; xj . (14.22)
Oz, 0z
El ultimo paso sigue las reglas usuales para las derivadas parciales, suponiendo que z; es una
funcién de 2, =4, 2%, etc. El resultado final, Ox;/0xy, es igual a d;;, ya que x; y x) son
coordenadas lineales (j # k) que se suponen perpendiculares (en dos o tres dimensiones) u
ortogonales (para cualquier nimero de dimensiones). Equivalentemente, podemos suponer
que z; y x} con (j # k) son variables totalmente independientes. Si j = k, la derivada
parcial es claramente igual a 1. Al redefinir un vector en términos de cémo sus componentes
transforman bajo rotaciones del sistema de coordenadas, deberiamos enfatizar dos puntos:

1.- Esta definicion se desarrolla porque es 1til y apropiada en describir nuestro mundo fisi-
co. Nuestras ecuaciones vectoriales seran independientes de cualquier sistema particular
de coordenadas. (El sistema de coordenadas no necesita ser cartesiano.) La ecuacién
vectorial siempre puede ser expresada en algin sistema particular de coordenadas y, pa-
ra obtener resultados numéricos, deberfamos finalmente expresarla en algun sistema de
coordenadas especifico.

2.- Esta definicién se puede generalizar abriendo la rama de la matemética conocida como
andlisis tensorial, (préximo capitulo).

El comportamiento de las componentes vectoriales bajo rotaciones de las coordenadas es
usado en al seccion 14.3 para probar que un producto escalar es un escalar, en la seccion
14.4 para probar que un producto vectorial es un vector, y en la seccién 14.6 para mostrar
que la gradiente de un escalar, 71, es un vector. Lo que resta de este capitulo deriva de las
definiciones menos restrictivas de vector que las dadas en la seccion 14.1.

14.2.1 Vectores y espacio vectoriales.

Es habitual en matematicas etiquetar un vector en tres dimensiones x por un triplete ordenado
de nimeros reales (x1, za, x3). El nimero z,, es llamado la componente n del vector x. El
conjunto de todos los vectores (que obedecen las propiedades que siguen) forman un espacio
vectorial sobre los reales en este caso de tres dimensiones. Atribuimos cinco propiedades a
nuestros vectores: si x =(z1,x9,23) €y = (Y1, Y2, Y3),

1. Igualdad entre vectores : x = y significa x; = y;, para ¢ =1, 2, 3.

2. Suma de vectores: x +y = z significa x; + y; = z;, para i =1,2,3.

3. Multiplicacién por un escalar: ax < (az1,axs,azxs) con a € R.

4. El negativo de un vector o inverso aditivo: —x = (—1)x < (—x1, —x9, —13).

5. Vector nulo: aqui existe un vector nulo 0 < (0,0,0).
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Ya que nuestras componentes vector son ntimeros reales, las siguientes propiedades tam-
bién se mantienen:

1. La suma de vectores es conmutativa: x +y =y + X.
2. La suma de vectores es asociativa: (x+y)+z=x+ (y + z).

3. La multiplicacién por escalar es distributiva: a(x +y) = ax + ay, y también se cumple
(a+b)x = ax + bx.

4. La multiplicacién por escalar es asociativa: (ab)x = a(bx).

Ademas, el vector nulo 0 es tnico, tal como lo es el inverso de un vector x dado.

Esta formulacién nos permite formalizar la discusion de componentes de la seccién 14.1.
Su importancia radica en las extensiones, las cuales seran consideradas en los capitulos pos-
teriores. En el capitulo 17, mostraremos que los vectores forman tanto un grupo Abeliano
bajo la suma como un espacio lineal con las transformaciones en el espacio lineal descrito
por matrices. Finalmente, y quizd lo mas importante, para la fisica avanzada el concepto
de vectores presentado aqui puede ser generalizado a niimeros complejos, funciones, y a un
nimero infinito de componentes. Esto tiende a espacios de funciones de dimensiéon infinita,
espacios de Hilbert, los cuales son importantes en la teoria cudntica moderna.

14.3 Producto escalar o producto punto.

Habiendo definido vectores, debemos proceder a combinarlos. Las leyes para combinar vec-
tores deben ser matematicamente consistentes. A partir de las posibilidades que existen
seleccionamos dos que son tanto matematica como fisicamente interesantes. Una tercera
posibilidad es introducida en el capitulo 15, en la cual formaremos tensores.

La proyeccion de un vector A sobre los ejes de coordenados, la cual define su componente
cartesiana en la ecuacién (14.4), es un caso especial del producto escalar de A y los vectores
unitarios coordenados,

A, =Acosa=A-%, A, =Acosf=A-y, A, =Acosy=A-Z. (14.23)

Al igual que la proyeccién es lineal en A, deseamos que el producto escalar de dos vectores
sea lineal en A y B, es decir, obedezca las leyes de distributividad y asociatividad

A-B+C)=A-B+A-C, (14.24)

A-yB=(yA)-B=yA-B, (14.25)

donde y es un nuimero. Ahora podemos usar la descomposicion de B en sus componentes
cartesianas de acuerdo a la ecuacién (14.5), B = B,X+ B,§ + B.Z, para construir el producto
escalar general o producto punto de los vectores A y B como

A-B=A-(B,X+ B,y + B.2)
—B,A-X+B,A-y+B.A-2
— B, A, + B,A, + B.A.
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por lo tanto

=> BiA;=) AB =B-A. (14.26)

Si A = B en la ecuacién (14.26), recuperamos la magnitud A = (3. A%)1/2 de A en la
ecuacion (14.6) a partir de la ecuacién (14.26).

X

Figura 14.7: Producto escalar A - B = AB cos#.

Es obvio, a partir de la ecuacién (14.26), que el producto escalar trata a A y B de la misma
manera, o es simétrica en A y B, y es conmutativa. Asi, alternativamente y equivalentemente,
podemos primero generalizar la ecuacién (14.23) a la proyecmon Ap de un vector A sobre
la direccién de un vector B # 0 como Ag = Acos§ = A - B, donde B = B/B es el vector
unitario en la direcion de B y 6 es el angulo entre A y B como muestra la figura 14.7.
Similarmente, proyectamos B sobre A como B4 = Bcosf =B - A. Segundo, hacemos esta
proyeccion simétrica en A y B, la cual produce la definicion

A -B=AgB = ABs = ABcos# . (14.27)

La ley distributiva en la ecuacion (14.24) es ilustrada en la figura 14.8, en la cual se
muestra que la suma de las proyecciones de B y C, By + Cy, es igual a la proyeccién de
B + C sobre A, (B + C) 4.

Se sigue a partir de las ecuaciones (14.23), (14.26) y (14.27) que los vectores unitarios
coordenados satisfacen la relacion

X-X=y-y=2-2=1, (14.28)
mientras
X-y=%Xx-2=y-z2=0. (14.29)

Si la definicién de las componentes, ecuacién (14.26), es etiquetada como una definicién
algebraica, entonces la ecuacion (14.27) es una definicion geométrica. Una de las mas comunes
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(B+C),

Figura 14.8: La ley distributiva A - (B + C) = AB4 + AC4 = A(B + C) 4, ecuacién (14.24).

aplicaciones del producto escalar en Fisica es el calculo del trabajo ejercido por una fuerza
constante = fuerza x desplazamiento x cos#, lo cual es interpretado como el desplazamiento
por la proyeccién de la fuerza en la direccién del desplazamiento, i.e., el producto escalar de
la fuerza y el desplazamiento, W =F - S.

ni4

Figura 14.9: Un vector normal.

Si A-B = 0y sabemos que A # 0 y B # 0, entonces desde la ecuacién (14.27),
cos =006 =90° 270°, y asi sucesivamente. Los vectores A y B deben ser perpendiculares.
Alternativamente, podemos decir que son ortogonales. Los vectores unitarios X, ¥ y Z son
mutuamente ortogonales. Para desarrollar esta nocién de ortogonalidad demos un paso mas,
supongamos que n es un vector unitario y r es un vector distinto de cero en el plano-zy; esto
es r = Xx + yy (figura 14.9). Si

n-r=0,
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para todas las elecciones posibles de r, entonces n debe ser perpendicular (ortogonal) al
plano-zy.

A menudo es conveniente reemplazar X, ¥ y Z por vectores unitarios con subindice e,, con
m =1,2,3, con X = e y asi sucesivamente. Entonces las ecuaciones (14.28) y (14.29) llegan
a ser

€, €, = O0mn - (14.30)

Para m # n los vectores unitarios e,, y e, son ortogonales. Para m = n cada vector es
normalizado a la unidad, esto es, tiene magnitud uno. El conjunto de vectores e,, se dice que
es ortonormal. La mayor ventaja de la ecuacién (14.30) sobre las ecuaciones (14.28) y (14.29)
es que la ecuacién (14.30) puede ser facilmente genrealizada a un espacio de N dimensiones;
m,n =1,2,... , N. Finalmente, escogeremos un conjunto de vectores unitarios e,, que sean
ortonormales por conveniencia.

14.3.1 Invariancia del producto escalar bajo rotaciones.

No hemos mostrado ain que la palabra escalar este justificada o que el producto escalar sea
realmente un a cantidad escalar. Para hacer esto, investiguemos el comportamiento de A - B
bajo una rotacién del sistema de coordenadas. Usando la ecuacién (14.15)

A;B; + A;B; + A;B; = Z am»AZ- Z aszj + Z ayiAi Z CLijj + Z aziAi Z aZij .
J @ J i J

i

(14.31)

Usando los indices k y [ para sumar sobre x, y y 2, obtenemos
S4B =33 ayAiayB; (14.32)
k L
y, rearreglando términos en el lado derecho, tenemos

ZAZBZ: = Z Z Z(alialj)AiBj = Z Z5iinBj = ZAiBi : (14.33)

Los dos tltimos pasos se siguen de la ecuacion (14.19), la condicién de ortogonalidad de los
cosenos directores, y de la ecuacién (14.21) la cual define la delta de Kronecker. El efecto de
la delta de Kronecker es cancelar todos los términos en la suma sobre uno de sus dos indices
excepto el término en el cual son iguales. En la ecuacién (14.33) su efecto es fijar j =iy
eliminar la suma sobre j. Por supuesto, podriamos fijar ¢ = j y eliminar la suma sobre i. la
ecuacién (14.33) nos da

> AB, =) AB;, (14.34)
k %

la cual es justo nuestra definiciéon de una cantidad escalar, una que permanece invariante
ante rotaciones de los sistemas de coordenadas.
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Figura 14.10: La ley de los cosenos.

En un acercamiento similar el cual se aprovecha de este concepto de invarianza, tomamos
C = A + B y hacemos producto punto consigo mismo.

C.-C=(A+B)- (A+B
( ) ) (14.35)
—~A-A+B-B+2A-B.

Ya que
Cc.-C=C?, (14.36)
el cuadrado de la magnitud del vector C y por esto una cantidad invariante, veamos que

C2_A2_B2

A-B= ,
2

invariante. (14.37)

Ya que la mano derecha de la ecuacién (14.37) es invariante —esto es, una cantidad escalar—
el lado izquierdo, A - B también debiera ser invariante bajo una rotacion del sistema de
coordenadas. En consecuencia A - B es un escalar.

La ecuacion (14.35) es realmente otra forma de escribir el teorema del coseno, el cual es

C? = A’ 4+ B> +2ABcos# ,
= A? + B* + 2ABcos(m — a) , (14.38)
= A+ B* —2ABcosa ,

Comparando las ecuaciones (14.35) y (14.38), tenemos otra verificacién de la ecuacion (14.27),
0, si se prefiere, una derivacion vectorial del teorema del coseno (figura 14.10).

El producto punto, dado por la ecuacién (14.26), podria ser generalizado en dos formas.
El espacio no necesita ser restringido a tres dimensiones. En un espacio n-dimensional, la
ecuacion se aplica con la suma corriendo desde 1 a n. Donde n puede ser infinito, con la suma
como una serie convergente infinita. La otra generalizacion extiende el concepto de vector
para abarcar las funciones. La funcién andloga a un producto punto o interno aparece mas
adelante.
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Momento Lineal 9\
|

Brazo de palanca Distancia

Figura 14.11: Momento angular.

14.4 Producto vectorial o producto cruz.

Una segunda forma de multiplicar vectores emplea el seno del angulo sustentado en vez del
coseno. Por ejemplo, el momento angular (figura 1.11) de un cuerpo esté definido como

momento angular = brazo de palanca x momento lineal

= distancia X momento lineal X sen@ .

Por conveniencia en el tratamiento de problemas relacionados con cantidades tales como
momento angular, torque y velocidad angular, definiremos el producto vectorial o producto
cruz como

C=AxB,
con

C' = ABsenf . (14.39)

A diferencia del caso anterior del producto escalar, C ahora es un vector, y le asignamos una
direccién perpendicular al plano que contiene a A y B tal que A, B y C forman un sistema
diestro. Con esta eleccion de direccion tenemos

A xB=-BxA, anticonmutacion. (14.40)

A partir de esta definicién de producto cruz tenemos

XXX=yxy=2xz=0, (14.41)
mientras
XXYy= Z, YyXZ= X, ZXX= ¥, (14.42)
VXX=—-Z, ZXy=—X, XXZ=-y. '
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Entre los ejemplos del producto cruz en Fisica Matematica estan la relacién entre el momento
lineal p y el momento angular L (que definine al momento angular),

L=rxp,
y la relacién entre velocidad lineal v y velocidad angular w,
V=wWwXT.

Los vectores v y p describen propiedades de las particulas o un sistema fisico. Sin embargo,
la posicién del vector r esta determinado por la eleccion del origen de las coordenadas. Esto
significa que w y L dependen de la eleccion del origen.

La campo magnético B usualmente estd definido por el producto vectorial de la ecuacién
de fuerza de Lorentz’

F:gva, (cas).

C

Donde v es la velocidad de la carga eléctrica ¢, ¢ es la velocidad de la luz en el vacio y F es
la fuerza resultante sobre la carga en movimiento.

A

B senB

Figura 14.12: Paralelégramo que representa el producto cruz.

El producto cruz tiene una importante interpretacion geométrica la cual se usard en
secciones futuras. En el paralelogramo definido por A y B (figura 14.12), Bsenf es la altura
si A es tomada como la longitud de la base. Luego | (A x B)| = ABsenf es el drea del
paralelégramo. Como un vector, A X B es el area del paralelégramo definido por A y B,
con el vector normal al plano del paralelégramo. Esto sugiere que el area podria ser tratada
como una cantidad vectorial.

Entre paréntesis, podemos notar que la ecuacién (14.42) y una ecuacién modificada (14.41)
forman el punto de partida para el desarrollo de los cuaterniones. La ecuacién (14.41) es
remplazada por X X X =y Xy =2 x 7z = —1.

Una definicién alternativa del producto vectorial puede ser derivada del caso especial de los
vectores unitarios coordenados en las ecuaciones (14.40-14.42), en conjunto con la linealidad

"El campo eléctrico E lo hemos supuesto nulo.
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del producto cruz en ambos argumentos vectoriales, en analogia con la ecuacion (14.24) y
(14.25) para el producto punto,

Ax(B+C)=AxB+AxC, (14.43)
(A+B)xC=AxC+BxC, '

Ax(yB)=yAxB=(yA)xB, (14.44)

donde y es un nimero. Usando la descomposicion de A y B en sus componentes cartesianas
de acuerdo a la ecuacién (14.5), encontramos

AxB=C=(C,,C,C,) = (A x+ Ay + A.z) x (B,Xx+ B,y + B.Z)
= (A;B, — AyB,)x x§ + (A;B, — A,B,)X x 2+ (A,B, — A,B,)y X 2,

por aplicacion de las ecuaciones (14.43),(14.44) y sustituyendo en las ecuaciones (14.40-14.42),
tal que las componentes cartesianas de A X B sean

C,=A,B.—A.B,, Cy=AB,—AB., C.=A,B,—A,B,, (14.45)

C; = A;B, — Ay B; i, j, k todos diferentes, (14.46)

y con la permutacion ciclica de los indices 7, j, k. El producto vectorial C puede ser conve-
nientemente representado por un determinante

Xy 2
C=|A, 4, A.| . (14.47)
B, B, B.

La expansién del determinante por la fila superior reproduce las tres componentes de C
listadas en la ecuacién (14.45).

La ecuacién (14.39) podria ser llamada una definicién geométrica del producto vectorial.
Luego la ecuacién (14.45) podria ser una definicién algebraica.

Para mostrar la equivalencia de la ecuacién (14.39) y la definicién de componente, ecuacién
(14.45), formemos A - C y B - C, usando la ecuacién (14.45). Tenemos

A-C=A-(AxB),
= A,(A,B. — A.B,) + A (A.B, — A,B.) + A,(A,B, — A,B,) , (14.48)
—0.

Similarmente,
B-C=B:-(AxB)=0. (14.49)

Las ecuaciones (14.48) y (14.49) muestran que C es perpendicular tanto al vector A como al
vector B (cosf = 0,0 = +90°) y por lo tanto perpendicular al plano que ellos determinan.
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La direccion positiva esta determinada considerando el caso especial de los vectores unitarios
xxy=2(C,=+A,B)).

La magnitud es obtenida a partir de

(AxB)-(AxB)=A>B>— (A -B)?,

= A’B?* — A’B?cos’ 0, (14.50)
= A?’B%sen® .
De donde
C' = ABsenf . (14.51)

El gran primer paso en la ecuacién (14.50) puede ser verificado expandiendo en componentes,
usando la ecuacién (14.45) para A x B y la ecuacién (14.26) para el producto punto. A
partir de las ecuaciones (14.48), (14.49) y (14.51) vemos la equivalencia de las ecuaciones
(14.39) y (14.45), las dos definiciones del producto vectorial. Todavia permanece el problema
de verificar que C = A x B es por cierto un vector; esto es, que obedece la ecuacién (14.15),
la ley de transformacién vectorial. Comencemos en un sistema rotado (sistema prima)

Ci=A.B, — AyBj, 1,jyken orden ciclico,

= Z a Ay Z e B — Z ap Ay Z Ajm B
l

m ] m (14.52)
= Z(ajlakm - aklajm)Ale .

I,m

La combinacién de cosenos directores en paréntesis desaparece para m = [. Por lo tanto
tenemos que j y k toman valores fijos, dependiendo de la eleccion de i, y seis combinaciones
de l ym. Sii =3, luego j = 1, k = 2 (en orden ciclico), y tenemos la siguiente combinacién
de cosenos directores®

a11G22 — A21012 = A33 ,
13021 — Q23011 = A32 , (14-53)
Q12023 — G22013 = A31
y sus negativos. Las ecuaciones (14.53) son identidades que satisfacen los cosenos directores.
Ellas pueden ser verificadas con el uso de determinantes y matrices. Sustituyendo hacia atras
en la ecuacion (14.52),
Cy = ass A1 By + asp A3 By + a31 A2 Bs — azs Ay By — a3y A1 Bs + a3 A3 By
= a31C1 + a3Cs + as3Cs

= Z a3n Cn

Permutando los indices para levantar C] y C%, vemos que la ecuacién (14.15) se satisface y C es
por cierto un vector. Podria mencionarse aqui que esta naturaleza vectorial del producto cruz

(14.54)

8La ecuacién (14.53) se mantiene ante rotaciones porque ellas mantienen el volumen.
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es un accidente asociado con la naturaleza tridimensional del espacio ordinario®. Veremos

en el capitulo siguiente que el producto cruz también puede ser tratado como un tensor
asimétrico de rango dos.

Definimos un vetor como un triplete ordenado de ntimeros (o funciones) como en la
ultima parte de la seccion 14.2, luego no hay problemas en identificar el producto cruz como
un vector. La operacién de producto cruz mapea los dos tripletes A y B en un tercer triplete
C el cual por definicién es un vector.

Ahora tenemos dos maneras de multipicar vectores; una tercera forma aparece en el
préximo capitulo . Pero jqué hay de la divisiéon por un vector? Esto resulta ser que la razén
B/A no esta univocamente especificada a menos que A y B sean paralelos. Por lo tanto la
divisién de un vector por otro no esta bien definida.

14.5 Productos escalar triple y vectorial triple.

14.5.1 Producto escalar triple.

Las secciones 14.3 y 14.4 cubren los dos tipos de multiplicacién de interés aqui. Sin embargo,
hay combinaciones de tres vectores, A - (B x C) y A x (B x C), las cuales ocurren con la
suficiente frecuencia para merecer una atencion mas amplia. La combinacion

A-(BxC),

es conocida como el producto escalar triple. El producto B x C produce un vector, el cual
producto punto con A, da un escalar. Notemos que (A-B) x C representa un escalar producto
cruz con un vector, una operacién que no estd definida. Por lo tanto, si estamos de acuerdo
en excluir estas interpretaciones no definidas, los paréntesis puede ser omitidos y el producto
de escalar triple puede ser escrito como A - B x C.

Usando la ecuacién (14.45) para el producto cruz y la ecuacién (14.26) para el producto
punto, obtenemos

A-BxC=A4,(B,C,—-B.C)) +A,(B.C, — B,C,) + A.(B.C, — B,C) ,
=B-CxA=C-AxB, (14.55)
=—A-CxB=-C-BxA=-B-AxC, vy asisucesivamente.

Notemos el alto grado de simetria presente en la expansién en componentes. Cada término
contiene los factores A;, B; y Cy. Sii, j, k estdn en un orden ciclico (z,y, z), el signo es
positivo. Si el orden es anticiclico, el signo es negativo. Por lo tanto, el punto y la cruz
pueden ser intercambiados,

A-BxC=AxB-C. (14.56)

9Especificamente la ecuacién (14.53) se mantiene sélo para un espacio tridimensional. Técnicamente, es
posible definir un producto cruz en R7, el espacio de dimensién siete, pero el producto cruz resulta tener
propiedades inaceptables (patolégicas).
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Una representaciéon conveniente de la componente de expansién de la ecuacién (14.55) estéd
dada por el determinante

A, A, A,
A-BxC=|B, B, B, (14.57)
c, ¢, C.

La regla para intercambiar filas por columnas de un determinante provee una inmediata
verificacién de la permutacion listada en la ecuacién (14.55), mientras la simetria de A, B y
C en la forma determinante sugiere la relacién dada en la ecuacién (14.56).

El producto triple encontrado en la seccién 14.4, en la cual se muestra que A x B era
perpendicular a ambos, A y B, son casos especiales del resultado general (ecuacién (14.55)).

Figura 14.13: Paralelepipedo que representa el producto escalar triple.

El producto escalar triple tiene una interpretacion geométrica directa. Los tres vectores
A, B, y C pueden ser interpretados como la definicién de un paralelepipedo (figura 14.13).

|B x C|=BCsenf ,

) , (14.58)
= area de la base del paralelégramo.

La direccion, por supuesto, es normal a la base. Haciendo el producto punto con A, esto
significa multiplicar el area de la base, por la proyeccion de A sobre la normal, o la base
tantas veces por la altura. Por lo tanto

A - B x C = volumen del paralelepipedo definido por A, By C.

Este es el volumen del paralelepipedo definido por A, B y C. Debemos notar que A-B xC
puede algunas veces volverse negativo. Este problema y su interpretacién los consideraremos
méas adelante.

El producto escalar triple encuentra una interesante e importante aplicacion en la cons-
truccién de una red reciproca cristalina. Sea a, b y ¢ (no necesariamente perpendiculares
entre ellos) vectores que definen una red cristalina. La distancia desde un punto de la red a
otro puede ser escrita

r = nga+ nyb + n.c (14.59)
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con ng, ny v n. tomando los valores sobre los enteros. Con estos vectores podemos formar

b xc cxa axb
a=—, b=——, /=—~7 ——. 14.60
a-bxc a-bxc a-bxc ( )
Vemos que a’ es perpendicular al plano que contiene a b y a ¢ y tiene una magnitud propor-

cional a a~!'. En efecto, podemos rédpidamente mostrar que
a-a=b-b=c-c=1, (14.61)
mientras
a-b=a-c=b-a=b-c=c-a=c-b=0. (14.62)

Esto es a partir de las ecuaciones (14.61) y (14.62) derivamos el nombre de red reciproca. El
espacio matematico en el cual esta red reciproca existe es llamado a veces espacio de Fourier.
Esta red reciproca es 1util en problemas que intervienen el scattering de ondas a partir de
varios planos en un cristal. Mas detalles pueden encontrarse en R.B. Leigthon’s Principles
of Modern Physics, pp. 440-448 [ New York: McGraw-Hill (1995)].

14.5.2 Producto vectorial triple.

El segundo producto triple de interés es A x (B x C), el cual es un vector. Aqui los paréntesis
deben mantenerse, como puede verse del caso especial (X X X) x § = 0, mientras que si
evaluamos X X (X X §) = X x z = —¥. El producto vectorial triple es perpendicular a A y
B x C. El plano definido por B y C es perpendicular a B x C y asi el producto triple yace
en este plano (ver figura 14.14)

Ax(BxC)=zB+yC. (14.63)

Multiplicando (14.63) por A, lo que da cero para el lado izquierdo, tal que xA-B+yA-C = 0.
De aqui que x = zA - C e y = —zA - B para un z apropiado. Sustituyendo estos valores en
la ecuacién (14.63) da

Ax (BxC)=zBA-C—CA- B); (14.64)

deseamos mostrar que z = 1 en la ecuacién (14.64), una importante relacién algunas veces
conocida como la regla BAC — CAB. Ya que la ecuacion (14.64) es lineal en A, By C, z es
independiente de esas magmtudes Esto es, solamente necesitamos mostrar que z = 1 para
vectores unitarios A, B, C. Denotemos B - C = cosa, C- A = cos 3, A - B = cos v, y el
cuadrado de la ecuacion (14.64) para obtener

A~

AxBxOP=ABxC?-[A-BxC)P=1-cos’a—[A-BxQC)
= 22[(A-C)?+(A-B?-2A-BA.CB. (], (14.65)

= 2*(cos? B + cos? ¥ — 2cosarcos fcos )

usando (Vv x w)? = ¥*W? — (V- w)? repetidas veces. Consecuentemente, el volumen abarcado
por A, B y C que aparece en la ecuacién (14.65) puede ser escrito como

[A-(BxC)?=1-cos’a— 22(cos? B + cos?y — 2cos arcos B cos ) .



14.6. GRADIENTE, V 327

Z
BXC
A
R
C
B
AX (B XC)

Figura 14.14: Los vectores B y C estan en el plano zy. B x C es perpendicular al plano xy
y es mostrado aqui a lo largo del eje z. Entonces A x (B x C) es perpendicular al eje z y
por lo tanto esta de regreso en el plano xy.

De aqul 2% = 1 ya que este volumen es simétrico en o, 8y 7. Esto es z = +1 e independiente
de A, B y C. Usando el caso especial % x (X X §¥) = —§ en la ecuacién (14.64) finalmente
da z=1.

Una derivacion alternativa usando el tensor de Levi-Civita €y,

1 para i, j, k=x,y,z09y,2,x y z,x,V,
€ijk = -1 para i;jvk:yaxvzomazvyyzﬂy7x

0 en otros casos.

La veremos mas adelante.

Podemos notar aqui que los vectores son independientes de las coordenadas tal que una
ecuacion vectorial es independiente de un particular sistema de coordenadas. El sistema de
coordenadas s6lo determina las componentes. Si la ecuacién vectorial puede ser establecida
en coordenadas cartesianas, ella se puede establecer y es vélida en cualquier sistema de
coordenadas que serd introducido en el préximo capitulo.

14.6 Gradiente, V

Suponga que ¢(x,y,z) es una funcién de punto escalar, esto es, una funcién cuyo valor
depende de los valores de las coordenadas (x,y, z). Como un escalar, deberia tener el mismo
valor en un punto fijo dado en el espacio, independiente de la rotacién de nuestro sistema de
coordenadas, o

(), @, 7%) = (@1, 22, 23) - (14.66)
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Diferenciando con respecto a x} obtenemos

0’ (x, x5, 13)  Op( 351796’2,1’3 O Ox; dyp
- I N, 28 14.
o, jg:(axjaag jij‘“faxj ’ (14.67)

por las reglas de diferenciacién parcial y las ecuaciones (14.16) y (14.17). Pero la comparacién
con la ecuacién (14.18), la ley de transformacién vectorial, ahora nos muestra que hemos
construido un vector con componentes dp/0z;. Este vector lo etiquetamos como la gradiente
de . Un simbolismo conveniente es

JOp | Op  LOp
_ 14.
Vo Xé}’x +¥y 8y + Z 3 (14.68)
(0]
0 0 0

V¢ (o delp o gradp ) es nuestro gradiente del campo escalar o, mientras V es por si mismo
un operador diferencial vectorial (disponible para operar sobre o para diferenciar un campo
escalar ¢). Todas las relaciones para V pueden ser derivadas a partir de la naturaleza
hibrida del gradiente, por un lado la expresién en términos de derivadas parciales y por otra
su naturaleza vectorial.

Ejemplo: el gradiente de una funcion de r.

Calculemos el gradiente de f(r) = f(y/22 + y? + 22).

LOf(r)  JOf(r)  Of(r)
ox Y dy tz 0z

Vi) =
La dependencia de f(r) sobre x es a través de la dependencia de r sobre x. Por lo tanto'®

af(r) _df(r)or
or  dr Oz

De r como funcién de z, y, z

or O\ +y?>+22 x o
8m_ 81‘ _,/x2—|-y2—|—22_7“'

Por lo tanto
of(r) _ df(r)x
ox dr r’
10Este es un caso especial de la regla de la cadena para derivadas parciales:

Of(r.0,p) _0for 0500  0fdp
Ox C Ordx 000x  Opox

Ya que 9f/00 = 0f /0p =0, Of /Or — df /dr.
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Permutando las cordenadas obtenemos las otras derivadas, para que finalmente podamos
escribir

. . . Lldf rdf _df
Vf(?“) = (X:l:+yy+ZZ) ;5 = ;% :I‘% .

Aqui ¥ es un vector unitario r/r en la direccién radial positiva. El gradiente de una funcién
de r es un vector en la direccion radial.

14.6.1 Una interpretacién geométrica

Una aplicaciéon inmediata de V¢ es hacer el producto punto contra un diferencial de camino
o diferencial de longitud

dr = Xdr + ydy + zdz . (14.70)
Asi obtenemos
Op dp Op
cdr = 22 _r T dz = 14.71
(V) -dr axdw+aydy+azdz de (14.71)

el cambio en la funcién escalar ¢ corresponde al cambio de posicién dr. Ahora consideremos
P y @ para ser dos puntos sobre una superficie p(z,y, z) = C, una constante. Esos puntos
son escogidos tal que () estd a un distancia dr de P. Entonces moviéndose de P a @, el
cambio en ¢(z,y, z) = C esta dado por

dp=(Vp)-dr=0, (14.72)

ya que permanecemos sobre la superficie ¢(x,y,2) = C. Esto muestra que V¢ es perpen-
dicular a dr. Ya que dr puede tener cualquier direccién desde P mientras permanezca en la
superficie @, el punto @) estd restringido a la superficie, pero teniendo una direccién arbitraria,
V¢ es normal a la superficie p=constante (figura 14.15).

z
vo
/\_//
¢ (xy,2=C
/ y
X

Figura 14.15: Requerimos que el diferencial de longitud dr permanezca sobre la superficie

o=C.

D
>
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Si ahora permitimos que dr vaya desde la superficie ¢ = C} a una superficie adyacente
¢ = Cy (figura 14.16),

dp=Cy—Cy =AC = (V) -dr. (14.73)

Para un dy dado, | dr | es un minimo cuando se escoge paralelo a Vi (cosf = 1); o, para un
| dr | dado, el cambio en la funcién escalar ¢ es maximizado escogiendo dr paralelo a V.
FEsto identifica Vi como un vector que tiene la direccion de la mdzima razon espacial de
cambio de ¢, una identificacion que sera 1util en el préximo capitulo cuando consideremos
sistemas de coordenadas no cartesianos.

z

vo $=C,> C,

Figura 14.16: Gradiente.

Esta identificacién de V¢ también puede ser desarrollada usando el calculo de variaciones
sujeto a constriciones.

El gradiente de un campo escalar es de extrema importancia en Fisica al expresar la
relacion entre un campo de fuerza y un campo potencial.

fuerza = —V(potencial) . (14.74)

Esto es ilustrado para ambos campos, gravitacional y electroestatico, entre otros. Debemos
notar que el signo menos en la ecuacién (14.74) viene del hecho que el agua fluye cerro abajo
y no cerro arriba.

14.7 Divergencia, V.

Diferenciar una funcion vectorial es una extensién simple de diferenciacién de cantidades
escalares. Supongamos que r(t) describe la posicién de un satélite en algin tiempo ¢. Luego,
por diferenciacion con respecto al tiempo,

dr(t) ’ r(t 4+ At) — r(¢)

dt Ardo At ’
=v, la velocidad lineal.
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Graficamente, nuevamente tenemos que la pendiente de la curva, érbita, o trayectoria, como
se muestra en la figura 14.17.

YA

AT

r (1)
r(t +At)

—
—

X

Figura 14.17: Diferenciacién de un vector.

Si resolvemos r(t) dentro de las componentes cartesianas, dr/dt siempre reduca directa-
mente a una suma vectorial de no més que tres (para el espacio tridimensional) derivadas
escalares. En otro sistema de coordenadas la situacién es un poco mas complicada, los vecto-
res unitarios no son mas constante en direccion. La diferenciacién con respecto al eapacio de
coordenadas es maneja de la misma manera como la diferenciacién con respecto al tiempo,
como se veremos en los siguientes parrafos.

En la seccion 14.6, V fue definida como un operador vectorial. Ahora, poniendo cuida-
dosamnente atencién a ambas sus propiedades vectoriales y a sus propiedades diferenciales,
operemoslo sobre un vector. Primero, como un vector le hacemos producto punto con un
segundo vector para obtener

\YER"

ov, oV, oV.
=——=4 24

14.
or Oy 0z ' (14.75)

lo que se conoce como divergencia de V. Este es un escalar, como se discutié en la seccion
14.3.

Ejemplo Calculemos V - r
0 0

V.r= )A(—-I—A——Fig Xr +§ +22—@+@+%
-\ Tox y@y 0z vy Cox Oy 0z)

Vr=3.
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\Z
G H
D
C Fo_

dz
dx y

A dy B
X

Figura 14.18: Diferencial paralelepipedo rectangular (en el primer octante).

14.7.1 Una interpretacién fisica.

Para desarrollar una intuicién del sentido fisico de la divergencia, consideramos V - (pv) con
v(z,y, z), la velocidad de un fluido compresible p(x,y, z), su densidad en el punto (z,v, 2).
Si consideramos un pequenio volumen dx,dy,dz (figura 14.18), el fluido fluye dentro de su
volumen per unidad de tiempo (direccién positiva de x) a través de la cara EFFGH es
(masa de fuido que sale por unidad de tiempo)grgy = pvz|s—0 dydz. Los componentes del
flujo pv, y pv. tangencial a esta cara no contribuye en nada al flujo en esa cara. La masa
de fluido por unidad de tiempo que pasa (todavia en la direccién positiva de ) a través de
la cara ABCD es pvug|y—aqzdydz. Para comparar estos flujos y para encontrar el flujo neto,
expandimos este ultimo resultado en una serie de Maclaurin. Este produce

(La masa de fluido que sale por unidad de tiempo) apcp = pUs|e=dz dydz ,

0
= |pv. + %(pvx)dx » dydz .

Aqui el término de la derivada es un primer término de correccién permitiendo la posibilidad
de no uniformidad de la densidad o velocidad o ambas!'. El término de orden cero puv,|,—o
(correspondiente al flujo uniforme) se cancela.

0
(La masa neta de fluido que sale por unidad de tiempo), = —(pv,)dxdydz .

ox

HEstrictamente hablando, pv, es promediado sobre la cara EFGH y la expresiéon pv, + 8/0x(pv,)dx
es también promediada sobre la cara ABC'D. Usando un diferencial de volumen arbitrariamente pequernio,
encontramos que los promedios se reducen a los valores empleados aqui.
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Equivalentemente, podemos llegar a este resultado por

. pue(Ax,0,0) — pv,(0,0,0)  Opv.(x,y,2)
lim
Az—0 Ax Ox

0,0,0

Ahora el eje  no requiere ninguin tratamiento preferencial. El resultado precedente para las
dos caras perpendiculares al eje x debe mantenerse para las dos caras perpendiculares al eje
y, reemplazando x por y y los correspondientes cambios para y y 2: y — z, 2 — x. Esta
es una permutacion ciclica de las coordenadas. Una ulterior permutacion ciclica produce los
resultados para las restantes dos caras de nuestro paralelepipedo. Sumando la velocidad de
flujo neto para los tres pares de superficies de nuestro elemento de volumen, tenemos
. 0 0 0
la masa neta de fluido que sale = | —(pv,) + =—(pvy) + = (pv.)| dv dy d=z

ox dy 0z

(por unidad de tiempo) (14.76)

=V - (pv)dxdydz .

Por lo tanto, el flujo neto de nuestro fluido compresible del elemento volumen dx dy dz
per unidad de volumen per unidad de tiempo es V - (pv). De aqui el nombre de divergencia.
Una aplicacién directa es en la ecuacion de continuidad

% LV (pv) =0, (14.77)

la cual simplemente establece que el flujo neto resulta en una disminucion de la densidad
dentro del volumen. Note que en la ecuacién (14.77), p es considerada como una funcién
posible del tiempo tanto como del espacio: p(z,y, z,t). La divergencia aparece en una amplia
variedad de problemas fisicos, pasando desde una densidad de corriente de probabilidad en
mecanica cuantica, a la pérdida de neutrones en un reactor nuclear.

La combinaciéon V - (fV), en la cual f es una funcién escalar y V una funcién vectorial,
puede ser escrita

V() = 2V + (V) + 2V

COf Ve Of 0V, Of OV (14.78)
_8wi+f5)x+8yvy+f VZJFfaz

8_y+8z
=(Vf)-V+[V-V,

la cual es justo lo que uno deberia esperar para la derivada de un producto. Notemos que V
como un operador diferencial, diferencia a ambos, f y V; como un vector se le hace producto
punto con V (en cada término).

Si tenemos el caso especial de la divergencia de un campo vectorial igual a cero,

V-B=0, (14.79)

el vector B se dice que es solenoidal, el término viene del ejemplo en cual B es la campo o
induccién magnética y la ecuacion (14.79) aparece como una de las ecuaciones de Maxwell.
Cuando un vector es solenoidal puede ser escrito como el rotor de otro vector conocido como
el vector potencial. Mas adelante calcularemos tal vector potencial.
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14.8 Rotor, VX

Otra posible operacién con el operador vectorial V es hacerlo producto cruz contra otro
vector. Obtenemos

vazi(a‘é—g‘@)+9<QVI—3VZ>+2(3VZ, 6v:,c>

Ay 0z 0z ox or ¥ By
X ¥y z (14.80)
_|12 9 9
ox Oy 0z|
Vo Vy V2

el cual es llamado el rotor de V. En la expansién de este determinante debemos considerar
la naturaleza diferencial de V. Especificamente, V x V esta definido s6lo como un operador,
otro operador diferencial. Ciertamente no es igual, en general, a —V x V2. En el caso
de la ecuacién (14.80) el determinante debe ser expandido desde arriba hacia abajo, tal que
obtengamos las derivadas correctas. Si hacemos producto cruz contra el producto de un
escalar por un vector, podemos ver que

aofv, afy,
Vx(fV)]x:{gy — gzy}
_ (V= 0fy, OV OF (14.81)
<f8y +asz f82y+8z%)

=fVx (V) +(Vf)xV| .
Si permutamos las coordenadas tenemos
VX (fV)=fVx(V)+(Vf)xV, (14.82)

la cual es el producto vectorial andlogo a (14.78). De nuevo, como operador diferencial
diferencia a ambos f y V. Como vector hace producto cruz contra V en cada término.

Ejemplo
Calculemos V x rf(r). Por la ecuacion (14.82),
Vxrf(r)=f(r)Vxr+[Vf(r)] xr. (14.83)
Primero,
v 3
vxr=|2 2 21_4 (14.84)
or Oy 0z
r Yy oz

Segundo, usando V f(r) = £(df /dr), obtenemos

V xrf(r)= %f‘ XT. (14.85)
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A
Y| (Xp:¥otdy) 5 (Xo+dxyp+dy)

(X0+Y0) 1 (Xo+dXx,yp)

T

X

Figura 14.19: Circulacion alrededor de un loop diferencial.

El producto vectorial se anula, ya quer =#r y # x t = 0.

Para desarrollar un mejor sentido del significado fisico del rotor, consideremos la circula-
cién de un fluido alrededor de un loop diferencial en el plano zy, figura 14.19.

Aunque la circulacién técnicamente estd dada por la integral lineal de un vector [V - dX
(seccién 14.10), podemos establecer las integrales escalares equivalentes. Tomemos la circu-
lacién como

circulaciéngggy = /%(a:,y)d)\x—1—/Vy(x,y)d)\y+/vx(x7y)d)\x —|—/V},(a:,y)d)\y . (14.86)

1 2 3 4

Los nimeros 1, 2, 3 y 4 se refieren al segmento lineal enumerado en la figura 14.19. En la
primera integral d\, = +dz, pero en la tercera integral d\, = —dx, ya que el tercer segmento
de linea es recorrido en la direccién negativa de x. Similarmente, d\, = +dy, para la segunda
integral y —dy para la cuarta. Luego, los integrandos estén referidos al punto (zy, y9) con una
expansién de Taylor!® tomando en cuenta el desplazamiento del segmento de linea 3 desde 1
y 2 desde 4. Para nuestro segmento de linea diferencial esto tiende a

oV,
ciculacionyozy = Vi (o, yo)dx + [Vy(xo, Yo) + a—xydac} dy +

' {mxo, )+ 5 dy} (—d) + Vy 0, yo) (—dy) (14.87)

_(oV, OV,
= ( o dy ) dxdy .

12En este mismo espiritu, si A es un operador diferencial, no necesariamente es cierto que A x A = 0.

Especificamente, en mecanica cudntica el operador de momento angular, L = —i(r x V), encontramos que
L x L =iL.
oV, . . , .
BV, (zo + dz,yo) = Vyy(zo, yo) + ( 0;) dx + --- Los términos de 6rdenes mds altos se van a cero en el
ZoYo

limite dr — 0. Un término de correccién por la variacién de V,, con y es cancelado por el correspondiente
término en la cuarta integral.
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Dividiendo por dzdy, tenemos

circulacién por unidad de drea = V x V| . (14.88)

La circulacién'* alrededor de nuestra drea diferencial en el plano zy estd dada por la com-

ponente z de V x V. En principio, el rotor, V x V en (zg,1o), podria ser determinado
insertando una (diferencial) rueda con paleta dentro del fluido en movimiento en el punto
(x0,Y0). La rotacién de la pequena rueda de paleta podria ser una medida del rotor, y su eje
a lo largo de la direccion de V x V| la cual es perpendicular al plano de circulacion.

Usaremos el resultado, ecuacién (14.87), en la seccién 14.13 para derivar el teorema de
Stockes. Cada vez que el rotor de un vector V se anula,

VxV=0, (14.89)

V es llamado irrotacional. Los ejemplos fisicos mas importantes de vectores irrotacionales
son las fuerzas gravitacional y electroestatica. En cada caso

iy r
V=0C==C0C0-—=
r2

r3

, (14.90)

donde C' es una constante y T es un vector unitario hacia afuera en la direccién radial. Para
el caso gravitacional tenemos C' = Gmyms, dado por la ley de Newton de la gravitacion
universal. Si C' = ¢1¢, tenemos la ley de Coulomb de la electroestética (unidades cgs). La
fuerza V dada en la ecuacién (14.90) puede ser mostrada como irrotacional por expansién
directa en las componentes cartesiana como lo hicimos en el ejemplo. Otro acercamiento
serd desarrollado en el préximo capitulo, en el cual expresamos V x, el rotor, en término de
coordenadas polares esféricas. En la seccién 14.13 veremos que cada vez que un vector es
irrotacional, el vector puede ser escrito como la gradiente (negativa) de un potencial escalar.
En la seccién 14.15 probaremos que un campo vectorial puede ser resuelto en una parte
irrotacional y una parte solenoidal (sujetos a condiciones en infinito). En términos del campo
electromagnético esto corresponde a la resolucién dentro de un campo eléctrico irrotacional
y un campo magnético solenoidal.

Para ondas en un medio elastico, si el desplazamiento u es irrotacional, V x u = 0, como
ondas planas (u ondas esféricas en distancias grandes) estas llegan a ser longitudinales. Si
u es solenoidal, V - u = 0, luego las ondas llegan a ser transversales. Una perturbacion
sismica producird un desplazamiento que puede ser resuelto en una parte solenoidal y una
parte irrotacional (compare la seccién 14.15). La parte irrotacional produce la longitudinal P
(primaria) de las ondas de terremotos. La parte solenoidal da origen a las ondas tranversales
més lentas S (secundarias).

Usando la gradiente, divergencia y rotor y por su puesto la regla BAC' — CAB, podemos
construir o verificar un gran niumero de utiles identidades vectoriales. Para la verificacién, una
expansion completa en componentes cartesianas es siempre una posibilidad. Algunas veces
si usamos agudeza de ingenio en vez de la pesada rutina de las componentes cartesianas, el
proceso de verificacién puede ser drasticamente acortado.

Recuerde que V es un operador vectorial, un objeto hibrido que satisface dos conjuntos
de reglas:

MEn dindmica de fluido V x V es llamada la vorticidad.
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1. reglas vectoriales, y

2. reglas de diferenciacion parcial incluyendo la de diferenciaciéon de un producto.

Ejemplo Verifiquemos que
V(A-B)=(B-V)A+(A- V) B+Bx (VxA)+Ax(VxB). (14.91)

En este particular ejemplo el factor mas importante es reconocer que V(A - B) es el tipo de
términos que aparecen en la expansion BAC' —C AB de un producto triple vectorial, ecuacion
(14.64). Por ejemplo,

Ax(VxB)=V(A-B)— (A -V)B,

con V diferenciando s6lo a B, no a A. De la conmutatividad de los factores en el producto
escalar nosotros podemos intercambiar A con B y escribimos

Bx(VxA)=V(A -B)— (B-V)A,

ahora con V diferenciando sélo a A, no a B. Sumando estas ecuaciones, obtenemos V
diferenciando al producto A - B y la identidad (14.91).
Esta identidad es usada frecuentemente en teoria electromagnética avanzada.

14.9 Aplicaciones sucesivas de V.

Hemos definido gradiente, divergencia y rotor para obtener un vector, un escalar y una can-
tidad vectorial, respectivamente. Usando el operador V sobre cada una de estas cantidades,
obtenemos

(a) V-Vop (b) V x Vo (c)VV -V
(d)V-VxV (e) VX (VxV),

las cinco expresiones involucran una segunda derivada y las cinco aparecen en las ecuacio-
nes diferenciales de segundo orden de la Fisica Matematica, particularmente en la teoria
elctromagnética.

La primera expresion, V - Vo, la divergencia del gradiente, es llamada el Laplaciano de

. Tenemos
B 0 o .0 dp .0y 0
V'Vw_(xa Vg, T2 82) < or Yoy 7 az)

QP 0P P
022 Oy 022

(14.92)

Cuando ¢ es el potencial electroestatico, tenemos

V- -Vp=Vp=0. (14.93)
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la cual es la ecuacién de Laplace de la electroestatica. A menudo la combinacién V - V es
escrita como V2.

la expresion (b) puede ser escrita

X v 2
0 0 0
VxVeo=\oz oy 0-
Op Op Oy
dr Oy 0Oz

Expandiendo el determinante, obtenemos

Do  Dp Pp D% Pp D
. _ - _ ; _ _ 14.94
VX Ve=x (8y8z 0z8y) ty (azﬁx 8$0Z> T ((%:Gy 83/83:) 0, (1494)

suponiendo que el orden de las derivadas parciales puede ser intercambiado. Esto es cierto
ya que estas segundas derivadas parciales de ¢ son funciones continuas.

Luego, de la ecuacion (14.94), el rotor de un gradiente es idénticamente nulo. Todos los
gradientes, por lo tanto, son irrotacionales. Note cuidadosamente que el cero en la ecuaciéon
(14.94) se vuelve una identidad matemética, independiente de cualquier Fisica. El cero en la
ecuacion (14.93) es una consecuencia de la Fisica.

La expresion (d) es un producto escalar triple el cual puede ser escrito

9 9 9
ox %y 0z
V-VxV=|0 0 9], (14.95)
Jor 0Oy 0z
Vo Vy Vi

De nuevo, suponiendo continuidad tal que el orden de la diferenciacién es irrelevante, obte-
nemos

V.-VxV=0. (14.96)

La divergencia de un rotor se anula para todos los rotores que sean solenoidales. En la
seccién 14.15 veremos que los vectores pueden ser resueltos dentro de una parte solenoidal y
otra irrotacional por el teorema de Helmholtz.

Las dos expresiones remanentes satisfacen una relacion
Vx(VxV)=VV.V-V.VV. (14.97)

Esto se deduce inmediatamente a partir de la ecuacién (14.64), la regla BAC — C AB, la cual
reescribimos tal que C' aparece en el extremo derecho de cada término. El término V - VV
no fue incluido en nuestra lista, pero puede ser definido por la ecuacién (14.97).

Ejemplo Una importante aplicacién de estas relaciones vectoriales es la derivacién de la
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ecuacién de ondas electromagnética. En el vacio las ecuaciones de Maxwell llegan a ser

V-B=0, (14.98)
V-E=0, (14.99)
10E
VxB= —-— 14.100
10B
E=—— 14.101
VX cot’ (14.101)

Aqui E es el campo eléctrico, B es el campo magnético ¢ la velocidad de la luz en el vacio
(unidades cgs). Supongamos que eliminamos B de las ecuaciones (14.100) y (14.101). Po-
demos hacer esto tomando rotor a ambos lados de (14.101) y la derivada temporal a ambos
lados de (14.100). Ya que las derivadas espaciales y temporales conmutan

B
%V xB =V x %—t , (14.102)
y obtenemos
1 O°E

Aplicando las ecuaciones (14.97) y (14.99) se produce

(14.104)

que es la ecuacién de onda para el vector electromagnético. De nuevo, si E es expresado en
coordenadas cartesianas, la ecuacién (14.104) se separa en tres ecuaciones escalares.

14.10 Integracion vectorial.

El siguiente paso después de la derivacion vectorial es integrarlos. Comencemos con las
integrales de linea y luego procederemos con las integrales de superficie y de volumen. En
cada caso el método de ataque serd reducir la integral vectorial a un o varias integrales
escalares con las cuales supuestamente estamos mas familiarizado.

14.10.1 Integrales lineales.

Usando un incremento de longitud dr = Xdx + ydy + Zdz, podemos encontrar las integrales
de linea

/godr : (14.105)

/V -dr | (14.106)
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/V x dr | (14.107)

en cada una de las cuales la integral estd sobre algtiin contorno C' que puede ser abierto (con un

punto inicial y un punto final separados) o cerrado (formando un loop). Dada la interpretacién

fisica que sigue, la segunda forma, ecuacién (14.106), es lejos la mas importante de las tres.
Con ¢, un escalar, la primera integral se reduce a

/wdr = i/w(xjy&) dfv+$’/so(w,y72) dy+i/<p(x,y, z)dz . (14.108)

C C c

Esta separacion ha empleado la relacion

/kgodx:i/godx, (14.109)

la cual es permisible por que los vectores unitarios cartesianos X, ¥, Z son constantes en
magnitud y direccion. Quizas esta relacién es obvia aqui, pero no sera verdadera en los
sistemas no cartesianos encontrados en el siguiente capitulo.

Las tres integrales sobre el lado derecho de la ecuacién (14.108) son integrales escalares
ordinarias. Note, sin embargo, que la integral con respecto a x no puede ser evaluada a menos
que y y z sean conocidos en términos de x y similarmente para las integrales con respecto
ayy z. Esto simplemente significa que el camino de integracién C' debe ser especificado.
A menos que el integrando tenga propiedades especiales que lleve a la integral a depender
solamente de los valores de los puntos extremos, el valor dependera de la eleccién particular
del contorno de C'. Por ejemplo, si escogemos el caso muy especial de ¢ = 1, la ecuacion
(14.108) es sélo la distancia vectorial desde el comienzo del contorno C' al punto final, en
este caso es independiente de la eleccién del camino que conecta los puntos extremos. Con
dr = Xdxr+ydy + zdz, las segunda y tercera formas también se reducen a una integral escalar
y, como la ecuacién (14.105), son dependientes, en general, de la eleccién del camino. La
forma (ecuacién (14.106)) es exactamente la misma, como la encontrada cuando calculamos
el trabajo hecho por una fuerza que varia a lo largo del camino,

W = /F -dr
(14.110)

= /Fx(x,y,z)dm—l—/Fy(x,y,z)dy—l—/Fz(x,y, 2)dz .

En esta expresion F es la fuerza ejercida sobre una particula.

14.10.2 Integrales de superficie.

Las integrales de superficie aparecen en la misma forma que las integrales de linea, el elemento
de area también es un vector, da. A menudo este elemento de area es escrito ndA en el cual n
es un vector unitario (normal) para indicar la direccién positiva. Hay dos convenciones para
escoger la direccion positiva. Primero, si la superficie es una superficie cerrada, concordamos
en tomar hacia afuera como positivo. Segundo, si la superficie es abierta, la normal positiva
depende de la direccién en la cual el perimetro de la superficie abierta es recorrido. Si los
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dedos de la mano derecha estan colocados en la direcciéon de viaje alrededor del perimetro,
la normal positiva esta indicada por el pulgar de la mano derecha. Como una ilustracion,
un circulo en el plano xy (figura 14.23) recorrido de = a y a, —x a —y y de regreso a x
tendrd su normal positiva paralela al eje z positivo (por el sistema de coordenadas de la
mano derecha). Si encontraran superficies de un lado, tal como las bandas de Moebius, se
sugiere que se corten las bandas y formen superficies bien comportadas o las etiqueten de
patoldgicas y las envien al departamento de Matematicas méas cercano.

Figura 14.20: Regla de la mano derecha para la normal positiva.

Andlogo a las integrales de linea, ecuaciones (14.105-14.107), las integrales de superficie
pueden aparecer en las formas

/goda, /V-da, /dea.

Nuevamente, el producto punto es lejos la forma mas comunmente encontrada.

La integral de superficie [V - do puede ser interpretada como un flujo a través de la
superficie dada. Esto es realmente lo que hacemos en la seccion 14.7 para obtener el significado
del término divergencia. Esta identificacion reaparece en la secciéon 14.11 como el teorema
de Gauss. Note que en ambos, fisicamente y desde el punto de vista del producto punto, la
componente tangencial de la velocidad no contribuye en nada al flujo a través de la superficie.

14.10.3 Integrales de volumen.

Las integrales de volumen son algo muy simple, porque el elemento de volumen d7 es una
cantidad escalar'®. Tenemos

/VdT:f(/ de7+}7/ V;/dT—l—Z/ V.dr | (14.111)
v v 1% 1%

de nuevo reduciendo la integral vectorial a una suma vectorial de integrales escalares.

I5Frecuentemente se denota d®r o d®z al elemento de volumen.
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14.10.4 Definiciones integrales de gradiente, divergencia y rotor.

Una interesante y significativa aplicacion de nuestras integrales de volumen y de superficie
es su uso en el desarrollo de definiciones alternativas de nuestras relaciones diferenciales.
Encontramos

d
Vo= lim ff@d: , (14.112)
VoV= lin —f}fd' do. (14.113)
J dr—0 T
VXV = lim MIUTXV . (14.114)
dr—0 T

En estas tres ecuaciones [ dr es el volumen de una pequefia regién del espacio y do es el
elemento de drea vectorial de ese volumen. La identificacion de la ecuacién (14.113) como la
divergencia de V fue realizada en la seccién 14.7. Aqui mostramos que la ecuacion (14.112)
es consistente con nuestra definicién inicial de Vi (ecuacién (14.68)). Por simplicidad es-
cogemos dr como la diferencial de volumen drxdydz (figura 14.21). Esta vez colocamos el
origen en el centro geométrico de nuestro elemento de volumen. La integral de area tiende
a seis integrales, una por cada una de las seis caras. Recordando que do es hacia afuera,
do - X = — | do | para la superficie EFHG, y + |do | para la superficie ABC'D, tenemos

zA

A

Figura 14.21: Paralelepipedo rectangular diferencial con el origen en el centro.
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d d
/@daz—f{/ (w—a—*”—x> dydz+f</ (<p+a—"0—x) dydz —
EFGH T 2 ABDC Ox 2
d d
—y/ (gp—a—(p—y> dxdz++$f/ (w—a—@—y) drdz —
AEGC dy 2 BFHD dy 2

. 8g0dz) A/ ( 8gpdz)
- — o ) dady + ~ 228 dady .
Z/ABFE (SO 52 2 )T CDHG ¥ 9.0 )Y

Usando los dos primeros términos de la expansiéon de Maclaurin, evaluamos cada integrando
en el origen con una correccién incluida para corregir por el desplazamiento (£dx/2, etc.)
del centro de la cara desde el origen. Habiendo escogido el volumen total como el tamano
diferencial ( [ dr = dadydz), obtenemos

0o O0p  0p
= — — — | . 14.11
/gpda (X8x+y8y+zﬁz) ( 5)
Dividiendo por
/ dr = dxdydz |

verificamos la ecuacién (14.112).

Esta verificacion ha sido sobre simplificada al ignorar otros términos mas alla de las
primeras derivadas. Estos términos adicionales, los cuales son introducidos mas adelante
cuando la expansion de Taylor es desarrollada, se anulan en el limite

/dT—>0 (dr -0 ,dy —0,dz—0).

Esto, por supuesto, es la razén especificada en las ecuaciones (14.112), (14.113) y (14.114),
que esos limites son tomados.

La verificacién de la ecuacién (14.114) sigue esta misma linea exactamente, usando un
volumen diferencial dxdydz.

14.11 Teorema de Gauss.

Aqui derivamos una 1til relacién entre una integral de superficie de un vector y la integral de
volumen de la divergencia de ese vector. Supongamos que el vector V y su primera derivada
son continuas en la region de interés. Luego el teorema de Gauss establece que

/V-dJ:/V-VdT. (14.116)
s v

En otras palabras, la integral de superficie de un vector sobre una superficie cerrada es igual
a la integral de volumen de la divergencia del vector integrada sobre el volumen encerrado
definido por la superficie. Imaginemos que el volumen V' lo subdividimos en un gran niimero
de pequenos paralelepipedos (diferenciales). Para cada uno de los paralelepipedos

> Vido=V-Vdr, (14.117)

seis superficies
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\
A
f*i/}

Figura 14.22: Cancelacién exacta de los do sobre las superficies interiores. Sobre la superficie
externa no hay cancelacion.

del analisis de la seccién 14.7, la ecuacién (14.76), con pv reemplazado por V. La suma es
sobre las seis caras del paralelepipedo. Sumando sobre todos los paralelepipedos, encontramos
que el término V -do se cancela para todas las caras internas; solamente las contribuciones de
las superficies externas sobreviven (figura 14.22). Andloga a la definicién de una integral de
Riemann como el limite de una suma, tomamos el limite sobre el niimero de paralelepipedos
tendiendo a infinito (— o0) y las dimensiones de cada uno tendiendo a cero (— 0).

Z V. do = Z V. -Vdr

superficies externas voliimenes

! !
/SV-d(j:/VV-VdT

El resultado es la ecuacién (14.116), el teorema de Gauss.

A partir de un punto de vista fisico la ecuacién (14.76) ha establecido V -V como el flujo
neto de fluido por unidad de volumen. Luego la integral de volumen da el flujo neto total.
Pero la integral de superficie f V - do es solo otra manera de expresar esta misma cantidad,
igualando ambas obtenemos el teorema de Gauss.

14.11.1 Teorema de Green.

Un corolario util del teorema de Gauss es una relacion conocida como teorema de Green. Si
u y v son dos funciones escalares, tenemos las identidades

V- (uVv) =uV -Vu+ (Vu) - (Vo) , (14.118)
V - (vVu) =0V - Vu+ (Vo) - (Vu) . (14.119)
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Sustrayendo la ecuacién (14.119) de la (14.118) e integrando sobre un volumen (suponiendo
las derivadas de u y v continuas), y aplicando la ecuacién (14.116) (teorema de Gauss),
obtenemos

/(UV - Vo —oV - Vu)dr = /(UVU —oVu) - do . (14.120)
v s

Este es el teorema de Green. Una forma alternativa del teorema de Green derivada de la
ecuacién (14.118) es

/qu-daz/uV-Vvd7—|—/Vu-Vvd7‘. (14.121)
S 1% v

Esta es otra forma del teorema de Green.

14.11.2 Forma alternativa del Teorema de Gauss.

Aunque la ecuacién (14.116) involucra la divergencia es con mucho la forma mds usada del
teorema de Gauss, las integrales de volumen también podrian involucrar el gradiente o el
rotor. Suponga

V(z,y,2) =V(z,y,2)a, (14.122)

en el cual a es un vector con una magnitud constante y de direccién constante pero arbitraria.
(se puede elegir la direccién, pero una vez que se escoge hay que mantenerla fija). La ecuacién
(14.116) se convierte en

(14.123)

usando la ecuacién (14.78). Esta puede ser reescrita

a- stcza—/vvvm} =0. (14.124)

Ya que |a| # 0 y su direccién es arbitraria, significa que el coseno del dngulo sustentado
entre ambos vectores no siempre se anula, lo cual implica que el término en paréntesis debe
ser nulo. El resultado es

/VdU:/VVdT. (14.125)
S Vv

En una manera similar, usando V = a x P en el cual a es un vector constante, podemos
mostrar

/daxP:/VdeT. (14.126)
s v

Estas dos tltimas formas del teorema de Gauss son usadas en la forma vectorial de la teoria
de difraccién de Kirchoff. También pueden ser usadas para verificar las ecuaciones (14.112)
y (14.114).
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14.12 EIl Teorema de Stokes.

El teorema de Gauss relaciona la interal de volumen de una derivada de una funciéon con una
integral de una funcién sobre la superficie cerrada que rodea el volumen. Aqui consideramos
una relacién analoga entre la integral de superficie de una derivada de una funcién y la
integral de linea de la funcién, el camino de integracién es el perimetro que rodea la superficie.
Tomemos la superficie y subdividamosla en una red de rectangulos arbitrariamente pequenos.
En la seccion 14.8 mostramos que la circulacion alrededor de tales rectangulos diferenciales
(en el plano zy) es V X V|adzdy. De la ecuacion (14.87) aplicada a un rectdngulo diferencial

Y V-dA=V xV.do . (14.127)

Sumamos sobre todos los pequenos rectangulos como en la definicién de una integral de
Riemann. Las constribuciones superficiales (lado derecho de la ecuacién (14.127)) son su-
madas juntas. Las integrales de linea (lado izquierdo de la ecuacién (14.127)) sobre todos
los segmentos internos se cancelan. Solamente la integral de linea alrededor del perimetro
sobreviven (figura 14.23). Tomando el limite usual con el nimero de rectdngulos tendiendo
a infinito mientras dx — 0, dy — 0, tenemos

Z V-d\ = Z V xV-do

segmentos externos rectangulos

L= l
fV-d}\:/VxV-da.
S

Este es el teorema de Stokes. La integral de superficie de la derecha es sobre la superficie
encerrada por el perimetro o contorno de la integral de linea de la izquierda. La direccién del
vector que representa el area que es hacia afuera del plano del papel si la direccion en que
se recorre el contorno para la integral de linea es en el sentido matemaético positivo como se
muestra en la figura 1.25.

(14.128)

T
/A dA

—

—

Figura 14.23: Cancelacion exacta de los caminos interiores. Sobre el perimetro externo no
hay cancelacion.

Esta demostracion del teorema de Stokes esta limitada por el hecho de que usamos una
expansién de Maclaurin de V(x,y, z) para establecer la ecuacién (14.87) en la seccién 14.8.
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Realmente sélo necesitamos pedir que el rotor de V(z,y, z) exista y que sea integrable sobre
la superficie.

El teorema de Stokes obviamente se aplica a una superficie abierta. Es posible considerar
una superficie cerrada como un caso limite de una superficie abierta con la abertura (y por
lo tanto el perimetro) contraida a cero.

14.12.1 Forma alternativa del Teorema de Stokes.

Como con el teorema de Gauss, otras relaciones entre superficies e integrales de linea son
posibles. Encontramos

/da x V= j{cpd)\ (14.129)
s

/(daxV)xP:fdAxP. (14.130)
S

La ecuacién (14.129) puede ser verificada rapidamente sustituyendo V. = a@ en la cual
a es un vector de magnitud constante y de direcciéon constante, como en la secciéon 14.11.
Sustituyendo dentro del teorema de Stokes, la ecuacién (14.128)

/(angp)'da:—/ango'da
o o (14.131)

Para la integral de linea

j{agwd)\:a-?{(pd)\, (14.132)

a~(]§a<p-d)\+/Vgo><da):O. (14.133)
s

Ya que la eleccién de la direccién de a es arbitraria, la expresion entre paréntesis debe anularse,
esto verifica la ecuacién (14.129). La ecuacién (14.130) puede ser derivada similarmente
usando V = a x P, en el cual a nuevamente es un vector constante.

Ambos teoremas el de Stokes y de Gauss son de tremenda importancia en una variedad
de problemas que involucran céalculo vectorial.

obtenemos

14.13 Teoria potencial.

14.13.1 Potencial escalar.

Si una fuerza sobre una regién dada del espacio S puede ser expresada como el gradiente
negativo de una funcién escalar ¢,

F=-Vp, (14.134)
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llamamos ¢ a un potencial escalar el cual describe la fuerza por una funcién en vez de tres.
Un potencial escalar esta determinado salvo una constante aditiva la cual puede ser usada
para ajustar su origen. La fuerza F presentada como el gradiente negativo de un potencial
escalar, mono valuado, es etiquetada como una fuerza conservativa. Deseamos saber cuando
existe una funcién de potencial escalar. Para contestar esta pregunta establezcamos otras
dos relaciones equivalentes a la ecuacién (14.134). Estas son

V xF=0 (14.135)

%F cdr =0, (14.136)

para todo camino cerrado en nuestra regién S. Procedemos a mostrar que cada una de esas
ecuaciones implica las otras dos.
Comencemos con

F=-Vp. (14.137)
Entonces
VXF=-VxVp=0 (14.138)

por las ecuaciones (14.94) o (14.18) implica la ecuacién (14.135). Volviendo a la integral de

linea, tenemos
%F-drz—fch-dr:—j{dgp, (14.139)

usando la ecuacién (14.71). Al integrar dy nos da ¢. Ya que hemos especificado un loop
cerrado, los puntos extremos coinciden y obtenemos cero para cada camino cerrado en nuestra
regién S por lo cual la ecuacién (14.134) se mantiene. Es importante notar aqui la restriccién
de que el potencial sea univaluado y que la ecuacion (14.134) se mantenga para todos los
puntos sobre S. Este problema puede presentarse al usar un potencial escalar magnético, un
procedimiento perfectamente valido mientras el camino no rodee corriente neta. Tan pronto
como escojamos un camino que rodee una corriente neta, el potencial magnético escalar cesa
de ser mono valuado y nuestro analisis no tiene mayor aplicacion.

Continuando esta demostracion de equivalencia, supongamos que la ecuacién (14.136) se
mantiene. Si § F - dr = 0 para todos los caminos en S, vemos que el valor de la integral
cerrada para dos puntos distintos A y B es independiente del camino (figura 14.24). Nuestra
premisa es que

7{ F-dr=0. (14.140)
ACBDA

Por lo tanto

/ F-dr:—/ F-dr:/ F.dr, (14.141)
ACB BDA ADB
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Figura 14.24: Posible camino para hacer el trabajo.

cambiando el signo al revertir la direccién de integraciéon. Fisicamente, esto significa que el
trabajo hecho al ir de A a B es independiente del camino y que el trabajo hecho sobre un
camino cerrado es cero. Esta es la razén para etiquetar como una fuerza conservativa: la
energia es conservada.

Con el resultado mostrado en la ecuacién (14.141), tenemos que el trabajo hecho depende
solamente de los puntos extremos, A y B. Esto es,

B

trabajo hecho por la fuerza = / F.dr=p(A) —¢(B). (14.142)
A

La ecuacién (14.142) define un potencial escalar (estrictamente hablando, la diferencia de
potencial entre los puntos A y B) y provee una manera de calcular el potencial. Si el punto
B es tomado como una variable, digamos, (z,y, z), luego la diferenciacién con respecto a z,y
y z cubrird la ecuacién (14.134). La eleccién del signo de la mano derecha es arbitraria. La
eleccion aqui es hecha para obtener concordancia con la ecuacién (14.134) y asegurar que
el agua correrd rio abajo antes que rio arriba. Para los puntos A y B separados por una
longitud dr, la ecuacién (14.142) se convierte

F.-dr=—-d
4 (14.143)
=—Vyp-dr.
Esto puede ser reescrito
(F+Vy)-dr=0, (14.144)
y ya que dr es arbitrario se concluye la ecuacién (14.134).
Si
ij dr =0, (14.145)

podemos obtener la ecuacion (14.135) usando el teorema de Stokes (ecuacién (14.132)).

j{F-dr:/VxF-da. (14.146)
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Si tomamos el camino de integracién como el perimetro de una diferencial de érea do arbitra-
rio, el integrando en la integral de superficie debe ser nula. De ahi que la ecuacién (14.136)
implica la ecuacién (14.135).

Finalmente, si V x F = 0, necesitamos solamente revertir nuestra afirmacion del teorema
de Stokes (ecuacién (14.146)) para derivar la ecuacién (14.136). Luego, por las ecuaciones
(14.142-14.144) la afirmacién inicial F = —V estd derivada. La triple equivalencia esta
demostrada en la figura 14.25.

OXF=0 — > fF-dr:o

Figura 14.25: Formulaciones equivalentes para una fuerza conservativa.

Para resumir, una funcién potencial escalar univaluada ¢ existe si y solo si F' es irrotacional
o el trabajo hecho en torno a loops cerrados es cero. Los campos de fuerza gravitacional y
electroestéticos dados por la ecuacién (14.91) son irrotacionales y por lo tanto, conservativos.
Un potencial escalar gravitacional y electroestético existen.

14.13.2 Termodinamica, diferenciales exactas.

En termodindmica encontramos ecuaciones de la forma
df = P(x,y)dz + Q(x,y)dy . (14.147)

El problema usual es determinar si [(P(z,y)dz+Q(x,y)dy) depende solamente de los puntos
extremos, esto es, si df es realmente una diferencial exacta. La condiciéon necesaria y suficiente
es que

_of of
df = 8xdx+ ayaly (14.148)
0 que
0
P(l'7y) = 8_£ ’
97 (14.149)
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Las ecuaciones (14.149) dependen de que la relacién

OP(z,y)  0Q(z,y)
5 = s (14.150)

se satisfaga. Esto, sin embargo, es exactamente andlogo a la ecuacién (14.135), con el re-
querimiento de que F sea irrotacional. Por cierto, la componente z de la ecuacién (14.135)
es

OF, OF,
= _4Y 14.151
con
of of
=% g9
Yoo Y oy

Potencial vectorial.

En algunas ramas de la fisica, especialmente en la teoria electromagnética, es conveniente
introducir un potencial vectorial A, tal que un (fuerza) campo B estd dado por

B=VxA. (14.152)

Claramente, si la ecuacién (14.152) se mantiene, V - B = 0 por la ecuacién (14.96) y B es
solenoidal. Aqui queremos desarrollar el converso, mostrar que cuando B es solenoidal un
potencial vectorial A existe. Demostramos la existencia de A calculandolo. Suponga que
B = xb; + ¥by + Zbs y nuestra incognita A = Xay + yas + zbas. Por la ecuacién (14.152)

8a3 8a2

_ 9% _ 14.153
oy 0z ( )
aal 8(13 .
3a2 8@1 .

Supongamos que las coordenadas han sido escogidas tal que A es paralelo al plano yz; esto
es, a; = 0'6. Entonces

8a3
="
o (14.156)
5T or

Integrando, obtenemos

xT

bsdx + fo(y, 2) ,
o (14.157)

/
agz—/x bodx + f3(y, 2) ,

0

o —

16Claramente esto puede hacerse en cualquier punto.
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donde f5 y f3 son funciones arbitrarias de y y z pero no son funciones de z. KEstas dos
ecuaciones pueden ser comprobadas diferenciando y recobrando la ecuacién (14.156). La
ecuacion (14.153) se convierte en

Qi oy [* (b O\, O Of
dy 0z /Io(ﬁy+8z>dx+ dy 0z

: 14.158
N ) S
v 0T oy 0z’
usando V - B = 0. Integrando con respecto a x, tenemos

das  Oas 0fs  0fs
— ——=) —b —_—— = 14.159
ay Oz 1($,y,2) 1(x07ya Z) + ay Oz ( )

Recordando que f3 y fo son funciones arbitrarias de y y z, escogemos

f2 =0 >

(14.160)

)
f3 :/ bl(x(hyv Z)dy )

Yo

tal que el lado derecho de la ecuacién (14.159) se reduce a bi(x,y,z) en acuerdo con la
ecuaciéon (14.153). Con fy y f3 dado por la ecuacién (14.160), podemos construir A.

T Yy T
A = 5/'/ bs(z,y, z)dx + Z {/ bi(xo,y, 2)dy —/ ba(x, vy, z)dx] : (14.161)
o Yo o

Esto no es muy completo. Podemos anadir una constante, ya que B es una derivada de
A. Y mucho mas importante, podemos anadir un gradiente de una funcién escalar V¢ sin
afectar a B. Finalmente, las funciones f, y f3 no son tnicas. Otras elecciones podrian haber
sido hechas. En vez de ajustar a; = 0 para obtener las ecuaciones (14.153)-(14.155) cualquier
permutacién ciclica de 1, 2, 3, =, y, 2, xg, Yo, 2o tambien podria funcionar.

Agregar un gradiente de una funcién escalar, digamos A, al vector potencial A no afecta
a B, por la ecuacion (14.94), esta tranformacion es conocida como transformacién de gauge.

A A=A+ VA, (14.162)

14.14 Ley de Gauss y ecuacion de Poisson.

Consideremos una carga eléctrica puntual ¢ en el origen de nuestro sistema de coordenadas.
Esta produce un campo electrico E dado por

q .
E =3t (cas). (14.163)
Ahora derivemos la ley de Gauss, la cual establece que la integral de superficie en la figura
14.26 es 4mq si la superficie S incluye el origen (donde ¢ estd localizada) y cero si la super-
ficie no incluye el origen. La superficie S es cualquier superficie cerrada; no necesariamente

esférica.
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S q
Q IE-dO:O
S’[Edomq

Figura 14.26: Ley de Gauss.

Usando el teorema de Gauss, la ecuacion (14.116), obtenemos

/qr do _ /V (14.164)

siempre que la superficie S no incluya el origen, donde el integrando no estan bien definidos.
Esto prueba la segunda parte de la ley de Gauss.

Figura 14.27: Exclusion del origen.

La primera parte, en la cual la superficie S deberia incluir el origen, puede ser tomada por
los alrededores del origen con una pequena esfera S’ de radio 0 (figura 14.27). De esa manera
no habra duda de que si esta afuera o si estd adentro, imaginemos que el volumen externo a
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la superficie mas externa y el volumen del lado interno de la superficie S’(r > ¢§) se conectan
por un pequeno espacio. Estas superficies unidas S y S/, las combinamos en una superficie
cerrada. Ya que el radio del espacio interior puede hacerse infinitamente pequeno, alli no hay
contribucion adicional de la integral de superficie. La superficie interna esta deliberadamente
escogida para que sea esférica tal que seamos capaces de integrar sobre ella. El teorema de
Gauss ahora se aplica sobre el volumen S y S’ sin ninguna dificultad. Tenemos

qt - do qt - do’
/S . +/, 5 =0, (14.165)

Podemos evaluar la segunda integral, para do’ = —#62d2, donde df2 es el diferencial de
angulo sélido. El signo menos aparece porque concordamos en la secciéon 14.10 para tener
la normal positiva ' fuera del volumen. En este caso I/ externo estd en la direccion radial,

i’ = —t. Integrando sobre todos los dngulos, tenemos
r-do’ £ £62dQ
/ % - —/ % — _dnq, (14.166)

independiente de radio ¢. Luego tenemos
/E -do = 47q , (14.167)

completando la prueba de la ley de Gauss. Note cuidadosamente que aunque la superficie S
puede ser esférica, no necesariamente es esférica.
Avanzando un poco mas, consideremos una carga distribuida tal que

q= / pdT . (14.168)
v

La ecuacién (14.167) todavia se aplica, con ¢ interpretada como la distribucién de carga total
encerrada por la superficie S.

/E ~do = 47r/ pdr . (14.169)
s 14

Usando el teorema de Gauss, tenemos

/ V - Edr = / A pdT . (14.170)
v v
Ya que nuestro volumen es completamente arbitrario, los integrandos deben ser iguales o

V- -E=A4np, (14.171)

una de las ecuaciones de Maxwell. Si revertimos el argumento, la ley de Gauss se deduce
inmediatamente a partir de la ecuaciéon de Maxwell.
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14.14.1 Ecuacion de Poisson.
Reemplazando E por =V, la ecuacién (14.171) se convierte en
V - -Vy =V =—4rp, (14.172)
la cual es la ecuacién de Poisson. Para la condicién p = 0 ésta se reduce a la famosa ecuacion,
Vip =0, (14.173)

de Laplace. Encontramos frecuentemente la ecuacion de Laplace distintos sistemas de coor-
denadas y las funciones especiales de la Fisica Matematica apareceran como sus soluciones.
La ecuacion de Poisson sera invaluable en el desarrollo de la teoria de las funciones de Green.
A partir de la directa comparacion de la fuerza electroestatica de Coulomb y al ley de
Newton de la gravitacion universal
mima
T .

Fo=22%  Fo--C
T T

Todas las teorias de potencial de esta seccién se aplican igualmente bien a los potenciales
gravitacionales. Por ejemplo, la ecuacion gravitacional de Poisson es

Vg = +47Gp (14.174)

con p ahora una densidad de masa.

14.15 La delta de Dirac.

Del desarrollo de la ley de Gauss en la secciéon 14.14

/V v (%) dr = —/V. (%) dr = {;4” , (14.175)

dependiendo de si la integracion incluye el origen r = 0 o no. Este resultado puede ser
convenientemente expresado introduciendo la delta de Dirac,

r

V2 (1) = —47d(r) = —4wd(2)d(y)d(2) . (14.176)

Esta “funcion” delta de Dirac estd definida por sus propiedades

z)=0, z=#0 (14.177)

/f(x)5(x)dx = f(0), (14.178)

donde f(x) es cualquiera funcién bien comportada y la integracién incluye el origen. Un caso
especial de la ecuacién (14.178),

/5(m)dm =1. (14.179)
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De la ecuacién (14.178), §(x) debe ser un pico infinitamente alto y delgado en z = 0, como
en la descripcion de un impulso de fuerza o la densidad de carga para una carga puntual. El
problema es que tales funciones no existen en el sentido usual de una funciéon. Sin embargo
la propiedad crucial en la ecuacién (14.178) puede ser desarrollada rigurosamente como el
limite de una secuencia de funciones, una distribucién. Por ejemplo, la funcion delta puede
ser aproximada por la secuencias de funciones, ecuaciones (14.180) a (14.182) y las figuras
14.28 a 14.30 :

0, six<—1/n
dp(z)=qn/2, si—1/n<z<1/n (14.180)
0, siz>1/n
A
3/2
f3
1
f2
1/2
fl
) 1 -U2-U3 0 13 12 1 t
Figura 14.28: Secuencia a la delta.
Su(z) = —=e’e® (14.181)
T T T o _ne ' '

Estas aproximaciones tienen grados de utilidad variable. La ecuacién (14.180) es 1til
en dar una derivacién simple de la propiedad integral, la ecuacién (14.178). La ecuacién
(14.181) es conveniente para diferenciar. Sus derivadas tienden a los polinomios de Hermite.
La ecuacién (14.182) es particularmente 1til en el andlisis de Fourier y en sus aplicaciones a
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Figura 14.29: Secuencia a la delta.

P
S—

Figura 14.30: Secuencia a la delta.

la mecanica cuantica. En la teorfa de las series de Fourier, la ecuacién (14.182) a menudo
aparece (modificada) como el kernel de Dirichlet:

Su(z) = 2 [(?JF%M . (14.183)

27 537

Usando esta aproximacion en la ecuacién (14.178) y después, suponemos que f(z) es bien
comportada no ofrece problemas para x grandes. Para muchos propdsitos fisicos tales apro-
ximaciones son muy adecuadas. Desde un punto de vista matemaético la situacion todavia es
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insatisfactoria: Los limites

lim 6, (z)
n—oo
no existen.

Una salida para esta dificultad esta dada por la teoria de las distribuciones. Reconociendo
que la ecuacién (14.178) es la propiedad fundamental, enfocaremos nuestra atencién sobre
algo méas que d(z). Las ecuaciones (14.180)-(14.182) conn = 1,2, 3, ... puede ser interpretada
como una secuencia de funciones normalizadas:

/ Su(x)de =1 (14.184)
La secuencia de integrales tiene el limite
lim On(2) f(z) dz = f(0) . (14.185)

Note que la ecuacién (14.185) es el limite de una secuencias de integrales. Nuevamente , el
limite J,,(z) ,n — oo, no existe. (El limite para todas las formas de §,, diverge en = = 0.)
Podemos tratar d(z) consistentemente en la forma

/oo d(z)f(x)dx = lim h on(x)f(x)dz . (14.186)

n—oo
—00 —00

d(z) es etiquetado como una distribucién (no una funcién) definida por la secuencia d, ()
como estd indicado en la ecuacion (14.186). Podriamos enfatizar que la integral sobre el lado
izquierdo de la ecuacién (14.186) no es una integral de Riemann. Es un limite.

Esta distribucién 6(x) es solamente una de una infinidad de posibles distribuciones, pero
es la unica en que estamos interesados en la ecuacién (14.178). A partir de estas secuencias
de funciones vemos que la “funcién” delta de Dirac debe ser par en z, §(—z) = §(z). La
propiedad integral, la ecuacién (14.178), es 1til en casos, donde el argumento de la funcién
delta es una funcién g(x) con ceros simples sobre el eje real, el cual tiende a las reglas

d(ax) = %6@) , a>0, (14.187)

Sgla)) = Y dz—a) (14.188)

/
a,g(a)=0,g’(a)7#0 | g'(a) ]

Para obtener la ecuacién (14.187) cambiamos la variable de integracion en

[ stanrs@rin = [~ swswiaa =0

y aplicamos la ecuacién (14.178). Para probar la ecuacién (14.188) descomponemos la integral

/_OO 3(g(x))f(z)de = Z/ f(x)d(x —a)g'(a) dz (14.189)
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en una suma de integrales sobre pequenos intervalos que contiene los ceros de g(z). En esos
intervalos, g(z) ~ g(a) + (x — a)¢’(a) = (¢ — a)¢’(a). Usando la euacién (14.187) sobre el
lado derecho de la ecuacién (14.189) obtenemos la integral de la ecuacién (14.188.

Usando integracién por partes tambien podemos definir la derivada ¢’(z) de la delta de
Dirac por la relacion

/595—930 /f )8(2 — @) dz = — f'(x0) - (14.190)

Usamos §(x) frecuentemente y la llamamos la delta de Dirac'” por razones histéricas. Re-
cuerde que no es realmente una funcién. Es escencialmente una notacion méas taquigrafica,
definida implicitamente como el limite de integrales en una secuencia, d,(x), de acuerdo a la
ecuacion (14.186). Podria entenderse que nuestra delta de Dirac es a menudo mirada como
un operador, un operador lineal: §(z — xy) opera sobre f(x) y tiende a f(zo).

x) = /OO f(z)o(x — zo) dx = f(x0) . (14.191)

Tambien podria ser clasificada como un mapeo lineal o simplemente como una funcién ge-
neralizada. Desplazando nuestra singularidad al punto x = z, escribimos la delta de Dirac
como 0(x — xp). La ecuacién (14.178) se convierte en

/_OO f(z)d(x — xo) dx = f(xo) (14.192)

Como una descripcién de una singularidad en x = x¢, la delta de Dirac puede ser escrita como
d(x — x9) 0 como 6(xg — x). En tres dimensiones y usando coordenadas polares esféricas,
obtenemos

/:ﬂ /O7r /000 §(r) r’drsenf df dp = /—oooo/—oooo /_O; 8(x)0(y)d(z)dxdydz=1.
(14.193)

Esto corresponde a una singularidad (o fuente ) en el origen. De nuevo, si la fuente estd en
r = ry, la ecuacion (14.193) se convierte en

/ / / I'Q — I T’QdTQ Sen 02d92 d(pg =1. (14194)

14.15.1 Representacion de la delta por funciones ortogonales.

La funcién delta de Dirac puede ser expandida en términos de alguna base de funciones
ortogonales reales ¢, (x) con n = 0,1,2,.... Tales funciones apareceran mas adelante como
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma Sturm-Liouville. Ellas satisfacen
las relaciones de ortogonalidad

b
/ Pm(2)pn(x) dz = G (14.195)

"Dirac introdujo la delta para Mecanica Cudntica.
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donde el interevalo (a, b) puede ser infinito en uno de los lados o en ambos.| Por conveniencia
suponemos que @, () ha sido definida para incluir (w(x))'/? si las relaciones de ortogonalidad
contienen una funcién de peso positivo adicional w(z).] Usamos ¢, (z) para expandir la delta
como

Sz —1) = an(t)en(z) (14.196)

donde los coeficientes a,, son funciones de la variable . Multiplicando por ¢,,(z) e integrando
sobre el intervalo ortogonal (ecuacién (14.195)), tenemos

b
A (t) = / 0z —t)om(x)de = pn(t) (14.197)
S —1) = pmt)pn(x) =6(t —x) . (14.198)

Esta serie ciertamente no es uniformemente convergente, pero puede ser usada como parte
de un integrando en el cual la integracién resultante la hara convergente.

Suponga que forma la integral [ F(¢)d(t — x)dz, donde se supone que F(t) puede ser
expandida en una serie de funciones ortogonales ¢,(t), una propiedad llamada completitud.
Luego obtenemos

JEACLIEEL Y D IEAC) SENCIROL

- (14.199)
= Zap@p(x) =F(z),

los productos cruzado [ ¢,@,dt con (n # p) se anulan por ortogonalidad. (ecuacién (14.195)).
Refiriéndonos a la anterior definicién de la funcién delta de Dirac, ecuacién (14.178), vemos
que nuestra representacion en serie, ecuacion (14.198), sastiface la propiedad de definicién de
la delta de Dirac que es llamada clausura. La suposicion de completitud de un conjunto de
funciones para la expansién de d(z — t) produce la relacién de clausura. Lo converso, que
clausura implica completitud.

14.15.2 Representacion integral para la delta.

Las transformaciones integrales, tal como la integral de Fourier

Flw) = /_ () explioot) dt

conducen a representaciones integrales de la delta de Dirac. Por ejemplo,

Sult — 7) = % - % /n expliw(t — ) dw , (14.200)

—n
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usando la ecuacién (14.182). Tenemos

e}

f(z) = nh_{glo f(t)on(t —x)dt , (14.201)

donde 6,,(t—x) es la secuencia en la ecuacién (14.200) definiendo la distribucién 6(t—z). Note
que la ecuacién (14.201) supone que f(t) es continua en ¢t = z. Si sustituimos la ecuacién
(14.200) en la ecuacién (14.201) obtenemos

1 [e.¢] n
f(2) = lim — / £(0) / explico(t — 7)) dw | (14.202)
Intercambiando el orden de integracién y luego tomando el limite n — oo, tenemos el teorema
de integral de Fourier.

Con el entendimiento de que pertenece bajo el signo de la integral como en la ecuacién
(14.201), la identificacién

1 o0
St — ) = o / exp(io(t — ) duw (14.203)
™ —0o0
proporciona una muy util representaciéon integral de la delta.
Cuando la transformada de Laplace

Ls(s) = /000 exp(—st)d(t — tg) = exp(—sty) , to >0 (14.204)

es invertida, obtenemos la representacién compleja

5t — to) = — / T (st — to)) ds | (14.205)

270 Jo_ioo

la cual es esencialmente equivalente a la representacion previa de Fourier de la delta de Dirac.

14.16 Teorema de Helmholtz.

En la seccion 14.13 enfatizamos que la eleccion de un potencial vectorial magnético A no era
unico. La divergencia de A estaba ain indeterminada. En esta secciéon dos teoremas acerca
de la divergencia y el rotor de un vector son desarrollados. El primer teorema es el siguiente.
Un vector esta unicamente especificado dando su divergencia y su rotor dentro de una
region y su componente normal sobre el contorno.
Tomemos

V-Vlzs,

(14.206)
V x V1 =cC,

donde s puede ser interpretado como una fuente (carga) densidad y ¢ como una circulacién
(corriente) densidad. Suponiendo también que la componente normal V3, sobre el limite
esta dada, deseamos mostrar que V; es tinico. Hacemos esto suponiendo la existencia de un



362 CAPITULO 14. ANALISIS VECTORIAL.

segundo vector Vs, el cual satisface la ecuacién (14.206) y tiene la misma componente normal
sobre el borde, y luego mostrando que V; — V5 = 0. Sea

W=V, -V,.
Luego
V-W=0 (14.207)
y
VXXW=0. (14.208)

Ya que W es irrotacional podemos escribir (por la seccién 14.13)

W=-Vp. (14.209)
Sustituyendo esto en la ecuacién (14.207), obtenemos

V. -Vp=0, (14.210)

la ecuacién de la Laplace.
Ahora hagamos uso del teorema de Green en la forma dada en la ecuacién (14.121, siendo
u 'y v cada uno igual a . Ya que

sobre el borde, el teorema de Green se reduce a

/V(Vgo) (Vo)dr = /W -Wdr=0. (14.212)

La cantidad W - W = W2 es no negativa y por eso tenemos
W=V, -V,=0, (14.213)

en todo lugar. Por lo tanto V es tnico, probando el teorema.

Para nuestro potencial vectorial magnético A la relacion B = V x A especifica el rotor de
A. A menudo por conveniencia ajustamos V - A = 0. Luego (con las condiciones de borde)
A esta fijo.

Esta teorema puede ser escrito como un teorema de unicidad para las soluciones de ecua-
ciones de Laplace. En esta forma, este teorema de unicidad es de gran importancia en en la
solucion de los problemas de contorno de electroestaticas y otras de ecuaciones tipo Laplace
con condiciones de borde. Si podemos encontrar una solucién de las ecuaciones de Lapla-
ce que satisfagan las condiciones de borde necesarias, luego nuestra solucién es la solucion
completa.
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14.16.1 Teorema de Helmholtz.

El segundo teorema que probaremos es el teorema de Helmholtz.

Un vector V que satisface la ecuacion (14.206) con ambas densidades de fuente y circu-
lacion que se anulan en infinito pueden ser escritas como la suma de dos partes, una de la
cual es la irrotacional, la otra la solenoidal.

El teorema de Helmholtz claramente sera satisfecho si podemos escribir V como

V=-Vp+VxA, (14.214)

—V ¢ siendo irrotacional y V x A siendo solenoidal. Procederemos a justificar la ecuacién
(14.214).
Sea V un vector conocido. Tomemosle la divergencia y el rotor

V-V =s(r) (14.215)
VxV=c(r). (14.216)

con s(r) y ¢(r) funciones de conocidas de la posicién. A partir de estas dos funciones cons-
truimos un potencial escalar (ry),

p(r1) = i/S(rg) dry | (14.217)

A7 T12

y un potencial vector A(ry),

A(r) = i/cw) drs . (14.218)
47 T12

Si s =0 luego V es solenoidal y la ecuacién (14.217) implica ¢ = 0. De la ecuacién (14.214),

V =V x A con A como dado en la ecuacion (14.161 es consistente con la seccién 14.13.

Ademéds, si ¢ = 0 luego V es irrotacional y la ecuacién (14.218) implica A = 0, y la ecuacién

(14.214) implica V = —Vp, consistente con la teorfa de potencial escalar de la seccién 14.13.
Aqui el argumento r; indica que (z1,y1, 21), el campo puntual; rs, las coordenadas de la

fuente puntual (xg,ys, 22), mientras

ri2 = [(21 — 22)? 4+ (11 — y2)? + (21 — 20)4/2 (14.219)

Cuando una direccién estd asociada con 719, la direccién positiva es tomada para estar alejarse
de la fuente. Vectorialmente, ris = r;—rs, como se muestra en la figura 14.31. Por su puesto, s
y ¢ deben anularse suficientemente rapido en distancias grandes tal que existan las integrales.
La expansion actual y la evaluacién de las integrales tales como las ecuaciones (14.217) y
(14.218) estan tratadas mas adelante A partir del teorema de unicidad en los comienzos de
esta seccién, V es unico al especificar su divergencia, s, y su rotor, ¢ (y su valor sobre el
contorno). Volviendo a la ecuacién (14.214), tenemos

V-V=-V.-Vop, (14.220)
la divergencia del rotor se anula y

VxV=VxVxA, (14.221)
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Campo puntual
(X1,¥1:21)

‘F' (X2.Y2:25)

Fuente puntual

Figura 14.31: Campo y fuente puntual.

el rotor del gradiente se anula. Si podemos mostrar que

-V - Vp(ry) = s(ry) (14.222)

V x V x A(r;) = c(ry), (14.223)

luego V estd dado en la ecuacién (14.214) tendréd la divergencia y el rotor apropiado. Nuestra
descripcién serd internamente consistente y la ecuacion (14.214) estard justificada.

1 s(r
V-V:—V~V<p:——v-v/ (Q)d@. (14.224)
47 T12
El operador Laplaciano, V - V o V2, opera sobre las coordenadas de campo (z1,y1, 21) y por
lo tanto conmuta con la integracién con respecto a (2, Y2, 22). Tenemos

1 1
V-V=—— [s(r)Vi|[—) dr 14.225
i [ (o) o (14225)
Debemos hacer dos modificaciones menores en la ecuacién (14.175) antes de aplicarla.

Primero, nuestra fuente estd en ry, no estd en el origen. Esto significa que el 47 en la
ley de Gauss aparece si y sélo si la superficie incluye el punto r = ry. Para mostrar esto,
reescribimos la ecuacién (14.175):

V3 (i) = —47(r; — 1) . (14.226)

T12

Este corrimiento de la fuente a ry puede ser incorporado en las ecuaciones de definicion
(14.178) como

5(1‘1 — I'Q) =0 s I 7é Iro , (14227)
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/f(rl)é(rl —ry)dr = f(ra) . (14.228)

Segundo, notando que diferenciando dos veces r," con respecto a s, 4o, z» es la misma cuando
diferenciamos dos veces con respecto a x1, ¥y, 21, tenemos

1 1
Vil—)=V3|—|=—4nd(r; —
! (7“12) 2 (7“12) mo(rL — ) (14.229)
—47'('(5(1'2 — I'l) .

Reescribiendo la ecuacién (14.225) y usando la delta de Dirac en la ecuacién (14.229), pode-
mos integrar para obtener

1 1
V-V=—— S(I'Q)V% <—) dTQ

12

Am
o (14.230)
= —E/s(rz)(—ﬁlﬂ)(S(rg —r)dn

= 8(1‘1) .

El paso final se sigue de la ecuacién (14.228) con los subindices 1 y 2 intercambiados. Nuestros
resultados, ecuacion (14.230), muestra que la forma supuesta de V y del potencial escalar ¢
estan en concordancia con la divergencia dada (ecuacién (14.215). Para completar la prueba
del teorema de Helmholtz, necesitamos mostrar que nuestras suposiciones son consistentes
con la ecuacién (14.216), esto es, que el rotor de V es igual a ¢(ry). De la ecuacién (14.214),

VxV=VxVxA=VV.-A-VA. (14.231)
El primer término, VV - A tiende a
1
47VV - A = /C(I'Q) : V1V1 (T‘_> dr (14232)
12

por la ecuacién (14.218). Nuevamente reemplazando la segunda derivada con respecto a
X1, Y1, 21 por segundas derivadas con respecto a xo, o, 22, integramos cada una de las compo-
nentes de la ecuacién (14.141) por partes:

=/ (1) Vo (i) dr,
o e ()] e s (o

La segunda integral se anula ya que la densidad de circulacién c es solenoidal. La primera
integral puede ser transformada a una integral de superficie por el teorema de Gauss. Si
c estd enlazado en el espacio o se anula méas rapido que 1/r para r grandes, de modo que
la integral en la ecuacién (14.218) existe, luego escogiendo una superficie suficientemente
grande la primera integral de la mano derecha de la ecuacion (14.233) tambien se anula. Con
VV - A =0, la ecuacion (14.231) se reduce a

47VV - A

(14.233)

V xV =_-V2A = —4i /c(rQ)V% <L> drs . (14.234)
T

12
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Esto es exactamente como la ecuacién (14.225) excepto que el escalar s(rs) es reemplazado
por la densidad de circulacién vectorial c¢(ry). Introduciendo la delta de Dirac, como antes,
como una manera conveniente de llevar a cabo la integracién, definimos que la ecuacion
(14.234) se reduce a la ecuacién (14.206). Vemos que nuestra forma supuesta de V, dada
por la ecuacién (14.214), y del potencial vectorial A, dado por la ecuacién (14.218), estan de
acuerdo con la ecuacién (14.206) especificamente con el rotor de V.

Esto completa la prueba del teorema de Helmholtz, mostrando que un vector puede ser
resuelto en una parte irrotacional y otra solenoidal. Aplicado al campo electromagnético,
hemos resuelto nuestro campo vectorial V en un campo eléctrico irrotacional E, derivado
de un potencial escalar ¢, y un campo de magnético solenoidal B, derivado de un potencial
vectorial A. La densidad de fuente s(r) puede ser interpretada como una densidad de carga
eléctrica (dividida por la permitividad eléctrica €), mientras que la densidad de circulacién
c(r) se convierte en la densidad de corriente eléctrica.



