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Cap��tulo 1
Elementos del sistema operativo unix.

versi�on 5.0, 26 de Agosto del 2005
1.1. Introducci�on.En este cap��tulo se intentar�a dar los elementos b�asicos para poder trabajar en un am-biente unix. Sin pretender cubrir todos los aspectos del mismo, nuestro inter�es se centraen dar las herramientas al lector para que pueda realizar los trabajos del curso bajo estesistema operativo. Como comentario adicional, conscientemente se ha evitado la traducci�onde gran parte de la terminolog��a t�ecnica teniendo en mente que documentaci�on disponiblese encuentre, por lo general, en ingl�es y nos interesa que el lector sea capaz de reconocer lost�erminos.El sistema operativo unix es el m�as usado en investigaci�on cient���ca, tiene una largahistoria y muchas de sus ideas y m�etodos se encuentran presentes en otros sistemas operativos.Algunas de las caracter��sticas relevantes del unix moderno son:Memoria grande, lineal y virtual: Un programa en una m�aquina de 32 Bits puede accedery usar direcciones hasta los 4 GB en un m�aquina de s�olo 4 MB de RAM. El sistemas�olo asigna memoria aut�entica cuando le hace falta, en caso de falta de memoria deRAM, se utiliza el disco duro (swap).Multitarea (Multitasking): Cada programa tiene asignado su propio \espacio" de me-moria. Es imposible que un programa afecte a otro sin usar los servicios del sistemaoperativo. Si dos programas escriben en la misma direcci�on de memoria cada uno man-tiene su propia \idea" de su contenido.Multiusuario: M�as de una persona puede usar la m�aquina al mismo tiempo. Programasde otros usuarios contin�uan ejecut�andose a pesar de que un nuevo usuario entre a lam�aquina.Casi todo tipo de dispositivo puede ser accedido como un archivo.Existen muchos aplicaciones dise~nadas para trabajar desde la l��nea de comandos. Adem�as,la mayor��a de las aplicaciones permiten que la salida de una pueda ser la entrada de laotra.Permite compartir dispositivos (como disco duro) entre una red de m�aquinas.
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4 CAP�ITULO 1. ELEMENTOS DEL SISTEMA OPERATIVO UNIX.
Por su naturaleza de multiusuario, nunca se debe apagar una m�aquina unix1, ya queuna m�aquina apagada sin raz�on puede matar trabajos de d��as, perder los �ultimos cambios detus archivos e ir degradando el sistema de archivos en dispositivos como el disco duro.Entre los sistemas operativos unix actuales cabe destacar:Linux fue originalmente desarrollado primero para PC basados en x86 de 32 bits (386 osuperiores), hoy Linux tambi�en corre sobre (al menos en) el Compaq Alpha AXP, SunSPARC y UltraSPARC, Motorola 68000; en particular, para las estaciones Sun3, com-putadores personales Apple Macintosh, Atari y Amiga; PowerPC, PowerPC64, ARM,Hitachi SuperH, IBM S/390, MIPS, HP PA-RISC, Intel IA-64, DEC VAX, AMD x86-64, AXIS CRIS y arquitecturas Renesas M32R.SunOS2: disponible para la familia 68K as�� como para la familia sparc de estacionesde trabajo sunSolaris3 : disponible para la familia sparc de Sun as�� como para la familia x86.OSF14: disponible para Alpha.Ultrix: disponible para vax de DigitalSYSVR45: disponible para la familia x86, vax.IRIX: disponible para mips.AIX6: disponible para RS6000 de IBM y PowerPC.

1.2. Ingresando al sistema.En esta secci�on comentaremos las operaciones de comienzo y �n de una sesi�on en unixas�� como la modi�caci�on de la contrase~na (que a menudo no es la deseada por el usuario, yque por lo tanto puede olvidar con facilidad).
1.2.1. Terminales.Para iniciar una sesi�on es necesario poder acceder a un terminal. Pueden destacarse dostipos de terminales:Terminal de texto: consta de una pantalla y de un teclado. Como indica su nombre, enla pantalla s�olo es posible imprimir caracteres de texto.Terminal gr�a�co: Consta de pantalla gr�a�ca, teclado y mouse. Dicha pantalla suele serde alta resoluci�on. En este modo se pueden emplear ventanas que emulan el comporta-miento de un terminal de texto (xterm o gnome-terminal).1Incluyendo el caso en que la m�aquina es un PC normal corriendo Linux u otra versi�on de unix.2SunOS 4.1.x tambi�en se conoce como Solaris 1.3Tambi�en conocido como SunOS 5.x, solaris 2 o Slowaris :-).4Tambi�en conocido como Dec Unix.5Tambi�en conocido como Unixware y Novell-Unix.6Tambi�en conocido como Aches.
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1.2.2. Login.El primer paso es encontrar un terminal libre donde aparezca el login prompt del sistema:
Debian GNU/Linux 3.1 hostname tty2
hostname login:

Tambi�en pueden ocurrir un par de cosas:
La pantalla no muestra nada.
� Comprobar que la pantalla est�e encendida.� Pulsar alguna tecla o mover el mouse para desactivar el protector de pantalla.

Otra persona ha dejado una sesi�on abierta. En este caso existe la posibilidad de intentaren otra m�aquina o bien �nalizar la sesi�on de dicha persona (si �esta no se halla en lasproximidades).Una vez que se haya superado el paso anterior de encontrar el login prompt se procedecon la introducci�on del Username al prompt de login y despu�es la contrase~na (password)adecuada.
1.2.3. Passwords.El password puede ser cualquier secuencia de caracteres a elecci�on. Deben seguirse lassiguientes pautas:

Debe ser f�acil de recordar por uno mismo. Si se olvida, deber�a pasarse un mal ratodici�endole al administrador de sistema que uno lo ha olvidado.Para evitar que alguna persona no deseada obtenga el password y tenga libre acceso alos archivos de tu cuenta:
� Las may�usculas y min�usculas no son equivalentes sin embargo se recomienda quese cambie de una a otra.� Los caracteres num�ericos y no alfab�eticos tambi�en ayudan. Debe tenerse sin em-bargo la precauci�on de usar caracteres alfanum�ericos que se puedan encontrar entodos los terminales desde los que se pretenda acceder.� Las palabras de diccionario deben ser evitadas.

Debe cambiarlo si crees que su password es conocido por otras personas, o descubreque alg�un intruso7 est�a usando su cuenta.El password debe ser cambiado con regularidad.7Intruso es cualquier persona que no sea el usuario.
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La orden para cambiar el password en unix es passwd. A menudo cuando existen va-rias m�aquinas que comparten recursos (disco duro, impresora, correo electr�onico, . . . ), parafacilitar la administraci�on de dicho sistema se uni�can los recursos de red (entre los que sehayan los usuarios de dicho sistema) en una base de datos com�un. Dicho sistema se conocecomo NIS (Network Information Service)8. Si el sistema empleado dispone de este servicio, lamodi�caci�on de la contrase~na en una m�aquina supone la modi�caci�on en todas las m�aquinasque constituyan el dominio NIS.

1.2.4. Cerrando la sesi�on.Es importante que nunca se deje abierta una sesi�on, pues alg�un \intruso" podr��a tenerlibre acceso a archivos de tu propiedad y manipularlos de forma indeseable para ti. Paraevitar todo esto basta teclear logout �o exit y habr�a acabado tu sesi�on de unix en dicham�aquina9.
1.3. El Proyecto Debian.

El proyecto Debian es una asosiaci�on de personas que han creado un sistema operativogratis y de c�odigo abierto (free). Este sistema operativo se denomina Debian GNU/Linux osimplemente Debian.Actualmente Debian ocupa el kernel Linux desarrollado por Linus Torvalds apoyado pormiles de programadores de todo el mundo. Hay planes para implementar otros kernels comoHurd desarrollado por la GNU.La mayor��a de las herramientas del sistema operativo Debian provienen de la GNU y porende son free. Cabe destacar que actualmente Debian tiene un total de m�as de 15490 paquetes(por paquetes entendemos software precompilado en un formato que permite su f�acil instala-ci�on en nuestra m�aquina). Entre estos paquetes encontramos desde las herramientas b�asicaspara procesar texto, hojas de c�alculo, edici�on de im�agenes, audio, video, hasta aplicaciones degran utilidad cient���ca. Es importante recordar que todo este software es free y por lo tantoest�a al alcance de todos sin la necesidad de comprar licencias y pagar por actualizaciones.Tambi�en existe la posibilidad de modi�car el software ya que tenemos acceso al c�odigo fuentede los programas.Debian siempre mantiene activos al menos tres versiones que tienen las siguientes clasi�-caciones
stable (estable): Es la ultima versi�on o�cial de Debian que ha sido probada para asegurarsu estabilidad. Actualmente corresponde a la versi�on 3.1r0 llamada sarge.
testing (en prueba): Esta es la versi�on que se est�a probando para asegurar su estabilidady luego pasarla a la versi�on estable. Se llama etch.8Antiguamente se conoc��a como YP (Yellow Pages), pero debido a un problema de marca registrada deUnited Kingdom of British Telecomunications se adoptaron las siglas nis.9En caso que se estuviera trabajando bajo X-Windows debes cerrar la sesi�on con Log out of Gnome.
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unstable (inestable): Aqui es donde los programadores verdaderamente desarrollan De-bian y por esto no es muy estable y no se recomienda para el uso diario. Est�a versi�onse denomina sid.

Para m�as informaci�on sobre Debian y como bajarlo de la red visite la p�agina o�cialhttp://www.debian.org.
1.4. Archivos y directorios.

Aunque haya diferentes distribuciones y cada una traiga sus programas, la estructurab�asica de directorios y archivos es m�as o menos la misma en todas:
/-|--> bin|--> boot|--> cdrom|--> dev|--> etc|--> floppy|--> home|--> initrd|--> lib|--> media|--> mnt|--> opt|--> proc|--> root|--> sbin|--> sys|--> tmp|--> usr--|--> bin|--> doc|--> games|--> include|--> lib|--> local -|--> bin|--> lib|--> sbin|--> share|--> src --> linux|--> X11R6|--> var--|--> lock|--> log|--> mail|--> www
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El �arbol que observamos muestra un t��pico �arbol de directorios en Linux. Pueden variar,sin embargo, algunos de los nombres dependiendo de la distribuci�on o versi�on de Linux quese est�e usando. Algunos directorios destacados son:
/home - Espacio reservado para las cuentas de los usuarios./bin, /usr/bin - Binarios (ejecutables) b�asicos de unix./etc, aqu�� se encuentran los archivos de con�guraci�on de todo el software de la m�aquina./proc, es un sistema de archivo virtual. Contiene archivos que residen en memoriapero no en el disco duro. Hace referencia a los programas que se est�an corriendo en elmomento en el sistema./dev (device) (dispositivo). Aqu�� se guardan los controladores de dispositivos. Se usanpara acceder a los dispositivos f��sicos del sistema y recursos como discos duros, modems,memoria, mouse, etc. Algunos dispositivos:� hd: hda1 ser�a el disco duro IDE, primario (a), y la primera partici�on (1).� fd: los archivos que empiecen con las letras fd se referir�an a los controladores delas disketteras: fd0 ser��a la primera diskettera, fd1 ser��a la segunda y as�� sucesi-vamente.� ttyS: se usan para acceder a los puertos seriales como por ejemplo, ttyS0 es elpuerto conocido como com1.� sd: son los dispositivos SCSI. Su uso es muy similar al del hd.� lp: son los puertos paralelos. lp0 es el puerto conocido como LPT1.� null: �este es usado como un agujero negro, ya que todo lo que se dirige all�� desa-parece.� tty: hacen referencia a cada una de las consolas virtuales. Como es de suponer,tty1 ser�a la primera consola virtual, tty2 la segunda, etc./usr/local - Zona con las aplicaciones no comunes a todos los sistemas unix, pero nopor ello menos utilizadas. En /usr/share/doc se puede encontrar informaci�on relacio-nada con dicha aplicaci�on (en forma de p�aginas de manual, texto, html o bien archivosdvi, Postscript o pdf). Tambi�en encontramos archivos de ejemplo, tutoriales, HOWTO,etc.

1.5. �Ordenes b�asicas.Para ejecutar un comando, basta con teclear su nombre (tambi�en debes tener permiso parahacerlo). Las opciones o modi�cadores empiezan normalmente con el car�acter - (p. ej. ls -l).Para especi�car m�as de una opci�on, se pueden agrupar en una sola cadena de caracteres(ls -l -h es equivalente a ls -lh). Algunos comandos aceptan tambi�en opciones dadas porpalabras completas, en cuyo caso usualmente comienzan con -- (ls --color=auto).
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1.5.1. Archivos y directorios.En un sistema computacional la informaci�on se encuentra en archivos que la contienen(tabla de datos, texto ASCII, fuente en lenguaje C, Fortran o C++, ejecutable, imagen,mp3, �gura, resultados de simulaci�on, . . . ). Para organizar toda la informaci�on se dispone deuna entidad denominada directorio, que permite el almacenamiento en su interior tanto dearchivos como de otros directorios10.Se dice que la estructura de directorios en unix es jer�arquica o arborescente, debido aque todos los directorios nacen en un mismo punto (denominado directorio ra��z). De hecho,la zona donde uno trabaja es un nodo de esa estructura de directorios, pudiendo uno a su vezgenerar una estructura por debajo de ese punto. Un archivo se encuentra situado siempre enun directorio y su acceso se realiza empleando el camino que conduce a �el en el �Arbol deDirectorios del Sistema. Este camino es conocido como el path. El acceso a un archivo sepuede realizar empleando:Path Absoluto, aquel que empieza con /Por ejemplo : /etc/printcapPath Relativo, aquel que no empieza con /Por ejemplo : ../examples/rc.dir.01Nombres de archivos y directorios pueden usar un m�aximo de 255 caracteres, cualquiercombinaci�on de letras y s��mbolos (el caracter / no se permite).Los caracteres comod��n pueden ser empleados para acceder a un conjunto de archivos concaracter��sticas comunes. El signo * puede sustituir cualquier conjunto de caracteres11 y elsigno ? a cualquier caracter individual. Por ejemplo:12bash$ lsf2c.1 flexdoc.1 rcmd.1 rptp.1 zforce.1face.update.1 ftptool.1 rlab.1 rxvt.1 zip.1faces.1 funzip.1 robot.1 zcat.1 zipinfo.1flea.1 fvwm.1 rplay.1 zcmp.1 zmore.1flex.1 rasttoppm.1 rplayd.1 zdiff.1 znew.1bash$ ls rp*rplay.1 rplayd.1 rptp.1bash$ ls *e??face.update.1 zforce.1 zmore.1Los archivos cuyo nombre comiencen por . se denominan ocultos, as�� por ejemplo en eldirectorio de partida de un usuario.bash$ ls -a user. .alias .fvwmrc .login .xinitrc.. .cshrc .joverc .profile.Xdefaults .enviroment .kshrc .tcshrc10Normalmente se acude a la imagen de una carpeta que puede contener informes, documentos o bien otrascarpetas, y as�� sucesivamente.11Incluido el punto `.', unix no es dos.12bash$ es el prompt en todos los ejemplos.
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Algunos caracteres especiales para el acceso a archivos son:. Directorio actual.. Directorio superior en el �arbol~ Directorio $HOME~user Directorio $HOME del usuario user

1.5.2. �Ordenes relacionadas con directorios.ls (LiSt)Este comando permite listar los archivos de un determinado directorio. Si no se le suministraargumento, lista los archivos y directorios en el directorio actual. Si se a~nade el nombre deun directorio el listado es del directorio suministrado. Existen varias opciones que modi�cansu funcionamiento entre las que destacan:
-l (Long listing) proporciona un listado extenso, que consta de los permisos13 de cadaarchivo, el usuario el tama~no del archivo, . . . , etc. Adicionalmente la opci�on -h imprimelos tama~nos en un formato f�acil de leer (Human readable).
-a (list All) lista tambi�en los archivos ocultos.
-R (Recursive) lista recursivamente el contenido de todos los directorios que se encuen-tre.
-t ordena los archivos por tiempo de modi�caci�on.
-S ordena los archivos por tama~no.
-r invierte el sentido de un orden.
-p agrega un caracter al �nal de cada nombre de archivo, indicando el tipo de archivo(por ejemplo, los directorios son identi�cados con un / al �nal).

pwd (Print Working Directory)Este comando proporciona el nombre del directorio actual.cd (Change Directory)Permite moverse a trav�es de la estructura de directorios. Si no se le proporciona argumento seprovoca un salto al directorio $HOME. El argumento puede ser un nombre absoluto o relativode un directorio. cd - vuelve al �ultimo directorio visitado.mkdir (MaKe DIRectory)Crea un directorio con el nombre (absoluto o relativo) proporcionado.rmdir (ReMove DIRectory)Elimina un directorio con el nombre (absoluto o relativo) suministrado. Dicho directorio debede estar vac��o.13Se comentar�a posteriormente este concepto.
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1.5.3. Visitando archivos.Este conjunto de �ordenes permite visualizar el contenido de un archivo sin modi�car sucontenido.catMuestra por pantalla el contenido de un archivo que se suministra como argumento.moreEste comando es an�alogo al anterior, pero permite la paginaci�on.lessEs una versi�on mejorada del anterior. Permite moverse en ambas direcciones. Otra ventajaes que no lee el archivo entero antes de arrancar.
1.5.4. Copiando, moviendo y borrando archivos.cp (CoPy)copia un archivo(s) con otro nombre y/o a otro directorio, por ejemplo, el comando paracopiar el archivo1.txt con el nombre archivo2.txt es:

cp archivo1.txt archivo2.txt
Veamos algunas opciones:
-a copia en forma recursiva, no sigue los link simb�olicos y preserva los atributos de locopiado.
-i (interactive), impide que la copia provoque una p�erdida del archivo destino si �esteexiste14.
-R (recursive), copia un directorio y toda la estructura que cuelga de �el.

mv (MoVe)Mover un archivo(s) a otro nombre y/o a otro directorio, por ejemplo, el comando para moverel archivo1.txt al nombre archivo2.txt es:
mv archivo1.txt archivo2.txt

Este comando dispone de opciones an�alogas al anterior.rm (ReMove)Borrar un archivo(s). En caso de que el argumento sea un directorio y se haya suministradola opci�on -r, es posible borrar el directorio y todo su contenido. La opci�on -i pregunta antesde borrar.14Muchos sistemas tienen esta opci�on habilitada a trav�es de un alias, para evitar equivocaciones.
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1.5.5. Espacio de disco.El recurso de almacenamiento en el disco es siempre limitado, a continuaci�on se comentanun par de comandos relacionados con la ocupaci�on de este recurso:du (Disk Usage)Permite ver el espacio de disco ocupado (en bloques de disco15) por el archivo o directoriosuministrado como argumento. La opci�on -s impide que cuando se aplique recursividad enun directorio se muestren los subtotales. La opci�on -h imprime los tama~nos en un formatof�acil de leer (Human readable).df (Disk Free)Muestra los sistemas de archivos que est�an montados en el sistema, con las cantidades totales,usadas y disponibles para cada uno. df -h muestra los tama~nos en formato f�acil de leer.
1.5.6. Links.ln (LiNk)Permite realizar un enlace (link) entre dos archivos o directorios. Un enlace puede ser:hard link : se puede realizar s�olo entre archivos del mismo sistema de archivos. El archivoenlazado apunta a la zona de disco donde se halla el archivo original. Por tanto, si seelimina el archivo original, el enlace sigue teniendo acceso a dicha informaci�on. Es elenlace por omisi�on.symbolic link : permite enlazar archivos/directorios16 de diferentes sistemas de archivos.El archivo enlazado apunta al nombre del original. As�� si se elimina el archivo originalel enlace apunta hacia un nombre sin informaci�on asociada. Para realizar este tipo deenlace debe emplearse la opci�on -s.Un enlace permite el uso de un archivo en otro directorio distinto del original sin necesidadde copiarlo, con el consiguiente ahorro de espacio. Veamos un ejemplo, creemos un enlacecl�asico en Linux, al directorio existente linux-2.6.12.5 nombremoslo sencillamente linux.mitarro:/usr/src# ln -s linux-2.6.12.5 linux
1.5.7. Protecci�on de archivos.Dado que el sistema de archivos unix es compartido por un conjunto de usuarios, surge elproblema de la necesidad de privacidad. Sin embargo, dado que existen conjuntos de personasque trabajan en com�un, es necesario la posibilidad de que un conjunto de usuarios puedantener acceso a una serie de archivos (que puede estar limitado para el resto de los usuarios).Cada archivo y directorio del sistema dispone de un propietario, un grupo al que pertenecey unos permisos. Existen tres tipos fundamentales de permisos:lectura (r-Read): en el caso de un archivo, signi�ca poder examinar el contenido delmismo; en el caso de un directorio signi�ca poder entrar en dicho directorio.151 bloque normalmente es 1 Kbyte.16Debe hacerse notar que los directorios s�olo pueden ser enlazados simb�olicamente.
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escritura (w-Write): en el caso de un archivo signi�ca poder modi�car su contenido;en el caso de un directorio es crear un archivo o directorio en su interior.ejecuci�on (x-eXecute): en el caso de un archivo signi�ca que ese archivo se puedaejecutar (binario o archivo de procedimientos); en el caso de un directorio es poderejecutar alguna orden dentro de �el.Se distinguen tres grupos de personas sobre las que especi�car permisos:
user: el usuario propietario del archivo.group: el grupo propietario del archivo (excepto el usuario). Como ya se ha comentado,cada usuario puede pertenecer a uno o varios grupos y el archivo generado pertenece auno de los mismos.other: el resto de los usuarios (excepto el usuario y los usuarios que pertenezcan algrupo)Tambi�en se puede emplear all que es la uni�on de todos los anteriores. Para visualizar lasprotecciones de un archivo o directorio se emplea la orden ls -l, cuya salida es de la forma:-rw-r--r-- ...otra informaci�on... nombreLos 10 primeros caracteres muestran las protecciones de dicho archivo:El primer caracter indica el tipo de archivo de que se trata:� archivo� d directorio� l enlace (link)� c dispositivo de caracteres (p.e. puerta serial)� b dispositivo de bloques (p.e. disco duro)� s socket (conexi�on de red)Los caracteres 2, 3, 4 son los permisos de usuarioLos caracteres 5, 6, 7 son los permisos del grupoLos caracteres 8, 9, 10 son los permisos del resto de usuariosAs�� en el ejemplo anterior -rw-r--r-- se trata de un archivo donde el usuario puedeleer y escribir, mientras que el grupo y el resto de usuarios s�olo pueden leer. Estos suelenser los permisos por omisi�on para un archivo creado por un usuario. Para un directoriolos permisos por omisi�on suelen ser: drwxr-xr-x, donde se permite al usuario \entrar"en el directorio y ejecutar �ordenes desde �el.chmod (CHange MODe)Esta orden permite modi�car los permisos de un archivo. Con opci�on -R es recursiva.chmod permisos �lesExisten dos modos de especi�car los permisos:
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Modo absoluto o modo num�erico. Se realiza empleando un n�umero que resulta de la ORbinario de los siguientes modos:400 lectura por el propietario.200 escritura por el propietario.100 ejecuci�on (b�usqueda) por el propietario.040 lectura por el grupo.020 escritura por el grupo.010 ejecuci�on (b�usqueda) por el grupo.004 lectura por el resto.002 escritura por el resto.001 ejecuci�on (b�usqueda) por el resto.4000 Set User ID, cuando se ejecuta el proceso correcon los permisos del due~no del archivo.Por ejemplo:chmod 640 *.txtPermite la lectura y escritura por el usuario, lectura para el grupo y ning�un permisopara el resto, de un conjunto de archivos que acaban en .txt
Modo simb�olico o literal. Se realiza empleando una cadena (o cadenas separadas porcomas) para especi�car los permisos. Esta cadena se compone de los siguientes treselementos: who operation permission
� who : es una combinaci�on de:� u : user� g : group� o : others� a : all (equivalente a ugo)Si se omite este campo se supone a, con la restricci�on de no ir en contra de lam�ascara de creaci�on (umask).� operation: es una de las siguientes operaciones:� + : a~nadir permiso.� - : eliminar permiso.� = : asignar permiso, el resto de permisos de la misma categor��a se anulan.� permission: es una combinaci�on de los caracteres:� r : read.� w : write.� x : execute.� s : en ejecuci�on �ja el usuario o el grupo.
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Por ejemplo:chmod u+x tareaPermite la ejecuci�on por parte del usuario17 del archivo tarea.chmod u=rx, go=r *.txtPermite la lectura y ejecuci�on del usuario, y s�olo la lectura por parte del grupo y elresto de usuarios.

umaskEsta es una orden intr��nseca del Shell que permite asignar los permisos que se desea tenganlos archivos y directorios por omisi�on. El argumento que acompa~na a la orden es un n�umerooctal que aplicar�a una xor sobre los permisos por omisi�on (rw-rw-rw-) para archivos y(rwxrwxrwx) para directorios. El valor por omisi�on de la m�ascara es 022 que habilita alusuario para lectura-escritura, al grupo y al resto para lectura. Sin argumentos muestra elvalor de la m�ascara.chgrp (CHange GRouP)Cambia el grupo propietario de una serie de archivos/directorioschgrp grupo �lesEl usuario que efect�ua esta orden debe pertenecer al grupo mencionado.chown (CHange OWNer)Cambia el propietario y el grupo de una serie de archivos/directorioschown user:group �lesLa opci�on -r hace que la orden se efect�ue recursivamente.idMuestra la identi�caci�on del usuario18, as�� como el conjunto de grupos a los que el usuariopertenece.user@hostname:~$ iduid=1000(user) gid=1000(group) groups=1000(group),25(floppy),29(audio)user@hostname:~$
1.5.8. Filtros.Existe un conjunto de �ordenes en unix que permiten el procesamiento de archivos de texto.Se denominan �ltros (Unix Filters), porque normalmente se trabaja empleando redirecci�onrecibiendo datos por su stdin19 y retorn�andolos modi�cados por su stdout20.Para facilitar la comprensi�on de los ejemplos siguientes supondremos que existen dosarchivo llamado mylist.txt y yourlist.txt que tienen en su interior:mylist.txt yourlist.txt

17Un error muy frecuente es la creaci�on de un archivo de �ordenes (script �le) y olvidar permitir la ejecuci�ondel mismo.18A pesar de que el usuario se identi�ca por una cadena denominada username, tambi�en existe un n�umerodenominado uid que es un identi�cativo num�erico de dicho usuario.19Entrada est�andar.20Salida est�andar.
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1 190 1 1902 280 2 2813 370 3 370echoEste no es propiamente un �ltro, pero nos ser�a muy �util m�as adelante. Despliega sobre lapantalla un mensaje, sin argumento despliega una l��nea en blancouser@hostname:~$ echo Hola MundoHola Mundouser@hostname:~$ echo ; echo chao; echo
chao
user@hostname:~$Varias instrucciones pueden ser separadas por ;catEs el �ltro m�as b�asico, copia la entrada a la salida.user@hostname:~$ cat mylist.txt1 1902 2803 370user@hostname:~$Tambi�en lo podemos usar para crear un archivouser@hostname:~$ cat > myfile.txtEste es mi archivocon muchas lineas^Duser@hostname:~$cutPara un archivo compuesto por columnas de datos, permite escribir sobre la salida ciertointervalo de columnas. La opci�on -b N-M permite indicar el intervalo en bytes que se escribir�anen la salida.user@hostname:~$ cut -b 3-4 mylist.txt192837user@hostname:~$pasteMezcla l��neas de distintos archivos. Escribe l��neas en el stdout pegando secuencialmente lasl��neas correspondientes de cada unos de los archivo separadas por tab. Ejemplo, supongamosque tenemos nuestros archivos mylist.txt y mylist.txt y damos el comando
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user@hostname:~$ paste mylist.txt yourlist.txt1 190 1 1902 280 2 2813 370 3 370user@hostname:~$sedEs un editor de 
ujo. Veamos algunos ejemplosuser@hostname:~$ sed = mylist.txt11 19022 28033 370user@hostname:~$Numera las l��neas.
user@hostname:~$ sed -n -e '3p' mylist.txt3 370user@hostname:~$S�olo muestra la l��nea 3. El modi�cador -n suprime la impresi�on de todas las l��neas excep-to aquellas especi�cadas por p. El modi�cador -e corre un script, secuencia de comandos.Separando por coma damos un rango en el n�umero de l��neas.
user@hostname:~$ sed -e '2q' mylist.txt1 1902 280user@hostname:~$Muestra hasta la l��nea 2 y luego se sale de sed.
user@hostname:~$ sed -e 's/0/a/g' mylist.txt1 19a2 28a3 37auser@hostname:~$Reemplaza todos los 0 del archivo por la letra a. Este es uno de los usos m�as comunes.
user@hostname:~$ sed -e '/2 2/s/0/a/g' mylist.txt1 1902 28a3 370user@hostname:~$
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Busca las l��neas con la secuencia 2 2 y en ellas reemplaza todos los 0 por la letra a.
user@hostname:~$ sed -e 's/1/XX/2' mylist.txt1 XX902 2803 370user@hostname:~$
Reemplaza la segunda aparici�on de un 1 en una l��nea por los caracteres XX.A continuaci�on mostramos otras posibilidades del comando sedPara remover una l��nea especi�ca (X) de un archivo (file.txt)

user@hostname:~$ sed -e 'Xd' file.txt
Para remover una intervalo de l��neas de un archivo
user@hostname:~$ sed -e 'X,Yd' file.txt
Para mostrar s�olo las l��neas X e Y de un archivo
user@hostname:~$ sed -n -e 'Xp;Yp' file.txt
Para mostrar un archivo salvo las l��neas que contengan key
user@hostname:~$ sed -e '/key/d' file.txt
Para mostrar de un archivo s�olo las l��neas que contengan key
user@hostname:~$ sed -n -e '/key/p' file.txt
Para mostrar un archivo salvo las l��neas que comienzan con #
user@hostname:~$ sed -e '/^#/d' file.txt

Expresiones regulares:^ Matches al comienzo de la l��nea$ Matches al �nal de la l��nea. Matches cualquier caracter.[] Matches con todos los caracteres dentro de los par�entesisdiffPermite comparar el contenido de dos archivos o directorios
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user@hostname:~$ diff mylist.txt yourlist.txt2c2< 2 280---> 2 281user@hostname:~$Hay una diferencia entre los archivos en la segunda �la.sortPermite ordenar alfab�eticamenteuser@hostname:~$ sort -n -r mylist.txt3 3702 2801 190user@hostname:~$La opci�on -n considera los valores num�ericos y la opci�on -r invierte el orden.findPermite la b�usqueda de un archivo en la estructura de directoriosfind . -name file.dat -printComenzando en el directorio actual recorre la estructura de directorios buscando el archivofile.dat, cuando lo encuentre imprime el path al mismo.find . -name '*~' -exec rm '{}' \;Busca en la estructura de directorios un archivo que acabe en ~ y lo borra. xargs ordenarepetir orden para cada argumento que se lea desde stdin. Permite el uso muy e�ciente defind.find . -name '*.dat' -print | xargs mv ../data \;Busca en la estructura de directorios todos los archivos que acaben en .dat, y los mueve aldirectorio ../data. 21grepPermite la b�usqueda de una cadena de caracteres en uno o varios archivos, imprimiendo elnombre del archivo y la l��nea en que se encuentra la cadena.user@hostname:~$ grep 1 *list.txtmylist.txt:1 190yourlist.txt:1 190yourlist.txt:2 281user@hostname:~$Algunas opciones �utiles-c Elimina la salida normal y s�olo cuenta el n�umero de apariciones de la cadena encada archivo.-i Ignora para la comparaci�on entre la cadena dada y el archivo, si la cadena est�a enmay�usculas o min�usculas.21
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-n Incluye el n�umero de l��neas en que aparece la cadena en la salida normal.-r Hace la b�usqueda recursiva.-v Invierte la b�usqueda mostrando todas las l��neas donde no aparece la cadena pedida.headMuestra las primeras diez l��neas de un archivo.head -30 file Muestra las 30 primeras l��neas de �le.user@hostname:~$ head -1 mylist.txt1 190user@hostname:~$tailMuestra las diez �ultimas l��neas de un archivo.tail -30 file Muestra las 30 �ultimas l��neas de �le.tail +30 file Muestra desde la l��nea 30 en adelante de �le.user@hostname:~$ tail -1 mylist.txt3 370user@hostname:~$La opci�on -f permite que se actualice la salida cuando el archivo crece.awkEs un procesador de archivos de texto que permite la manipulaci�on de las l��neas de forma talque tome decisiones en funci�on del contenido de la misma. Ejemplo, supongamos que tenemosnuestro archivo mylist.txt con sus dos columnasuser@hostname:~$ awk '{print $2, $1 }' mylist.txt190 1280 2370 3user@hostname:~$Imprime esas dos columnas en orden inverso.user@hostname:~$ awk '{print ``a'', 8*$1, $2-1 }' mylist.txta 8 189a 16 279a 24 369user@hostname:~$Permite operar sobre las columnas.user@hostname:~$ awk '{print }' mylist.txt1 1902 2803 370user@hostname:~$
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Funciona como el comando catuser@hostname:~$ awk '{ if (NR>1 && NR < 3) print}' mylist.txt2 280user@hostname:~$S�olo imprime la l��nea 2.tarEste comando permite la creaci�on/extracci�on de archivos contenidos en un �unico archivodenominado tarfile (o tarball). Este tarfile suele ser luego comprimido con gzip, laversi�on de compresi�on gnu22 o bien con bzip2.La acci�on a realizar viene controlada por el primer argumento:c (Create) creaci�onx (eXtract) extracci�ont (lisT) mostrar contenidor a~nadir al �nalu (Update) a~nadir aquellos archivos que no se hallen en el tar�le o que hayan sidomodi�cados con posterioridad a la versi�on que aparece.A continuaci�on se colocan algunas de las opciones:v Verbose (indica qu�e archivos son agregados a medida que son procesados)z Comprimir o descomprimir el contenido con gzip.j Comprimir o descomprimir el contenido con bzip2.f File: permite especi�car el archivo para el tar�le.Veamos algunos ejemplos:tar cvf simul.tar *.datGenera un archivo simul.tar que contiene todos los archivos que terminen en .dat deldirectorio actual. A medida que se va realizando indica el tama~no en bloques de cada archivoa~nadido modo verbose.tar czvf simul.tgz *.datIgual que en el caso anterior, pero el archivo generado simul.tgz ha sido comprimido emplean-do gzip.tar tvf simul.tarMuestra los archivos contenidos en el tar�le simul.tar.tar xvf simul.tarExtrae todos los archivos contenidos en el tar�le simul.tar.wc (Word Count) Contabiliza el n�umero de l��neas, palabras y caracteres de un archivo.22gnu es un acr�onimo recursivo, signi�ca: gnu's Not unix! gnu es el nombre del producto de la FreeSoftware Foundation, una organizaci�on dedicada a la creaci�on de programas compatibles con unix (y mejoradorespecto a los est�andars) y de libre distribuci�on. La distribuci�on de Linux gnu es debian.
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user@hostname:~$ wc mylist.txt3 6 18 mylist.txtuser@hostname:~$El archivo tiene 3 l��neas, 6 palabras, considerando cada n�umero como una palabra i.e. 1 es laprimera palabra y 190 la segunda, y �nalmente 18 caracteres. >Cu�ales son los 18 caracteres?
1.5.9. Otros usuarios y m�aquinasusers who wPara ver qui�en est�a conectado en la m�aquina.
pingVeri�ca si una m�aquina est�a conectada a la red y si el camino de Internet hasta la mismafunciona correctamente.
fingerfinger user, muestra informaci�on23 sobre el usuario user en la m�aquina local.finger user@hostname, muestra informaci�on sobre un usuario llamado user en una m�aquinahostname.finger @hostname, muestra los usuarios conectados de la m�aquina hostname.
1.5.10. FechacalMuestra el calendario del mes actual. Con la opci�on -y y el a~no presenta el calendario dela~no completo.
dateMuestra el d��a y la hora actual.
1.5.11. Transferencia a diskettes.La �losof��a de diferentes unidades (A:, B:,. . . ) di�ere de la estructura �unica del sistemade archivos que existe en unix. Son varias las alternativas que existen para la transferenciade informaci�on a diskette.Una posibilidad es disponer de una m�aquina win9x con ftp instalado y acceso a red.Empleando dicha aplicaci�on se pueden intercambiar archivos entre un sistema y el otro.Existe un conjunto de comandos llamados mtools disponible en multitud plataformas,que permiten el acceso a diskettes en formato win9x de una forma muy e�ciente.mdir a: Muestra el contenido de un diskette en a:.23La informaci�on proporcionada es el nombre de completo del usuario, las �ultimas sesiones en dicha m�aqui-na, si ha le��do o no su correo y el contenido de los archivos .project y .plan del usuario.
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mcopy file a: Copia el archivo file del sistema de archivos unix en un diskette ena:.mcopy a:file file Copia el archivo a:file del diskette en el sistema de archivosunix con el nombre file.mdel a:file Borra el archivo a:file del diskette.Con a: nos referimos a la primera diskettera /dev/fd0 y luego al archivo que se en-cuentra en el diskette. Su nombre se compone de a:filename. Si se desea emplear elcaracter comod��n para un conjunto de archivos del diskette, estos deben rodearse dedobles comillas para evitar la actuaci�on del shell (p.e. mcopy ``a:*.dat''). La opci�on-t realiza la conversi�on necesaria entre unix y win9x, que se debe realizar s�olo enarchivos de texto.Una alternativa �nal es montar el dispositivo /dev/fd0 en alg�un directorio, t��picamente/floppy, considerando el tipo especial de sistema de archivos que posee vfat y luegocopiar y borrar usando comandos unix. Esta forma suele estar restringida s�olo a root,el comando: mount -t vfat /dev/fd0 /floppy no puede ser dado por un usuario. Sinembargo, el sistema aceptar�a el comando mount /floppy de parte del usuario. Una vezterminado el trabajo con el 
oppy �este debe ser desmontado, antes de sacarlo, medianteel comando: umount /floppy.

1.5.12. Diferencias entre los sistemas.Cuando se trans�eren archivos de texto entre dos y unix sin las precauciones adecuadaspueden aparecer los siguientes problemas:En dos los nombres de los archivos pueden tener un m�aximo de 8 caracteres y unaextensi�on de 3 caracteres. En unix no existe restricci�on respecto a la longitud delnombre, y aunque pueden llevar extensi�on, no es obligatorio. Tambi�en pueden tenerm�as de una extensi�on algo.v01.tar.gz, esto complica mucho a otros sistemas quetienen limitaciones en los nombres.El cambio de l��nea en dos se compone de Carriage Return y Line Feed. Sin embargo,en unix s�olo existe el Carriage Return. As�� un archivo de unix visto desde DOS pareceuna �unica l��nea. El caso inverso es la aparici�on del caracter ^M al �nal de cada l��nea.Adem�as, el �n de archivo en dos es ^Z y en unix es ^D.La presencia de caracteres con c�odigo ascii por encima del 127 (ascii extendido) sueleplantear problemas. Debido a que en DOS dicho c�odigo depende de la asignaci�on hecha,que a su vez depende del pa��s.Usando el comando tr se puede transformar un archivo con cambios de l��neas para dosen uno para unix. Sabiendo que ^M es ascii 13 decimal, pero 15 en octal:tr -d '\015' < datafile > TEMPFILEmv -f TEMPFILE datafileEn Debian, instalando el paquete sysutils, queda instalado el comando dos2unix que tam-bi�en lo hace.
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1.6. Shells.

El sistema operativo unix soporta varios int�erpretes de comandos o shells, que ayudana que la interacci�on con el sistema sea lo m�as c�omoda y amigable posible. La elecci�on decu�al es el shell m�as c�omoda es algo personal; en este punto s�olo indicaremos las cuatro m�assigni�cativas y populares:
sh : Bourne SHell, el shell b�asico, no pensado para uso interactivo.
csh : C-SHell, shell con sintaxis como el lenguaje \C". El archivo de con�guraci�on es.cshrc (en el directorio $HOME).
tcsh : alTernative C-Shell (Tenex-CSHell), con editor de l��nea de comando. El archivode con�guraci�on es .tcshrc, o en caso de no existir, .cshrc (en el directorio $HOME).
bash : Bourne-Again Shell, con lo mejor de sh, ksh y tcsh. El archivo de con�guraci�ones .bash_profile cuando se entra a la cuenta por primera vez, y despu�es el archivo decon�guraci�on es .bashrc siempre en el directorio $HOME. La l��nea de comando puedeser editada usando comandos (secuencias de teclas) del editor emacs. Es el shell pordefecto de Linux.

Si queremos cambiar de shell en un momento dado, s�olo ser�a necesario que tecleemos elnombre del mismo y estaremos usando dicho shell. Si queremos usar de forma permanente otroshell del que tenemos asignado por omisi�on24 podemos emplear la orden chsh que permiterealizar esta acci�on.En los archivos de con�guraci�on se encuentran las de�niciones de las variables de entorno(enviroment variables) como camino de b�usqueda PATH, los aliases y otras con�guracionespersonales. Veamos unos caracteres con especial signi�cado para el Shell:
` 25 permite que el output de un comando reemplace al nombre del comando. Porejemplo: echo `pwd` imprime por pantalla el nombre del directorio actual.
user@hostname:~$ echo `pwd`/home/useruser@hostname:~$
' 26 preserva el signi�cado literal de cada uno de los caracteres de la cadena quedelimita.
user@hostname:~$ echo 'Estoy en `pwd`'Estoy en `pwd`user@hostname:~$24Por omisi�on se asigna bash.25Acento agudo o inclinado hacia atr�as, backquote.26Acento usual o inclinado hacia adelante, single quote.
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" 27 preserva el signi�cado literal de todos los caracteres de la cadena que delimita,salvo $, `, \.
user@hostname:~$ echo "Estoy en `pwd`"Estoy en /home/useruser@hostname:~$
; permite la ejecuci�on de m�as de una orden en una sola l��nea de comando.
user@hostname:~$ mkdir mydir; cd mydir; cp *.txt . ; cd ..user@hostname:~$

1.6.1. Variables de entorno.Las variables de entorno permiten la con�guraci�on, por defecto, de muchos programascuando ellos buscan datos o preferencias. Se encuentran de�nidas en los archivos de con�gu-raci�on anteriormente mencionados. Para referenciar a las variables se debe poner el s��mbolo$ delante, por ejemplo, para mostrar el camino al directorio por defecto del usuario user:
user@hostname:~$ echo $HOME/home/useruser@hostname:~$Las variables de entorno m�as importantes son:

HOME - El directorio por defecto del usuario.
PATH - El camino de b�usqueda, una lista de directorios separado con `:' para buscarprogramas.
EDITOR - El editor por defecto del usuario.
DISPLAY - Bajo el sistema de X windows, el nombre de m�aquina y pantalla que est�a usan-do. Si esta variable toma el valor :0 el despliegue es local.
TERM - El tipo de terminal. En la mayor��a de los casos bajo el sistema X windows setrata de xterm y en la consola en Linux es linux. En otros sistemas puede ser vt100.
SHELL - La shell por defecto.
MANPATH - Camino para buscar p�aginas de manuales.
PAGER - Programa de paginaci�on de texto (less o more).
TMPDIR - Directorio para archivos temporales.27double quote.
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1.6.2. Redirecci�on.Cuando un programa espera que se teclee algo, aquello que el usuario teclea se conocecomo el Standard Input : stdin. Los caracteres que el programa retorna por pantalla es lo quese conoce como Standard Output : stdout (o Standard Error : stderr28). El signo < permiteque un programa reciba el stdin desde un archivo en vez de la interacci�on con el usuario.Por ejemplo: mail root < file, invoca el comando mail con argumento (destinatario delmail) root, siendo el contenido del mensaje el contenido del archivo file en vez del texto queusualmente teclea el usuario. M�as a menudo aparece la necesidad de almacenar en un archivola salida de un comando. Para ello se emplea el signo >. Por ejemplo, man bash > file,invoca el comando man con argumento (informaci�on deseada) bash pero indicando que lainformaci�on debe ser almacenada en el archivo file en vez de ser mostrada por pantalla.En otras ocasiones uno desea que la salida de un programa sea la entrada de otro. Estose logra empleando los denominados pipes, para ello se usa el signo |. Este signo permite queel stdout de un programa sea el stdin del siguiente. Por ejemplo:zcat manual.gz | moreInvoca la orden de descompresi�on de zcat y conduce el 
ujo de caracteres hacia el paginadormore, de forma que podamos ver p�agina a p�agina el archivo descomprimido. A parte de loss��mbolos mencionados existen otros que permiten acciones tales como:>> A~nadir el stdout al �nal del archivo indicado (append).29>& o &> (s�olo csh, tcsh y bash) Redireccionar el stdout y stderr. Con 2> redirec-cion�o s�olo el stderr.>>& Igual que >& pero en modo append.>>! Igual que >>, pero con la adici�on que funciona tambi�en cuando el archivo no existe.
1.6.3. Ejecuci�on de comandos.Si el comando introducido es propio del shell (built-in), se ejecuta directamente.En caso contrario:� Si el comando contiene /, el shell lo considera un PATH e intenta resolverlo (entraren cada directorio especi�cado para encontrar el comando).� En caso contrario el shell busca en una tabla hash table que contiene los nombres delos comandos que se han encontrado en los directorios especi�cados en la variablePATH, cuando ha arrancado el shell.
1.6.4. Aliases.Para facilitar la entrada de algunas �ordenes o realizar operaciones complejas, los shellsinteractivos permiten el uso de aliases. La orden alias permite ver qu�e aliases hay de�nidos28Si estos mensajes son de error.29En bash, si el archivo no existe, es creado.
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y tambi�en de�nir nuevos. Es corriente de�nir el alias rm =`rm -i', de esta forma la ordensiempre pide con�rmaci�on para borrar un archivo. Si alguna vez quieres usar rm sin alias,s�olo hace falta poner delante el s��mbolo \, denominado backslash . Por ejemplo \rm eliminalos alias aplicados a rm. Otro ejemplo, bastante frecuente (en tcsh/csh) podr��a ser (debidoa la complejidad de la orden): alias ffind 'find . -name \!* -print'. Para emplearlo:ffind tema.txt, el resultado es la b�usqueda recursiva a partir del directorio actual de unarchivo que se llame tema.txt, mostrando el camino hasta el mismo.
1.6.5. Las shells csh y tcsh.Son dos de los Shells interactivos m�as empleados. Una de las principales ventajas de tcshes que permite la edici�on de la l��nea de comandos, y el acceso a la historia de �ordenes usandolas teclas de cursores.30
Comandos propios.Los comandos propios o intr��nsecos, Built-In Commands, son aqu�ellos que proporciona elpropio shell 31.alias name defAsigna el nombre name al comando def.historyMuestra las �ultimas �ordenes introducidas en el shell. Algunos comandos relacionados con elCommand history son:!!Repite la �ultima orden.!nRepite la orden n-�esima.!stringRepite la orden m�as reciente que empiece por la cadena string.!?stringRepite la orden m�as reciente que contenga la cadena string.^str1^str2 o !!:s/str1/str2/(substitute) Repite la �ultima orden reemplanzando la primera ocurrencia de la cadenastr1 por la cadena str2.!!:gs/str1/str2/(global substitute) Repite la �ultima orden reemplazando todas las ocurrencias de lacadena str1 por la cadena str2.30bash tambi�en lo permite.31A diferencia de los comandos que provienen de un ejecutable situado en alguno de los directorios de lavariable PATH.
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!$Es el �ultimo argumento de la orden anterior que se haya tecleado.

pushdCambia de directorio, recordando el directorio actual.popdRetorna al directorio desde donde se hizo pushd la �ultima vez.repeat count commandRepite count veces el comando command.rehashRehace la tabla de comandos (hash table).set variable = VALUEAsigna el valor de una variable del shell.set variableMuestra el valor de la variablesetenv VARIABLE VALUEPermite asignar el valor de una variable de entorno.source fileEjecuta las �ordenes del �chero file en el shell actual.unset variableDesasigna el valor de una variable del shell.unsetenv VARIABLE VALUEPermite desasignar el valor de una variable de entorno.umask valueAsigna la m�ascara para los permisos por omisi�on.unalias nameElimina un alias asignado.
Variables propias del shell.Existe un conjunto de variables denominadas shell variables, que permiten modi�car elfuncionamiento del shell.filec (FILE Completion)Es una variable toggle que permite que el shell complete autom�aticamente el nombre de unarchivo o un directorio32. Para ello, si el usuario introduce s�olo unos cuantos caracteres deun archivo y pulsa el TAB, el shell completa dicho nombre. Si s�olo existe una posibilidad, el32bash permite no s�olo completar �cheros/directorios sino tambi�en comandos.
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completado es total y el shell deja un espacio tras el nombre. En caso contrario hace sonarun pitido. Pulsando Ctrl-D el shell muestra las formas existentes para completar.promptEs una variable de cadena que contiene el texto que aparece al principio de la l��nea decomandos.savehistPermite de�nir el n�umero de �ordenes que se desea almacenar al abandonar el shell. Estopermite recordar las �ordenes que se ejecutaron en la sesi�on anterior.
1.6.6. Las shell sh y bash.S�olo bash puede considerarse un shell interactivo, permitiendo la edici�on de la l��nea decomandos, y el acceso a la historia de �ordenes (readline). En uso normal (historia y editorde l��nea de comandos) BASH es compatible con TCSH y KSH. El modo de completado (�lecompletion) es autom�atico (usando TAB s�olo) si el shell es interactivo.
Comandos propios del shell.Los comandos umask , source , pushd , popd , history , unalias , hash 33, funcio-nan igual que en la shell TCSH.helpAyuda interna sobre los comandos del shell.VARIABLE=VALUEPermite asignar el valor de una variable de entorno. Para que dicha variable sea \heredada"es necesario emplear: export VARIABLE o bien combinarlas: export VARIABLE=VALUE.for var in wordlist do comandos doneLa variable var, que puede llamarse de cualquier modo, se le asignan sucesivamente los valoresde la cadena wordlist, y se ejecuta el conjunto de comandos. El contenido de dicha variablepuede ser empleado en los comandos: $var. Ejemplo:
$ for i in 1 2 tres 4; do echo $i; done12tres4
aliasEn bash, alias s�olo sirve para substituci�on simple de una cadena por otra. Por ejemplo:alias ls='ls -F'. Para crear alias con argumentos se usan funciones, ver la documentaci�on.33En bash/sh la hash table se va generando din�amicamente a medida que el usuario va empleando las�ordenes. As�� el arranque del shell es m�as r�apido, y el uso de orden equivalente hash -r casi nunca hace falta.
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1.6.7. Archivos de script.Un archivo de script es una sucesi�on de comandos de la shell que se ejecutan secuencial-mente. Veamos un ejemplo simple:
#!/bin/bashvariable=''/home/yo''cp $1 /tmp/$2rm $1cd $variable# Hecho por miLa primera l��nea declara la shell espec���ca que se quiere usar. En la segunda l��nea hay unadeclaraci�on de una variable interna. La tercera contiene los dos primeros argumentos con quefue llamado el script. Por ejemplo, si el anterior script est�a en un archivo llamado ejemplo,el comando ejemplo file1 file2 asocia $1 a file1 y $2 a file2. La l��nea 5 hace uso de lavariable interna dentro de un comando. La �ultima l��nea por comenzar con un # correspondea un comentario. Notemos que la primera tambi�en es un comentario, pero la combinaci�on #!en la primera l��nea fuerza a que se ejecute esa shell.Esto s�olo es una m��nima pincelada de una herramienta muy poderosa y �util. Los comandosdisponibles en la shell conforman un verdadero lenguaje de programaci�on en s��, y los scriptspueden dise~narse para realizar tareas mon�otonas y complejas. Este es un tema que le ser�a �utilprofundizar.
1.7. Ayuda y documentaci�on.Para obtener ayuda sobre comandos de unix, se puede emplear la ayuda on-line, en laforma de p�aginas de manual. As�� man comando proporciona la ayuda sobre el comando de-seado. Por ejemplo, para leer el manual de los shells, puedes entrar: man sh csh tcsh bashla orden formatea las p�aginas y te permite leer los manuales en el orden pedido. En el casode bash se puede usar el comando help, por ejemplo, help alias. Adem�as, para muchoscomandos y programas se puede obtener informaci�on tipeando info comando. Finalmen-te, algunos comandos tienen una opci�on de ayuda (--help), para recordar r�apidamente lasopciones m�as comunes disponibles (ls --help).
1.8. Procesos.En una m�aquina existen una multitud de procesos que pueden estar ejecut�andose si-mult�aneamente. La mayor��a de ellos no corresponden a ninguna acci�on realizada por el usua-rio y no merecen que se les preste mayor atenci�on. Estos procesos corresponden a programasejecutados en el arranque del sistema y tienen que ver con el funcionamiento global delservidor. En general, los programas suelen tener uno de estos dos modos de ejecuci�on:

foreground: Son aquellos procesos que requieren de la interacci�on y/o atenci�on delusuario mientras se est�an ejecutando, o bien en una de sus fases de ejecuci�on (i.e.
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introducci�on de datos). As�� por ejemplo, la consulta de una p�agina de manual es unproceso que debe ejecutarse claramente en foreground.background: Son aquellos procesos que no requieren de la interacci�on con el usuariopara su ejecuci�on. Si bien el usuario desear��a estar informado cuando este procesotermine. Un ejemplo de este caso ser��a la impresi�on de un archivo.Sin embargo, esta divisi�on que a primera vista pueda parecer tan clara y concisa, a menudoen la pr�actica aparece la necesidad de conmutar de un modo al otro, detenci�on de tareasindeseadas, etc. As�� por ejemplo, puede darse el caso de que estemos leyendo una p�agina demanual y de repente necesitemos ejecutar otra tarea. Un proceso viene caracterizado por:
process numberjob numberVeamos algunas de las �ordenes m�as frecuentes para la manipulaci�on de procesos:
comando & Ejecuci�on de un comando en el background. 34
Ctrl-Z Detiene el proceso que estuviera ejecut�andose en el foreground y lo colocadetenido en el background.Ctrl-C Termina un proceso que estaba ejecut�andose en foreground.Ctrl-\ Termina de forma de�nitiva un proceso que estaba ejecut�andose en foreground.ps x Lista todos los procesos que pertenezcan al usuario, incluyendo los que no est�anasociados a un terminal.jobs Lista los procesos que se hayan ejecutado desde el shell actual, mostrando el jobnumber.fg (job number) Pasa a ejecuci�on en foreground un proceso que se hallase en back-ground.bg (job number) Pasa a ejecuci�on en background un proceso que se hallase detenidocon Ctrl-Z.kill (process number) Env��a una se~nal35 a un proceso unix. En particular paraenviar la se~nal de t�ermino a un programa, damos el comando kill -KILL, pero nohace falta al ser la se~nal por defecto.Cuando se intenta abandonar una sesi�on con alg�un proceso a�un detenido en el backgrounddel shell, se informa de ello con un mensaje del tipo: There are stopped jobs si no importa,el usuario puede intentar abandonar de nuevo el shell y �este matar�a los jobs, o puedes utilizarfg para traerlos al foreground y ah�� terminar el mismo.34Por omisi�on un comando se ejecuta siempre en el foreground.35Para ver las se~nales disponibles entra la orden kill -l (l por list).
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1.9. Editores.

Un editor es un programa que permite crear y/o modi�car un archivo. Existen multitudde editores diferentes, y al igual que ocurre con los shells, cada usuario tiene alguno de supredilecci�on. Mencionaremos algunos de los m�as conocidos:
vi - El editor standard de unix.
emacs (xemacs) - Editor muy con�gurable escrito en lenguaje Lisp. Existen multitudde modos para este editor (lector de mail, news, www,. . . ) que lo convierten en unverdadero shell para multitud de usuarios. Las �ultimas versiones del mismo permitenla ejecuci�on desde X-windows o terminal indistintamente con el mismo binario. Poseeun tutorial en l��nea, comando C-H t dentro del editor. El archivo de con�guraci�onpersonalizada es: $HOME/.emacs.
jove - Basado en Emacs, (Jonathan's Own Version of Emacs). Posee tutorial en una uti-lidad asociada: teachjove. El archivo de con�guraci�on personalizada es: $HOME/.joverc.
jed - Editor con�gurable escrito en S-Lang. Permite la emulaci�on de editores comoemacs y Wordstar. Posee una ayuda en l��nea C-H C-H. El archivo de con�guraci�onpersonalizada es: $HOME/.jedrc.
gedit - Un peque~no y liviano editor de texto para Gnome
xjed - Versi�on de jed para el X-windows system. Presenta como ventaja que es capazde funcionar en muchos modos: lenguaje C, Fortran, TeX, etc, reconociendo palabrasclave y signos de puntuaci�on, empleando un colorido distinto para ellos. El archivo decon�guraci�on personalizada es el mismo que el de de jed.

Dado que los editor del tipo de gedit disponen de men�us auto explicativos, daremos acontinuaci�on unas ligeras nociones s�olo de vi y emacs.
1.9.1. El editor vi.El vi es un editor de texto muy poderoso pero un poco dif��cil de usar. Lo importantede este editor es que se puede encontrar en cualquier sistema unix y s�olo hay unas pocasdiferencias entre un sistema y otro. Explicaremos lo b�asico solamente. Comencemos con elcomando para invocarlo:localhost:/# vi
~~~/tmp/vi.9Xdrxi: new file: line 1
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La sintaxis para editar un archivo es:localhost:/# vi nombre.de.archivo
~~~nombre.de.archivo: new file: line 1
Insertar y borrar texto en vi.Cuando se inicia el vi, editando un archivo, o no, se entra en un modo de �ordenes, es decir,que no se puede empezar a escribir directamente. Si se quiere entrar en modo de inserci�onde texto se debe presionar la tecla i. Entrando en el modo de inserci�on, se puede empezara escribir. Para salir del modo de inserci�on de texto y volver al modo de �ordenes se aprietaESC.
Aqui ya estamos escribiendo porque apretamosla tecla 'i' al estar en modo ordenes.~~

La tecla a en el modo de �ordenes tambi�en entra en modo de inserci�on de texto, pero envez de comenzar a escribir en la posici�on del cursor, empieza un espacio despu�es.La tecla o en el modo de �ordenes inserta texto pero desde la l��nea que sigue a la l��neadonde se est�a ubicado.Para borrar texto, hay que salir al modo �ordenes, y presionar la tecla x que borrar�a eltexto que se encuentre sobre el cursor. Si se quiere borrar las l��neas enteras, entonces se debepresionar dos veces la tecla d sobre la l��nea que deseo eliminar. Si se presionan las teclas dwse borra la palabra sobre la que se est�a ubicado.La letra R sobre una palabra se puede escribir encima de ella. Esto es una especie de modode inserci�on de texto pero s�olo se podr�a modi�car la palabra sobre la que se est�a situado. Latecla ~ cambia de may�uscula a min�uscula la letra sobre la que se est�a situado.
Moverse dentro de vi.Estando en modo �ordenes podemos movernos por el archivo que se est�a editando usandolas 
echas hacia la izquierda, derecha, abajo o arriba. Con la tecla 0 nos movemos al comienzode la l��nea y con la tecla $ nos movemos al �nal de la misma.Con las teclas w y b nos movemos al comienzo de la siguiente palabra o al de la palabraanterior respectivamente. Para moverme hacia la pantalla siguiente la combinaci�on de teclasCTRL F y para volver a la pantalla anterior CTRL B. Para ir hasta el principio del archivo sepresiona la tecla G.
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Opciones de comandos.Para entrar al men�u de comandos se debe presionar la tecla : en el modo de �ordenes.Aparecer�an los dos puntos (:). Aqu�� se pueden ingresar ordenes para guardar, salir, cambiarde archivo entre otras cosas. Veamos algunos ejemplos:

:w Guardar los cambios.
:w otherfile.txt Guardar con el nuevo nombre otherfile.txt
:wq Guardar los cambios y salir.
:q! Salir del archivo sin guardar los cambios.
:e file1.txt Si deseo editar otro archivo al que se le pondr�a por nombre file1.txt.
:r file.txt Si se quiere insertar un archivo que ya existente, por ejemplo file.txt.
:r! comando Si se quiere ejecutar alg�un comando del shell y que su salida aparezca enel archivo que se est�a editando.

1.9.2. Editores modo emacs.El editor GNU Emacs, escrito por Richard Stallman de la Free Software Foundation, esuno de los que tienen mayor aceptaci�on entre los usuarios de unix, estando disponible bajolicencia GNU GPL36 para una gran cantidad de arquitecturas. Tambi�en existe otra versi�onde emacs llamada XEmacs totalmente compatible con la anterior pero presentando mejorassigni�cativas respecto al GNU Emacs. Dentro de los \inconvenientes" que presenta es que noviene por defecto incluido en la mayor��a de los sistemas unix. Las actuales distribucionesde Linux y en particular Debian GNU/Linux contienen ambas versiones de emacs, tantoGNU Emacs como XEmacs, como tambi�en versiones de jove, jed, xjed y muchos otros editores.Para mayor informaci�on ver Ap�endice.
1.10. El sistema X Windows.El X Windows system es el sistema est�andar de ventanas en las estaciones de trabajo.Es corriente que el sistema de ventanas sea arrancando autom�aticamente cuando la m�aquinaparte. En caso contrario, la orden para arrancarlo es startx. En el sistema X Windows debendistinguirse dos conceptos:

server : Es un programa que se encarga de escribir en el dispositivo de v��deo y de captu-rar las entradas (por teclado, rat�on, etc). Asimismo se encarga de mantener los recursosy preferencias de las aplicaciones. S�olo puede existir un server para cada pantalla.36La licencia de GNU, da el permiso de libre uso de los programas con su fuentes, pero los autores mantienenel Copyright y no es permitido distribuir los binarios sin acceso a sus fuentes, los programas derivados dedichos fuentes heredan la licencia GNU.
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client : Es cualquier aplicaci�on que se ejecute en el sistema X Windows. No hay l��mite(en principio) en el n�umero de clientes que pueden estarse ejecutando simult�aneamente.Los clientes pueden ser locales o remotos..Window Manager (WM) Es un cliente con \privilegios especiales": controla el compor-tamiento (forma, tama~no,. . . ) del resto de clientes. Existen varios, destacando:fvwm : F* Virtual Window Manager, el instalado por defecto.icewm : Ice Window Manager, uno de los window managers gnome compatible.saw�sh : Window managers gnome compatible, altamente con�gurable y muy integra-do al gnome desktop.Metacity : Window managers gnome 2 compatible.El look and feel (o GUI) de X Windows es extremadamente con�gurable, y puede parecerque dos m�aquinas son muy distintas, pero esto se debe al WM que se est�e usando y no a quelas aplicaciones sean distintas.Para con�gurar tu sesi�on es necesario saber qu�e programas est�as usando y ver las p�aginasde manual. Los archivos principales son:.xinitrc �o .xsession archivo le��do al arrancar X Windows. Aqu�� se pueden de�nirlos programas que aparecen al inicio de tu sesi�on..fvwmrc archivo de con�guraci�on del fvwm. Ver las p�aginas del manual de fvwm..olwmrc archivo de con�guraci�on del olwm. Ver las p�aginas del manual de olwm..Xdefaults Con�guraci�on general de las aplicaciones de X Windows. Aqu�� puedesde�nir los resources que encontrar�as en los manuales de las aplicaciones de X.En caso de que tengas que correr una aplicaci�on de X que no est�e disponible en la m�aquinaque est�as usando, eso no representa ning�un problema. Las �ordenes necesarias son (por ejemplo,para arrancar un gnome-terminal remoto):user@hostname1:~$ ssh -XC userB@hostname2userB@hostname2's password:userB@hostname2:~$ gnome-terminal &Las opciones XC en el comando ssh corresponden a que exporte el DISPLAY y que com-prima, respectivamente. La forma antiguauserA@hostname1:~$ xhost +hostname2hostname2 being added to access control listuser@hostname1:~$ ssh userB@hostname2userB@hostname2's password:userB@hostname2:~$ export DISPLAY=hostname1:0userB@hostname2:~$ gnome-terminal &Si todo est�a previamente con�gurado, es posible que no haga falta dar el password.Cuando quieres salir, normalmente puedes encontrar un icono con la opci�on Log out, enun men�u o panel de la pantalla.
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1.11. Uso del rat�on.El rat�on es un dispositivo esencial en el uso de programas X, sin embargo, la funci�on querealiza en cada uno de ellos no est�a normalizada.Comentaremos la pauta seguida por la mayor��a de las aplicaciones, pero debe tenersepresente que es muy frecuente encontrar aplicaciones que no las respetan.37Bot�on izquierdo (LB): Seleccionar. Comienza el bloque de selecci�on.Bot�on central (MB): Pegar. Copia la selecci�on en la posici�on del cursor.Bot�on derecho (RB): Habitualmente ofrece un men�u para partir aplicaciones.Existen dos modos para determinar cu�al es la ventana activa, aquella que recibe lasentradas de teclado:Focus Follows Mouse: La ventana que contenga al rat�on es la que es activa. No usadopor defecto actualmente.Click To Focus : La ventana seleccionada es la activa. El modo que est�e activo dependede la con�guraci�on del Window Manager.
1.12. Internet.En esta secci�on denominaremos unix1 a la m�aquina local (desde donde ejecutamos laorden) y unix2 a la m�aquina remota (con la que interaccionamos). Ambos son los hostnamesde las respectivas m�aquinas. Existen algunos conceptos que previamente debemos comentar:IP-number: es un conjunto de 4 n�umeros separados por puntos (p.e. 200.89.74.6) quese asocia a cada m�aquina. No puede haber dos m�aquinas conectadas en la misma redcon el mismo n�umero.hostname: es el nombre que tiene asociada la m�aquina (p.e. macul). A este nombre sele suelen a~nadir una serie de su�jos separados por puntos que constituye el denominadodominio (p.e. macul.ciencias.uchile.cl). Una m�aquina por tanto puede tener m�asde un nombre reconocido (se habla en este caso de alias). Se denomina resoluci�ona la identi�caci�on entre un hostname y el IP-number correspondiente. La consultase realiza inicialmente en el archivo /etc/hosts, donde normalmente se guardan lasidenti�caciones de las m�aquinas m�as com�unmente empleadas. En caso de que no selogre se accede al servicio DNS (Domain Name Service), que permite la identi�caci�on(resoluci�on) entre un hostname y un IP-number.mail-address: es el nombre que se emplea para enviar correo electr�onico. Este nombrepuede coincidir con el nombre de una m�aquina, pero se suele de�nir como un alias, conobjeto de que la direcci�on no deba de cambiarse si la m�aquina se estropea o se cambiapor otra.37Las aplicaciones que son conscientes de un uso anormal y est�an realizadas por programadores inteligentes,muestran en pantalla la funci�on de cada bot�on cuando son posibles varias alternativas.
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1.12.1. Acceso a la red.Existen muchos programas para la conexi�on de la red, los m�as usados son:

telnet unix2, hace un login en la m�aquina unix2, debe ingresarse el usuario y surespectiva passwd. Adem�as, permite especi�car el puerto en conexi�on en la m�aquinaremota.
ssh nombre@unix2, muy similar a telnet pero se puede especi�car el usuario, si nose especi�ca se usa el nombre de la cuenta local. Adem�as, el passwd pasa encriptadoa trav�es de la red. ssh nombre@unix2 comando, muy similar a rsh, el passwd pasaencriptado y ejecuta el comando en la m�aquina remota, mostrando el resultado en lam�aquina local.
scp file1 usuario2@unix2:path/file, copia el archivo file1, del usuario1, que seencuentra en el directorio local en la m�aquina unix1 en la cuenta del usuario2 en lam�aquina unix2 en $HOME/path/file. Si no se especi�ca el nombre del usuario se usa elnombre de la cuenta local. Si se quiere copiar el archivo file2 del usuario3 en unix2en la cuenta actual de unix1 el comando ser��a: scp usuario3@unix2:file2 .. Antesde realizar cualquiera de las copias el sistema preguntar�a por el passwd del usuario encuesti�on en la m�aquina unix2. Nuevamente, el passwd pasa encriptada a trav�es de lared.
talk usuario1@unix2, intenta hacer una conexi�on para hablar con el usuario1 en lam�aquina unix2. Existen varias versiones de talk en los diferentes sistemas operativos,de forma que no siempre es posible establecer una comunicaci�on entre m�aquinas consistemas operativos diferentes.
ftp unix2, (�le transfer protocol) aplicaci�on para copiar archivos entre m�aquinas deuna red. ftp exige un nombre de cuenta y password para la m�aquina remota. Algunasde las opciones m�as empleadas (una vez establecida la conexi�on) son:
� bin: Establece el modo de comunicaci�on binario. Es decir, trans�ere una imagenexacta del archivo.� asc: Establece el modo de comunicaci�on ascii. Realiza las conversiones necesariasentre las dos m�aquinas en comunicaci�on. Es el modo por defecto.� cd: Cambia directorio en la m�aquina remota.� lcd: Cambia directorio en la m�aquina local.� ls: Lista el directorio remoto.� !ls: Lista el directorio local.� prompt : No pide con�rmaci�on para transferencia m�ultiple de archivos.� get rfile [lfile]: trans�ere el archivo rfile de la m�aquina remota a la m�aqui-na local denomin�andolo lfile. En caso de no suministrarse el segundo argumentosupone igual nombre en ambas m�aquinas.
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� put lfile [rfile] : trans�ere el archivo lfile de la m�aquina local a la m�aquinaremota denomin�andolo rfile. En caso de no suministrarse el segundo argumentosupone igual nombre en ambas m�aquinas. Tambi�en puede usarse send.� mget rfile : igual que get, pero con m�as de un archivo (rfile puede contenercaracteres comodines).� mput lfile : igual que put, pero con m�as de un archivo (lfile puede contenercaracteres comodines).

Existen versiones mejoradas de ftp con muchas m�as posibilidades, por ejemplo, ncftp.Tambi�en existen versiones gr�a�cas de clientes ftp donde la elecci�on de archivo, el sentidode la transferencia y el modo de �esta, se elige con el mouse (p.e. wxftp).rlogin -l nombre unix2, (remote login), hace un login a la m�aquina unix2 como elusuario nombre por defecto, sin los argumentos -l nombre rlogin usa el nombre de lacuenta local. Normalmente rlogin pide el password de la cuenta remota, pero con eluso del archivo .rhosts o /etc/hosts.equiv esto no es siempre necesario.rsh -l nombre unix2 orden, (remote shell), ejecuta la orden en la m�aquina unix2como usuario nombre. Es necesario que pueda entrar en la m�aquina remota sin passwordpara ejecutar una orden remota. Sin especi�car orden act�ua como rlogin.
1.12.2. El correo electr�onico.El correo electr�onico (e-mail) es un servicio para el env��o de mensajes entre usuarios,tanto de la misma m�aquina como de diferentes m�aquinas.
Direcciones de correo electr�onico.Para mandar un e-mail es necesario conocer la direcci�on del destinatario. Esta direcci�onconsta de dos campos que se combinan intercalando entre ellos el @ (at): user@domain

user : es la identi�caci�on del usuario (i.e. login) en la m�aquina remota.domain : es la m�aquina donde recibe correo el destinatario. A menudo, es frecuenteque si una persona tiene acceso a un conjunto de m�aquinas, su direcci�on de correo nocorresponda con una m�aquina sino que corresponda a un alias que se resolver�a en unnombre espec���co de m�aquina en forma oculta para el que env��a.
Si el usuario es local no es necesario colocar el campo domain (ni tampoco el @).

Nomenclatura.Veamos algunos conceptos relacionados con el correo electr�onico:
Subject : Es una parte de un mensaje que piden los programas al comienzo y sirvecomo t��tulo para el mensaje.
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Cc (Carbon Copy) : Permite el env��o de copias del mensaje que est�a siendo editado aterceras personas.Reply : Cuando se env��a un mensaje en respuesta a otro se suele a~nadir el comienzodel subject: Re:, con objeto de orientar al destinatario sobre el tema que se responde.Es frecuente que se incluya el mensaje al que se responde para facilitar al destinatariola comprensi�on de la respuesta.Forward : Permite el env��o de un mensaje (con modi�caciones o sin ellas) a una tercerapersona.Forwarding Mail : Permite a un usuario que disponga de cuentas en varias m�aquinasno relacionadas, de concentrar su correo en una cuenta �unica38. Para ello basta contener un archivo $HOME/.forward que contenga la direcci�on donde desea centralizar sucorreo.Mail group : Un grupo de correo es un conjunto de usuarios que reciben el correodirigido a su grupo. Existen �ordenes para responder a un determinado correo recibidopor esa v��a de forma que el resto del grupo sepa lo que ha respondido un miembro delmismo.In-Box : Es el archivo donde se almacena el correo que todav��a no ha sido le��do por elusuario. Suele estar localizado en /var/spool/mail/user.Mailer-Daemon : Cuando existe un problema en la transmisi�on de un mensaje serecibe un mensaje proveniente del Mailer-Daemon que indica el problema que se hapresentado.

Aplicaci�on mail.Es posiblemente la aplicaci�on m�as simple. Para la lectura de mail teclear simplemente:mail y a continuaci�on aparece un ��ndice con los diferentes mensajes recibidos. Cada mensajetiene una l��nea de identi�caci�on con n�umero. Para leer un mensaje basta teclear su n�umero y acontinuaci�on return. Para enviar un mensaje: mail (address) se pregunta por el Subject:y a continuaci�on se introduce el mensaje. Para acabar se teclea s�olo un punto en una l��nea obien Ctr-D. Por �ultimo, se pregunta por Cc:. Es posible personalizar el funcionamiento me-diante el archivo $HOME/.mailrc. Para enviar un archivo de texto a trav�es del correo se sueleemplear la redirecci�on de entrada: mail (address) < file. Si queremos enviar un archivobinario en forma de attach en el mail el comando es mpack archivo-binario address.
1.12.3. Ftp anonymous.Existen servidores que permiten el acceso por ftp a usuarios que no disponen de cuentaen dichas m�aquinas. Para ello se emplea como login de entrada el usuario anonymous y comopasswd la direcci�on de e-mail personal. Existen servidores que no aceptan conexiones desde38Este comando debe usarse con conocimiento pues en caso contrario podr��a provocar un loop inde�nido yno recibir nunca correo.
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m�aquinas que no est�an declaradas correctamente en el servicio de nombre (dns), as�� comoalgunas que no permiten la entrada a usuarios que no se identi�can correctamente. Dada lasobrecarga que existe, muchos de los servidores tienen limitado el n�umero de usuarios quepueden acceder simult�aneamente.
1.12.4. WWW.WWW son las siglas de World-Wide Web. Este servicio permite el acceso a informaci�onentrelazada (dispone de un texto donde un t�ermino puede conducir a otro texto): hyperlinks.Los archivos est�an realizados en un lenguaje denominado html. Para acceder a este servicioes necesario disponer de un lector de dicho lenguaje conocido como browser o navegador.Destacan actualmente: Netscape, Mozilla, Opera y el simple pero muy r�apido Lynx.
1.13. Impresi�on.Cuando se quiere obtener una copia impresa de un archivo se emplea el comando lpr.

lpr file - Env��a el archivo file a la cola de impresi�on por defecto. Si la cola est�a activa-da, la impresora lista y ning�un trabajo por encima del enviado, nuestro trabajo ser�a procesadode forma autom�atica.A menudo existen varias posibles impresoras a las que poder enviar los trabajos. Paraseleccionar una impresora en concreto (en vez de la por defecto) se emplea el modi�cador:lpr -Pimpresora, siendo impresora el nombre l�ogico asignado a esta otra impresora. Pararecibir una lista de las posibles impresoras de un sistema, as�� como su estado, se puede em-plear el comando /usr/sbin/lpc status. La lista de impresoras y su con�guraci�on tambi�enest�a disponible en el archivo /etc/printcap.Otras �ordenes para la manipulaci�on de la cola de impresi�on son:
lpq [-Pimpresora], permite examinar el estado de una determinada cola (para ver lacantidad de trabajos sin procesar de �esta, por ejemplo).lprm [-Pimpresora] jobnumber, permite eliminar un trabajo de la cola de impresi�on.

Uno de los lenguajes de impresi�on gr�a�ca m�as extendidos en la actualidad es PostScript.La extensi�on de los archivos PostScript empleada es .ps. Un archivo PostScript puede servisualizado e impreso mediante los programas: gv, gnome-gv o ghostview. Por ello muchasde las impresoras actuales s�olo admiten la impresi�on en dicho formato.En caso de desear imprimir un archivo ascii deber�a previamente realizarse la conversi�ona PostScript empleando la orden a2ps: a2ps file.txt Esta orden env��a a la impresorael archivo ascii file.txt formateado a 2 p�aginas por hoja. Otro programa que permiteconvertir un archivo ascii en postscript es enscript.Otro tipo de archivos ampliamente difundido y que habitualmente se necesita imprimires el conocido como Portable Document Format. Este tipo de archivo posee una extensi�on.pdf y pueden ser visualizados e impresos usando aplicaciones tales como: acroread, gv oxpdf.
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1.14. Compresi�on.

A menudo necesitamos comprimir un archivo para disminuir su tama~no, o bien crear unrespaldo (backup) de una determinada estructura de directorios. Se comentan a continuaci�onuna serie de comandos que permiten ejecutar dichas acciones:El compresor compress esta relativamente fuera de uso, pero es la est�andar de unix.
compress file : comprime el archivo, creando el archivo file.Z, destruye el archivooriginal.
uncompress file.Z : descomprime el archivo, creando el archivo file, destruye elarchivo original.
zcat file.Z : muestra por el stdout el contenido descomprimido del archivo (sindestruir el original).

Otra alternativa de compresor mucho m�as usada es gzip el compresor de GNU que poseeuna mayor raz�on de compresi�on que compress. Veamos los comandos:
gzip file : comprime el archivo, creando el archivo file.gz, destruye el archivo ori-ginal.
gunzip file.gz : descomprime el archivo, creando el archivo file, destruye el archivooriginal.
zless file.gz : muestra por el stdout el contenido descomprimido del archivo pagi-nado por less.

La extensi�on empleada en los archivos comprimidos con gzip suele ser .gz pero a vecesse usa .gzip. Adicionalmente el programa gunzip tambi�en puede descomprimir archivoscreados con compress.La opci�on con mayor tasa de compresi�on que gzip es bzip2 y su descompresor bunzip2.
bzip2 file : comprime el archivo, creando el archivo file.bz2, destruye el archivooriginal.
bunzip2 file.bz2 : descomprime el archivo, creando el archivo file, destruye el ar-chivo original.
bzcat file.bz2 : muestra por el stdout el contenido descomprimido del archivo, de-bemos usar un paginador adicionalmente para verlo por p�aginas.

La extensi�on usada en este caso es .bz2. El kernel de Linux se distribuye en formatobzip2. Tambi�en existe una versi�on paralelizada llamada pbzip2. Uno de los mejores algorit-mos de compresi�on est�a disponible para Linux en el programa p7zip. Veamos un ejemplo, unarchivo file.tar que contiene un instalador de un programa tiene un tama~no de 8.6 Mb los
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resultados al comprimirlo con gzip, bzip2 y 7za son: file.tar.gz 1.8 Mb, file.tar.bz21.5 Mb y file.tar.7z 1.2 Mb39Existen tambi�en versiones de los compresores compatibles con otros sistemas operativos:zip, unzip, unarj, lha, rar y zoo.En caso que se desee crear un archivo comprimido con una estructura de directorios debeejecutarse la orden:tar cvzf nombre.tgz directorioo bientar cvjf nombre.tbz directorioEn el primer caso comprime con gzip y en el segundo con bzip2. Para descomprimir yrestablecer la estructura de directorio almacenada se usan los comandos:tar xvzf nombre.tgz directoriosi se realiz�o la compresi�on con gzip o bientar xvjf nombre.tbz directoriosi se realiz�o la compresi�on con bzip2.

39El comando usado para la compresi�on fue: 7za a -t7z -m0=lzma -mx=9 -mfb=64 -md=32m -ms=onfile.tar.7z file.tar, note la nueva extensi�on 7z.



Cap��tulo 2
Una breve introducci�on a C++.

versi�on 6.00, 13 de Octubre del 2005En este cap��tulo se intentar�a dar los elementos b�asicos del lenguaje de programaci�onC++. No se pretende m�as que satisfacer las m��nimas necesidades del curso, sirviendo comoun ayuda de memoria de los t�opicos abordados, para futura referencia. Se debe consignar queno se consideran todas las posibilidades del lenguaje y las explicaciones est�an reducidas alm��nimo.
2.1. Estructura b�asica de un programa en C++.
2.1.1. El programa m�as simple.El primer ejemplo de todo manual es el que permite escribir \Hola" en la pantalla.//// Los comentarios comienzan con ////#include <iostream>using namespace std;
int main(){ cout << "Hola." << endl;return 0 ;} Las tres primeras l��neas corresponden a comentarios, todo lo que est�a a la derecha delos caracteres // son comentarios y no ser�an considerados en la compilaci�on. En la l��neasiguiente se incluye un archivo de cabecera, o header, con la instrucci�on de preprocesador#include. El nombre del archivo se puede escribir como <nombre> o bien "nombre.h". Enel primer caso el archivo nombre ser�a buscado en el path por defecto para los include,t��picamente /usr/include o /usr/include/c++/3.x/ en el caso de headers propios de C++;en el segundo caso la b�usqueda se hace en el directorio local. Tambi�en podr��amos incluirun path completo cuando se ocupan las comillas. En nuestro ejemplo se incluye el archivoiostream, en el cual se hacen las de�niciones adecuadas para el manejo de la entrada y salidaen C++. Este archivo es necesario para enviar luego un mensaje a pantalla.
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La funci�on int main es donde comienza a ejecutarse el programa; siempre debe haber unafunci�on main en nuestro programa. Debido a imposiciones del sistema operativo la funci�onmain devuelve un entero y por tanto debe ser declarada int. Los par�entesis vac��os () indicanque el main no tiene argumentos de entrada (m�as adelante se ver�a que puede tenerlos). Loque est�a encerrado entre llaves {} corresponde al cuerpo de la funci�on main. Cada una delas l��neas termina con el car�acter ;. El identi�cador prede�nido cout representa la salida apantalla. El operador << permite que lo que est�a a su derecha se le d�e salida por el dispositivoque est�a a su izquierda, en este caso cout. Si se quiere enviar m�as de un objeto al dispositivoque est�a al inicio de la l��nea agregamos otro operador <<, y en este caso lo que est�a a laderecha del operador se agregar�a a lo que est�a a la izquierda y todo junto ser�a enviado aldispositivo. En nuestro caso se ha enviado endl, un objeto prede�nido en el archivo iostreamque corresponde a un cambio de l��nea, el cual ser�a agregado al �nal del mensaje. La l��nea�nal contiene la instrucci�on de retorno del entero cero, return 0.Si escribimos nuestro primer programa en el editor xemacs con el nombre de primero.cclas instrucciones para editarlo, compilarlo y correrlo ser�an:jrogan@pucon:~/tmp$ xemacs primero.ccjrogan@pucon:~/tmp$ g++ -Wall -o primero primero.ccjrogan@pucon:~/tmp$ ./primeroHola.jrogan@pucon:~/tmp$Luego de la compilaci�on, un archivo ejecutable llamado primero es creado en el directo-rio actual. Si el directorio actual no est�a en el PATH, nuestro programa debe ser ejecutadoanteponiendo ./. Si est�a en el PATH, para ejecutarlo basta escribir primero. (Para agre-gar el directorio local al PATH basta editar el archivo ~/.bashrc agregarle una l��nea comoPATH="${PATH}:." y ejecutar en la l��nea de comando source ~/.bashrc para que los cam-bios tengan efecto.)

2.1.2. De�nici�on de funciones.Las funciones en C++ son muy importantes, pues permiten aislar parte del c�odigo enuna entidad separada. Esto es un primer paso a la modularizaci�on de nuestro programa,es decir, a la posibilidad de escribirlo en partes que puedan ser editadas de modo lo m�asindependiente posible. Ello facilita enormemente la creaci�on de c�odigo complicado, pues sim-pli�ca su modi�caci�on y la localizaci�on de errores. Nos encontraremos frecuentemente coneste concepto.Aprovecharemos de introducir las funciones modi�cando el primer programa de maneraque se delegue la impresi�on del mensaje anterior a una funci�on independiente:
//// Segunda version incluye funcion adicional//#include <iostream>using namespace std;
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void PrintHola(){ cout << "Hola." << endl;}
int main(){ PrintHola();return 0;}

La funci�on debe estar de�nida antes de que sea ocupada, por eso va primero en el c�odigofuente. Como ya se dijo antes, la ejecuci�on del programa comienza en la funci�on main apesar de que no est�a primera en el c�odigo fuente. Los par�entesis vac��os indican que la funci�onPrintHola no tiene argumentos y la palabra delante del nombre de la funci�on indica el tipode dato que devuelve. En nuestro caso la palabra void indica que no devuelve nada a lafunci�on main.Una alternativa al c�odigo anterior es la siguiente:
#include <iostream>using namespace std;
void PrintHola();
int main(){ PrintHola();return 0 ;}
void PrintHola(){ cout << "Hola." << endl;}

En esta versi�on se ha separado la declaraci�on de la funci�on de su implementaci�on. Enla declaraci�on se establece el nombre de la funci�on, los argumentos que recibe, y el tipo devariable que entrega como resultado. En la implementaci�on se da expl��citamente el c�odigoque corresponde a la funci�on. Hab��amos dicho que una funci�on debe estar de�nida antes quesea ocupada. En verdad, basta con que la funci�on est�e declarada. La implementaci�on puedeir despu�es (como en el ejemplo anterior), o incluso en un archivo distinto, como veremos m�asadelante. La separaci�on de declaraci�on e implementaci�on es otro paso hacia la modularizaci�onde nuestro programa.
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2.1.3. Nombres de variables.Nuestros datos en los programas ser�an almacenados en objetos llamados variables. Parareferirnos a ellas usamos un nombre que debe estar de acuerdo a las siguientes reglas:{ Deben comenzar con una letra (may�usculas y min�usculas son distintas).{ Pueden contener n�umeros, pero no comenzar por uno.{ Pueden contener el s��mbolo _ (underscore).{ Longitud arbitraria.{ No pueden corresponder a una de las palabras reservadas de C++1:asm delete if return tryauto do inline short typedefbreak double int signed unioncase else long sizeof unsignedcatch enum new static virtualchar extern operator struct voidclass float private switch volatileconst for protected template whilecontinue friend public thisdefault goto register throw
2.1.4. Tipos de variables.Todas las variables a usar deben ser declaradas de acuerdo a su tipo. Por ejemplo, siusamos una variable i que sea un n�umero entero, debemos, antes de usarla, declararla, y s�oloentonces podemos asignarle un valor:
int i;i=10;Esta necesidad de declarar cada variable a usar se relaciona con la caracter��stica de C++ deser fuertemente \tipeado"2. Algunos de los errores m�as habituales en programaci�on se debenal intento de asignar a variables valores que no corresponden a sus tipos originales. Si bienesto puede no ser muy grave en ciertos contextos, a medida que los programas se vuelvenm�as complejos puede convertirse en un verdadero problema. El compilador de C++ es capazde detectar los usos indebidos de las variables pues conoce sus tipos, y de este modo nuestroc�odigo se vuelve m�as seguro.Es posible reunir las acciones de declaraci�on e inicializaci�on en una misma l��nea:
int i=10;1A esta tabla hay que agregar algunas palabras adicionales, presentes en versiones m�as recientes de C++,como namespace y using2Una traducci�on libre del t�ermino ingl�es strongly typed.
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o declarar m�as de una variable del mismo tipo simult�aneamente, e inicializar algunas en lamisma l��nea:
int r1, r2, r3 = 10;

A veces se requiere que una variable no var��e una vez que se le asigna un valor. Por ejemplo,podr��amos necesitar de�nir el valor de � = 3:14159:::, y naturalmente no nos gustar��a que,por un descuido, a esa variable se le asignara otro valor en alguna parte del programa. Paraasegurarnos de que ello no ocurra, basta agregar el modi�cador const a la variable:
const float pi = 3.14159;

Para n�umeros reales se puede usar la notaci�on exponencial. Por ejemplo, 1.5e-3 repre-senta el n�umero 1:5 � 10�3.Una variable puede ser declarada s�olo una vez, pero naturalmente se le pueden asignarvalores en un n�umero arbitrario de ocasiones.Los tipos de variables disponibles son3:bool Booleanas true y false.int Enteros entre �215 = �32768 y 215 � 1 = 32767o entre �231 = �2147483648 y 231 � 1 = 2147483647short intshort Enteros entre �215 y 215 � 1.long intlong Enteros entre �231 y 231 � 1.unsigned int Enteros entre 0 y 216 � 1 o entre 0 y 232 � 1.unsigned short Enteros entre 0 y 216 � 1.unsigned long Enteros entre 0 y 232 � 1.char Caracteres.float Reales en los intervalos [�1:7 � 1038;�0:29 � 10�38],[0:29 � 10�38; 1:7 � 1038](Precisi�on de unos 7 d��gitos decimales.)double Reales en los mismos intervalos que float,pero con precisi�on de 16 decimales,o en los intervalos [�0:9 � 10308;�0:86 � 10�308]y [0:86 � 10�308; 0:9 � 10308], con precisi�on de 15 decimales.Las variables tipo char alojan caracteres, debiendo inicializarse en la forma:
char c = 'a';

Adem�as de las letras may�usculas y min�usculas, y s��mbolos como &, (, :, etc., hay unaserie de caracteres especiales (escape codes) que es posible asignar a una variable char. Ellosson:3Los valores de los rangos indicados son simplemente representativos y dependen de la m�aquina utilizada.Adem�as, estos valores no corresponden exactamente a las versiones m�as recientes de C++.
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newline \nhorizontal tab \tvertical tab \vbackspace \bcarriage return \rform feed \falert (bell) \abackslash \\single quote \'double quote \"Por ejemplo, la l��nea:cout << "Primera columna\t Segunda columna\nSegunda linea" << endl;corresponde al outputPrimera columna Segunda columnaSegunda linea

2.1.5. Ingreso de datos desde el teclado.El header iostream de�ne un objeto especial llamado cin que est�a asociado al teclado ostdin. Con el operador >> asignamos la entrada en el dispositivo de la izquierda a la variablede la derecha; una segunda entrada requiere de otro operador >> y de otra variable. En elsiguiente ejemplo veremos una declaraci�on simult�anea de dos variables del mismo tipo i yj, un mensaje a pantalla con las instrucciones a seguir, el ingreso de dos variables desde elteclado y luego su escritura en la pantalla.#include <iostream>using namespace std;
int main(){ int i, j ;cout << "Ingrese dos numeros enteros: " ;cin >> i >> j ;cout << "Los dos numeros ingresados fueron: " << i <<" "<< j << endl ;return 0;}
2.1.6. Operadores aritm�eticos.Existen operadores binarios (i.e., que act�uan sobre dos variables, una a cada lado deloperador) para la suma, la resta, la multiplicaci�on y la divisi�on:+ - * /
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2.1.7. Operadores relacionales.Los s��mbolos para los operadores relacionales de igualdad, desigualdad, menor, menor oigual, mayor y mayor o igual son:
== != < <= > >=
Para las relaciones l�ogicas AND, OR y NOT:
&& || !
2.1.8. Asignaciones.a) Asignaci�on simple. Podemos asignar a una variable un valor expl��cito, o el valor de otravariable:

i = 1;j = k;
Una pr�actica habitual en programaci�on es iterar porciones del c�odigo. La iteraci�onpuede estar determinada por una variable cuyo valor aumenta (disminuye) cada vez,hasta alcanzar cierto valor m�aximo (m��nimo), momento en el cual la iteraci�on se detiene.Para que una variable x aumente su valor en 2, por ejemplo, basta escribir:
x = x + 2;
Si x fuera una variable matem�atica normal, esta expresi�on no tendr��a sentido. Estaexpresi�on es posible porque el compilador interpreta a x de modo distinto a cada ladodel signo igual: a la derecha del signo igual se usa el valor contenido en la variable x(por ejemplo, 10); a la izquierda del signo igual se usa la direcci�on de memoria en lacual est�a alojada la variable x. De este modo, la asignaci�on anterior tiene el efecto decolocar en la direcci�on de memoria que contiene a x, el valor que tiene x m�as 2. Engeneral, todas las variables tienen un rvalue y un lvalue: el primero es el valor usado ala derecha (right) del signo igual en una asignaci�on, y el segundo es el valor usado a laizquierda (left), es decir, su direcci�on de memoria.b) Asignaci�on compuesta.La expresi�on x = x + 2 se puede reemplazar por x += 2.Existen los operadores += -= *= /=c) Operadores de incremento y decremento.La expresi�on x = x + 1 se puede reescribir x += 1 o bien x++.An�alogamente, existe el operador --. Ambos operadores unarios, ++ y -- pueden ocu-parse como pre�jos o su�jos sobre una variable y su acci�on di�ere en ambos casos.Como pre�jo la operaci�on de incremento o decremento se aplica antes de que el valor
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de la variable sea usado en la evaluaci�on de la expresi�on. Como su�jo el valor de la va-riable es usado en la evaluaci�on de la expresi�on antes que la operaci�on de incremento odecremento. Por ejemplo, supongamos que inicialmente x = 3. Entonces la instrucci�ony=x++ hace que y = 3, x = 4; por su parte, y=++x hace que y = 4, x = 4.Con estas consideraciones, deber��amos poder convencernos de que la salida del siguienteprograma es 3 2 2-1 1 1 :
// Ejemplo de operadores unarios ++ y --.#include <iostream>using namespace std;
int main(){ int y ; int x = (y = 1) ;int w = ++x + y++;cout << w <<" " << x << " " << y << "-" ;w = x-- - --y;cout << w << " " << x << " " << y << endl ;return 0;}

Los operadores para asignaci�on compuesta, y los de incremento y decremento, no son s�oloabreviaciones. En realidad hay que preferirlas porque implican optimizaciones en el ejecutableresultante.
2.1.9. Conversi�on de tipos.Una consecuencia de que C++ sea fuertemente \tipeado" es que no se pueden haceroperaciones binarias con objetos de tipos distintos. En la siguiente expresi�on,int i = 3;float x = 43.8;cout << "Suma = " << x + i << endl;el computador debe sumar dos variables de tipos distintos, y en principio la operaci�on esimposible. La estrategia para resolver este problema es convertir ambas variables a un tipocom�un antes de efectuar la suma (en ingl�es, decimos que hacemos un cast de un tipo a otro.Existen dos modos de proceder:a) Conversi�on expl��cita.Si i es un int, por ejemplo, entonces float(i) la convierte en float. As��, el programaanterior se puede reescribir:

int i = 3;float x = 43.8;cout << "Suma = " << x + float(i) << endl;
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Ahora la suma es claramente entre dos variables float, y se puede realizar. Sin em-bargo, esto es bastante tedioso, por cuanto el programador debe realizar el trabajo deconversi�on personalmente cada vez que en su c�odigo se desee sumar un real con unn�umero entero.

b) Conversi�on impl��cita.En este caso, el compilador realiza las conversiones de modo autom�atico, pre�riendosiempre la conversi�on desde un tipo de variable de menor precisi�on a uno de mayorprecisi�on (de int a double, de short a int, etc.). As��, a pesar de lo que dijimos, elc�odigo anterior habr��a funcionado en su forma original. Evidentemente esto es muyc�omodo, porque no necesitamos hacer una conversi�on expl��cita cada vez que sumamosun entero con un real. Sin embargo, debemos estar conscientes de que esta comodidads�olo es posible porque ocurren varias cosas: primero, el compilador detecta el intento deoperar sobre dos variables que no son del mismo tipo; segundo, el compilador detecta,en sus reglas internas, la posibilidad de cambiar uno de los tipos (int en este caso) alotro (float); tercero, el compilador realiza la conversi�on, y �nalmente la operaci�on sepuede llevar a cabo. Entender este proceso nos permitir�a aprovechar las posibilidadesde la conversi�on impl��cita de tipos cuando nuestro c�odigo involucre tipos de variablesm�as complicados, y entender varios mensajes de error del compilador.Es interesante notar c�omo las conversiones impl��citas de tipos pueden tener consecuen-cias insospechadas. Consideremos las tres expresiones:
i) x = (1/2) * (x + a/x) ;ii) x = (0.5) * (x + a/x) ;iii) x = (x + a/x)/2 ;

Si inicialmente x=0.5 y a=0.5, por ejemplo, i) entrega el valor x=0, mientras ii) y iii)entregan el valor x=1.5. Lo que ocurre es que 1 y 2 son enteros, de modo que 1/2 = 0.De acuerdo a lo que dijimos, uno esperar��a que en i), como conviven n�umeros realescon enteros, los n�umeros enteros fueran convertidos a reales y, por tanto, la expresi�ontuviera el resultado esperado, 1.5. El problema es la prioridad de las operaciones. Notodas las operaciones tienen igual prioridad (las multiplicaciones y divisiones se realizanantes que las sumas y restas, por ejemplo), y esto permite al compilador decidir cu�aloperaci�on efectuar primero. Cuando se encuentra con operaciones de igual prioridad(dos multiplicaciones, por ejemplo), se procede a efectuarlas de izquierda a derecha.Pues bien, en i), la primera operaci�on es 1/2, una divisi�on entre enteros, i.e. cero. Enii) no hay problema, porque todas son operaciones entre reales. Y en iii) la primeraoperaci�on es el par�entesis, que es una operaci�on entre reales. Al dividir por 2 �este esconvertido a real antes de calcular el resultado.i) a�un podr��a utilizarse, cambiando el prefactor del par�entesis a 1.0/2.0, una pr�acticaque ser��a conveniente adoptar como standard cuando queremos utilizar enteros den-tro de expresiones reales, para evitar errores que pueden llegar a ser muy dif��ciles dedetectar.
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2.2. Control de 
ujo.
2.2.1. if, if... else, if... else if.Las construcciones siguientes permiten controlar el 
ujo del programa en base a si unaexpresi�on l�ogica es verdadera o falsa.a) En el caso de la sentencia if se evaluar�a la expresi�on (a==b), si ella es cierta ejecutar�a lao las l��neas entre los par�entesis de llave y si la expresi�on es falsa el programa se saltaesa parte del c�odigo.

if (a==b) {cout << "a es igual a b" << endl;}En este y en muchos de los ejemplos que siguen, los par�entesis cursivos son opcionales.Ellos indican simplemente un grupo de instrucciones que debe ser tratado como una solainstrucci�on. En el ejemplo anterior, los par�entesis cursivos despu�es del if (o despu�es deun while, for, etc. m�as adelante) indican el conjunto de instrucciones que deben o noejecutarse dependiendo de si cierta proposici�on es verdadera o falsa. Si ese conjunto deinstrucciones es una sola, se pueden omitir los par�entesis:
if (a==b) cout << "a es igual a b" << endl;b) En el caso if... else hay dos acciones mutuamente excluyentes. La sentenciaif (c!=b) evaluar�a la expresi�on (c!=b). Si ella es cierta ejecutar�a la o las l��neas entrelos par�entesis de llave que le siguen, salt�andose la o las l��neas entre los par�entesis dellave que siguen a la palabra clave else. Si la expresi�on es falsa el programa se salta laprimera parte del c�odigo y s�olo ejecuta la o las l��neas entre los par�entesis de llave quesiguen a else.
if (c!=d) {cout << "c es distinto de d" << endl;}else {cout << "c es igual a d" << endl;}c) En el �ultimo caso se evaluar�a la expresi�on que acompa~na al if y si ella es cierta seejecutar�a la o las l��neas entre los par�entesis de llave que le siguen, salt�andose todo elresto de las l��neas entre los par�entesis de llave que siguen a las palabras claves else ify else. Si la primera expresi�on es falsa el programa se salta la primera parte del c�odigoy eval�ua la expresi�on que acompa~na al primer else if y si ella es cierta ejecutar�a lao las l��neas entre los par�entesis de llave que le siguen, salt�andose todo el resto de lasl��neas entre los par�entesis que siguen a otros eventuales else if o al else. Si ningunade las expresiones l�ogicas resulta cierta se ejecutar�a la o las l��neas entre los par�entesisque siguen al else.
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if (e > f) {cout << "e es mayor que f" << endl;}else if (e == f) {cout << "e es igual a f" << endl;}else {cout << "e es menor que f" << endl;}

Para C++, una expresi�on verdadera es igual a 1, y una falsa es igual a 0. Esto es, cuandoescribimos if(e>f), y e>f es falsa, en realidad estamos diciendo if(0). A la inversa, 0es considerada una expresi�on falsa, y cualquier valor no nulo es considerado una expresi�onverdadera. As��, podr��amos hacer que una porci�on del c�odigo siempre se ejecute (o nunca)poniendo directamente if(1) o if(0), respectivamente.Naturalmente, lo anterior no tiene mucho sentido, pero un error habitual (y particular-mente dif��cil de detectar) es escribir a = b en vez de a == b en una expresi�on l�ogica. Estonormalmente trae consecuencias indeseadas, pues la asignaci�on a = b es una funci�on que seeval�ua siempre al nuevo valor de a. En efecto, una expresi�on como a=3 siempre equivale averdadero, y a=0 siempre equivale a falso. Por ejemplo, en el siguiente programa:#include <iostream>using namespace std;
int main(){int k=3;if (k==3){cout << "k es igual a 3" << endl;}k=4;if (k=3){cout << "k es igual a 3" << endl;}return 0;}la salida siempre es:k es igual a 3k es igual a 3aunque entre los dos if el valor de k cambia.
2.2.2. Expresi�on condicional.Una construcci�on if else simple, que s�olo asigna un valor distinto a una misma variableseg�un si una proposici�on es verdadera o falsa, es muy com�un en programaci�on. Por ejemplo:
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if (a==b) {c = 1;} else {c = 0;}Existen dos maneras de compactar este c�odigo. �Este se puede reemplazar por
if (a==b) c = 1;else c = 0;Sin embargo, esto no es recomendable por razones de claridad al leer el c�odigo. Una expresi�onm�as compacta y clara, se consigue usando el operador ternario ? :
c = (a==b) ? 1 : 0;Como en el caso de los operadores de incremento y decremento, el uso del operador ? espreferible para optimizar el ejecutable resultante.
2.2.3. switch.La instrucci�on switch permite elegir m�ultiples opciones a partir del valor de una variableentera. En el ejemplo siguiente tenemos que si i==1 la ejecuci�on continuar�a a partir del casocase 1:, si i==2 la ejecuci�on continuar�a a partir del caso case 2: y as�� sucesivamente. Sii toma un valor que no est�a enumerado en ning�un case y existe la etiqueta default, laejecuci�on continuar�a a partir de ah��. Si no existe default, la ejecuci�on contin�ua luego del�ultimo par�entesis cursivo.
switch (i){case 1:{ cout << "Caso 1." << endl;}break;case 2:{ cout << "Caso 2." << endl;}break;default:{ cout << "Otro caso." << endl;}break;}



2.2. CONTROL DE FLUJO. 55
La instrucci�on break permite que la ejecuci�on del programa salte a la l��nea siguiente despu�esde la serie de instrucciones asociadas a switch. De esta manera s�olo se ejecutar�an las l��neascorrespondientes al case elegido y no el resto. Por ejemplo, si i==1 ver��amos en pantallas�olo la l��nea Caso 1. En el otro caso, si no existieran los break, y tambi�en i==1, entoncesver��amos en pantalla las l��neas Caso 1., Caso 2. y Otro caso. La instrucci�on default esopcional.
2.2.4. for.Una instrucci�on que permite repetir un bloque de instrucciones un n�umero de�nido deveces es el for. Su sintaxis comienza con una o varias inicializaciones, luego una condici�onl�ogica de continuaci�on mientras sea verdadera, y �nalmente una o m�as expresiones que seeval�uan vuelta por vuelta no incluyendo la primera vez. Siguiendo al for(...) viene unainstrucci�on o un bloque de ellas encerradas entre par�entesis de llave. En el ejemplo siguientela variable entera i es inicializada al valor 1, luego se veri�ca que la condici�on l�ogica seacierta y se ejecuta el bloque de instrucciones. A la vuelta siguiente se eval�ua la expresi�on ala extrema derecha (suele ser uno o m�as incrementadores), se veri�ca que la condici�on l�ogicase mantenga cierta y se ejecuta nuevamente el bloque de instrucciones. Cuando la condici�onl�ogica es falsa se termina el loop, saltando la ejecuci�on a la l��nea siguiente al par�entesis queindica el �n del bloque de instrucciones del for. En este ejemplo, cuando i=4 la condici�onde continuaci�on ser�a falsa y terminar�a la ejecuci�on del for.for (int i = 1; i < 4; i++) {cout << "Valor del indice: " << i << endl;}El output correspondiente es:Valor del indice: 1Valor del indice: 2Valor del indice: 3Cualquier variable declarada en el primer argumento del for es local al loop. En este caso,la variable i es local, y no inter�ere con otras posibles variables i que existan en nuestroc�odigo.for es una instrucci�on particularmente 
exible. En el primer y tercer argumento del forse puede colocar m�as de una instrucci�on, separadas por comas. Esto permite, por ejemplo,involucrar m�as de una variable en el ciclo. El c�odigo:for (int i=0, k=20; (i<10) && (k<50); i++, k+=6) {cout << "i + k = " << i + k << endl;}resulta en el output :i + k = 20i + k = 27i + k = 34
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i + k = 41i + k = 48Adem�as, la condici�on de continuaci�on (segundo argumento del for), no tiene por qu�e de-pender de las variables inicializadas en el primer argumento. Y el tercer argumento no tienepor qu�e ser un incremento o decremento de las variables del loop; puede ser cualquier expre-si�on que queramos ejecutar cada vez que un ciclo termina. En el siguiente ejemplo, adem�asde incrementar los contadores en cada ciclo, se env��a un mensaje a pantalla:for (int i=1, k=2;k<5 && i<20;k++, i+=2, cout << "Fin iteracion" << endl){cout << " i = " << i <<'','';cout << " k = " << k << endl;}El resultado de las iteraciones:i = 1, k = 2Fin iteracioni = 3, k = 3Fin iteracioni = 5, k = 4Fin iteracionTodos los argumentos del for son opcionales (no los ;), por lo cual se puede tener un forque carezca de inicializaci�on y/o de condici�on de continuaci�on y/o de una expresi�on que seeval�ue en cada iteraci�on.Un caso t��pico en que se aprovecha la opcionalidad de los argumentos del for es paratener un loop in�nito, que puede servir para dejar el programa en pausa inde�nida. Para salirdel loop (y en general, para detener cualquier programa en C++), hay que presionar ^C:for (; ; ) cout << "Este es un loop infinito, ^C para detenerlo"<< endl;Se puede adem�as, salir abruptamente del loop con break. El c�odigo:for(int indice=0; indice<10; indice++) {int cuadrado = indice*indice ;cout << indice << " " ;if(cuadrado > 10 ) break ;}cout << endl;da la salida a pantalla:0 1 2 3 4aun cuando la condici�on de continuaci�on permite que indice llegue hasta 9.Finalmente, las variables involucradas en el for pueden ser modi�cadas dentro del ciclo.Por ejemplo, modi�quemos uno de los ejemplos anteriores, cambiando la variable k en mediodel ciclo:
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for (int i=1, k=2;k<5 && i<8;k++, i+=2, cout << "Fin iteracion" << endl){cout << " i = " << i << ", k = " << k << endl;k = k+5;}El resultado es:i = 1, k = 2Fin iteracionEn vez de pasar por el ciclo tres veces, como ocurr��a originalmente, el programa sale del loop,al cabo del primer ciclo, k = 2 + 5 = 7 > 5.En general no es una buena pr�actica modi�car las variables internas del ciclo en mediode �el, porque no es muy ordenado, y el desorden normalmente conduce a los errores enprogramaci�on, pero ocasionalmente puede ser �util hacer uso de esta libertad que proporcionael lenguaje. Los ciclos for pueden anidarse, tal que uno contenga a otro completamente.
2.2.5. while.La instrucci�on while permite repetir un bloque de instrucciones encerradas entre par�ente-sis de llave mientras la condici�on l�ogica que acompa~na al while se mantenga cierta. La con-dici�on es evaluada antes de que comience la primera iteraci�on; si es falsa en �esta o en unaposterior evaluaci�on no se ejecuta el bloque de instrucciones que le siguen y se contin�ua laejecuci�on en la l��nea siguiente al par�entesis que indica el �n del bloque asociado al while.Hay que notar que la instrucci�on while podr��a no ejecutarse ni una sola vez si la condici�onno se cumple inicialmente. Un ejemplo simple:int i=1;while (i < 3) {cout << i++ << " ";}que da por resultado: 1 2.En el siguiente loop, la salida ser�a: 5 4 3 2 1 (>Por qu�e?)int k=5 ;while(k) {cout << k-- <<" ";}
2.2.6. do... while.La instrucci�on do... while es an�aloga a while, salvo que la condici�on l�ogica es evaluadadespu�es de la primera iteraci�on. Por tanto, el bloque se ejecuta al menos una vez, siempre.Un ejemplo simple:do {cout << i++ << endl;} while (i<=20);
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Podemos construir de otra manera un loop in�nito usando do whiledo {cout << "Este es un segundo loop infinito, ^C para detenerlo"<< endl;} while (1);

2.2.7. goto.Existe tambi�en en C++ una instrucci�on goto que permite saltar de un punto a otro delprograma (goto salto; permite saltar a la l��nea que contiene la instrucci�on salto:). Sinembargo, se considera una mala t�ecnica de programaci�on usar goto, y siempre se puede di-se~nar un programa evit�andolo. Es altamente no recomendable, pero si su utilizaci�on simpli�cael c�odigo se puede usar.
2.3. Funciones.Las funciones nos permiten programar partes del procedimiento por separado. Un ejemplosimple de ellas lo vimos en la subsecci�on 2.1.2.
2.3.1. Funciones tipo void.Un caso especial de funciones es aquel en que el programa que llama la funci�on no esperaque �esta le entregue ning�un valor al terminar. Por ejemplo, en la subsecci�on 2.1.2, la funci�onPrintHola simplemente imprime un mensaje en pantalla. El resto del programa no necesitade ning�un resultado parcial proveniente de la ejecuci�on de dicha funci�on. La de�nici�on deestas funciones debe ir precedida de la palabra void, como en el ejemplo citado.
2.3.2. return.Si deseamos de�nir una funci�on que calcule una ra��z cuadrada, evidentemente esperamosque la funci�on nos entregue un resultado: el valor de la ra��z cuadrada. En este caso hay quetraspasar el valor de una variable desde la funci�on al programa que la llam�o. Esto se consiguecon return. Veamos un ejemplo muy simple:
int numero(){int i = 3;return i;}
int main(){cout << "Llamamos a la funcion" << endl;cout << "El numero es: " << numero() << endl;int i = 5;i = i + numero();cout << "El numero mas 5 es: " << i << endl;
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return 0;} En este caso, la funci�on simplemente entrega el valor de la variable interna i, es decir 3, elcual puede ser usado para salida en pantalla o dentro de operaciones matem�aticas corrientes.Separando declaraci�on e implementaci�on de la funci�on, el ejemplo anterior se escribe:int numero();

int main(){ ... }
int numero(){int i = 3;return i;} Dos observaciones �utiles:a) La declaraci�on de la funci�on lleva antepuesto el tipo de variable que la funci�on entrega.En el ejemplo, la variable entregada es un entero, i, y la declaraci�on debe ser, por tanto,int numero(). Podemos tener funciones tipo double, char, long, etc., de acuerdo altipo de variable que corresponde a return.b) La variable i que se usa dentro de main() y la que se usa dentro de numero() sondistintas. A pesar de que tienen el mismo nombre, se pueden usar independientementecomo si se llamaran distinto. Se dice que i es una variable local.Despu�es de return debe haber una expresi�on que se eval�ue a una variable del tipo co-rrespondiente, ya sea expl��citamente o a trav�es de un cast impl��cito. Las siguientes funcionesdevuelven un double al programa:double f1(){double l = 3.0;return l;}
double f2(){double l = 3.0, m = 8e10;return l*m;}
double f3(){int l = 3;return l;} Sin embargo, la siguiente funci�on har�a que el compilador emita una advertencia, pues seest�a tratando de devolver un double donde deber��a ser un int, y la conversi�on implica unap�erdida de precisi�on:
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int f4(){double l=3.0;return l;}Naturalmente, podemos modi�car la funci�on anterior haciendo una conversi�on expl��cita antesde devolver el valor: return int(l).
2.3.3. Funciones con par�ametros.Volviendo al ejemplo de la ra��z cuadrada, nos gustar��a llamar a esta funci�on con unpar�ametro (el n�umero al cual se le va a calcular la ra��z cuadrada). Consideremos por ejemplouna funci�on que necesita un solo par�ametro, de tipo int, y cuyo resultado es otro int:
int funcion(int i){i+=4;return i;}
int main(){int i = 3;cout << "El valor de la funcion es " << funcion(i)<< endl;cout << "El valor del parametro es " << i << endl;return 0 ;} El resultado en pantalla es:
El valor de la funcion es 7El valor del parametro es 3La funci�on funcion entrega el valor del par�ametro m�as 4. Usamos el mismo nombre (i)para las variables en main y funcion, pero son variables locales, as�� que no inter�eren. Loimportante es notar que cuando se llama a la funci�on, la reasignaci�on del valor de i (i+=4)ocurre s�olo para la variable local en funcion; el par�ametro externo mantiene su valor.Separando declaraci�on e implementaci�on el ejemplo anterior se escribe:
int funcion(int);
int main(){...}
int funcion(int i){i+=4;return i;}
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Si nuestra funci�on necesita m�as par�ametros, basta separarlos con comas, indicando paracada uno su tipo:int funcion2(int,double);void funcion3(double,int,float);double funcion4(float);El compilador veri�ca cuidadosamente que cada funci�on sea llamada con el n�umero depar�ametros adecuados, y que cada par�ametro corresponda al tipo especi�cado. En los ejem-plos anteriores, funcion2 debe ser llamada siempre con dos argumentos, el primero de loscuales es int y el segundo double. Como siempre, puede ser necesario un cast impl��cito (si sellama funcion2 con el segundo argumento int, por ejemplo), pero si no existe una regla deconversi�on autom�atica (llamando a funcion2 con el primer argumento double, por ejemplo),el compilador enviar�a una advertencia. Adem�as, el compilador veri�ca que el valor de retornode la funci�on sea usado como corresponde. Por ejemplo, en las dos l��neas:double m = funcion2(2,1e-3);int k = funcion4(0.4);la primera compilar�a exitosamente (pero hay un cast impl��cito), y la segunda dar�a unaadvertencia.Existen dos modos de transferir par�ametros a una funci�on:

a) Por valor. Se le pasan los par�ametros para que la funci�on que es llamada copie susvalores en sus propias variables locales, las cuales desaparecer�an cuando la funci�ontermine y no tienen nada que ver con las variables originales.Hasta ahora, en todos los ejemplos de esta subsecci�on el traspaso de par�ametros ha sidopor valor. En la funci�on int funcion(int), en el c�odigo de la p�agina 60, lo que haocurrido es que la funci�on copia el valor de la variable externa i en una nueva variable(que tambi�en se llama i, pero est�a en otra direcci�on de memoria). El valor con el quetrabaja la funci�on es la copia, manteniendo inalterada la variable original.b) Por referencia. Se le pasa la direcci�on de memoria de los par�ametros. La funci�on llamadapuede modi�car el valor de tales variables.La misma funci�on de la p�agina 60 puede ser modi�cada para que el paso de par�ametrossea por referencia, modi�cando la declaraci�on:
int funcion(int &);
int main(){ int i = 3;cout << "El valor de la funcion es " << funcion(i)<< endl;cout << "El valor del parametro es " << i << endl;return 0;
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}int funcion(int & i){ i+=4;return i;}
En vez de traspasarle a funcion el valor del par�ametro, se le entrega la direcci�onde memoria de dicha variable. Debido a ello, funcion puede modi�car el valor de lavariable. El resultado en pantalla del �ultimo programa ser�a:
El valor de la funcion es 7El valor del parametro es 7
Debido a que las variables dejan de ser locales, el paso de par�ametros por referenciadebe ser usado con sabidur��a. De hecho el ejemplo presentado es poco recomendable.Peor a�un, el problema es no s�olo que las variables dejan de ser locales, sino que esimposible saber que no lo son desde el main. En efecto, el main en ambas versiones defuncion es el mismo. Lo �unico que cambi�o es la declaraci�on de la funci�on. Puesto que unusuario normal usualmente no conoce la declaraci�on e implementaci�on de cada funci�onque desea usar (pues pueden haber sido hechas por otros programadores), dejamos alusuario en la indefensi�on.Por otro lado, hay al menos dos situaciones en que el paso de referencia es la �unicaopci�on viable para entregar los par�ametros. Un caso es cuando hay que cuidar el usode la memoria. Supongamos que una funci�on necesita un par�ametros que es una matrizde 10 millones de �las por 10 millones de columnas. Seguramente estaremos llevando all��mite los recursos de nuestra m�aquina, y ser��a una torpeza pasarle la matriz por valor:ello involucrar��a, primero, duplicar la memoria utilizada, con el consiguiente riesgo deque nuestro programa se interrumpa; y segundo, har��a el programa m�as lento, porquela funci�on necesitar��a llenar su versi�on local de la matriz elemento por elemento. Esdecir, nada de e�ciente. En esta situaci�on, el paso por referencia es lo adecuado.Un segundo caso en que el paso por referencia es recomendable es cuando efectivamentenuestra intenci�on es cambiar el valor de las variables. El ejemplo t��pico es el intercambiode dos variables entre s��, digamos a1=1 y a2=3. Luego de ejecutar la funci�on queremosque a1=3 y a1=1. El siguiente c�odigo muestra la de�nici�on y el uso de una funci�on paraesta tarea, y por cierto requiere el paso de par�ametros por referencia:
#include <iostream>void swap(int &,int &);using namespace std;
int main(){

int i = 3, k=10;
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swap(i,k);cout << "Primer argumento: " << i << endl;cout << "Segundo argumento: " << k << endl;return 0 ;}

void swap(int & j,int & p){int temp = j;j = p;p = temp;}
El output es:
Primer argumento: 10Segundo argumento: 3

En el ejemplo de la matriz anterior, ser��a interesante poder pasar el par�ametro por refe-rencia, para ahorrar memoria y tiempo de ejecuci�on, pero sin correr el riesgo de que nuestramatriz gigantesca sea modi�cada por accidente. Afortunadamente existe el modo de hacerlo,usando una palabra que ya hemos visto antes: const. En el siguiente c�odigo:int f5(const int &);int main(){...}int f5(const int & i){...};f5 recibir�a su �unico argumento por referencia, pero, debido a la presencia del modi�cadorconst, el compilador avisar�a si se intenta modi�car el argumento en medio del c�odigo de lafunci�on.
2.3.4. Par�ametros por defecto.C++ permite que omitamos algunos par�ametros de la funci�on llamada, la cual reem-plaza los valores omitidos por otros predeterminados. Tomemos por ejemplo la funci�onint funcion(int); de la subsecci�on 2.3.3, y modi�qu�emosla de modo que si no le entrega-mos par�ametros, asuma que el n�umero entregado fue 5:int funcion(int i = 5){i+=4;return i;}
int main(){cout << "El resultado default es " << funcion() << endl;int i = 3;cout << "Cuando el parametro vale " << i <<
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" el resultado es " << funcion(i) << endl;return 0;} El output correspondiente es:

El resultado default es 9Cuando el parametro vale 3 el resultado es 7
Separando declaraci�on e implementaci�on:int funcion(int = 5);main(){...}int funcion(int i){i+=4;return i;} Si una funci�on tiene n argumentos, puede tener m � n argumentos opcionales. La �unicarestricci�on es que, en la declaraci�on e implementaci�on de la funci�on, los par�ametros opcionalesocupen los �ultimos m lugares:void f1(int,int = 4);int f2(double,int = 4, double = 8.2);double f3(int = 3,double = 0.0, int = 0);En este caso, f1(2), f1(2,8), f2(2.3,5), f3(3), f3(), y muchas otras, son todas llamadasv�alidas de estas funciones. Cada vez, los par�ametros no especi�cados son reemplazados porsus valores predeterminados.
2.3.5. Ejemplos de funciones: ra��z cuadrada y factorial.Ra��z cuadrada.Con lo visto hasta ahora, ya podemos escribir un programa que calcule la ra��z cuadradade una funci�on. Para escribir una funci�on, debemos tener claro qu�e se espera de ella: cu�antosy de qu�e tipo son los argumentos que recibir�a, qu�e tipo de valor de retorno deber�a tener,y, por cierto, un nombre adecuado. Para la ra��z cuadrada, es claro que el argumento es unn�umero. Pero ese n�umero podr��a ser un entero o un real, y eso al compilador no le da lomismo. En este punto nos aprovechamos del cast impl��cito: en realidad, basta de�nir la ra��zcuadrada con argumento double; de este modo, si se llama la funci�on con un argumento int,el compilador convertir�a autom�aticamente el int en double y nada fallar�a. En cambio, si lade�ni�eramos para int y la llamamos con argumento double, el compilador se quejar��a de queno sabe efectuar la conversi�on. Si el argumento es double, evidentemente esperamos que elvalor de retorno de la funci�on sea tambi�en un double. Llamando a la funci�on raiz, tenemosla declaraci�on:double raiz(double);
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Debido a la naturaleza de la funci�on ra��z cuadrada, raiz() no tendr��a sentido, y por tantono corresponde declararla con un valor default.Ahora debemos pensar en c�omo calcular la ra��z cuadrada. Usando una variante del m�etodode Newton-Raphson, se obtiene que la secuencia

xn+1 = 12 �xn + axn
�

converge a pa cuando n!1. Por tanto, podemos calcular la ra��z cuadrada con aproxima-ciones sucesivas. El c�alculo terminar�a en el paso N , cuando la diferencia entre el cuadradode la aproximaci�on actual, xN , y el valor de a, sea menor que un cierto n�umero peque~no:jx2N � a j < � � 1. El valor de � determinar�a la precisi�on de nuestro c�alculo. Un ejemplo dec�odigo lo encontramos a continuaci�on:#include <iostream>#include <cmath>using namespace std;
double raiz(double);
int main(){

double r;
cout.precision(20);cout << "Ingrese un numero: " << endl;cin >> r;cout << raiz(r) << endl;return 0 ;}

double raiz(double a){double x =a/2.0 ; // para comenzardouble dx = 1e3, epsilon = 1e-8;
while (fabs(dx)>epsilon){x = (x + a/x)/2;dx = x*x - a;cout << "x = " << x << ", precision = " << dx << endl;}return x;} Luego de la declaraci�on de la funci�on raiz, est�a main, y al �nal la implementaci�on deraiz. En main se pide al usuario que ingrese un n�umero, el cual se aloja en la variable r,y se muestra en pantalla el valor de su ra��z cuadrada. La instrucci�on cout.precision(20)permite que la salida a pantalla muestre el resultado con 20 cifras signi�cativas.
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En la implementaci�on de la funci�on hay varios aspectos que observar. Se ha llamado x a lavariable que contendr�a las sucesivas aproximaciones a la ra��z. Al �nal del ciclo, x contendr�a elvalor (aproximado) de la ra��z cuadrada. dx contiene la diferencia entre el cuadrado de x y elvalor de a, epsilon es el n�umero (peque~no) que determina si la aproximaci�on es satisfactoriao no.El ciclo est�a dado por una instrucci�on while, y se ejecuta mientras dx>epsilon, es decir,termina cuando dx es su�cientemente peque~no. El valor absoluto del real dx se obtiene con lafunci�on matem�atica fabs, disponible en el header cmath incluido al comienzo del programa.Observar que inicialmente dx=1e3, esto es un valor muy grande; esto permite que la condici�ondel while sea siempre verdadera, y el ciclo se ejecuta al menos una vez.Dentro del ciclo, se calcula la nueva aproximaci�on, y se env��a a pantalla un mensaje conla aproximaci�on actual y la precisi�on alcanzada (dada por dx). Eventualmente, cuando laaproximaci�on es su�cientemente buena, se sale del ciclo y la funci�on entrega a main el valorde x actual, que es la �ultima aproximaci�on calculada.

Factorial.Otro ejemplo �util es el c�alculo del factorial, de�nido para n�umeros naturales:n! = n � (n� 1) � � � 2 � 1 ; 0! � 1 :La estrategia natural es utilizar un ciclo for, determinado por una variable entera i, queva desde 1 a n, guardando los resultados en una variable auxiliar que contiene el productode todos los n�umeros naturales desde 1 hasta i:#include <iostream>using namespace std;
int factorial(int);
int main(){int n=5 ;cout << "El factorial de " << n << " es: " << factorial(n) << endl;return 0 ;}
int factorial(int i){ int f =1;for (int j=1;j<=i;j++){f = f*j;}return f;} Observar que la variable auxiliar f, que contiene el producto de los primeros i n�umerosnaturales, debe ser inicializada a 1. Si se inicializara a 0, factorial(n) ser��a 0 para todo n.
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Esta funci�on no considera el caso n=0, pero al menos para el resto de los naturales fun-cionar�a bien.

2.3.6. Alcance, visibilidad, tiempo de vida.Con el concepto de funci�on hemos apreciado que es posible que coexistan variables con elmismo nombre en puntos distintos del programa, y que signi�quen cosas distintas. Convieneentonces tener en claro tres conceptos que est�an ligados a esta propiedad:
Alcance (scope) La secci�on del c�odigo durante la cual el nombre de una variable puede serusado. Comprende desde la declaraci�on de la variable hasta el �nal del cuerpo de lafunci�on donde es declarada.Si la variable es declarada dentro de una funci�on es local . Si es de�nida fuera de todaslas funciones (incluso fuera de main), la variable es global.Visibilidad Indica cu�ales de las variables, actualmente al alcance, pueden ser accesadas. Ennuestros ejemplos (subsecci�on 2.3.3), la variable i en main a�un est�a al alcance dentrode la funci�on funcion, pero no es visible, y por eso es posible reutilizar el nombre.Tiempo de vida Indica cu�ando las variables son creadas y cu�ando destruidas. En generaleste concepto coincide con el alcance (las variables son creadas cuando son declaradas ydestruidas cuando la funci�on dentro de la cual fueron declaradas termina), salvo porquees posible de�nir: (a) variables din�amicas , que no tienen alcance, sino s�olo tiempo devida; (b) variables est�aticas , que conservan su valor entre llamadas sucesivas de unafunci�on (estas variables tienen tiempo de vida mayor que su alcance). Para declararestas �ultimas se usa un modi�cador static.

El efecto del modi�cador static se aprecia en el siguiente ejemplo:
#include <iostream>
int f();using namespace std;
int main(){

cout << f() << endl;cout << f() << endl;return 0;}
int f(){int x=0;x++;return x;}
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La funci�on f simplemente toma el valor inicial de x y le suma 1. Como cada vez que lafunci�on es llamada la variable local x es creada e inicializada, el resultado de este programaes siempre un 1 en pantalla:11 Ahora modi�quemos la funci�on, haciendo que x sea una variable est�atica:#include <iostream>

int f();using namespace std;
int main(){

cout << f() << endl;cout << f() << endl;return 0 ;}
int f(){static int x=0;x++;return x;} Ahora, al llamar a f por primera vez, la variable x es creada e inicializada, pero nodestruida cuando la funci�on termina, de modo que conserva su valor cuando es llamada porsegunda vez:12 Veamos un ejemplo de una variable est�atica en el c�alculo del factorial:int factorial2(int i=1){static int fac = 1;fac*=i;return fac ;}
int main (){int n=5;int m=n;while(n>0) factorial2(n--);cout << "El factorial de "<< m << " es = " << factorial2() << endl;return 0 ;}
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La idea, si se desea calcular el factorial de 5, por ejemplo, es llamar a la funci�on factorial2una vez, con argumento n = 5, y despu�es disminuir n en 1. Dentro de la funci�on, una variableest�atica (fac) aloja el valor 1 � 5 = 5. Luego se llama nuevamente con n = 4, con lo cualfac=1*5*4, y as�� sucesivamente, hasta llegar a n = 1, momento en el cual fac=1*5*4*3*2*1.Al disminuir n en 1 una vez m�as, la condici�on del while es falsa y se sale del ciclo. Al llamaruna vez m�as a factorial2, esta vez sin argumentos, el programa asume que el argumentotiene el valor predeterminado 1, y as�� el resultado es 1*5*4*3*2*1*1, es decir 5!.Observemos el uso del operador de decremento en este programa: factorial2(n--) llamaa la funci�on con argumento n y despu�es disminuye n en 1. �Esto es porque el operador dedecremento est�a actuando como su�jo, y es equivalente a las dos instrucciones:factorial2(n);n--;Si fuera un pre�jo [factorial2(n--)], primero disminuir��a n en 1, y llamar��a luego a factorial2con el nuevo valor de nEste ejemplo de c�alculo del factorial ilustra el uso de una variable est�atica, que aloja losproductos parciales de los n�umeros enteros, pero no es un buen ejemplo de una funci�on quecalcule el factorial, porque de hecho esta funci�on no lo calcula: es main quien, a trav�es desucesivas llamadas a factorial2, calcula el factorial, pero la funci�on en s�� no.
2.3.7. Recursi�on.C++ soporta un tipo especial de t�ecnica de programaci�on, la recursi�on, que permite queuna funci�on se llame a s�� misma (esto es no trivial, por cuanto si de�nimos, digamos, unafunci�on f, dentro del cuerpo de la implementaci�on no hay ninguna declaraci�on a una funci�onf, y por tanto en principio no se podr��a usar f porque dicho nombre no estar��a en scope;C++ permite soslayar este hecho). La recursi�on permite de�nir de modo muy compacto unafunci�on que calcule el factorial de un n�umero entero n.int factorial3(int n){return (n<2) ? 1: n * factorial3(n-1);}
int main(){int n=5;cout << "El factorial de "<< n << " es = " << factorial3(n) << endl;return 0;} En este tercer ejemplo, el factorial de n es de�nido en funci�on del factorial de n � 1.Se ha usado la expresi�on condicional (operador ?) para compactar a�un m�as el c�odigo. Porejemplo, al pedir el factorial de 5 la funci�on se pregunta si 5 < 2. Esto es falso, luego, lafunci�on devuelve a main el valor 5*factorial3(4). A su vez, factorial3(4) se pregunta si4 < 2; siendo falso, devuelve a la funci�on que la llam�o (es decir, a factorial3(5)), el valor4*factorial3(3). El proceso sigue hasta que factorial(2) llama a factorial3(1). Enese momento, 1 < 2, y la funci�on factorial3(1), en vez de llamar nuevamente al factorial,
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devuelve a la funci�on que la llam�o el valor 1. No hay m�as llamadas a factorial3, y elproceso de recursi�on se detiene. El resultado �nal es que main recibe el valor factorial3(5)= 5*factorial3(4) = � � � = 5*4*3*2*factorial3(1) = 5*4*3*2*1= 120.Este tercer c�odigo para el c�alculo del factorial s�� considera el caso n = 0, y adem�as es m�ase�ciente, al ser m�as compacto.La recursi�on debe ser empleada con cuidado. Es importante asegurarse de que existeuna condici�on para la cual la recursi�on se detenga, de otro modo, caer��amos en una recursi�onin�nita que har��a in�util nuestro programa. En el caso del factorial, pudimos veri�car que dichacondici�on existe, por tanto el programa es �nito. En situaciones m�as complicadas puede noser tan evidente, y es responsabilidad del programador |como siempre| revisar que todoest�e bajo control.
2.3.8. Funciones internas.Existen muchas funciones previamente implementadas en C++ almacenadas en distintasbibliotecas. Una de las bibliotecas importante es la matem�atica. Para usarla uno debe incluirel archivo de header <cmath> y luego al compilar agregar al �nal del comando de compilaci�on-lm:g++ -Wall -o <salida> <fuente>.cc -lmsi se desea crear un ejecutable <salida> a partir del c�odigo en <fuente>.cc.Veamos algunas de estas funciones:pow(x,y) Eleva a potencia, xyfabs(x) Valor absolutosqrt(x) Ra��z cuadradasin(x) cos(x) Seno y cosenotan(x) Tangenteatan(x) Arcotangente de x en [��; �]atan2(y, x) Arcotangente de y=x en [��; �]exp(x) Exponenciallog(x) log10(x) Logaritmo natural y logaritmo en base 10floor(x) Entero m�as cercano hacia abajo (e.g. floor(3.2)=3)ceil(x) Entero m�as cercano hacia arriba (e.g. ceil(3.2)=4)fmod(x,y) El resto de x=y (e.g. fmod(7.3, 2)=1.3)Para elevar a potencias enteras, es m�as conveniente usar la forma expl��cita en vez de lafunci�on pow, i.e. calcular x^3 como x*x*x es m�as e�ciente computacionalmente que pow(x,3),debido a los algoritmos que usa pow para calcular potencias. �Estos son m�as convenientescuando las potencias no son enteras, en cuyo caso no existe una forma expl��cita en t�erminosde productos.
2.4. Punteros.Una de las ventajas de C++ es permitir el acceso directo del programador a zonas dememoria, ya sea para crearlas, asignarles un valor o destruirlas. Para ello, adem�as de los tipos
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de variables ya conocidos (int, double, etc.), C++ proporciona un nuevo tipo: el puntero.El puntero no contiene el valor de una variable, sino la direcci�on de memoria en la cual dichavariable se encuentra.Un peque~no ejemplo nos permite ver la diferencia entre un puntero y la variable a la cualese puntero \apunta":int main(){int i = 42;int * p = &i;cout << "El valor del puntero es: " << p << endl;cout << "Y apunta a la variable: " << *p << endl;return 0;} En este programa de�nimos una variable i entera. Al crear esta variable, el programareserv�o un espacio adecuado en alg�un sector de la memoria. Luego pusimos, en esa direcci�onde memoria, el valor 42. En la siguiente l��nea creamos un puntero a i, que en este casodenominamos p. Los punteros no son punteros a cualquier cosa, sino punteros a un tipoparticular de variable. Ello es mani�esto en la forma de la declaraci�on: int * p. En lamisma l��nea asignamos a este puntero un valor. Ese valor debe ser tambi�en una direcci�on dememoria, y para eso usamos &i, que es la direcci�on de memoria donde est�a i. Ya hemos vistoantes el uso de & para entregar una direcci�on de memoria, al estudiar paso de par�ametros afunciones por referencia (2.3.3).Al ejecutar este programa vemos en pantalla los mensajes:El valor del puntero es: 0xbffff9d8Y apunta a la variable: 42Primero obtenemos un n�umero hexadecimal imposible de determinar a priori , y que corres-ponde a la direcci�on de memoria donde qued�o ubicada la variable i. La segunda l��nea nosda el valor de la variable que est�a en esa direcci�on de memoria: 42. Puesto que * aplicadoa un puntero entrega el contenido de esa direcci�on de memoria, se le denomina operador dedereferenciaci�on.En este ejemplo, hemos creado un puntero que contiene la direcci�on de memoria de unavariable preexistente: declaramos una variable, esa variable queda en alguna direcci�on dememoria, y despu�es asignamos esa direcci�on de memoria a un puntero. En este caso, podemosreferirnos a la variable tanto por su nombre (i) como por su puntero asociado (p_i).Tambi�en es posible crear directamente una direcci�on de memoria, sin necesidad de crearuna variable antes. En este caso, la �unica forma de manipular este objeto es a trav�es de supuntero, porque no existe ninguna variable y por tanto ning�un nombre asociado a �el. Esto sehace con el operador new. El mismo ejemplo anterior puede ser reescrito usando s�olo punteros:int main(){int * p = new int;*p = 42;cout << "El valor del puntero es: " << p << endl;cout << "Y apunta a la variable: " << *p << endl;
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delete p;return 0;} La primera l��nea crea un nuevo puntero a int llamado p. new veri�ca que haya su�cientememoria para alojar un nuevo int, y si es as�� reserva ese espacio de memoria. En p queda ladirecci�on de la memoria reservada. Esto es equivalente a la declaraci�on int i; del programaanterior, salvo que ahora la �unica manera de accesar esa direcci�on de memoria es a trav�es delpuntero p. A continuaci�on se coloca dentro de esa direcci�on (observar la presencia del operadorde dereferenciaci�on *) el n�umero 42. El programa manda a pantalla la misma informaci�onque la versi�on anterior, salvo que seguramente el valor de p ser�a distinto.Finalmente, ya que el puntero no volver�a a ser usado, la direcci�on de memoria debe serliberada para que nuestro u otros programas puedan utilizarla. Ello se realiza con el operadordelete. Todo puntero creado con new debe ser, cuando ya no se utilice, borrado con delete.Ello evitar�a desagradables problemas en nuestro programa debido a fuga de memoria (memoryleak).Los punteros tienen gran importancia cuando de manejar datos din�amicos se trata, esdecir, objetos que son creados durante la ejecuci�on del programa, en n�umero imposible depredecir al momento de compilar. Por ejemplo, una aplicaci�on X-windows normal que creauna, dos, tres, etc. ventanas a medida que uno abre archivos. En este caso, cada ventana esun objeto din�amico, creado durante la ejecuci�on, y la �unica forma de manejarlo es a trav�esde un puntero a ese objeto, creado con new cuando la ventana es creada, y destruido condelete cuando la ventana es cerrada.

2.5. Matrices o arreglos.
2.5.1. Declaraci�on e inicializaci�on.Podemos declarar (e inicializar inmediatamente) matrices de enteros, reales de doble pre-cisi�on, caracteres, etc., seg�un nuestras necesidades.
int a[5];double r[3] = {3.5, 4.1, -10.8};char palabra[5];

Una vez declarada la matriz (digamos a[5]), los valores individuales se accesan con a[i],con i desde 0 a 4. Por ejemplo, podemos inicializar los elementos de la matriz as��:a[0] = 3;a[3] = 5; ...o si queremos ingresarlos desde el teclado:for (i = 0; i < 5; i++){cin >> a[i];}
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Y si deseamos escribirlos en pantalla:
for (i = 0; i < 5; i++){cout << a[i] ;}
2.5.2. Matrices como par�ametros de funciones.Si deseamos, por ejemplo, dise~nar una funci�on que mande los elementos de una matriza pantalla, necesitamos entregarle como par�ametro la matriz que va a utilizar. Para ello seagrega [] luego del nombre de la variable, para indicar que se trata de una matriz:
void PrintMatriz(int, double []);
int main(){double matriz[5] = {3.5, 5.2, 2.4, -0.9, -10.8};PrintMatriz(5, matriz);return 0;}
void PrintMatriz(int i, double a[]){for (int j = 0; j < i; j++){cout << "Elemento " << j << " = " << a[j] << endl;}}

Observemos que la funci�on debe recibir dos par�ametros, uno de los cuales es la dimensi�onde la matriz. Esto se debe a que cuando las matrices son usadas como par�ametros la infor-maci�on de su dimensi�on no es traspasada, y debe ser comunicada independientemente. Unaligera optimizaci�on al programa anterior es modi�car main a:
int main(){ const int dim = 5;double matriz[dim] = {3.5, 5.2, 2.4, -0.9, -10.8};PrintMatriz(dim, matriz);return 0;}De este modo, si eventualmente cambiamos de opini�on y deseamos trabajar con matricesde longitud distinta, s�olo hay que modi�car una l��nea de c�odigo (la primera) en todo elprograma, el cual puede llegar a ser bastante largo por cierto. (En el ejemplo, tambi�en habr��aque cambiar la l��nea de inicializaci�on de la matriz, porque asume que la matriz requiere s�olo 5elementos, pero de todos modos deber��a ser clara la enorme conveniencia.) Podemos reescribireste programa con un comando de preprocesador para hacer la de�nici�on de la dimensi�on:
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#include <iostream>#define DIM 5using namespace std;
int main(){double matriz[DIM] = {3.5, 5.2, 2.4, -0.9, -10.8};PrintMatriz(DIM, matriz);return 0;} Sin embargo, ninguna de estas alternativas resuelve el problema de que el compiladorespera que la dimensi�on de una matriz sea un entero constante, determinado en el momentode la compilaci�on (no de la ejecuci�on).
2.5.3. Asignaci�on din�amica.La reserva de memoria para la matriz podemos hacerla en forma din�amica ocupando eloperador new que pedir�a al sistema la memoria necesaria, si est�a disponible el sistema sela asignar�a. Como con cualquier puntero, una vez desocupado el arreglo debemos liberar lamemoria con el comando delete.
#include <iostream>using namespace std;
int main(){ cout<<"Ingrese la dimension deseada :" ;int dim ;cin >> dim ;double * matriz = new double[dim] ; // Reserva la memoriafor(int i=0; i < dim; i++) {cout << "Ingrese elemento "<< i <<" : ";cin >> matriz[i] ;}

for (int i=0;i<dim;i++){cout << matriz[i] << ", ";}cout << endl;
delete [] matriz; // Libera la memoria reservadareturn 0;} Este ejemplo permite apreciar una gran ventaja del uso de punteros, al permitirnos libe-rarnos de de�nir la dimensi�on de una matriz como una constante. Aqu��, dim es simplemente
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un int. La asignaci�on din�amica permite de�nir matrices cuya dimensi�on se determina reci�endurante la ejecuci�on.Observemos �nalmente que la liberaci�on de memoria, en el caso de arreglos, se hace conel operador delete [], no delete como en los punteros usuales.
2.5.4. Matrices multidimensionales.Es f�acil declarar e inicializar matrices de m�as de una dimensi�on:double array[10][8];int array[2][3] = {{1, 2, 3},{4, 5, 6}};Una operaci�on usual es de�nir primero las dimensiones de la matriz, y luego llenar suselementos uno por uno (o desplegarlos en pantalla), recorriendo la matriz ya sea por �las opor columnas. Hay que tener cuidado del orden en el cual uno realiza las operaciones. Enel siguiente c�odigo, de�nimos una matriz de 10 �las y 3 columnas, la llenamos con ceroselemento por elemento, y luego inicializamos tres de sus elementos a n�umeros distintos decero. Finalmente desplegamos la matriz resultante en pantalla:
#include <iostream>using namespace std;
int main(){const int dimx=3, dimy=10;

double a[dimy][dimx];
for (int i=0;i<dimy;i++){for (int j=0;j<dimx;j++){a[i][j]=0;}}

a[0][0]=1;a[3][2]=2;a[9][2]=3;
for (int i=0;i<dimy;i++){for (int j=0;j<dimx;j++){cout << a[i][j] << ", ";}cout << endl;}return 0;}
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Inicializar los elementos a cero inicialmente es particularmente relevante. Si no, la matrizse llenar��a con elementos aleatorios.Tambi�en es posible de�nir arreglos bidimensionales din�amicamente. En el siguiente ejem-plo, se de�ne una matriz de 200 �las y 400 columnas, inicializ�andose sus elementos a cero, y�nalmente se borra:

int main(){
int width;int height;
width = 200;height = 400;
double ** matriz = new double * [width];
for (int i=0;i<width;i++){matriz[i] = new double[height];}
for (int i=0;i<width;i++){for (int j=0;j<height;j++){matriz[i][j] = 0;}}
for (int i=0;i<width;i++){delete [] matriz[i];}delete [] matriz;return 0;}
Primero se crea, con new, un puntero (matriz) de dimensi�on 200, que representar�a las�las. Cada uno de sus elementos (matriz[i]), a su vez, ser�a un nuevo puntero, de dimensi�on400, representando cada columna. Por tanto, matriz debe ser un puntero a puntero (dedobles, en este caso), y as�� es de�nido inicialmente (double ** ...). Esto puede parecerextra~no a primera vista, pero recordemos que los punteros pueden ser punteros a cualquierobjeto, en particular a otro puntero. Luego se crean los punteros de cada columna (primerciclo for). A continuaci�on se llenan los elementos con ceros (segundo ciclo for). Finalmente,se libera la memoria, en orden inverso a como fue asignada: primero se libera la memoria decada columna de la matriz (delete [] matriz[i], tercer ciclo for), y por �ultimo se liberala memoria del puntero a estos punteros (delete [] matriz).
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2.5.5. Matrices de caracteres: cadenas (strings).Una palabra, frase o texto m�as largo es representado internamente por C++ como unamatriz de chars. A esto se le llama \cadena" (string). Sin embargo, esto ocasiona un problema,pues las matrices deben ser de�nidas con dimensi�on constante (a menos que sean de�nidasdin�amicamente), y las palabras pueden tener longitud arbitraria. La convenci�on de C++ pararesolver el problema es aceptar que una cadena tiene longitud arbitraria, pero debe indicard�onde termina. Esto se hace con el char nulo: '\0'. As��, para asignar a la variable palabrael valor \Hola", debe de�nirse como una matriz de dimensi�on 5 (una m�as que el n�umero deletras):
char palabra[5] = {'H', 'o', 'l', 'a', '\0'};
Para escribir \Hola" en pantalla basta recorrer los elementos de palabra uno a uno:
for (i = 0; i < 5; i++){ cout << palabra[i];}
Si tuvi�eramos que hacer esto cada vez que queremos escribir algo a pantalla no ser��a muyc�omodo. Por ello, tambi�en podemos escribir \Hola" en pantalla simplemente con cout << "Hola",y de hecho �ese fue el primer ejemplo de este cap��tulo. De hecho, la declaraci�on de palabrapodr��a haberse escrito:
char palabra[5] = "Hola";
Esto ya es bastante m�as c�omodo, aunque persiste la inconsistencia de de�nir palabra condimensi�on 5, cuando en realidad al lado derecho de la asignaci�on hay un objeto con s�olo 4elementos (visibles).�Este y otros problemas asociados con el manejo convencional de cadenas en C++ seresuelven incluyendo el header string.
Usando string.El c�odigo anterior se puede reescribir:
#include <iostream>#include <string>using namespace std;
int main(){string palabra = "Hola";cout << palabra << endl;return 0;}
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Observar que la l��nea a incluir es #include <string>, sin la extensi�on \.h". Al incluirstring, las cadenas pueden ser declaradas como objetos tipo string en vez de arreglosde char. El hecho de que ya no tengamos que de�nir a priori la dimensi�on de la cadenaes una gran ventaja. De hecho, permite ingresar palabras desde el teclado trivialmente, sinpreocuparse de que el input del usuario sea demasiado grande (tal que supere la dimensi�on delarreglo que podamos haber declarado inicialmente) o demasiado corto (tal que se traduzcaen un despilfarro de memoria por reservar m�as memoria para el arreglo de la que realmentese necesita):

#include <iostream>#include <string>using namespace std;
int main(){string palabra;cin >> palabra;return 0;}

Adem�as, este nuevo tipo string permite acceder a un sin n�umero de funciones adicionalesque facilitan enormemente el manejo de cadenas. Por ejemplo, las cadenas se pueden sumar,donde la suma de cadenas a y b est�a de�nida (siguiendo la intuici�on) como la cadena queresulta de poner b a continuaci�on de a:
#include <iostream>#include <string>using namespace std;
int main(){string texto1 = "Primera palabra";string texto2 = "Segunda palabra";cout << texto1 << endl << texto2 << endl;cout << texto1 + ", " + texto2 << endl;// La ultima linea es equivalente a:// string texto3 = texto1 + ", " + texto2;// cout << texto3 << endl;return 0 ;}
El output de este programa ser�a:
Primera palabraSegunda palabraPrimera palabra, Segunda palabra
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Ingreso con espacios.Dijimos que es muy f�acil ingresar una cadena desde el teclado, pues no es necesariode�nir la dimensi�on desde el comienzo. Sin embargo, el c�odigo anterior, usando cin, noes muy general, porque el input termina cuando el usuario ingresa el primer cambio del��nea o el primer espacio. Esto es muy c�omodo cuando queremos ingresar una serie de va-lores (por ejemplo, para llenar un arreglo), pues podemos ingresarlos ya sea en la forma:1<Enter> 2<Enter> 3<Enter>, etc., o 1 2 3, etc, pero no es �optimo cuando deseamos in-gresar texto, que podr��a constar de m�as de una palabra y, por tanto, necesariamente incluir��aespacios (por ejemplo, al ingresar el nombre y apellido de una persona). Sin explicar dema-siado por qu�e, digamos que la soluci�on a este problema es utilizar una funci�on asociada a cinllamada gets, y que espera input desde el teclado hasta que el usuario d�e el primer cambiode l��nea. Un ejemplo simple lo encontramos en el siguiente c�odigo:
#include <iostream>#include <string>using namespace std;
int main(){string texto1 = "El resultado es: " ;char * texto2;

cin.gets(&texto2);cout << texto1 + string(texto2) << endl;return 0;}
Observamos que gets acepta en realidad un argumento que es un puntero a punterode caracteres (texto2 fue declarado como un puntero a char, y gets es llamado con elargumento &texto2, que es la direcci�on de memoria asociada a texto2, i.e. el puntero queapunta a texto2.)De este modo, gets espera input desde el teclado hasta el primer cambio de l��nea, yasigna la cadena ingresada a texto2. Sin embargo, si despu�es queremos utilizar texto2 enconjunto con otras cadenas (de�nidas como string), ser�a necesario convertirla expl��citamentea string (ver secci�on 2.1.9). En nuestro c�odigo, dese�abamos sumar texto1 con texto2 yenviar el resultado a pantalla.

2.6. Manejo de archivos.
Una operaci�on usual en todo tipo de programas es la interacci�on con archivos. Ya sea queel programa necesite conocer ciertos par�ametros de con�guraci�on, hacer an�alisis estad��sticosobre un gran n�umero de datos generados por otro programa, entregar las coordenadas delos puntos de una trayectoria para gra�carlos posteriormente, etc., lo que se requiere es unmodo de ingresar datos desde, o poner datos en, archivos. En C++ ello se efect�ua incluyendoel header fstream.
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2.6.1. Archivos de salida.Observemos el siguiente programa:#include <iostream>#include <fstream>using namespace std;
int main(){ofstream nombre_logico("nombre_fisico.dat");int i = 3, j;cout << i << endl;nombre_logico << i << endl;cout << "Ingrese un numero entero: ";cin >> j;cout << j << endl;nombre_logico << j << endl;nombre_logico.close();return 0;} La primera l��nea de main de�ne un objeto de tipo ofstream (output �le stream). Es-to corresponde a un archivo de salida. Dentro de main este archivo ser�a identi�cado poruna variable llamada nombre_logico, y corresponder�a a un archivo en el disco duro llama-do nombre_fisico.dat. Naturalmente, el identi�cador nombre_logico puede ser cualquiernombre de variable v�alido para C++, y nombre_fisico.dat puede ser cualquier nombre dearchivo v�alido para el sistema operativo. En particular, se pueden tambi�en dar nombres queincluyan paths absolutos o relativos:ofstream nombre_logico_1("/home/vmunoz/temp/nombre_fisico.dat");ofstream nombre_logico_2("../nombre_fisico.dat");Cuando creamos un objeto del tipo archivo, sin importar si es de salida o de entrada,podemos inicializarlo con un nombre de archivo f��sico. Este nombre lo podemos almacenarpreviamente en una variable de string, llamemosla mi_nombre_archivo. En este caso, cuan-do creamos el objeto ofstream debemos usar un m�etodo del objeto string que devuelve unpuntero a char, para poder inicializar el objeto ofstream. Veamos la sint�axis expl��citamentestring mi_nombre_archivo=''archivo.txt'';ofstream nombre_logico_1( mi_nombre_archivo.c_str());Las l��neas tercera y sexta de main env��an a nombre_logico (es decir, escribe ennombre_fisico.dat), las variables i y j. Observar la analog��a que existe entre estas opera-ciones y las que env��an la misma informaci�on a pantalla.4 Si ejecutamos el programa y enel teclado ingresamos el n�umero 8, al �nalizar la ejecuci�on el archivo nombre_fisico.dattendr�a los dos n�umeros escritos:4Esta analog��a no es casual y se entiende con el concepto de clases (Sec. 2.8). fstream e iostream de�nenclases que heredan sus propiedades de un objeto abstracto base, com�un a ambas, y que en el caso de iostreamse concreta en la salida est�andar |pantalla|, y en el de fstream en un archivo.
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38 Finalmente, el archivo creado debe ser cerrado (nombre_logico.close()). Si esta �ultimaoperaci�on se omite en el c�odigo, no habr�a errores de compilaci�on, y el programa se encar-gar�a de cerrar por s�� solo los archivos abiertos durante su ejecuci�on, pero un buen programadordebiera tener cuidado de cerrarlos expl��citamente. Por ejemplo, un mismo programa podr��adesear utilizar un mismo archivo m�as de una vez, o varios programas podr��an querer accederal mismo archivo, y si no se ha insertado un close en el punto adecuado esto podr��a provocarproblemas.El archivo indicado al declarar la variable de tipo ofstream tiene modo de escritura, parapermitir la salida de datos hacia �el. Si no existe un archivo llamado nombre_fisico.dat escreado; si existe, los contenidos antiguos se pierden y son reemplazados por los nuevos. Nosiempre deseamos este comportamiento. A veces deseamos agregar la salida de un programaa un archivo de texto ya existente. En ese caso la declaraci�on del archivo es diferente, paracrear el archivo en modo \append":#include <iostream>#include <fstream>using namespace std;
int main(){

ofstream nombre_logico("nombre_fisico.dat",ios::app);int i = 3;
nombre_logico << i << endl;nombre_logico.close();return 0;} Si ejecutamos este programa y el archivo nombre_fisico.dat no existe, ser�a creado. Elresultado ser�a un archivo con el n�umero 3 en �el. Al ejecutarlo por segunda vez, los datos seponen a continuaci�on de los ya existentes, resultando el archivo con el contenido:33 La l��nea del tipo ofstream a("b") es equivalente a una del tipo int i=3, declarandouna variable (a/i) de un cierto tipo (ofstream/int) y asign�andole un valor simult�aneamente"b"/3. Como para los tipos de variables prede�nidos de C++, es posible separar declaraci�ony asignaci�on para una variable de tipo ofstream:ofstream a;a.open("b");es equivalente a ofstream a("b"). Esto tiene la ventaja de que podr��amos usar el mismonombre l�ogico para identi�car dos archivos f��sicos distintos, usados en distintos momentosdel programa:
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ofstream a;a.open("archivo1.txt");// Codigo en que "archivo1.txt" es utilizadoa.close();a.open("archivo2.txt");// Ahora "archivo2.txt" es utilizadoa.close();Observar la necesidad del primer close, que permitir�a liberar la asociaci�on de a a un nombref��sico dado, y reutilizar la variable l�ogica en otro momento.En los ejemplos hemos escrito solamente variables de tipo int en los archivos. Esto porcierto no es restrictivo. Cualquiera de los tipos de variables de C++ |float, double, char,etc.| se puede enviar a un archivo del mismo modo. Dicho esto, en el resto de esta secci�onseguiremos usando como ejemplo el uso de int.
2.6.2. Archivos de entrada.Ya sabemos que enviar datos a un archivo es tan f�acil como enviarlos a pantalla. >C�omohacemos ahora la operaci�on inversa, de leer datos desde un archivo? Como es de esperar, es tanf�acil como leerlos desde el teclado. Para crear un archivo en modo de lectura, basta declararlode tipo ifstream (input �le stream). Por ejemplo, si en nombre_logico.dat tenemos lossiguientes datos:
36912el siguiente programa,
#include <iostream>#include <fstream>using namespace std;
int main(){

ifstream nombre_logico("nombre_fisico.dat");int i, j,k,l;
nombre_logico >> i >> j >> k >> l;
cout << i << "," << j << "," << k << "," << l << endl;
nombre_logico.close();return 0;}
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ser�a equivalente a asignar i=3, j=6, k=9, l=12, y luego enviar los datos a pantalla. Observarque la sintaxis para ingresar datos desde un archivo, nombre_logico >> i, es id�entica acin >> i, para hacerlo desde el teclado. Al igual que cin, espacios en blanco son equivalentesa cambios de l��nea, de modo que el archivo podr��a haber sido tambi�en:3 6 9 12Por cierto, el ingreso de datos desde un archivo se puede hacer con cualquier t�ecnica, porejemplo, usando un for:ifstream nombre_logico("nombre_fisico.dat");int i;for (int j=0;j<10;j++){nombre_logico >> i;cout << i << ",";}nombre_logico.close();} Como con ofstream, es posible separar declaraci�on e implementaci�on:ifstream a;a.open("b");a.close();
2.6.3. Archivos de entrada y salida.Ocasionalmente nos encontraremos con la necesidad de usar un mismo archivo, en elmismo programa, a veces para escribir datos, y otras veces para leer datos. Por ejemplo,podr��amos tener una secuencia de datos en un archivo, leerlos, y de acuerdo al an�alisis deesos datos agregar m�as datos a continuaci�on del mismo archivo, o reemplazar los datos yaexistentes con otros. Necesitamos entonces un tipo de variable 
exible, que pueda ser usadocomo entrada y salida. Ese tipo es fstream. Todo lo que hemos dicho para ofstream yifstream por separado es cierto simult�aneamente para fstream.5 Para especi�car si el archivodebe ser abierto en modo de escritura o lectura, open contiene el argumento ios::out oios::in, respectivamente. Por ejemplo, el siguiente c�odigo escribe el n�umero 4 en un archivo,y luego lo lee desde el mismo archivo:#include <iostream>#include <fstream>using namespace std;
int main(){fstream nombre_logico;5Nuevamente, este hecho se debe al concepto de clases que subyace a las de�niciones de estos tres tiposde variables; fstream es una clase derivada a la vez de ofstream y de ifstream, heredando las propiedadesde ambas.
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nombre_logico.open("nombre_fisico.dat",ios::out);int i = 4,j;
nombre_logico << i << endl;nombre_logico.close();
nombre_logico.open("nombre_fisico.dat",ios::in);
nombre_logico >> j;cout << j << endl;nombre_logico.close();return 0;} Las dos primeras l��neas de main separan declaraci�on y asignaci�on, y son equivalentes afstream nombre_logico("nombre_fisico.dat",ios::out);, pero lo hemos escrito as�� pa-ra hacer evidente la simetr��a entre el uso del archivo como salida primero y como entradadespu�es.De lo anterior, se deduce que:

fstream archivo_salida("salida.dat",ios::out);fstream archivo_entrada("entrada.dat",ios::in);es equivalente aofstream archivo_salida("salida.dat");ifstream archivo_entrada("entrada.dat");
2.7. main como funci�on.Para ejecutar un programa compilado en C++, escribimos su nombre en el prompt :user@host:~/$ programaSi el mismo usuario desea ejecutar alguno de los comandos del sistema operativo, debe hacerlo mismo:user@host:~/$ lsSin embargo, ls es en realidad el nombre de un archivo ejecutable en el directorio /bin,de modo que en realidad no hay diferencias entre nuestro programa y un comando del siste-ma operativo en ese sentido. Sin embargo, �estos pueden recibir argumentos y opciones. Porejemplo, para ver todos los archivos que comienzan con l en el directorio local basta condarle a ls el argumento l*: ls l*. Si queremos ordenar los archivos en orden inverso demodi�caci�on, basta dar otro argumento, en forma de opci�on: ls -tr l*. Se ve entonces quelos argumentos de un archivo ejecutable permiten modi�car el comportamiento del programade modos espec���cos.
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>Es posible hacer lo mismo con archivos ejecutables hechos por el usuario? La respuestaes s��, y para eso se usan los argumentos del main. Recordemos que main es una funci�on,pero hasta el momento no hemos aprovechado esa caracter��stica. Simplemente sabemos queel programa empieza a ejecutarse en la l��nea donde est�a la funci�on main. Adem�as, siemprehemos escrito esa l��nea como main(). Sin embargo, main, como cualquier funci�on, es capaz deaceptar argumentos. Espec���camente, acepta dos argumentos, el primero es un entero (quecuenta el n�umero de argumentos que main recibi�o), y el segundo es un puntero a un arreglode caracteres (que contiene los distintos argumentos, en forma de cadenas de caracteres, quese le entregaron).
Por ejemplo:

#include <iostream>using namespace std;
int main( int argc, char * argv[]){ for(int i = 0; i < argc; i++) {cout << argv[i] << endl ;}return 0;}
Si llamamos a este programa argumentos, obtenemos distintas salidas al llamarlo con distin-tos argumentos:
user@host:~/$ argumentosargumentosuser@host:~/$ argumentos ap k 5argumentosapk5user@host:~/$ argumentos -t -s 4 arg1argumentos-t-s4arg1
Observar que el primer argumento del programa es siempre el nombre del propio programa.Naturalmente, �este es un ejemplo muy simple. Es tarea del programador decidir c�omo manejarcada una de las opciones o argumentos que se le entregan al programa desde la l��nea decomandos, escribiendo el c�odigo correspondiente.
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2.7.1. Tipo de retorno de la funci�on main.Un segundo aspecto con el cual no hemos sido sistem�aticos es que main, como toda funci�on,tiene un tipo de retorno. En el caso de main, ese tipo debe ser int. Este int es entregado alsistema operativo, y puede servir para determinar si el programa se ejecut�o con normalidad osi ocurri�o algo anormal. Podr��amos hacer ese valor de retorno igual a 0 o 1, respectivamente.As��, la siguiente estructura es correcta:
int main(){// Codigo

return 0;}
En este caso, el programa entrega siempre el valor 0 al sistema operativo.Los c�odigos del tipo:
main(){// Codigo
}
o
void main(){// Codigo
}
tambi�en compilan, pero el compilador emite una advertencia si es llamado con la opci�on-Wall (Warning all). En el primer caso, la advertencia es:
warning: ANSI C++ forbids declaration `main' with no type
En el segundo:
return type for `main' changed to `int'

En general, siempre es conveniente compilar con la opci�on -Wall, para lograr que nuestroc�odigo est�e realmente correcto (g++ -Wall <archivo>.cc -o <archivo>).
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2.8. Clases.C++ dispone de una serie de tipos de variables con las cuales nos est�a permitido operar:int, double, char, etc. Creamos variables de estos tipos y luego podemos operar con ellas:int x, y;x = 3;y = 6;int z = x + y;No hay, sin embargo, en C++, una estructura prede�nida que corresponda a n�umeroscomplejos, vectores de dimensi�on n o matrices, por ejemplo. Y sin embargo, nos agradar��adisponer de n�umeros complejos que pudi�eramos de�nir comoz = (3,5);w = (6,8);y que tuvieran sentido las expresionesa = z + w;b = z * w;c = z / w;d = z + 3;e = modulo(z);f = sqrt(z);Todas estas expresiones son completamente naturales desde el punto de vista matem�atico,y ser��a bueno que el lenguaje las entendiera. Esto es imposible en el estado actual, pues, porejemplo, el signo + es un operador que espera a ambos lados suyos un n�umero. Sumar cualquiercosa con cualquier cosa no signi�ca nada necesariamente, as�� que s�olo est�a permitido operarcon n�umeros. Pero los humanos sabemos que los complejos son n�umeros. >C�omo dec��rseloal computador? >C�omo convencerlo de que sumar vectores o matrices es tambi�en posiblematem�aticamente, y que el mismo signo + deber��a servir para todas estas operaciones?La respuesta es: a trav�es del concepto de clases . Lo que debemos hacer es de�nir una clasede n�umeros complejos. Llam�emosla Complejo. Una vez de�nida correctamente, Complejoser�a un tipo m�as de variable que el compilador reconocer�a, igual que int, double, char, etc.Y ser�a tan f�acil operar con los Complejos como con todos los tipos de variables preexistentes.Esta facilidad es la base de la extensibilidad de que es capaz C++, y por tanto de todas laspropiedades que lo convierten en un lenguaje muy poderoso.Las clases responden a la necesidad del programador de construir objetos o tipos de datosque respondan a sus necesidades. Si necesitamos trabajar con vectores de 5 coordenadas,ser�a natural de�nir una clase que corresponda a vectores con 5 coordenadas; si se trata deun programa de administraci�on de personal, la clase puede corresponder a un empleado, consus datos personales como elementos.Si bien es cierto uno puede trabajar con clases en el contexto de orientaci�on al procedi-miento, las clases muestran con mayor propiedad su potencial con la orientaci�on al objeto,donde cada objeto corresponde a una clase. Por ejemplo, para efectuar una aplicaci�on paraX-windows, la ventana principal, las ventanas de los archivos abiertos, la barra de men�u, lascajas de di�alogo, los botones, etc., cada uno de estos objetos estar�a asociado a una clase.
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2.8.1. De�nici�on.Digamos que queremos una clase para representar a los empleados de una empresa.Llam�emosla Persona. La convenci�on aceptada es que los nombres de las clases comiencencon may�uscula. Esto es porque las clases, recordemos, corresponder�an a tipos de variablestan v�alidos como los internos de C++ (int, char, etc.). Al usar nombres con may�usculadistinguimos visualmente los nombres de un tipo de variable interno y uno de�nido por elusuario.La estructura m��nima de la de�nici�on de la clase Persona es:
class Persona{
};

Todas las caracter��sticas de la clase se de�nen entre los par�entesis cursivos.
2.8.2. Miembros.Se denomina miembros de una clase a todas las variables y funciones declaradas dentro deuna clase. Por ejemplo, para personas, es natural caracterizarlas por su nombre y su edad. Ysi se trata de empleados de una empresa, es natural tambi�en tener una funci�on que entreguesu sueldo:
class Persona{ string nombre;fecha nacimiento;int rut;double edad();};

Los miembros de una clase pueden tener cualquier nombre, excepto el nombre de la propiaclase dentro de la cual se de�nen, ese nombre est�a reservado.
2.8.3. Miembros p�ublicos y privados.Una clase distingue informaci�on (datos o funciones) privada (accesible s�olo a otros miem-bros de la misma clase) y p�ublica (accesible a funciones externas a la clase). La parte privadacorresponde a la estructura interna de la clase, y la parte p�ublica a la implementaci�on (t��pi-camente funciones), que permite la interacci�on de la clase con el exterior.Consideremos ahora nuestro deseo de tener una clase que represente n�umeros complejos.Un n�umero complejo tiene dos n�umeros reales (parte real e imaginaria), y �esos son elementosprivados, es decir, parte de su estructura interna. Sin embargo, nos gustar��a poder modi�cary conocer esas cantidades. Eso s�olo puede hacerse a trav�es de funciones p�ublicas.
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class Complejo{private:double real, imaginaria;public:void setreal(double);void setimag(double);double getreal();double getimag();};En este ejemplo, los miembros privados son s�olo variables, y los miembros p�ublicos son s�olofunciones. �Este es el caso t��pico, pero puede haber variables y funciones de ambos tipos.
2.8.4. Operador de selecci�on (.).Hemos de�nido una clase de n�umeros complejos y funciones que nos permiten conocery modi�car las partes real e imaginaria. >C�omo se usan estos elementos? Consideremos elsiguiente programa de ejemplo:
using namespace std;
class Complejo{private:double real, imaginaria;public:void setreal(double);void setimag(double);double getreal();double getimag();};
int main(){ Complejo z, w;

z.setreal(3);z.setimag(2.8);w.setreal(1.5);w.setimag(5);cout << "El primer numero complejo es: " << z.getreal()<< " + i*" << z.getimag() << endl;cout << "El segundo es: " << w.getreal() << " + i*"<< z.getimag() << endl;return 0;
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}
Vemos en la primera l��nea de main c�omo la clase Complejo se usa del mismo modo queusar��amos int o double. Ahora Complejo es un tipo de variable tan v�alido como los tiposprede�nidos por C++. Una vez de�nida la variable, el operador de selecci�on (.) permiteacceder a las funciones p�ublicas correspondientes a la clase Complejo, aplicadas a la variableparticular que nos interesa: z.setreal(3) pone en la parte real del Complejo z el n�umero3, y w.setreal(1.5) hace lo propio con w.
2.8.5. Implementaci�on de funciones miembros.Ya sabemos c�omo declarar funciones miembros en el interior de la clase y c�omo usarlas.Ahora veamos c�omo se implementan.void Complejo::setreal(double x){ real = x;}
void Complejo::setimag(double x){ imaginaria = x;}
double Complejo::getreal(){ return real;}
double Complejo::getimag(){ return imaginaria;}Como toda funci�on, primero va el tipo de la funci�on (void o double en los ejemplos), luegoel nombre de la funci�on y los argumentos. Finalmente la implementaci�on. Lo diferente es queel nombre va precedido del nombre de la clase y el operador \::" .
2.8.6. Constructor.Al declarar una variable, el programa crea el espacio de memoria su�ciente para alojarla.Cuando se trata de variables de tipos prede�nidos en C++ esto no es problema, pero cuandoson tipos de�nidos por el usuario, C++ debe saber c�omo construir ese espacio. La funci�onque realiza esa tarea se denomina constructor.El constructor es una funci�on p�ublica de la clase, que tiene el mismo nombre que ella.Agreguemos un constructor a la clase Complejo:
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class Complejo{private:double real,imaginaria;public:Complejo(double,double);void setreal(double);void setimag(double);double getreal();double getimag();};
Complejo::Complejo (double x, double y): real(x), imaginaria(y){}
De�nir el constructor de esta manera nos permite crear en nuestro programa variables detipo Complejo y asignarles valores sin usar setreal() o setimag():
Complejo z (2, 3.8);Complejo w = Complejo(6.8, -3);

En el constructor se inicializan las variables internas que nos interesa inicializar al mo-mento de crear un objeto de esta clase.Si una de las variables internas a inicializar es una cadena de caracteres, hay que inicia-lizarla de modo un poco distinto. Por ejemplo, si estamos haciendo una clase OtraPersonaque s�olo tenga el nombre de una persona, entonces podemos de�nir la clase y su constructoren la forma:
class OtraPersona{private:char nombre[20];public:Persona(char []);};Persona::Persona(char a[]){ strcpy(nombre,a);}

Si uno no especi�ca el constructor de una clase C++ crea uno default, pero en generalser�a insu�ciente para cualquier aplicaci�on realmente pr�actica. Es una mala costumbre serdescuidado y dejar estas decisiones al computador.
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2.8.7. Destructor.As�� como es necesario crear espacio de memoria al de�nir una variable, hay que deshacersede ese espacio cuando la variable deja de ser necesaria. En otras palabras, la clase necesitatambi�en un destructor . Si la clase es Complejo, el destructor es una funci�on p�ublica de ella,llamada ~Complejo.
class Complejo{private:double real, imaginaria;public:Complejo(double,double);~Complejo();void setreal(double);void setimag(double);double getreal();double getimag();};
Complejo::Complejo (double x, double y): real(x), imaginaria(y){}
Complejo::~Complejo(){}

Como con los constructores, al omitir un destructor C++ genera un default, pero es unamala costumbre. . . , etc.
2.8.8. Arreglos de clases.Una clase es un tipo de variable como cualquier otra de las prede�nidas en C++. Esposible construir matrices con ellas, del mismo modo que uno tiene matrices de enteros ocaracteres. La �unica diferencia con las matrices usuales es que no se pueden s�olo declarar,sino que hay que inicializarlas simult�aneamente. Por ejemplo, si queremos crear una matrizque contenga 2 n�umeros complejos, la l��nea
Complejo z[2];
es incorrecta, pero s�� es aceptable la l��nea
Complejo z[2] = {Complejo(3.5,-0.8), Complejo(-2,4)};
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2.9. Sobrecarga.Para que la de�nici�on de nuevos objetos sea realmente �util, hay que ser capaz de hacercon ellos muchas acciones que nos ser��an naturales. Como ya comentamos al introducir elconcepto de clase, nos gustar��a sumar n�umeros complejos, y que esa suma utilizara el mismosigno + de la suma usual. O extraerles la ra��z cuadrada, y que la operaci�on sea tan f�acilcomo escribir sqrt(z). Lo que estamos pidiendo es que el operador + o la funci�on sqrt()sean polim�or�cos, es decir, que act�uen de distinto modo seg�un el tipo de argumento quese entregue. Si z es un real, sqrt(z) calcular�a la ra��z de un n�umero real; si es complejo,calcular�a la ra��z de un n�umero complejo.La t�ecnica de programaci�on mediante la cual podemos de�nir funciones polim�or�cas sellama sobrecarga.
2.9.1. Sobrecarga de funciones.Digamos que la ra��z cuadrada de un n�umero complejo a + ib es (a=2) + i(b=2). (Es m�ascomplicado en realidad, pero no queremos escribir las f�ormulas ahora.)Para sobrecargar la funci�on sqrt() de modo que acepte n�umeros complejos basta de�nirlaas��:
Complejo sqrt(Complejo z){ return Complejo (z.getreal()/2, z.getimag()/2);}
Observemos que de�nimos una funci�on sqrt que acepta argumentos de tipo Complejo, y queentrega un n�umero del mismo tipo. Cuando pidamos la ra��z de un n�umero, el computadorse preguntar�a si el n�umero en cuesti�on es un int, double, float o Complejo, y seg�un esoescoger�a la versi�on de sqrt que corresponda.Con la de�nici�on anterior podemos obtener la ra��z cuadrada de un n�umero complejosimplemente con las instrucciones:Complejo z(1,3);Complejo raiz = sqrt(z);
2.9.2. Sobrecarga de operadores.>C�omo le decimos al computador que el signo + tambi�en puede aceptar n�umeros comple-jos? La respuesta es f�acil, porque para C++ un operador no es sino una funci�on, y la acci�onde sobrecargar que ya vimos sirve en este caso tambi�en. La sintaxis es:Complejo operator + (Complejo z, Complejo w){ return Complejo (z.getreal() + w.getreal(),z.getimag() + w.getimag());}
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2.9.3. Coerci�on.Sabemos de�nir a+b, con a y b complejos. Pero >qu�e pasa si a o b son enteros? >O reales?Pareciera que tendr��amos que de�nir no s�oloComplejo operator + (Complejo a, Complejo b);sino tambi�en todas las combinaciones restantes:Complejo operator + (Complejo a, int b);Complejo operator + (Complejo a, float b);Complejo operator + (int a, Complejo b);etc�etera.En realidad esto no es necesario. Por cierto, un n�umero real es un n�umero complejo conparte imaginaria nula, y es posible hacerle saber esto a C++, usando la posibilidad de de�nirfunciones con par�ametros default. Basta declarar (en el interior de la clase) el constructor delos n�umeros complejos comoComplejo (double, double = 0);Esto permite de�nir un n�umero complejo con la instrucci�on:Complejo c = Complejo(3.5);resultando el n�umero complejo 3:5 + i � 0. Y si tenemos una l��nea del tipo:Complejo c = Complejo(3,2.8) + 5;el computador convertir�a impl��citamente el entero 5 a Complejo (sabe c�omo hacerlo porqueel constructor de n�umeros complejos acepta tambi�en un solo argumento en vez de dos), yluego realizar�a la suma entre dos complejos, que es entonces la �unica que es necesario de�nir.
2.10. Herencia.

Herencia es el mecanismo mediante el cual es posible de�nir clases a partir de otras,preservando parte de las propiedades de la primera y agregando o modi�cando otras.Por ejemplo, si de�nimos la clase Persona, toda Persona tendr�a una variable miembroque sea su nombre. Si de�nimos una clase Hombre, tambi�en ser�a Persona, y por tanto deber��atener nombre. Pero adem�as puede tener esposa. Y ciertamente no toda Persona tiene esposa.S�olo un Hombre.C++ provee mecanismos para implementar estas relaciones l�ogicas y poder de�nir unaclase Hombre a partir de Persona. Lo vemos en el siguiente ejemplo:
class Persona{private:string nombre;public:
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Persona(string = "");~Persona();string getname();}

class Hombre : public Persona{private:string esposa;public:Hombre(string a) : Persona(a){ };string getwife();void setwife(string);};
Primero de�nimos una clase Persona que tiene nombre. Luego de�nimos una clase Hombrea partir de Persona (con la l��nea class Hombre : public Persona). Esto permite de modoautom�atico que Hombre tenga tambi�en una variable nombre. Y �nalmente, dentro de la claseHombre, se de�nen todas aquellas caracter��sticas adicionales que una Persona no tiene peroun Hombre s��: esposa, y funciones miembros para modi�car y obtener el nombre de ella.Un ejemplo de uso de estas dos clases:

Persona cocinera("Maria");Hombre panadero("Claudio");panadero.setwife("Estela");
cout << cocinera.getname() << endl;cout << panadero.getname() << endl;cout << panadero.getwife() << endl;

Observemos que panadero tambi�en tiene una funci�on getname(), a pesar de que la claseHombre no la de�ne expl��citamente. Esta funci�on se ha heredado de la clase de la cual Hombrese ha derivado, Persona.
2.11. Compilaci�on y debugging.
2.11.1. Compiladores.El comando para usar el compilador de lenguaje C es gcc, para usar el compilador deC++ es g++ y para usar el compilador de fortran 77 es g77. Centr�emosnos en el compiladorde C++, los dem�as funcionan en forma muy similar. Su uso m�as elemental es:g++ filename.ccEsto compila el archivo filename.cc y crea un archivo ejecutable que se denomina a.outpor omisi�on. Existen diversas opciones para el compilador, s�olo comentaremos una pocas.
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-c realiza s�olo la compilaci�on pero no el link:g++ -c filename.ccgenera el archivo filename.o que es c�odigo objeto.-o exename de�ne el nombre del ejecutable creado, en lugar del por defecto a.out.g++ -o outputfile filename.cc-lxxx incluye la biblioteca /usr/lib/libxxx.a en la compilaci�on.g++ filename.cc -lmEn este caso se compila con la biblioteca matem�atica libm.a.-g permite el uso de un debugger posteriormente.-On optimizaci�on de grado n que puede tomar valores de 1 (por defecto) a 3. El objetivoinicial del compilador es reducir el tiempo de la compilaci�on. Con -On, el compiladortrata de reducir el tama~no del ejecutable y el tiempo de ejecuci�on, con n se aumenta elgrado de optimizaci�on.-Wall noti�ca todos los posibles warnings en el c�odigo que est�a siendo compilado.-L/path1 -I/path2/include incluye en el camino de b�usqueda /path1/ para las bi-bliotecas y /path2/include para los archivos de cabecera (headers).

El compilador gcc (the GNU C compiler) es compatible ANSI.
2.12. make & Make�le.Frecuentemente los programas est�an compuestos por diferentes subprogramas que se ha-yan contenidos en diferentes archivos. La orden de compilaci�on necesaria puede ser muyengorrosa, y a menudo no es necesario volver a compilar todos los archivos, sino s�olo aque-llos que hayan sido modi�cados. unix dispone de una orden denominada make que evitalos problemas antes mencionados y permite el mantenimiento de una biblioteca personal deprogramas. Este comando analiza qu�e archivos fuentes han sido modi�cados despu�es de la�ultima compilaci�on y evita recompilaciones innecesarias.En su uso m�as simple s�olo es necesario suministrar una lista de dependencias y/o instruc-ciones a la orden make en un archivo denominado Makefile. Una dependencia es la relaci�onentre dos archivos de forma que un archivo se considera actualizado siempre que el otro ten-ga una fecha de modi�caci�on inferior a �este. Por ejemplo, si el archivo file.cc incluye elarchivo file.h, no se puede considerar actualizado el archivo file.o si el archivo file.cco el archivo file.h ha sido modi�cado despu�es de la �ultima compilaci�on. Se dice que elarchivo file.o depende de file.cc y el archivo file.cc depende del archivo file.h. ElMake�le se puede crear con un editor de texto y tiene el siguiente aspecto para estableceruna dependencia:# Esto es un ejemplo de Makefile.# Se pueden poner comentarios tras un caracter hash (#).
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FILE1: DEP1 DEP2comandos para generar FILE1ETIQUETA1: FILE2FILE2: DEP3 DEP4comandos para generar FILE2ETIQUETA2:comandosSe comienza con un destino, seguido de dos puntos (:) y los prerrequisitos o dependenciasnecesarios. Tambi�en puede ponerse una etiqueta y como dependencia un destino, o bien unaetiqueta y uno o m�as comandos. Si existen muchos prerrequisitos, se puede �nalizar la l��neacon un backslash (\) y continuar en la siguiente l��nea.En la(s) l��nea(s) siguiente(s) se escriben uno o m�as comandos. Cada l��nea se consideracomo un comando independiente. Si se desea utilizar m�ultiples l��neas para un comando,se deber��a poner un backslash (\) al �nal de cada l��nea del comando. El comando makeconectar�a las l��neas como si hubieran sido escritas en una �unica l��nea. En esta situaci�on, sedeben separar los comandos con un punto y coma (;) para prevenir errores en la ejecuci�on deel shell. Los comandos deben ser indentados con un tabulador, no con 8 espaciosMake lee el Makefile y determina para cada archivo destino (empezando por el primero) silos comandos deben ser ejecutados. Cada destino, junto con los prerrequisitos o dependencias,es denominado una regla.Si make se ejecuta sin argumentos, s�olo se ejecutar�a el primer destino. Veamos un ejemplo:file.o: file.cc file.hg++ -c file.ccEn este caso se comprueban las fechas de las �ultima modi�caciones de los archivos file.cc yfile.h; si esta fecha es m�as reciente que las del archivo file.o se procede a la compilaci�on.El comando make se puede suministrar con un argumento, que indica la etiqueta situadaa la izquierda de los dos puntos. As�� en el ejemplo anterior podr��a invocarse make file.o..Gracias a las variables, un Makefile se puede simpli�car signi�cativamente. Las variablesse de�nen de la siguiente manera:VARIABLE1=valor1VARIABLE2=valor2Una variable puede ser utilizada en el resto del Makefile re�ri�endonos a ella con la expresi�on$(VARIABLE). Por defecto, make sabe las �ordenes y dependencias (reglas impl��citas) paracompilar un archivo *.cc y producir un archivo *.o, entonces basta especi�car solamentelas dependencias que make no puede deducir a partir de los nombres de los archivos, porejemplo:OUTPUTFILE = progOBJS = prog.o misc.o aux.oINCLUDESMISC = misc.h aux.hINCLUDESFILE = foo.h $(INCLUDESMISC)LIBS = -lmylib -lg++ -lm
prog.o: $(INCLUDESFILE)
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misc.o: $(INCLUDESMISC)aux.o: aux.h
$(OUTPUTFILE): $(OBJS)gcc $(OBJS) -o $(OUTPUTFILE) $(LIBS)Las reglas patrones son reglas en las cuales se especi�can m�ultiples destinos y construyeel nombre de las dependencias para cada blanco basada en el nombre del blanco. La sintaxisde una regla patr�on:destinos ... : destino patron:dependencias patronescomandosLa lista de destinos especi�ca aquellos sobre los que se aplicar�a la regla. El destino patr�on ylas dependencias patrones dicen c�omo calcular las dependencias para cada destino. Veamosun ejemplo:objects = foo.o \bar.o
all: $(objects)
$(objects): %.o: %.cc$(CXX) -c $(CFLAGS) $< -o $@Cada uno de los destinos (foo.o bar.o) es comparado con el destino patr�on %.o para extraerparte de su nombre. La parte que se extrae es conocida como el tronco o stem, foo y bar eneste caso. A partir del tronco y la regla patr�on de las dependencias %.cc make construye losnombres completos de ellas (foo.cc bar.cc). Adem�as, en el comando del ejemplo anterioraparecen un tipo de variables especiales conocidas como autom�aticas. La variable $< man-tiene el nombre de la dependencia actual y la variable $@ mantiene el nombre del destinoactual. Finalmente un ejemplo completo:## Makefile para el programa eapp#_________________________________________________________CXX = g++CXXFLAGS = -Wall -O3 -mcpu=i686 -march=i686#CXXFLAGS = -Wall -gLIBS = -lmBIN = eapp
OBJECTS = eapp.o md.o atoms.o vectores.o metalesEA.o Monte_Carlo.o\string_fns.o nlista.o rij2.o velver2.o cbc2.o nforce.o \temperature.o controles.o inparamfile.o \azar.o velver3.o funciones.o observables.o
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$(BIN): $(OBJECTS)

$(CXX) $(OBJECTS) -o $(BIN) $(LIBS)
$(OBJECTS): %.o:%.cc$(CXX) -c $(CXXFLAGS) $< -o $@clean: rm -fr $(OBJECTS) $(BIN)#End
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Cap��tulo 3
Gr�a�ca.

versi�on 4.12, 24 de Octubre del 2003En este cap��tulo quisi�eramos mostrar algunas de las posibilidades gr�a�cas presentes en Li-nux. Nuestra intensi�on es cubrir temas como la visualizaci�on, conversi�on, captura y creaci�onde archivos gr�a�cos. S�olo mencionaremos las aplicaciones principales en cada caso centr�ando-nos en sus posibilidades m�as que en su utilizaci�on espec���ca, ya que la mayor��a posee unainterfase sencilla de manejar y una amplia documentaci�on.
3.1. Visualizaci�on de archivos gr�a�cos.Si disponemos de un archivo gr�a�co conteniendo alg�un tipo de imagen lo primero que esimportante determinar es en qu�e tipo de formato gr�a�co est�a codi�cada. Existe un n�umerorealmente grande de diferentes tipos de codi�caciones de im�agenes, cada una de ellas seconsidera un formato gr�a�co. Por razones de reconocimiento inmediato del tipo de formatogr�a�co se suelen incluir en el nombre del archivo, que contiene la imagen, un tr��o de letras�nales, conocidas como la extensi�on, que representan el formato. Por ejemplo: bmp, ti�, jpg,ps, eps, �g, gif entre muchas otras, si uno quiere asegurarse puede dar el comando:jrogan@huelen:~$file mono.jpgmono.jpg: JPEG image data, JFIF standard 1.01, resolution (DPCM), 72 x 72>De qu�e herramientas disponemos en Linux para visualizar estas im�agenes? La respuestaes que en Linux disponemos de variadas herramientas para este efecto.Si se trata de archivos de tipo PostScript o Encapsulated PostScript, identi�cados por laextensi�on ps o eps, existen las aplicaciones gv, gnome-gv o kghostview, todos programas quenos permitir�an visualizar e imprimir este tipo de archivos. Si los archivos son tipo PortableDocument Format, con extensi�on pdf, tenemos las aplicaciones gv, acroread o xpdf, Contodas ellas podemos ver e imprimir dicho formato. Una menci�on especial requieren los archivosDeVice Independent con extensi�on dvi ya que son el resultado de la compilaci�on de undocumento TEX o LATEX, para este tipo de archivo existen las aplicaciones xdvi, advi, gxdviy kdvi por nombrar las principales. La aplicaci�on xdvi s�olo permite visualizar estos archivosy no imprimirlos, la mayor��a de las otras permiten imprimirlo directamente. Si usa xdvi ydesea imprimir el documento debe transformar a ps v��a dvips y luego se imprime comocualquier otro Postscript.Para la gran mayor��a de formatos gr�a�cos m�as conocidos y usualmente usados para al-macenar fotos existen otra serie se programas especializados en visualizaci�on que son capaces
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de entender la mayor��a de los formatos m�as usados. Entre estos programas podemos mencio-nar: Eye of Gnome (eog), Electric Eyes (eeyes), kview o display. Podemos mencionar queaplicaciones como display entienden sobre ochenta formatos gr�a�cos distintos entre los quese encuentran la mayor��a de los formatos conocidos m�as otros como ps, eps, pdf, fig, html,entre muchos otros. Una menci�on especial merece el utilitario gthumb que nos permite hacerun preview de un directorio con muchas imagenes de manera muy f�acil.
3.2. Modi�cando im�agenes

Si queremos modi�caciones como rotaciones, ampliaciones, cortes, cambios de paleta decolores, �ltros o efectos sencillos, display es la herramienta precisa. Pero si se desea intervenirla imagen en forma profesional, el programa gimp es el indicado. El nombre gimp viene deGNU Image Manipulation Program. Se puede usar esta aplicaci�on para editar y manipularim�agenes. Pudiendo cargar y salvar en una variedad de formatos, lo que permite usarlo paraconvertir entre ellos. La aplicaci�on gimp puede tambi�en ser usado como programa de pintar,de hecho posee una gran variedad de herramientas en este sentido, tales como brocha deaire, l�apiz clonador, tijeras inteligentes, curvas bezier, etc. Adem�as, permite incluir pluginsque realizan gran variedad de manipulaciones de imagen. Como hecho anecd�otico podemosmencionar que la imagen o�cial de Tux, el ping�uino mascota de Linux, fue creada en gimp. Sinembargo, si gimp le parece muy profesional o usted s�olo necesita un programa para dibujaren el cual se entretenga su hermano menor tuxpaint es la alternativa.
3.3. Conversi�on entre formatos gr�a�cos.

El problema de transformar de un formato a otro es una situaci�on usual en el trabajo conarchivos gr�a�cos. Muchos softwares tienen salidas muy restringidas en formato o bien usanformatos arcaicos (gif) por ejemplo. De ah�� que se presenta la necesidad de convertir estosarchivos de salida en otros formatos que nos sean m�as manejables o pr�acticos. Como ya semencion�o, gimp puede ser usado para convertir entre formatos gr�a�cos. Tambi�en displaypermite este hecho. Sin embargo, en ambos casos la conversi�on es v��a men�us, lo cual lohace engorroso para un gran n�umero de conversiones e imposible para conversiones de tipoautom�atico. Existe un programa llamado convert que realiza conversiones desde la l��nea decomando. Este programa junto con display, import y varios otros forman la suite gr�a�caImageMagick, una de las m�as importantes en unix, en general, y en especial en Linux y queya ha sido migrada a otras plataformas. Adem�as, de la clara ventaja de automatizaci�on queproporciona convert, posee otro aspecto interesante, puede convertir un grupo de im�agenesasociadas en una secuencia de animaci�on o pel��cula. Veamos la sintaxis para este programa:
user@host:~/imagenes$convert cockatoo.tiff cockatoo.jpg
user@host:~/secuencias$convert -delay 20 dna*.png dna.mngEn el primer caso convierte el archivo cockatoo de formato tiff a formato jpg. En elsegundo, a partir de un conjunto de archivos con formato png llamados dna m�as un n�umero
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correlativo, crea una secuencia animada con im�agenes que persisten por 20 cent�esimas desegundos en un formato conocido como mng.
3.4. Captura de pantalla.A menudo se necesita guardar im�agenes que s�olo se pueden generar a tiempo de ejecuci�on,es decir, mientras corre nuestro programa genera la imagen pero no tiene un mecanismo propiopara exportarla o salvarla como imagen. En este caso necesitamos capturar la pantalla ypoderla almacenar en un archivo para el cual podamos elegir el formato. Para estos efectosexiste un programa, miembro tambi�en de la suite ImageMagick, llamado import que nospermite hacer el trabajo. La sintaxis del comando esimport figure.eps
import -window root root.jpgEn el primer caso uno da el comando en un terminal y queda esperando hasta que uno toquealguna de las ventanas, la cual es guardada en este caso en un archivo figure.eps en formatoPostScript. La extensi�on le indica al programa qu�e formato usar para almacenar la imagen.En el segundo caso uno captura la pantalla completa en un archivo root.jpeg. Este comandopuede ser dado desde la consola de texto para capturar la imagen completa en la pantallagr�a�ca.
3.5. Creando im�agenes.Para im�agenes art��sticas sin duda la alternativa es gimp, todo le que se dijo respecto asus posibilidades para modi�car im�agenes se aplica tambi�en en el caso de crearlas. En el casode necesitar im�agenes m�as bien t�ecnicas como esquemas o diagramas o una ilustraci�on paraaclarar un problema las alternativas pueden ser xfig, sodipodi o sketch todas herramientasvectoriales muy poderosa. Este tipo de programas son manejados por medio de men�us ypermiten dibujar y manipular objetos interactivamente. Las im�agenes pueden ser salvadas,en formato propios y posteriormente editadas. La gran ventaja de estos programas es quetrabaja con objetos y no con bitmaps. Adem�as, puede exportar las im�agenes a otros formatos:PostScript o Encapsulated PostScript o bien gif o jpeg.Habitualmente los dibujos necesarios para ilustrar problemas en F��sica en tareas, pruebasy apuntes son realizados con software de este tipo, principalmente xfig, luego exportadosa PostScript e inclu��dos en los respectivos archivos LATEX. Tambi�en existe una herramientaextremadamente �util que permite convertir un archivo PostScript, generado de cualquiermanera, a un archivo fig que puede ser editado y modi�cado. Esta aplicaci�on que transformase llama pstoedit y puede llegar a ser realmente pr�actica. Otra herramienta interesante esautotrace que permite pasar una �gura en bitmap a forma vectorial.Una aparente limitaci�on de este tipo de software es que se podr��a pensar que no podemosincluir curvas anal��ticas, es decir, si necesitamos ilustrar una funci�on gaussiana no podemospretender \dibujarla" con las herramientas de que disponen. Sin embargo, este problemapuede ser resuelto ya que software que gra�ca funciones anal��ticas, tales como gnuplot,
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permite exportar en formato que entienden los programas vectoriales (fig, por ejemplo)luego podemos leer el archivo y editarlo. Adem�as, xfig permite importar e incluir im�agenesdel tipo bitmap, agregando riqueza a los diagramas que puede generar.Una caracter��stica importante de este tipo de programas es que trabajen por capas, lascuales son tratadas independientemente, uno puede poner un objeto sobre otro o por debajode otro logrando diferentes efectos. Algunos programas de presentaci�on gr�a�cos basados enLATEX y pdf est�an utilizando esta capacidad en xfig para lograr animaciones de im�agenes.Finalmente el programa xfig permite construir una biblioteca de objetos reutilizablesahorrando mucho trabajo. Por ejemplo, si uno dibuja los elementos de un circuito el�ectrico ylos almacena en el lugar de las bibliotecas de im�agenes podr�a incluir estos objetos en futurostrabajos. El programa viene con varias bibliotecas de objetos listas para usar.
3.6. Gra�cando funciones y datos.Existen varias aplicaciones que permiten gra�car datos de un archivo, entre las m�as popu-lares est�an: gnuplot, xmgrace y SciGraphica. La primera est�a basada en la l��nea de comandoy permite gr�a�cos en 2 y 3 dimensiones, pudiendo adem�as, gra�car funciones directamentesin pasar por un archivo de datos. Las otras dos son aplicaciones basadas en men�us quepermiten un resultado �nal de mucha calidad y con m�ultiples variantes. La debilidad en elcaso de xmgrace es que s�olo hace gr�a�cos bidimensionales.El programa gnuplot se invoca de la l��nea de comando y da un prompt en el mismoterminal desde el cual se puede trabajar, veamos una sesi�on de gnuplot:jrogan@huelen:~$ gnuplot

G N U P L O TVersion 3.7 patchlevel 2last modified Sat Jan 19 15:23:37 GMT 2002System: Linux 2.4.19
Copyright(C) 1986 - 1993, 1998 - 2002Thomas Williams, Colin Kelley and many others
Type `help` to access the on-line reference manualThe gnuplot FAQ is available fromhttp://www.gnuplot.info/gnuplot-faq.html
Send comments and requests for help to <info-gnuplot@dartmouth.edu>Send bugs, suggestions and mods to <bug-gnuplot@dartmouth.edu>

Terminal type set to 'x11'gnuplot> plot sqrt(x)gnuplot> set xrange[0:5]gnuplot> set xlabel" eje de las x"
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gnuplot> replotgnuplot> set terminal postscriptTerminal type set to 'postscript'Options are 'landscape noenhanced monochrome dashed defaultplex "Helvetica" 14'gnuplot> set output "mygraph.ps"gnuplot> replotgnuplot> set terminal XTerminal type set to 'X11'Options are '0'gnuplot> set xrange[-2:2]gnuplot> set yrange[-2:2]gnuplot> splot exp(-x*x-y*y)gnuplot> plot "myfile.dat" w lgnuplot> exitjrogan@huelen:~$En el caso de xmgrace y SciGraphica mucho m�as directo manejarlo ya que est�a ba-sado en men�us. Adem�as, existe abundante documentaci�on de ambos softwares. El softwareSciGraphica es una aplicaci�on de visualizaci�on y an�alisis de data cient���ca que permiteel despliegue de gr�a�cos en 2 y 3 dimensiones, adem�as, exporta los resultados a formatoPostScript. Realmente esta aplicaci�on naci�o como un intento de clonar el programa comercialorigen no disponible para Linux.
3.7. Gra�cando desde nuestros programas.Finalmente para poder gra�car desde nuestro propio programa necesitamos alguna biblio-teca gr�a�ca, en nuestro caso usaremos la biblioteca iglu, hecha completamente en casa. Lap�agina de iglu est�a en : http://aristoteles.ciencias.uchile.cl/homepage/iglu/iglu.htmlEl comando de compilaci�on incluido en un script, que llamaremos iglu_compila, y que con-tiene las siguientes l��neas:#!/bin/bashg++ -Wall -O3 -o $1 $1.cc -I. -I$HOME/iglu/ \-L/usr/X11R6/lib/ -L$HOME/iglu/ -liglu -lX11 -lmVeamos algunos ejemplos:/* Ejemplo: sen(x) */#include ``iglu.h''#include <cmath>
int main(){ IgluDibujo v(``Funcion Seno'');const int N=100;double x[N], y[N];



106 CAP�ITULO 3. GR�AFICA.
v.map_coordinates(0,2*M_PI,-1.2,1.2);double dx = 2*M_PI/(N-1);for (int i=0;i<N;i++){x[i] = i*dx;y[i] = sin(x[i]);}
v.plot_line(x,y,N);v.wait();return 0;}Este programa gra�ca la funci�on seno con un n�umero de puntos dado.Otro caso, una primitiva animaci�on// Ejemplo sen(x-vt)#include "iglu.h"#include <cmath>

int main(){IgluDibujo v(``Pelicula'');const int N=100, Nt=100;double x[N], y[N];v.map_coordinates(0,2*M_PI,-1.2,1.2);double dx = 2*M_PI/(N-1), dt = 1, t=0;for (int j=0;j<Nt;j++){v.clean();t += dt;for (int i=0;i<N;i++){x[i] = i*dx;y[i] = sin(x[i]-.1*t);}v.plot_line(x,y,N);v.wait(.03);v.flush();}v.wait();return 0;}



Cap��tulo 4
El sistema de preparaci�on de
documentos TEX .

versi�on 5.0, 30 de Julio del 2003
4.1. Introducci�on.

TEX es un procesador de texto o, mejor dicho, un avanzado sistema de preparaci�on dedocumentos, creado por Donald Knuth, que permite el dise~no de documentos de gran cali-dad, conteniendo textos y f�ormulas matem�aticas. A~nos despu�es, LATEX fue desarrollado porLeslie Lamport, facilitando la preparaci�on de documentos en TEX, gracias a la de�nici�on de\macros" o conjuntos de comandos de f�acil uso.LATEX tuvo diversas versiones hasta la 2.09. Actualmente, LATEX ha recibido importantesmodi�caciones, siendo la distribuci�on actualmente en uso y desarrollo LATEX 2", una versi�ontransitoria en espera de que alg�un d��a se llegue a la nueva versi�on de�nitiva de LATEX, LATEX3.En estas p�aginas cuando digamos LATEX nos referiremos a la versi�on actual, LATEX 2". Cuan-do queramos hacer referencia a la versi�on anterior, que deber��a quedar progresivamente endesuso, diremos expl��citamente LATEX 2.09.
4.2. Archivos.

El proceso de preparaci�on de un documento LATEX consta de tres pasos:
1. Creaci�on de un archivo con extensi�on tex con alg�un editor.
2. Compilaci�on del archivo tex, con un comando del tipo latex<archivo>.tex o latex <archivo>. Esto da por resultado tres archivos adicionales,con el mismo nombre del archivo original, pero con extensiones distintas:

a) dvi. Es el archivo procesado que podemos ver en pantalla o imprimir. Una vezcompilado, este archivo puede ser enviado a otro computador, para imprimir enotra impresora, o verlo en otro monitor, independiente de la m�aquina (de dondesu extensi�on dvi, device independent).
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b) log. Aqu�� se encuentran todos los mensajes producto de la compilaci�on, paraconsulta si es necesario (errores encontrados, memoria utilizada, mensajes de ad-vertencia, etc.).c) aux. Contiene informaci�on adicional que, por el momento, no nos interesa.

3. Visi�on en pantalla e impresi�on del archivo procesado a trav�es de un programa anexo(xdvi o dvips, por ejemplo), capaz de leer el dvi.
4.3. Input b�asico.
4.3.1. Estructura de un archivo.En un archivo no pueden faltar las siguientes l��neas:
\documentclass[12pt]{article}
\begin{document}
\end{document}Haremos algunas precisiones respecto a la primera l��nea m�as tarde. Lo importante es queuna l��nea de esta forma debe ser la primera de nuestro archivo. Todo lo que se encuentraantes de \begin{document} se denomina pre�ambulo. El texto que queramos escribir va entre\begin{document} y \end{document}. Todo lo que se encuentre despu�es de \end{document}es ignorado.
4.3.2. Caracteres.Pueden aparecer en nuestro texto todos los caracteres del c�odigo ASCII no extendido(teclado ingl�es usual): letras, n�umeros y los signos de puntuaci�on:
. : ; , ? ! ` ' ( ) [ ] - / * @Los caracteres especiales:
# $ % & ~ _ ^ \ { }tienen un signi�cado espec���co para LATEX. Algunos de ellos se pueden obtener anteponi�endo-les un backslash:

# \# $ \$ % \% & \& f \{ g \}Los caracteres
+ = | < >



4.3. INPUT B�ASICO. 109
generalmente aparecen en f�ormulas matem�aticas, aunque pueden aparecer en texto normal.Finalmente, las comillas dobles (") casi nunca se usan.Los espacios en blanco y el �n de l��nea son tambi�en caracteres (invisibles), que LATEXconsidera como un mismo car�acter, que llamaremos espacio, y que simbolizaremos ocasional-mente como .Para escribir en castellano requeriremos adem�as algunos signos y caracteres especiales:

~n \~n �a \'a �� \'{\i} �u \"u < !` > ?`
4.3.3. Comandos.Todos los comandos comienzan con un backslash, y se extienden hasta encontrar el primercar�acter que no sea una letra (es decir, un espacio, un n�umero, un signo de puntuaci�on omatem�atico, etc.).
4.3.4. Algunos conceptos de estilo.LATEX es consciente de muchas convenciones estil��sticas que quiz�as no apreciamos cuandoleemos textos bien dise~nados, pero las cuales es bueno conocer para aprovecharlas.

a) Observemos la siguiente palabra: �no. Esta palabra fue generada escribiendo simple-mente fino, pero observemos que las letras `f' e `i' no est�an separadas, sino que unidasart��sticamente. Esto es una ligadura, y es considerada una pr�actica est�eticamente pre-ferible. LATEX sabe esto e inserta este peque~no efecto tipogr�a�co sin que nos demoscuenta.b) Las comillas de apertura y de cierre son distintas. Por ejemplo: `insigne' (comillassimples) o \insigne" (comillas dobles). Las comillas de apertura se hacen con uno o condos acentos graves (`), para comillas simples o dobles, respectivamente, y las de cierrecon acentos agudos ('): `insigne', ``insigne''. No es correcto entonces utilizar lascomillas dobles del teclado e intentar escribir "insigne" (el resultado de esto es el pocoest�etico "insigne").c) Existen tres tipos de guiones:
Corto Saint-Exup�ery - (entre palabras, corte ens��labas al �nal de la l��nea)Medio p�aginas 1{2 -- (rango de n�umeros)Largo un ejemplo |como �este --- (puntuaci�on, par�entesis)

d) LATEX inserta despu�es de un punto seguido un peque~no espacio adicional respecto alespacio normal entre palabras, para separar sutilmente frases. Pero, >c�omo saber queun punto termina una frase? El criterio que utiliza es que todo punto termina unafrase cuando va precedido de una min�uscula. Esto es cierto en la mayor��a de los casos,as�� como es cierto que generalmente cuando un punto viene despu�es de una may�usculano hay �n de frase:
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China y U.R.S.S. estuvieron de acuerdo. Sin embargo. . .

Pero hay excepciones:
En la p�ag. 11 encontraremos noticias desde la U.R.S.S. �Estas fueron entrega-das. . .

Cuando estas excepciones se producen, nosotros, humanos, tenemos que ayudarle alcomputador, dici�endole que, aunque hay un punto despu�es de la \g", no hay un �n defrase, y que el punto despu�es de la �ultima \S" s�� termina frase. Esto se consigue as��:
En la p\'ag.\ 11 encontraremos noticias desde laU.R.S.S\@. \'Estas fueron entregadas...

d) �Enfasis de texto:
�Este es un texto enfatizado. \'Este es un texto{\em enfatizado}.
Otro texto enfatizado. Otro texto \emph{enfatizado}.
Al enfatizar, pasamos temporalmente a un tipo de letra distinto, la it�alica. Esta letra esligeramente inclinada hacia adelante, lo cual puede afectar el correcto espaciado entrepalabras. Comparemos, por ejemplo:
Quiero hoy mi recompensa.Quiero hoy mi recompensa.Quiero hoy mi recompensa.

Quiero {\em hoy} mi recompensa.Quiero {\em hoy\/} mi recompensa.Quiero \emph{hoy} mi recompensa.
La segunda y tercera frase tienen un peque~no espacio adicional despu�es de \hoy",para compensar el espacio entre palabras perdido por la inclinaci�on de la it�alica. Estepeque~no espacio se denomina correcci�on it�alica, y se consigue usando \emph, o, si seusa \em, agregando \/ antes de cerrar el par�entesis cursivo. La correcci�on it�alica esinnecesaria cuando despu�es del texto enfatizado viene un punto o una coma. LATEXadvierte esto y omite el espacio adicional aunque uno lo haya sugerido.

4.3.5. Notas a pie de p�agina.Insertemos una nota a pie de p\'agina.\footnote{Como \'esta.}
LATEX colocar�a una nota a pie de p�agina1 en el lugar apropiado.1Como �esta.
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4.3.6. F�ormulas matem�aticas.LATEX distingue dos modos de escritura: un modo de texto, en el cual se escriben lostextos usuales como los ya mencionados, y un modo matem�atico, dentro del cual se escribenlas f�ormulas. Cualquier f�ormula debe ser escrita dentro de un modo matem�atico, y si alg�uns��mbolo matem�atico aparece fuera del modo matem�atico el compilador acusar�a un error.Hay tres formas principales para acceder al modo matem�atico:a) $x+y=3$b) $$xy=8$$c) \begin{equation}x/y=5\end{equation}Estas tres opciones generan, respectivamente, una ecuaci�on en el texto: x + y = 3, unaecuaci�on separada del texto, centrada en la p�agina:xy = 8y una ecuaci�on separada del texto, numerada:x=y = 5 (4.1)Es importante notar que al referirnos a una variable matem�atica en el texto debemosescribirla en modo matem�atico:Decir que la inc�ognita es x esincorrecto. No: la inc�ognita esx.

Decir que la inc{\'o}gnita esx es incorrecto. No: lainc{\'o}gnita es $x$.
4.3.7. Comentarios.Uno puede hacer que el compilador ignore parte del archivo usando %. Todo el texto desdeeste car�acter hasta el �n de la l��nea correspondiente ser�a ignorado (incluyendo el �n de l��nea).Un peque~no comentario. Un peque{\~n}o co% Texto ignoradomentario.
4.3.8. Estilo del documento.Las caracter��sticas generales del documento est�an de�nidas en el pre�ambulo. Lo m�asimportante es la elecci�on del estilo, que determina una serie de par�ametros que al usuarionormal pueden no importarle, pero que son b�asicas para una correcta presentaci�on del texto:>Qu�e m�argenes dejar en la p�agina? >Cu�anto dejar de sangr��a? >Tipo de letra? >Distanciaentre l��neas? >D�onde poner los n�umeros de p�agina? Y un largo etc�etera.Todas estas decisiones se encuentran en un archivo de estilo (extensi�on cls). Los archivosstandard son: article, report, book y letter, cada uno adecuado para escribir art��culoscortos (sin cap��tulos) o m�as largos (con cap��tulos), libros y cartas, respectivamente.
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La elecci�on del estilo global se hace en la primera l��nea del archivo:2\documentclass{article}Esta l��nea ser�a aceptada por el compilador, pero nos entregar�a un documento con untama~no de letra peque~no, t�ecnicamente llamado de 10 puntos �o 10pt (1pt = 1/72 pulgadas).Existen tres tama~nos de letra disponibles: 10, 11 y 12 pt. Si queremos un tama~no de letram�as grande, como el que tenemos en este documento, se lo debemos indicar en la primeral��nea del archivo:\documentclass[12pt]{article}Todas las decisiones de estilo contenidas dentro del archivo cls son modi�cables, exis-tiendo tres modos de hacerlo:a) Modi�cando el archivo cls directamente. Esto es poco recomendable, porque dichamodi�caci�on (por ejemplo, un cambio de los m�argenes) se har��a extensible a todos losarchivos compilados en nuestro computador, y esto puede no ser agradable, ya sea quenosotros seamos los �unicos usuarios o debamos compartirlo. Por supuesto, podemosdeshacer los cambios cuando terminemos de trabajar, pero esto es tedioso.b) Introduciendo comandos adecuados en el pre�ambulo. �Esta es la opci�on m�as recomen-dable y la m�as usada. Nos permite dominar decisiones espec���cas de estilo v�alidas s�olopara el archivo que nos interesa.c) Creando un nuevo archivo cls. Esto es muy recomendable cuando las modi�caciones deestilo son abundantes, profundas y deseen ser reaprovechadas. Se requiere un poco deexperiencia en LATEX para hacerlo, pero a veces puede ser la �unica soluci�on razonable.En todo caso, la opci�on a usar en la gran mayor��a de los casos es la b) (Sec. 4.9).

4.3.9. Argumentos de comandos.Hemos visto ya algunos comandos que requieren argumentos. Por ejemplo: \begin{equation},\documentclass[12pt]{article}, \footnote{Nota}. Existen dos tipos de argumentos:1. Argumentos obligatorios. Van encerrados en par�entesis cursivos: \footnote{Nota},por ejemplo. Es obligatorio que despu�es de estos comandos aparezcan los par�entesis. Aveces es posible dejar el interior de los par�entesis vac��o, pero en otros casos el compiladorreclamar�a incluso eso (\footnote{} no genera problemas, pero \documentclass{} s�� esun gran problema).Una propiedad muy general de los comandos de LATEX es que las llaves de los argumentosobligatorios se pueden omitir cuando dichos argumentos tienen s�olo un car�acter. Porejemplo, \~n es equivalente a \~{n}. Esto permite escribir m�as f�acilmente muchasexpresiones, particularmente matem�aticas, como veremos m�as adelante.2En LATEX 2.09 esta primera l��nea debe ser \documentstyle[12pt]article, y el archivo de estilo tieneextensi�on sty. Intentar compilar con LATEX 2.09 un archivo que comienza con \documentclass da un error.Por el contrario, la compilaci�on con LATEX2" de un archivo que comienza con \documentstyle no genera unerror, y LATEX entra en un modo de compatibilidad . Sin embargo, interesantes novedades de LATEX2" respectoa LATEX 2.09 se pierden.
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2. Argumentos opcionales. Van encerrados en par�entesis cuadrados. Estos argumentosson omitibles, \documentclass[12pt]... . Ya dijimos que \documentclass{article}es aceptable, y que genera un tama~no de letra de 10pt. Un argumento en par�entesiscuadrados es una opci�on que modi�ca la decisi�on default del compilador (en este caso,lo obliga a usar 12pt en vez de sus instintivos 10pt).
4.3.10. T��tulo.Un t��tulo se genera con:
\title{Una breve introducci\'on}\author{V\'{\i}ctor Mu\~noz}\date{30 de Junio de 1998}\maketitle

\title, \author y \date pueden ir en cualquier parte (incluyendo el pre�ambulo) an-tes de \maketitle. \maketitle debe estar despu�es de \begin{document}. Dependiendo denuestras necesidades, tenemos las siguientes alternativas:
a) Sin t��tulo:

\title{}
b) Sin autor:

\author{}
c) Sin fecha:

\date{}
d) Fecha actual (en ingl�es): omitir \date.
e) M�as de un autor:

\author{Autor_1 \and Autor_2 \and Autor_3}
Para art��culos cortos, LATEX coloca el t��tulo en la parte superior de la primera p�aginadel texto. Para art��culos largos, en una p�agina separada.
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4.3.11. Secciones.Los t��tulos de las distintas secciones y subsecciones de un documento (numerados ade-cuadamente, en negrita, como en este texto) se generan con comandos de la forma:
\section{Una secci\'on}\subsection{Una subsecci\'on}
Los comandos disponibles son (en orden decreciente de importancia):

\part \subsection \paragraph\chapter \subsubsection \subparagraph\sectionLos m�as usados son \chapter, \section, \subsection y\subsubsection. \chapter s�olo est�a disponible en los estilos report y book.
4.3.12. Listas.Los dos modos usuales de generar listas:a) Listas numeradas (ambiente enumerate):

1. Nivel 1, ��tem 1.2. Nivel 1, ��tem 2.a) Nivel 2, ��tem 1.1) Nivel 3,��tem 1.3. Nivel 1, ��tem 3.

\begin{enumerate}\item Nivel 1, \'{\i}tem 1.\item Nivel 1, \'{\i}tem 2.\begin{enumerate}\item Nivel 2, \'{\i}tem 1.\begin{enumerate}\item Nivel 3, \'{\i}tem 1.\end{enumerate}\end{enumerate}\item Nivel 1, \'{\i}tem 3.\end{enumerate}b) Listas no numeradas (ambiente itemize):
Nivel 1, ��tem 1.Nivel 1, ��tem 2.� Nivel 2, ��tem 1.� Nivel 3,��tem 1.Nivel 1, ��tem 3.

\begin{itemize}\item Nivel 1, {\'\i}tem 1.\item Nivel 1, {\'\i}tem 2.\begin{itemize}\item Nivel 2, {\'\i}tem 1.\begin{itemize}\item Nivel 3, {\'\i}tem 1.\end{itemize}\end{itemize}\item Nivel 1, {\'\i}tem 3.\end{itemize}
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Es posible anidar hasta tres niveles de listas. Cada uno usa tipos distintos de r�otulos,seg�un el ambiente usado: n�umeros ar�abes, letras y n�umeros romanos para enumerate, ypuntos, guiones y asteriscos para itemize. Los r�otulos son generados autom�aticamente porcada \item, pero es posible modi�carlos agregando un par�ametro opcional:

a) Nivel 1, ��tem 1.b) Nivel 1, ��tem 2. \begin{enumerate}\item[a)] Nivel 1, \'{\i}tem 1.\item[b)] Nivel 1, \'{\i}tem 2.\end{enumerate}\item es lo primero que debe aparecer despu�es de un \begin{enumerate} o \begin{itemize}.
4.3.13. Tipos de letras.Fonts.Los fonts disponibles por default en LATEX son:roman italic Small Capsboldface slanted typewritersans serifLos siguientes modos de cambiar fonts son equivalentes:texto {\rm texto} \textrm{texto}texto {\bf texto} \textbf{texto}texto {\sf texto} \textsf{texto}texto {\it texto} \textit{texto}texto {\sl texto} \textsl{texto}Texto {\sc Texto} \textsc{texto}texto {\tt texto} \texttt{texto}

\rm es el default para texto normal; \it es el default para texto enfatizado; \bf es eldefault para t��tulos de cap��tulos, secciones, subsecciones, etc.\textrm, \textbf, etc., s�olo permiten cambiar porciones de�nidas del texto, contenidoentre los par�entesis cursivos. Con \rm, \bf, etc. podemos, omitiendo los par�entesis, cambiarel font en todo el texto posterior:Un cambio local de fonts y unoglobal, interminable e in�ni-to. . .
Un cambio {\sf local} de fonts\sl y uno global, interminablee infinito...Tambi�en es posible tener combinaciones de estos fonts, por ejemplo, bold italic, pero nosirven los comandos anteriores, sino versiones modi�cadas de \rm, \bf, etc.:\rmfamily\sffamily\ttfamily\mdseries
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\bfseries\upshape\itshape\slshape\scshape

Por ejemplo:
texto {\bfseries\itshape texto}texto {\bfseries\upshape texto} (= {\bf texto})Texto {\ttfamily\scshape texto}texto {\sffamily\bfseries texto}texto {\sffamily\mdseries texto} (= {\sf texto})

Para entender el uso de estos comandos hay que considerar que un font tiene tres atributos :family (que distingue entre rm, sf y tt), series (que distingue entre md y bf), y shape (quedistingue entre up, it, sl y sc). Cada uno de los comandos \rmfamily, \bfseries, etc.,cambia s�olo uno de estos atributos. Ello permite tener versiones mixtas de los fonts, comoun slanted sans serif, imposible de obtener usando los comandos \sl y \sf. Los defaults parael texto usual son: \rmfamily, \mdseries y \upshape.
Tama~no.Los tama~nos de letras disponibles son:

texto \tiny texto \normalsize texto \LARGEtexto \scriptsize texto \large texto \hugetexto \footnotesize texto \Large texto \Huge
texto \small

Se usan igual que los comandos de cambio de font \rm, \sf, etc., de la secci�on 4.3.13.\normalsize es el default para texto normal; \scriptsize para sub o supra��ndices;\footnotesize para notas a pie de p�agina.
4.3.14. Acentos y s��mbolos.LATEX provee diversos tipos de acentos, que se muestran en la Tabla 4.1 (como ejemploconsideramos la letra \o", pero cualquiera es posible, por supuesto). (Hemos usado ac�a elhecho de que cuando el argumento de un comando consta de un car�acter, las llaves sonomitibles.)Otros s��mbolos especiales y caracteres no ingleses disponibles se encuentran en la Tabla4.2.
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�o \'o ~o \~o �o \v o �o \c o�o \`o �o \=o }o \H o o. \d oô \^o _o \. o �oo \t{oo} o� \b o�o \"o �o \u o �o \r oCuadro 4.1: Acentos.
y \dag � \oe  l \lz \ddag � \OE  L \Lx \S � \ae � \ss{ \P � \AE SS \SSc
 \copyright �a \aa > ?`a
 \textcircled a �A \AA < !`\textvisiblespace � \o$ \pounds � \OCuadro 4.2: S��mbolos especiales y caracteres no ingleses.
4.3.15. Escritura de textos en castellano.

LATEX emplea s�olo los caracteres ASCII b�asicos, que no contienen s��mbolos castellanoscomo >, <, ~n, etc. Ya hemos visto que existen comandos que permiten imprimir estos caracteres,y por tanto es posible escribir cualquier texto en castellano (y otros idiomas, de hecho).Sin embargo, esto no resuelve todo el problema, porque en ingl�es y castellano las palabrasse cortan en \s��labas" de acuerdo a reglas distintas, y esto es relevante cuando se debe cortar eltexto en l��neas. LATEX tiene incorporados algoritmos para cortar palabras en ingl�es y, si se hahecho una instalaci�on especial de LATEX en nuestro computador, tambi�en en castellano u otrosidiomas (a trav�es del programa babel, que es parte de la distribuci�on standard de LATEX 2").En un computador con babel instalado y con�gurado para cortar en castellano basta incluir elcomando \usepackage[spanish]{babel} en el pre�ambulo para poder escribir en castellanocortando las palabras en s��labas correctamente.3Sin embargo, ocasionalmente LATEX se encuentra con una palabra que no sabe cortar,en cuyo caso no lo intenta y permite que ella se salga del margen derecho del texto, o bientoma decisiones no �optimas. La soluci�on es sugerirle a LATEX la silabaci�on de la palabra. Porejemplo, si la palabra con
ictiva es matem\'aticas (generalmente hay problemas con laspalabras acentuadas), entonces basta con reescribirla en la forma: ma\-te\-m\'a\-ti\-cas.Con esto, le indicamos a LATEX en qu�e puntos es posible cortar la palabra. El comando \- notiene ning�un otro efecto, de modo que si la palabra en cuesti�on no queda al �nal de la l��nea,LATEX por supuesto ignora nuestra sugerencia y no la corta.Consideremos el siguiente ejemplo:
3Esto resuelve tambi�en otro problema: los encabezados de cap��tulos o ��ndices, por ejemplo, son escritos\Cap��tulo" e \�Indice", en vez de \Chapter" e \Index", y cuando se usa el comando \date, la fecha apareceen castellano.
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Podemos escribir matem�ati-cas. O matem�aticas.
Podemos escribir matem�ati-cas. O matem�aticas.

Podemos escribir matem\'aticas.O matem\'aticas.
Podemos escribirma\-te\-m\'a\-ti\-cas.O ma\-te\-m\'a\-ti\-cas.En el primer caso, LATEX decidi�o por s�� mismo d�onde cortar \matem�aticas". Como es unapalabra acentuada tuvo problemas y no lo hizo muy bien, pues qued�o demasiado espacioentre palabras en esa l��nea. En el segundo p�arrafo le sugerimos la silabaci�on y LATEX pudotomar una decisi�on m�as satisfactoria. En el mismo p�arrafo, la segunda palabra \matem�aticas"tambi�en tiene sugerencias de corte, pero como no qued�o al �nal de l��nea no fueron tomadasen cuenta.

4.4. F�ormulas matem�aticas.
Hemos mencionado tres formas de ingresar al modo matem�atico: $...$ (f�ormulas dentrodel texto), $$...$$ (f�ormulas separadas del texto, no numeradas) y \beginfequationg ...\endfequationg (f�ormulas separadas del texto, numeradas). Los comandos que revisaremosen esta secci�on s�olo pueden aparecer dentro del modo matem�atico.

4.4.1. Sub y supra��ndices.x2y x^{2y} xy2 x^{y^{2}} (�o x^{y^2}) xy1 x^y_1 (�o x_1^y)x2y x_{2y} xy1 x^{y_{1}} (�o x^{y_1})\textsuperscript permite obtener supra��ndices fuera del modo matem�atico:La 3a es la vencida. La 3\textsuperscript{a}es la vencida.
4.4.2. Fracciones.a) Horizontales

n=2 n/2
b) Verticales12 \frac{1}{2}; \frac 1{2}; \frac{1}2 �o \frac 12

x = y + z=2y2 + 1 x = \frac{y + z/2}{y^2+1}
x+ y1 + yz+1 \frac{x+y}{1 + \frac y{z+1}}
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La forma a) es m�as adecuada y la preferida para fracciones dentro del texto, y la se-gunda para f�ormulas separadas. \frac puede aparecer en f�ormulas dentro del texto (12 con$\frac 12$), pero esto es inusual y poco recomendable est�eticamente, salvo estricta necesi-dad.

4.4.3. Ra��ces. pn \sqrt{n} �o \sqrt npa2 + b2 \sqrt{a^2 + b^2}np2 \sqrt[n]{2}
4.4.4. Puntos suspensivos.a) : : : \ldotsPara f�ormulas como a1a2 : : : an a_1 a_2 \ldots a_n

b) � � � \cdotsEntre s��mbolos como +, �, = :x1 + � � �+ xn x_1 + \cdots + x_n
c) ... \vdots 0B@ x1...xn

1CA
d) . . . \ddots

In�n =
0BBB@

1 0 � � � 00 1 0... . . . ...0 0 : : : 1
1CCCA

\ldots puede ser usado tambi�en en el texto usual:
Arturo quiso salir. . . pero sedetuvo. Arturo quiso salir\ldotspero se detuvo.

No corresponde usar tres puntos seguidos (...), pues el espaciado entre puntos es incorrecto.
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Min�usculas� \alpha � \theta o o � \tau� \beta # \vartheta � \pi � \upsilon
 \gamma � \iota $ \varpi � \phi� \delta � \kappa � \rho ' \varphi� \epsilon � \lambda % \varrho � \chi" \varepsilon � \mu � \sigma  \psi� \zeta � \nu & \varsigma ! \omega� \eta � \xi May�usculas� \Gamma � \Lambda � \Sigma 	 \Psi� \Delta � \Xi � \Upsilon 
 \Omega� \Theta � \Pi � \Phi

Cuadro 4.3: Letras griegas.
4.4.5. Letras griegas.Las letras griegas se obtienen simplemente escribiendo el nombre de dicha letra (en ingl�es):\gamma. Para la may�uscula correspondiente se escribe la primera letra con may�uscula: \Gamma.La lista completa se encuentra en la Tabla 4.3.No existen s��mbolos para �, �, �, etc. may�usculas, pues corresponden a letras romanas(A, B, E, etc.).
4.4.6. Letras caligr�a�cas.Letras caligr�a�cas may�usculas A, B, . . . , Z se obtienen con \cal. \cal se usa igual quelos otros comandos de cambio de font (\rm, \it, etc.).

Sea F una funci�on conF(x) > 0. Sea $\cal F$ una funci\'oncon ${\cal F}(x) > 0$.No son necesarios los par�entesis cursivos la primera vez que se usan en este ejemplo,porque el efecto de \cal est�a delimitado por los $.
4.4.7. S��mbolos matem�aticos.LATEX proporciona una gran variedad de s��mbolos matem�aticos (Tablas 4.4, 4.5, 4.6, 4.7).La negaci�on de cualquier s��mbolo matem�atico se obtiene con \not:

x 6< ya 62 M x \not < ya \not \in {\cal M}[Notemos, s��, en la Tabla 4.5, que existe el s��mbolo 6= (\neq).]
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� \pm \ \cap � \diamond � \oplus� \mp [ \cup 4 \bigtriangleup 	 \ominus� \times ] \uplus 5 \bigtriangledown 
 \otimes� \div u \sqcap / \triangleleft � \oslash� \ast t \sqcup . \triangleright � \odot? \star _ \lor 
 \bigcirc� \circ ^ \land y \dagger� \bullet n \setminus z \ddagger� \cdot o \wr q \amalg

Cuadro 4.4: S��mbolos de operaciones binarias.

� \leq � \geq � \equiv j= \models� \prec � \succ � \sim ? \perp� \preceq � \succeq ' \simeq j \mid� \ll � \gg � \asymp k \parallel� \subset � \supset � \approx ./ \bowtie� \subseteq � \supseteq �= \cong 6= \neq^ \smile v \sqsubseteq w \sqsupseteq := \doteq_ \frown 2 \in 3 \ni / \propto` \vdash a \dashv
Cuadro 4.5: S��mbolos relacionales.

 \gets  � \longleftarrow " \uparrow( \Leftarrow (= \Longleftarrow * \Uparrow! \to �! \longrightarrow # \downarrow) \Rightarrow =) \Longrightarrow + \Downarrow, \Leftrightarrow () \Longleftrightarrow m \Updownarrow7! \mapsto 7�! \longmapsto % \nearrow - \hookleftarrow ,! \hookrightarrow & \searrow( \leftharpoonup * \rightharpoonup . \swarrow) \leftharpoondown + \rightharpoondown - \nwarrow
 \rightleftharpoons
Cuadro 4.6: Flechas
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@ \aleph 0 \prime 8 \forall 1 \infty~ \hbar ; \emptyset 9 \exists 4 \triangle{ \imath r \nabla : \lnot | \clubsuit| \jmath p \surd [ \flat } \diamondsuit` \ell > \top \ \natural ~ \heartsuit} \wp ? \bot ] \sharp � \spadesuit< \Re k \| n \backslash= \Im \ \angle @ \partial

Cuadro 4.7: S��mbolos varios.P X \sum T \ \bigcap J K \bigodotQ Y \prod S [ \bigcup N O \bigotimes` a \coprod F G \bigsqcup L M \bigoplusR Z \int W _ \bigvee L M \bigoplusH I \oint V ^ \bigwedge
Cuadro 4.8: S��mbolos de tama~no variable.

Algunos s��mbolos tienen tama~no variable, seg�un aparezcan en el texto o en f�ormulasseparadas del texto. Se muestran en la Tabla 4.8.Estos s��mbolos pueden tener��ndices que se escriben como sub o supra��ndices. Nuevamente,la ubicaci�on de estos ��ndices depende de si la f�ormula est�a dentro del texto o separada de �el:nXi=1 xi =
Z 10 f $$\sum_{i=1}^n x_i = \int_0^1 f $$

Pni=1 xi = R 10 f $\sum_{i=1}^n x_i = \int_0^1 f $
4.4.8. Funciones tipo logaritmo.Observemos la diferencia entre estas dos expresiones:x = logy $x = log y$x = log y $x = \log y$En el primer caso LATEX escribe el producto de cuatro cantidades, l, o, g e y. En el segundo,representa correctamente nuestro deseo: el logaritmo de y. Todos los comandos de la Tabla4.9 generan el nombre de la funci�on correspondiente, en letras romanas.Algunas de estas funciones pueden tener ��ndices:l��mn!1xn = 0 $$\lim_{n\to\infty} x_n = 0 $$

l��mn!1 xn = 0 $\lim_{n\to\infty} x_n = 0 $
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\arccos \cos \csc \exp \ker \limsup \min \sinh\arcsin \cosh \deg \gcd \lg \ln \Pr \sup\arctan \cot \det \hom \lim \log \sec \tan\arg \coth \dim \inf \liminf \max \sin \tanh

Cuadro 4.9: Funciones tipo logaritmo( ( ) ) " \uparrow[ [ ] ] # \downarrowf \{ g \} l \updownarrowb \lfloor c \rfloor * \Uparrowd \lceil e \rceil + \Downarrowh \langle i \rangle m \Updownarrow= / n \backslashj | k \|
Cuadro 4.10: Delimitadores

4.4.9. Matrices.Ambiente array.Se construyen con el ambiente array. Consideremos, por ejemplo:
a+ b+ c uv 27a+ b u+ v 134a 3u+ vw 2:978La primera columna est�a alineada al centro (c, center); la segunda, a la izquierda (l, left); latercera, a la derecha (r, right). array tiene un argumento obligatorio, que consta de tantasletras como columnas tenga la matriz, letras que pueden ser c, l o r seg�un la alineaci�onque queramos obtener. Elementos consecutivos de la misma l��nea se separan con & y l��neasconsecutivas se separan con \\. As��, el ejemplo anterior se obtiene con:\begin{array}{clr}a+b+c & uv & 27 \\a+b & u + v & 134 \\a & 3u+vw & 2.978\end{array}

Delimitadores.Un delimitador es cualquier s��mbolo que act�ue como un par�entesis, encerrando una ex-presi�on, apareciendo a la izquierda y a la derecha de ella. La Tabla 4.10 muestra todos losdelimitadores posibles.Para que los delimitadores tengan el tama~no correcto para encerrar la expresi�on correspon-diente hay que anteponerles \left y \right. Podemos obtener as�� expresiones matriciales:
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� a bc d �

\left(\begin{array}{cc}a&b\\c&d\end{array}\right)
v = 0@ 123

1A
v = \left(\begin{array}{c}1\\2\\3\end{array}\right)

� = ���� a11 a12a21 a22 ����
\Delta = \left|\begin{array}{cc}a_{11} & a_{12}\\a_{21} & a_{22}\end{array}\right|\left y \right deben ir de a pares, pero los delimitadores no tienen por qu�e ser losmismos:

� ab �
\left(\begin{array}{c}a\\b\end{array}\right[Tampoco es necesario que los delimitadores encierren matrices. Comparemos, por ejemplo:

( ~A+ ~B) = (d~Fdx )x=a (\vec A + \vec B) =( \frac{d \vec F}{dx} )_{x=a}
� ~A+ ~B� =  d~Fdx

!
x=a \left(\vec A + \vec B\right) =\left( \frac{d \vec F}{dx} \right)_{x=a}El segundo ejemplo es mucho m�as adecuado est�eticamente.Algunas expresiones requieren s�olo un delimitador, a la izquierda o a la derecha. Un punto(.) representa un delimitador invisible. Los siguientes ejemplos son t��picos:Z ba dx dfdx = f(x)����ba \left. \int_a^b dx \frac{df}{dx} =f(x) \right |_a^b

f(x) = � 0 x < 01 x > 0
f(x) = \left\{ \begin{array}{cl}0 & x<0 \\1 & x>0\end{array} \right.

F�ormulas de m�as de una l��nea.eqnarray ofrece una manera de ingresar a modo matem�atico (en reemplazo de $, $$ oequation) equivalente a un array con argumentos {rcl}:
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â \hat a �a \acute a �a \bar a _a \dot a�a \check a �a \grave a ~a \vec a �a \ddot a�a \breve a ~a \tilde a

Cuadro 4.11: Acentos matem�aticos
x = a+ b+ c+d+ e \begin{eqnarray*}x& = & a + b + c +\\&& d + e\end{eqnarray*}El asterisco impide que aparezcan n�umeros en las ecuaciones. Si deseamos que numerecada l��nea como una ecuaci�on independiente, basta omitir el asterisco:

x = 5 (4.2)a+ b = 60 (4.3) \begin{eqnarray}x& = & 5 \\a + b&= & 60\end{eqnarray}Si queremos que solamente algunas l��neas aparezcan numeradas, usamos \nonumber:
x = a+ b+ c+d+ e (4.4) \begin{eqnarray}x& = & a + b + c + \nonumber\\&& d + e\end{eqnarray}El comando \eqnarray es su�ciente para necesidades sencillas, pero cuando se requiereescribir matem�atica de modo intensivo sus limitaciones comienzan a ser evidentes. Al agre-gar al pre�ambulo de nuestro documento la l��nea \usepackage{amsmath} quedan disponiblesmuchos comandos mucho m�as �utiles para textos matem�aticos m�as serios, como el ambienteequation*, \split, \multline o \intertext. En la secci�on 4.8.2 se encuentra una descrip-ci�on de estos y otros comandos.

4.4.10. Acentos.Dentro de una f�ormula pueden aparecer una serie de \acentos", an�alogos a los de textousual (Tabla 4.11).Las letras i y j deben perder el punto cuando son acentuadas: ~i es incorrecto. Debe ser ~{.\imath y \jmath generan las versiones sin punto de estas letras:~{+ |̂ \vec \imath + \hat \jmath
4.4.11. Texto en modo matem�atico.Para insertar texto dentro de modo matem�atico empleamos \mbox:
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Vcr��tico V_{\mbox{\scriptsize cr\'{\i}tico}}Bastante m�as �optimo es utilizar el comando \text, disponible a trav�es de amsmath (secci�on4.8.2).

4.4.12. Espaciado en modo matem�atico.TEX ignora los espacios que uno escribe en las f�ormulas y los determina de acuerdo a sus propioscriterios. A veces es necesario ayudarlo para hacer ajustes �nos. Hay cuatro comandos que agreganpeque~nos espacios dentro de modo matem�atico:
\, espacio peque~no \: espacio medio\! espacio peque~no (negativo) \; espacio grueso

Algunos ejemplos de su uso:p2x \sqrt 2 \, x en vez de p2xn=log n n / \!\log n en vez de n= log nR f dx \int f \, dx en vez de R fdxEl �ultimo caso es quiz�as el m�as frecuente, por cuanto la no inserci�on del peque~no espacio adicionalentre f y dx hace aparecer el integrando como el producto de tres variables, f , d y x, que no es laidea.
4.4.13. Fonts.An�alogamente a los comandos para texto usual (Sec. 4.3.13), es posible cambiar los fonts dentrodel modo matem�atico: (A; x) \mathrm{(A,x)}(A; x) \mathnormal{(A,x)}(A;B) \mathcal{(A,B)}(A;x) \mathbf{(A,x)}(A; x) \mathsf{(A,x)}(A; x) \mathtt{(A,x)}(A; x ) \mathit{(A,x)}

(Recordemos que la letras tipo \cal s�olo existen en may�usculas.)Las declaraciones anteriores permiten cambiar los fonts de letras, d��gitos y acentos, pero no delos otros s��mbolos matem�aticos:
~A� 1 \mathbf{\tilde A \times 1}Como en todo ambiente matem�atico, los espacios entre caracteres son ignorados:Hola \mathrm{H o l a}Finalmente, observemos que \mathit corresponde al font it�alico, en tanto que \mathnormal alfont matem�atico usual, que es tambi�en it�alico. . . o casi:different $different$different $\mathnormal{different}$
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di�erent $\mathit{different}$di�erent \textit{different}

4.5. Tablas.
array nos permiti�o construir matrices en modo matem�atico. Para tablas de texto existe tabular,que funciona de la misma manera. Puede ser usado tanto en modo matem�atico como fuera de �el.
Nombre : Juan P�erezEdad : 26Profesi�on : Estudiante

\begin{tabular}{lcl}Nombre&:&Juan P\'erez\\Edad&:&26\\Profesi\'on&:&Estudiante\end{tabular}Si deseamos agregar l��neas verticales y horizontales para ayudar a la lectura, lo hacemos inser-tando | en los puntos apropiados del argumento de tabular, y \hline al �nal de cada l��nea de latabla:
Item GastosVasos $ 500Botellas $ 1300Platos $ 500Total $ 2300

\begin{tabular}{|l|r|}\hlineItem&Gastos\\ \hlineVasos& \$ 500 \\Botellas & \$ 1300 \\Platos & \$ 500 \\ \hlineTotal& \$ 2300 \\ \hline\end{tabular}
4.6. Referencias cruzadas.

Ecuaciones, secciones, cap��tulos y p�aginas son entidades que van numeradas y a las cualespodemos querer referirnos en el texto. Evidentemente no es �optimo escribir expl��citamente el n�umerocorrespondiente, pues la inserci�on de una nueva ecuaci�on, cap��tulo, etc., su eliminaci�on o cambio deorden del texto podr��a alterar la numeraci�on, oblig�andonos a modi�car estos n�umeros dispersos enel texto. Mucho mejor es referirse a ellos de modo simb�olico y dejar que TEX inserte por nosotroslos n�umeros. Lo hacemos con \label y \ref.La ecuaci�on de Euler
ei� + 1 = 0 (4.5)

re�une los n�umeros m�as impor-tantes. La ecuaci�on (4.5) es fa-mosa.

La ecuaci\'on de Euler\begin{equation}\label{euler}e^{i\pi} + 1 = 0\end{equation}re\'une los n\'umerosm\'as importantes.La ecuaci\'on (\ref{euler})es famosa.El argumento de \label (reiterado luego en \ref) es una etiqueta simb�olica. Ella puede sercualquier secuencia de letras, d��gitos o signos de puntuaci�on. Letras may�usculas y min�usculas sondiferentes. As��, euler, eq:euler, euler_1, euler1, Euler, etc., son etiquetas v�alidas y distintas.Podemos usar \label dentro de equation, eqnarray y enumerate.
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Tambi�en podemos referenciar p�aginas con \pageref:Ver p�agina 126 para m�as de-talles.
[Texto en p�ag. 126]El signi�cado de la vida. . .

Ver p\'agina\pageref{significado}para m\'as detalles....El significado\label{significado}de la vida...LATEX puede dar cuenta de las referencias cruzadas gracias al archivo aux (auxiliar) generadodurante la compilaci�on.Al compilar por primera vez el archivo, en el archivo aux es escrita la informaci�on de los \labelencontrados. Al compilar por segunda vez, LATEX lee el archivo aux e incorpora esa informaci�on aldvi. (En realidad, tambi�en lo hizo la primera vez que se compil�o el archivo, pero el aux no exist��aentonces o no ten��a informaci�on �util.)Por tanto, para obtener las referencias correctas hay que compilar dos veces, una para generarel aux correcto, otra para poner la informaci�on en el dvi. Toda modi�caci�on en la numeraci�ontendr�a efecto s�olo despu�es de compilar dos veces m�as. Por cierto, no es necesario preocuparse deestos detalles a cada momento. Seguramente compilaremos muchas veces el archivo antes de tenerla versi�on �nal. En todo caso, LATEX avisa, tras cada compilaci�on, si hay referencias inexistentesu otras que pudieron haber cambiado, y sugiere compilar de nuevo para obtener las referenciascorrectas. (Ver Sec. 4.14.2.)
4.7. Texto centrado o alineado a un costado.

Los ambientes center, flushleft y flushright permiten forzar la ubicaci�on del texto respectoa los m�argenes. L��neas consecutivas se separan con \\:Una l��nea centrada,otray otra m�as.
Ahora el texto contin�uaalineado a la izquierday �nalmente dos l��neasalineadas a la derecha.

\begin{center}Una l\'{\i}nea centrada,\\otra\\y otra m\'as.\end{center}Ahora el texto contin\'ua\begin{flushleft}alineado a la izquierda\end{flushleft}y finalmente\begin{flushright}dos l\'{\i}neas\\alineadas a la derecha.\end{flushright}
4.8. Algunas herramientas importantes

Hasta ahora hemos mencionado escencialmente comandos disponibles en LATEX standard. Sinembargo, �estos, junto con el resto de los comandos b�asicos de LATEX, se vuelven insu�cientes cuando
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se trata de ciertas aplicaciones demasiado espec���cas, pero no inimaginables: si queremos escribirun texto de alta matem�atica, o usar LATEX para escribir partituras, o para escribir un archivo .texen un teclado croata. . . . Es posible que con los comandos usuales LATEX responda a las necesidades,pero seguramente ello ser�a a un costo grande de esfuerzo por parte del autor del texto. Por estaraz�on, las distribuciones modernas de LATEX incorporan una serie de extensiones que hacen la vidaun poco m�as f�acil a los eventuales autores. En esta secci�on mencionaremos algunas extensiones muy�utiles. Muchas otras no est�an cubiertas, y se sugiere al lector consultar la documentaci�on de sudistribuci�on para saber qu�e otros paquetes se encuentran disponibles.En general, las extensiones a LATEX vienen contenidas en paquetes (\packages", en ingl�es), enarchivos .sty. As��, cuando mencionemos el paquete amsmath, nos referimos a caracter��sticas dis-ponibles en el archivo amsmath.sty. Para que los comandos de un paquete <package>.sty est�endisponibles, deben ser cargados durante la compilaci�on, incluyendo en el pre�ambulo del documentola l��nea:
\usepackage{<package>}

Si se requiere cargar m�as de un paquete adicional, se puede hacer de dos formas:
\usepackage{<package1>,<package2>}
o
\usepackage{<package1>}\usepackage{<package2>}

Algunos paquetes aceptan opciones adicionales (del mismo modo que la clase article aceptala opci�on 12pt):
\usepackage[option1,option2]{<package1>}

Revisemos ahora algunos paquetes �utiles.
4.8.1. babelPermite el procesamiento de textos en idiomas distintos del ingl�es. Esto signi�ca, entre otrascosas, que se incorporan los patrones de silabaci�on correctos para dicho idioma, para cortar adecua-damente las palabras al �nal de cada l��nea. Adem�as, palabras claves como \Chapter", \Index", \Listof Figures", etc., y la fecha dada por \date, son cambiadas a sus equivalentes en el idioma escogido.La variedad de idiomas disponibles es enorme, pero cada instalaci�on de LATEX tiene s�olo algunos deellos incorporados. (�Esta es una decisi�on que toma el administrador del sistema, de acuerdo a lasnecesidades de los usuarios. Una con�guraci�on usual puede ser habilitar la compilaci�on en ingl�es,castellano, alem�an y franc�es.)Ya sabemos como usar babel para escribir en castellano: basta incluir en el pre�ambulo la l��nea
\usepackage[spanish]{babel}
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4.8.2. AMS-LATEXEl paquete amsmath permite agregar comandos para escritura de textos matem�aticos profe-sionales, desarrollados originalmente por la American Mathematical Society. Si un texto contieneabundante matem�atica, entonces seguramente incluir la l��nea correspondiente en el pre�ambulo:
\usepackage{amsmath}
aliviar�a mucho la tarea. He aqu�� algunas de las caracter��sticas adicionales disponibles con AMS-LATEX.
Ambientes para ecuacionesCon equation* generamos una ecuaci�on separada del texto, no numerada:

x = 2y � 3 \begin{equation*}x = 2y - 3\end{equation*}multline permite dividir una ecuaci�on muy larga en varias l��neas, de modo que la primera l��neaquede alineada con el margen izquierdo, y la �ultima con el margen derecho:
15Xi=1 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5+

6 + 7 + 8 + 9 + 10+11 + 12 + 13 + 14 + 15 (4.6)
\begin{multline}\sum_{i=1}^{15} = 1 +2+3+4+5+\\6+7+8+9+10+\\11+12+13+14+15\end{multline}

align permite reunir un grupo de ecuaciones consecutivas aline�andolas (usando &, igual que laalineaci�on vertical de tabular y array). gather hace lo mismo, pero centrando cada ecuaci�on enla p�agina independientemente.
a1 = b1 + c1 (4.7)a2 = b2 + c2 � d2 + e2 (4.8) \begin{align}a_1 &= b_1 + c_1 \\a_2 &= b_2 + c_2 - d_2 + e_2\end{align}

a1 = b1 + c1 (4.9)a2 = b2 + c2 � d2 + e2 (4.10) \begin{gather}a_1 = b_1 + c_1 \\a_2 = b_2 + c_2 - d_2 + e_2\end{gather}
Con multline*, align* y gather* se obtienen los mismos resultados, pero con ecuaciones nonumeradas.split permite escribir una sola ecuaci�on separada en l��neas (como multline), pero permitealinear las l��neas con & (como align). split debe ser usado dentro de un ambiente como equation,align o gather (o sus equivalentes con asterisco):
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a1 = b1 + c1= b2 + c2 � d2 + e2 (4.11) \begin{equation}\begin{split}a_1& = b_1 + c_1 \\& = b_2 + c_2 - d_2 + e_2\end{split}\end{equation}

Espacio horizontal\quad y \qquad insertan espacio horizontal en ecuaciones:
x > y ; 8x 2 Ax � z ; 8 z 2 B \begin{gather*}x > y \ , \quad \forall\, x \in A \\x \leq z \ , \qquad \forall\, z \in B\end{gather*}

Texto en ecuacionesPara agregar texto a una ecuaci�on, usamos \text:
x = 2n � 1 ; con n entero \begin{equation*}x = 2^n - 1 \ , \quad \text{con $n$ entero}\end{equation*}\text se comporta como un buen objeto matem�atico, y por tanto se pueden agregar sub��ndicestextuales m�as f�acilmente que con \mbox (ver secci�on 4.4.11):Vcr��tico $V_{\text{cr\'{\i}tico}}$

Referencia a ecuaciones\eqref es equivalente a \ref, salvo que agrega los par�entesis autom�aticamente:La ecuaci�on (4.5) era la de Eu-ler. La ecuaci\'on \eqref{euler} era la de Euler.
Ecuaciones con casos�Esta es una construcci�on usual en matem�aticas:

f(x) = (1 si x < 00 si x > 0
f(x)=\begin{cases}1&\text{si $x<0$} \\0&\text{si $x>0$}\end{cases}Notar c�omo es m�as simple que el ejemplo con los comandos convencionales en la secci�on 4.4.9.
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Texto insertado entre ecuaciones alineadasOtra situaci�on usual es insertar texto entre ecuaciones alineadas, preservando la alineaci�on:

x1 = a+ b+ c ;x2 = d+ e ;
y por otra parte

x3 = f + g + h :

\begin{align*}x_1 &= a + b + c \ , \\x_2 &= d + e \ , \\\intertext{y por otra parte}x_3 &= f + g + h \ .\end{align*}
Matrices y coe�cientes binomialesLa complicada construcci�on de matrices usando array (secci�on 4.4.9), se puede reemplazar conambientes como pmatrix y vmatrix, y comandos como \binom.

�a bc d�
\begin{pmatrix}a&b\\c&d\end{pmatrix}

� = ����a11 a12a21 a22����
\Delta = \begin{vmatrix}a_{11} & a_{12}\\a_{21} & a_{22}\end{vmatrix}

v = �k2� v = \binom{k}{2}
Podemos observar que el espaciado entre los par�entesis y el resto de la f�ormula es m�as adecuadoque el de los ejemplos en la secci�on 4.4.9.

Flechas extensiblesLas 
echas en la tabla 4.6 vienen en ciertos tama~nos prede�nidos. amsmath proporciona 
e-chas extensibles \xleftarrow y \xrightarrow, para ajustar sub o super��ndices demasiado anchos.Adem�as, tienen un argumento opcional y uno obligatorio, para colocar material sobre o bajo ellas:
A n+��1 ���� B n�i�1����!T C �!U D

A \xleftarrow{n+\mu-1} B \xrightarrow[T]{n\pm i-1} C \xrightarrow[U]{} D
4.8.3. fontencOcasionalmente, LATEX tiene problemas al separar una palabra en s��labas. T��picamente, esoocurre con palabras acentuadas, pues, debido a la estructura interna del programa, un car�actercomo la \�a" en \matem�aticas" no es tratado igual que los otros. Para solucionar el problema, ypoder cortar en s��labas palabras que contengan letras acentuadas (adem�as de acceder a algunoscaracteres adicionales), basta incluir el paquete fontenc:
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\usepackage[T1]{fontenc}

T�ecnicamente, lo que ocurre es que la codi�caci�on antigua para fonts es la OT1, que no contienefonts acentuados, y que por lo tanto es �util s�olo para textos en ingl�es. La codi�caci�on T1 aumenta losfonts disponibles, permitiendo que los caracteres acentuados sean tratados en igual pie que cualquierotro.
4.8.4. enumerateenumerate.sty de�ne una muy conveniente extensi�on al ambiente enumerate de LATEX. Elcomando se usa igual que siempre (ver secci�on 4.3.12), con un argumento opcional que determinael tipo de etiqueta que se usar�a para la lista. Por ejemplo, si queremos que en vez de n�umeros seusen letras may�usculas, basta usar \begin{enumerate}[A]:A Primer ��tem.B Segundo ��tem.Si queremos etiquetas de la forma \1.-", \begin{enumerate}[1.-]:1.- Primer ��tem.2.- Segundo ��tem.Si deseamos insertar un texto que no cambie de una etiqueta a otra, hay que encerrarlo entrepar�entesis cursivos (\begin{enumerate}[{Caso} A:]):Caso A: Primer ��tem.Caso B: Segundo ��tem.
4.8.5. Color.A trav�es de PostScript es posible introducir color en documentos LATEX. Para ello, incluimos enel pre�ambulo el paquete color.sty:
\usepackage{color}

De este modo, est�a disponible el comando \color, que permite especi�car un color, ya sea pornombre (en el caso de algunos colores prede�nidos), por su c�odigo rgb (red-green-blue) o c�odigocmyk (cian-magenta-yellow-black). Por ejemplo:Un texto en azulUn texto en un segundo colorUn texto en un tercer color
Un texto en {\color{blue} azul}
Un texto en un{\color[rgb]{1,0,1} segundo color}
Un texto en un{\color[cmyk]{.3,.5,.75,0} tercer color}Los colores m�as frecuentes (azul, amarillo, rojo, etc.) se pueden dar por nombre, como en esteejemplo. Si se da el c�odigo rgb, se deben especi�car tres n�umeros entre 0 y 1, que indican la cantidad
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de rojo, verde y azul que constituyen el color deseado. En el ejemplo, le dimos m�axima cantidad derojo y azul, y nada de verde, con lo cual conseguimos un color violeta. Si se trata del c�odigo cmyk losn�umeros a especi�car son cuatro, indicando la cantidad de cian, magenta, amarillo y negro. En elejemplo anterior pusimos una cantidad arbitraria de cada color, y result�o un color caf�e. Es evidenteque el uso de los c�odigos rgb y cmyk permite explorar in�nidad de colores.Observar que \color funciona de modo an�alogo a los comandos de cambio de font de la secci�on4.3.13, de modo que si se desea restringir el efecto a una porci�on del texto, hay que encerrar dichotexto entre par�entesis cursivos. An�alogamente al caso de los fonts, existe el comando \textcolor,que permite dar el texto a colorear como argumento:Un texto en azulUn texto en un segundo colorUn texto en un tercer color

Un texto en \textcolor{blue}{azul}
Un texto en un\textcolor[rgb]{1,0,1}{segundo color}
Un texto en un\textcolor[cmyk]{.3,.5,.75,0}{tercer color}

4.9. Modi�cando el estilo de la p�agina.
TEX toma una serie de decisiones por nosotros. Ocasionalmente nos puede interesar alterar elcomportamiento normal. Disponemos de una serie de comandos para ello, los cuales revisaremos acontinuaci�on. Todos deben aparecer en el pre�ambulo, salvo en los casos que se indique.

4.9.1. Estilos de p�agina.a) N�umeros de p�agina.Si se desea que los n�umeros de p�agina sean ar�abicos (1, 2, 3. . . ):\pagenumbering{arabic}Para n�umeros romanos (i, ii, iii,. . . ):\pagenumbering{roman}arabic es el default.b) Estilo de p�agina.El comando \pagestyle determina d�onde queremos que vayan los n�umeros de p�agina:
\pagestyle{plain} N�umeros de p�agina en el extremo inferior,al centro de la p�agina. (Default para esti-los article, report.)\pagestyle{headings} N�umeros de p�agina y otra informaci�on(t��tulo de secci�on, etc.) en la parte su-perior de la p�agina. (Default para estilobook.)\pagestyle{empty} Sin n�umeros de p�agina.
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4.9.2. Corte de p�aginas y l��neas.TEX tiene modos internos de decidir cu�ando cortar una p�agina o una l��nea. Al preparar la versi�on�nal de nuestro documento, podemos desear coartar sus decisiones. En todo caso, no hay que haceresto antes de preparar la versi�on verdaderamente �nal, porque agregar, modi�car o quitar textopuede alterar los puntos de corte de l��neas y p�aginas, y los cortes inconvenientes pueden resolversesolos.Los comandos de esta secci�on no van en el pre�ambulo, sino en el interior del texto.
Corte de l��neas.En la p�agina 115 ya vimos un ejemplo de inducci�on de un corte de l��nea en un punto deseadodel texto, al dividir una palabra en s��labas.Cuando el problema no tiene relaci�on con s��labas disponemos de dos comandos:\newline Corta la l��nea y pasa a la siguiente en el puntoindicado.\linebreak Lo mismo, pero justi�cando la l��nea para ade-cuarla a los m�argenes.

Un corte de l��neano justi�cado a los m�argenesen curso.
Un corte de l\'{\i}nea\newlineno justificado a los m\'argenesen curso.Un corte de l��neajusti�cado a los m�argenesen curso.
Un corte de l\'{\i}nea\linebreakjustificado a los m\'argenesen curso.Observemos c�omo en el segundo caso, en que se usa \linebreak, la separaci�on entre palabrases alterada para permitir que el texto respete los m�argenes establecidos.

Corte de p�aginas.Como para cortar l��neas, existe un modo violento y uno sutil:\newpage Cambia de p�agina en el punto indicado. An�alogoa \newline.\clearpage Lo mismo, pero ajustando los espacios verticalesen el texto para llenar del mejor modo posiblela p�agina.\clearpage, sin embargo, no siempre tiene efectos visibles. Dependiendo de la cantidad y tipode texto que quede en la p�agina, los espacios verticales pueden o no ser ajustados, y si no lo son,el resultado termina siendo equivalente a un \newpage. TEX decide en �ultima instancia qu�e es lo�optimo.Adicionalmente, tenemos el comando:\enlargethispage{<longitud>} Cambia el tama~no de la p�agina ac-tual en la cantidad <longitud>.
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(Las unidades de longitud que maneja TEX se revisan a continuaci�on.)

Unidades de longitud y espacios.a) Unidades.TEX reconoce las siguientes unidades de longitud:
cm cent��metromm mil��metroin pulgadapt punto (1=72 pulgadas)em ancho de una \M" en el font actualex altura de una \x" en el font actual
Las cuatro primeras unidades son absolutas; las �ultimas dos, relativas, dependiendo del ta-ma~no del font actualmente en uso.Las longitudes pueden ser n�umeros enteros o decimales, positivos o negativos:

1cm 1.6in .58pt -3ex
b) Cambio de longitudes.TEX almacena los valores de las longitudes relevantes al texto en comandos especiales:

\parindent Sangr��a.\textwidth Ancho del texto.\textheight Altura del texto.\oddsidemargin Margen izquierdo menos 1 pulgada.\topmargin Margen superior menos 1 pulgada.\baselineskip Distancia entre la base de dos l��neas de textoconsecutivas.\parskip Distancia entre p�arrafos.
Todas estas variables son modi�cables con los comandos \setlength, que le da a una variableun valor dado, y \addtolength, que le suma a una variable la longitud especi�cada. Porejemplo:
\setlength{\parindent}{0.3em} (\parindent = 0.3 cm.)\addtolength{\parskip}{1.5cm} (\parskip = \parskip + 1.5 cm.)
Por default, el ancho y altura del texto, y los m�argenes izquierdo y superior, est�an de�nidosde modo que quede un espacio de una pulgada (' 2:56 cm) entre el borde del texto y el bordede la p�agina.
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Un problema t��pico es querer que el texto llene un mayor porcentaje de la p�agina. Por ejem-plo, para que el margen del texto en los cuatro costados sea la mitad del default, debemosintroducir los comandos:
\addtolength{\textwidth}{1in}\addtolength{\textheight}{1in}\addtolength{\oddsidemargin}{-.5in}\addtolength{\topmargin}{-.5in}
Las dos primeras l��neas aumentan el tama~no horizontal y vertical del texto en 1 pulgada.Si luego restamos media pulgada del margen izquierdo y el margen superior, es claro que ladistancia entre el texto y los bordes de la p�agina sera de media pulgada, como dese�abamos.

c) Espacios verticales y horizontales.Se insertan con \vspace y \hspace:
\vspace{3cm} Espacio vertical de 3 cm.\hspace{3cm} Espacio horizontal de 3 cm.
Algunos ejemplos:Un primer p�arrafo de un pe-que~no texto.
Y un segundo p�arrafo separa-do del otro.

Un primer p\'arrafo de unpeque\~no texto.
\vspace{1cm}Y un segundo p\'arrafoseparado del otro.

Tres palabras separadasdel resto. Tres\hspace{.5cm}palabras\hspace{.5cm}separadasdel resto.Si por casualidad el espacio vertical impuesto por \vspace debiese ser colocado al comienzode una p�agina, TEX lo ignora. Ser��a molesto visualmente que en algunas p�aginas el textocomenzara algunos cent��metros m�as abajo que en el resto. Lo mismo puede ocurrir si elespacio horizontal de un \hspace queda al comienzo de una l��nea.Los comandos \vspace*{<longitud>} y \hspace*{<longitud>} permiten que el espacio enblanco de la <longitud> especi�cada no sea ignorado. Ello es �util cuando invariablementequeremos ese espacio vertical u horizontal, aunque sea al comienzo de una p�agina o una l��nea|por ejemplo, para insertar una �gura.
4.10. Figuras.

Lo primero que hay que decir en esta secci�on es que LATEX es un excelente procesador de texto,tanto convencional como matem�atico. Las �guras, sin embargo, son un problema aparte.LATEX provee un ambiente picture que permite realizar dibujos simples. Dentro de la estruc-tura \begin{picture} y \end{picture} se pueden colocar una serie de comandos para dibujarl��neas, c��rculos, �ovalos y 
echas, as�� como para posicionar texto. Infortunadamente, el proceso de
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ejecutar dibujos sobre un cierto umbral de complejidad puede ser muy tedioso para generarlo di-rectamente. Existe software (por ejemplo, xfig) que permite superar este problema, pudi�endosedibujar con el mouse, exportando el resultado al formato picture de LATEX. Sin embargo, picturetiene limitaciones (no se pueden hacer l��neas de pendiente arbitraria), y por tanto no es una soluci�on�optima.Para obtener �guras de buena calidad es imprescindible recurrir a lenguajes gr�a�cos externos, yLATEX da la posibilidad de incluir esos formatos gr�a�cos en un documento. De este modo, tanto eltexto como las �guras ser�an de la m�as alta calidad. Las dos mejores soluciones son utilizar Metafonto PostScript. Metafont es un programa con un lenguaje de programaci�on gr�a�co propio. De hecho,los propios fonts de LATEX fueron creados usando Metafont, y sus capacidades permiten hacer dibujosde complejidad arbitraria. Sin embargo, los dibujos resultantes no son trivialmente reescalables, yexige aprender un lenguaje de programaci�on espec���co.Una soluci�on mucho m�as vers�atil, y adoptada como el est�andar en la comunidad de usuariosde LATEX, es el uso de PostScript. Como se mencion�o brevemente en la secci�on 1.13, al imprimir,una m�aquina unix convierte el archivo a formato PostScript, y luego lo env��a a la impresora. PeroPostScript sirve m�as que para imprimir, siendo un lenguaje de programaci�on gr�a�co completo, conel cual podemos generar im�agenes de gran calidad, y reescalables sin p�erdida de resoluci�on. Adem�as,muchos programas gr�a�cos permiten exportar sus resultados en formato PostScript. Por lo tanto,podemos generar nuestras �guras en alguno de estos programas (xfig es un excelente software, quesatisface la mayor parte de nuestras necesidades de dibujos simples; octave o gnuplot pueden serusados para generar �guras provenientes de c�alculos cient���cos, etc.), lo cual crear�a un archivo conextensi�on .ps (PostScript) o .eps (PostScript encapsulado).4 Luego introducimos la �gura en eldocumento LATEX, a trav�es del paquete graphicx.
4.10.1. graphicx.sty

Si nuestra �gura est�a en un archivo figura.eps, la instrucci�on a utilizar es:
\documentclass[12pt]{article}\usepackage{graphicx}\begin{document}... Texto ...\includegraphics[width=w, height=h]{figura.eps}...\end{document}

Los par�ametros width y height son opcionales y puede omitirse uno para que el sistema escalede acuerdo al par�ametro dado. Es posible variar la escala completa de la �gura o rotarla usandocomandos disponibles en graphicx.
4eps es el formato preferido, pues contiene informaci�on sobre las dimensiones de la �gura, informaci�onque es utilizada por LATEX para insertar �esta adecuadamente en el texto.
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Una �gura aqu��:

puede hacer m�as agradable eltexto.

Una figura aqu\'{\i}:
\begin{center}\includegraphics[height=3cm]{figura.eps}\end{center}
puede hacer m\'as agradableel texto.

En este ejemplo, indicamos s�olo la altura de la �gura (3cm). El ancho fue determinado de modoque las proporciones de la �gura no fueran alteradas. Si no se especi�ca ni la altura ni el ancho, la�gura es insertada con su tama~no natural.Observemos tambi�en que pusimos la �gura en un ambiente center. Esto no es necesario, peronormalmente uno desea que las �guras est�en centradas en el texto.
4.10.2. Ambiente figure.Insertar una �gura es una cosa. Integrarla dentro del texto es otra. Para ello est�a el ambientefigure, que permite: (a) posicionar la �gura autom�aticamente en un lugar predeterminado o espe-ci�cado por el usuario; (b) numerar las �guras; y (c) agregar un breve texto explicativo junto a la�gura.Coloquemos la misma �gura de la secci�on anterior dentro de un ambiente figure. El input:\begin{figure}[h]\begin{center}\includegraphics[height=3cm]{figura.eps}\end{center}\caption{Un sujeto caminando.}\label{caminando}\end{figure}da como resultado:

Figura 4.1: Un sujeto caminando.
figure delimita lo que en TEX se denomina un objeto 
otante, es decir, un objeto cuya posici�onno est�a determinada a priori, y se ajusta para obtener los mejores resultados posibles. TEX considera(de acuerdo con la tradici�on), que la mejor posici�on para colocar una �gura es al principio o al �nal
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de la p�agina. Adem�as, lo ideal es que cada p�agina tenga un cierto n�umero m�aximo de �guras,que ninguna �gura aparezca en el texto antes de que sea mencionada por primera vez, y que, porsupuesto, las �guras aparezcan en el orden en que son mencionadas. �Estas y otras condicionesdeterminan la posici�on que un objeto 
otante tenga al �nal de la compilaci�on. Uno puede forzar ladecisi�on de LATEX con el argumento opcional de figure:t (top) extremo superior de la p�aginab (bottom) extremo inferior de la p�aginah (here) aqu��, en el punto donde est�a el comandop (page of 
oats) en una p�agina separada al �nal del textoEl argumento adicional ! suprime, para ese objeto 
otante espec���co, cualquier restricci�on queexista sobre el n�umero m�aximo de objetos 
otantes en una p�agina y el porcentaje de texto m��nimoque debe haber en una p�agina.Varios de estos argumentos se pueden colocar simult�anemente, su orden dictando la prioridad.Por ejemplo,\begin{figure}[htbp]...\end{figure}indica que la �gura se debe colocar como primera prioridad aqu�� mismo; si ello no es posible, alcomienzo de p�agina (�esta o la siguiente, dependiendo de los detalles de la compilaci�on), y as�� suce-sivamente.Adem�as, figure numera autom�aticamente la �gura, colocando el texto \Figura N :", y \captionpermite colocar una leyenda, centrada en el texto, a la �gura. Puesto que la numeraci�on es autom�ati-ca, las �guras pueden ser referidas simb�olicamente con \label y \ref (secci�on 4.6). Para que lareferencia sea correcta, \label debe estar dentro del argumento de \caption, o despu�es, comoaparece en el ejemplo de la Figura 4.1 (\ref{caminando}!).Finalmente, notemos que la �gura debi�o ser centrada expl��citamente con center. figure nohace nada m�as que tratar la �gura como un objeto 
otante, proporcionar numeraci�on y leyenda. Elresto es responsabilidad del autor.
4.11. Cartas.

Para escribir cartas debemos emplear el estilo letter en vez del que hemos utilizado hastaahora, article. Comandos especiales permiten escribir una carta, poniendo en lugares adecuadosla direcci�on del remitente, la fecha, la �rma, etc.A modo de ejemplo, consideremos el siguiente input:
\documentclass[12pt]{letter}
\usepackage[spanish]{babel}
\begin{document}
\address{Las Palmeras 3425\\\~Nu\~noa, Santiago}\date{9 de Julio de 1998}
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\signature{Pedro P\'erez \\ Secretario}
\begin{letter}{Dr.\ Juan P\'erez \\ Las Palmeras 3425 \\\~Nu\~noa, Santiago}\opening{Estimado Juan}
A\'un no tenemos novedades.
Parece incre\'{\i}ble, pero los recientes acontecimientos nos han superado,a pesar de nuestros esfuerzos. Esperamos que mejores tiempos nosaguarden.
\closing{Saludos,}\cc{Arturo Prat \\ Luis Barrios}
\end{letter}\end{document}

El resultado se encuentra en la pr�oxima p�agina.
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Las Palmeras 3425

Ñuñoa, Santiago

9 de Julio de 1998

Dr. Juan Pérez
Las Palmeras 3425
Ñuñoa, Santiago

Estimado Juan

Aún no tenemos novedades.

Parece incréıble, pero los recientes acontecimientos nos han superado, a pesar
de nuestros esfuerzos. Esperamos que mejores tiempos nos aguarden.

Saludos,

Pedro Pérez
Secretario

Copia a: Arturo Prat
Luis Barrios
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Observemos que el texto de la carta est�a dentro de un ambiente letter, el cual tiene un argu-mento obligatorio, donde aparece el destinatario de la carta (con su direcci�on opcionalmente).Los comandos disponibles son:\address{<direccion>} <direccion> del remitente.\signature{<firma>} <firma> del remitente.\opening{<apertura>} F�ormula de <apertura>.\closing{<despedida>} F�ormula de <despedida>.\cc{<copias>} Receptores de <copias> (si los hubiera).Uno puede hacer m�as de una carta con distintos ambientes letter en un mismo archivo. Ca-da una tomar�a el mismo remitente y �rma dados por \address y \signature. Si deseamos que\address o \signature valgan s�olo para una carta particular, basta poner dichos comandos entreel \begin{letter} y el \opening correspondiente.Por ejemplo, la siguiente estructura:\documentclass[12pt]{letter}\begin{document}\address{<direccion remitente>}\date{<fecha>}\signature{<firma>}

\begin{letter}{<destinatario 1>}\opening<apertura 1>...\end{letter}
\begin{letter}{<destinatario 2>}\address{<direccion remitente 2>}\signature{<firma 2>}\opening<apertura 2>...\end{letter}
\begin{letter}{<destinatario 3>}\opening<apertura 3>...\end{letter}\end{document}dar�a origen a tres cartas con la misma direcci�on de remitente y �rma, salvo la segunda.En todos estos comandos, l��neas sucesivas son indicadas con \\.
4.12. LATEX y el formato pdf.

Junto con PostScript, otro formato ampliamente difundido para la transmisi�on de archivos,especialmente a trav�es de Internet, es el formato pdf (Portable Document Format). Para generar un
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archivo pdf con LATEX es necesario compilarlo con pdflatex. As��, pdflatex <archivo> generar�a unarchivo <archivo>.pdf en vez del <archivo>.dvi generado por el compilador usual.Si nuestro documento tiene �guras, s�olo es posible incluirlas en el documento si est�an tambi�enen formato pdf. Por tanto, si tenemos un documento con �guras en PostScript, debemos introducirdos modi�caciones antes de compilar con pdflatex:
a) Cambiar el argumento de \includegraphics (secci�on 4.10) de <archivo_figura>.epsa <archivo_figura>.pdf.
b) Convertir las �guras PostScript a pdf (con epstopdf, por ejemplo). Si tenemos una �gura en elarchivo <archivo_figura>.eps, entonces epstopdf <archivo_figura>.eps genera el archivocorrespondiente <archivo_figura>.pdf.

Observar que el mismo paquete graphicx descrito en la secci�on 4.10 para incluir �gurasPostScript permite, sin modi�caciones, incluir �guras en pdf.
4.13. Modi�cando LATEX.Esta secci�on se puede considerar \avanzada". Normalmente uno se puede sentir satisfecho conel desempe~no de LATEX, y no es necesaria mayor intervenci�on. A veces, dependiendo de la aplicaci�ony del autor, nos gustar��a modi�car el comportamiento default. Una alternativa es de�nir nuevoscomandos que sean �utiles para nosotros. Si esos nuevos comandos son abundantes, o queremos reu-tilizarlos frecuentemente en otros documentos, lo conveniente es considerar crear un nuevo paquete oincluso una nueva clase. Examinaremos a continuaci�on los elementos b�asicos de estas modi�caciones.
4.13.1. De�nici�on de nuevos comandos.El comando \newcommandUn nuevo comando se crea con:
\newcommand{<comando>}{<accion>}

El caso m�as sencillo es cuando una estructura se repite frecuentemente en nuestro documento.Por ejemplo, digamos que un sujeto llamado Crist�obal no quiere escribir su nombre cada vez queaparece en su documento:Mi nombre es Crist�obal.S��, como oyes, Crist�obal.Crist�obal Loyola.
\newcommand{\nombre}{Crist\'obal}...\begin{document}...Mi nombre es \nombre. S\'{\i}, como oyes,\nombre. \nombre\ Loyola.Un \newcommand puede aparecer en cualquier parte del documento, pero lo mejor es que est�e enel pre�ambulo, de modo que sea evidente qu�e nuevos comandos est�an disponibles en el presentedocumento. Observemos adem�as que la de�nici�on de un comando puede contener otros comandos(en este caso, \'). Finalmente, notamos que ha sido necesario agregar un espacio expl��cito con \ ,al escribir \Crist�obal Loyola": recordemos que un comando comienza con un backslash y termina
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con el primer car�acter que no es letra. Por tanto, \nombre Loyola ignora el espacio al �nal de\nombre, y el output ser��a \Crist�obalLoyola".Tambi�en es posible de�nir comandos que funcionen en modo matem�atico:

Sea _x la velocidad, de modoque _x(t) > 0 si t < 0. \newcommand{\vel}{\dot x}
Sea $\vel$ la velocidad, de modo que$ \vel(t)> 0$ si $t<0$.Como \vel contiene un comando matem�atico (\dot), \vel s�olo puede aparecer en modo ma-tem�atico.Podemos tambi�en incluir la apertura de modo matem�atico en la de�nici�on de \vel:\newcommand{\vel}{$\dot x$}. De este modo, \vel (no $\vel$) da como output directamen-te _x. Sin embargo, esta soluci�on no es �optima, porque la siguiente ocurrencia de \vel da un error.En efecto, si \vel = $\dot x$, entonces $ \vel(t)>0$ = $ $\dot x$> 0$. En tal caso, LATEXve que un modo matem�atico se ha abierto y cerrado inmediatamente, conteniendo s�olo un espacioentremedio, y luego, en modo texto, viene el comando \dot, que es matem�atico: LATEX acusa unerror y la compilaci�on se detiene.La soluci�on a este problema es utilizar el comando \ensuremath, que asegura que haya modomatem�atico, pero si ya hay uno abierto, no intenta volverlo a abrir:

Sea _x la velocidad, de modoque _x(t) > 0 si t < 0. \newcommand{\vel}{\ensuremath{\dot x}}
Sea \vel\ la velocidad, de modo que$ \vel(t)> 0$ si $t<0$.Un caso especial de comando matem�atico es el de operadores tipo logaritmo (ver Tabla 4.9). Siqueremos de�nir una traducci�on al castellano de \sin, debemos usar el comando \DeclareMathOperatordisponible via amsmath:

Ahora podemos escribir encastellano, senx. \usepackage{amsmath}\DeclareMathOperator{\sen}{sen}...Ahora podemos escribir en castellano, $\sen x$.A diferencia de \newcommand, \DeclareMathOperator s�olo puede aparecer en el pre�ambulo deldocumento.Un nuevo comando puede tambi�en ser usado para ahorrar tiempo de escritura, reemplazandocomandos largos de LATEX:
1. El primer caso.2. Ahora el segundo.3. Y el tercero.

\newcommand{\be}{\begin{enumerate}}\newcommand{\ee}{\end{enumerate}}
\be\item El primer caso.\item Ahora el segundo.\item Y el tercero.\ee
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Nuevos comandos con argumentos

Podemos tambi�en de�nir comandos que acepten argumentos. Si el sujeto anterior, Crist�obal,desea escribir cualquier nombre precedido de \Nombre:" en it�alica, entonces puede crear el siguientecomando:
Nombre: Crist�obalNombre: Violeta \newcommand{\nombre}[1]{\textit{Nombre:} #1}

\nombre{Crist\'obal}
\nombre{Violeta}Observemos que \newcommand tiene un argumento opcional, que indica el n�umero de argumentosque el nuevo comando va a aceptar. Esos argumentos se indican, dentro de la de�nici�on del comando,con #1, #2, etc. Por ejemplo, consideremos un comando que acepta dos argumentos:

f(x; y) + f(x3; y�) = 0 :
\newcommand{\fn}[2]{f(#1,#2)}
$$ \fn{x}{y} + \fn{x_3}{y*} = 0 \ . $$En los casos anteriores, todos los argumentos son obligatorios. LATEX permite de�nir comandoscon un (s�olo un) argumento opcional. Si el comando acepta n argumentos, el argumento opcional esel #1, y se debe indicar, en un segundo par�entesis cuadrado, su valor default. As��, podemos modi�carel comando \fn del ejemplo anterior para que el primer argumento sea opcional, con valor defaultx:

f(x; y) + f(x3; y�) = 0 :
\newcommand{\fn}[2][x]{f(#1,#2)}
$$ \fn{y} + \fn[x_3]{y*} = 0 \ . $$

Rede�nici�on de comandos
Ocasionalmente no nos interesa de�nir un nuevo comando, sino rede�nir la acci�on de un comandopreexistente. Esto se hace con \renewcommand:
La antigua versi�on de ldots:. . .La nueva versi�on de ldots:���

La antigua versi\'on de {\tt ldots}: \ldots
\renewcommand{\ldots}{\textbullet \textbullet\textbullet}
La nueva versi\'on de {\tt ldots}: \ldots

P�arrafos y cambios de l��nea dentro de comandos
En el segundo argumento de \newcommand o \renewcommand puede aparecer cualquier comandode LATEX, pero ocasionalmente la aparici�on de l��neas en blanco (para forzar un cambio de p�arrafo)puede provocar problemas. Si ello ocurre, podemos usar \par, que hace exactamente lo mismo.Adem�as, la de�nici�on del comando queda m�as compacta:
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\newcommand{\comandolargo}{\par Un nuevo comando que incluye un cambio dep\'arrafo, porque deseamos incluir bastante texto.\par \'Este es elnuevo p\'arrafo.\par}
Observemos en acci\'on el comando: \comandolargo Listo.da como resultado: Observemos en acci�on el comando:Un nuevo comando que incluye un cambio de p�arrafo, por-que deseamos incluir bastante texto.�Este es el nuevo p�arrafo.Listo.
Un ejemplo m�as �util ocurre cuando queremos asegurar un cambio de p�arrafo, por ejemplo, paracolocar un t��tulo de secci�on:Observemos en acci�on el co-mando:
Secci�on: Ejemplo

Listo.

\newcommand{\seccion}[1]{\par\vspace{.5cm}{\bf Secci\'on: #1}\par\vspace{.5cm}}
Observemos en acci\'on el comando:\seccion{Ejemplo} Listo.

Adem�as de las l��neas en blanco, los cambios de l��nea pueden causar problemas dentro de lade�nici�on de un nuevo comando. El ejemplo anterior, con el comando \seccion, es un buen ejemplo:notemos que cuando se de�ni�o, pusimos un cambio de l��nea despu�es de \vspace{.5cm}. Ese cambiode l��nea es interpretado (como todos los cambios de l��nea) como un espacio en blanco, y es posibleque, bajo ciertas circunstancias, ese espacio en blanco produzca un output no deseado. Para ellobasta utilizar sabiamente el car�acter %, que permite ignorar todo el resto de la l��nea, incluyendo elcambio de l��nea. Ilustremos lo anterior con los siguientes tres comandos, que subrayan (comando\underline) una palabra, y di�eren s�olo en el uso de % para borrar cambios de l��nea:Notar la diferencia en-tre:Un texto de prueba ,Un texto de prueba , yUn texto de prueba.
\newcommand{\texto}{Un texto de prueba}\newcommand{\textodos}{%Un texto de prueba}\newcommand{\textotres}{%Un texto de prueba%}
Notar la diferencia entre:
\underline{\texto},\underline{\textodos},y\underline{\textotres}.\texto conserva espacios en blanco antes y despu�es del texto, \textodos s�olo el espacio en
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blanco despu�es del texto, y \textotres no tiene espacios en blanco alrededor del texto.
Nuevos ambientesNuevos ambientes en LATEX se de�nen con \newenvironment:
\newenvironment{<ambiente>}{<comienzo ambiente>}{<final ambiente>}
de�ne un ambiente <ambiente>, tal que \begin{ambiente} ejecuta los comandos<comienzo ambiente>, y \end{ambiente} ejecuta los comandos <final ambiente>.De�namos un ambiente que, al comenzar, cambia el font a it�alica, pone una l��nea horizontal(\hrule) y deja un espacio vertical de .3cm, y que al terminar cambia de p�arrafo, coloca XXX ensans serif, deja un nuevo espacio vertical de .3cm, y vuelve al font roman:\newenvironment{na}{\it \hrule \vspace{.3cm}}{\par\sf XXX \vspace{.3cm}\rm}Entonces, con\begin{na}Hola a todos. Es un placer saludarlos en este d\'{\i}a tan especial.

Nunca esper\'e una recepci\'on tan calurosa.\end{na}obtenemos:
Hola a todos. Es un placer saludarlos en este d��a tan especial.Nunca esper�e una recepci�on tan calurosa.XXX

Los nuevos ambientes tambi�en pueden ser de�nidos de modo que acepten argumentos. Como con\newcommand, basta agregar como argumento opcional a \newenvironment un n�umero que indiquecu�antos argumentos se van a aceptar:
\newenvironment{<ambiente>}[n]{<comienzo ambiente>}{<final ambiente>}
Dentro de <comienzo ambiente>, se alude a cada argumento como #1, #2, etc. Los argumentosno pueden ser usados en los comandos de cierre del ambiente (<final ambiente>). Por ejemplo,modi�quemos el ambiente na anterior, de modo que en vez de colocar una l��nea horizontal alcomienzo, coloque lo que le indiquemos en el argumento:
\newenvironment{na}[1]{\it #1 \vspace{.3cm}}{\par\sf XXX\hrule\vspace{.3cm}\rm}

Ahora us�emoslo dos veces, cada una con un argumento distinto:
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El mismo ejemplo anterior,ahora esHola a todos. . .XXXPero podemos ahora cambiarel comienzo:XXX Hola a todos. . .XXX

El mismo ejemplo anterior, ahora es
\begin{na}{\hrule}Hola a todos...\end{na}
Pero podemos ahora cambiar el comienzo:
\begin{na}{\it XXX}Hola a todos...\end{na}

4.13.2. Creaci�on de nuevos paquetes y clasesSi la cantidad de nuevos comandos y/o ambientes que necesitamos en nuestro documento essu�cientemente grande, debemos considerar crear un nuevo paquete o una nueva clase. Para ellohay que tener clara la diferencia entre uno y otro. En general, se puede decir que si nuestros comandosinvolucran alterar la apariencia general del documento, entonces corresponde crear una nueva clase(.cls). Si, por el contrario, deseamos que nuestros comandos funcionen en un amplio rango decircunstancias, para diversas apariencias del documento, entonces lo adecuado es un paquete (.sty).Consideremos por ejemplo la experiencia de los autores de estos apuntes. Para crear estos apuntesnecesitamos b�asicamente la clase book, con ciertas modi�caciones: m�argenes m�as peque~nos, inclusi�onautom�atica de los paquetes amsmath, babel y graphicx, entre otros, y de�nici�on de ciertos ambientesespec���cos. Todo ello afecta la apariencia de este documento, cambi�andola de manera apreciable,pero a la vez de un modo que en general no deseamos en otro tipo de documento. Por ello lo hemoscompilado usando una clase adecuada, llamada mfm2.cls.Por otro lado, uno de los autores ha necesitado escribir muchas tareas, pruebas y controles deayudant��a en su vida, y se ha convencido de que su trabajo es m�as f�acil creando una clase tarea.cls,que sirve para esos tres prop�ositos, de�niendo comandos que le permiten especi�car f�acilmente lafecha de entrega de la tarea, o el tiempo disponible para una prueba, los nombres del profesor y elayudante, etc., una serie de comandos espec���cos para sus necesidades.Sin embargo, tanto en este documento que usa mfm2.cls, como en las tareas y pruebas queusan tarea.cls, se utilizan algunos comandos matem�aticos que no vienen con LATEX, pero queson recurrentes, como \sen (la funci�on seno en castellano), \modulo (el m�odulo de un vector), o\TLaplace (la transformada de Laplace). Para que estos comandos est�en disponibles en cualquiertipo de documento, necesitamos reunirlos en un paquete, en este caso addmath.sty. De este modo,mfm2.cls, tarea.cls o cualquier otra clase pueden llamar a este paquete y utilizar sus comandos.
Estructura b�asica.La estructura b�asica de un paquete o una clase es:
a) Identi�caci�on: Informaci�on general (nombre del paquete, fecha de creaci�on, etc.). (Obligatoria.)
b) Declaraciones preliminares: Opcionales, dependiendo del paquete o clase en cuesti�on.
c) Opciones: Comandos relacionados con el manejo de las opciones con las cuales el paquete o clasepueden ser invocados. (Opcional.)



150 CAP�ITULO 4. EL SISTEMA DE PREPARACI �ON DE DOCUMENTOS TEX .
d) M�as declaraciones: Aqu�� van los comandos que constituyen el cuerpo de la clase o paquete.(Obligatoria: si no hay ninguna declaraci�on, el paquete o clase no hace nada, naturalmente.)

La identi�caci�on est�a consituida por las siguientes dos l��neas, que deben ir al comienzo delarchivo:
\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}\ProvidesPackage{<paquete>}[<fecha> <otra informacion>]

La primera l��nea indica a LATEX que �este es un archivo para LATEX2". La segunda l��nea especi�caque se trata de un paquete, indicando el nombre del mismo (es decir, el nombre del archivo sinextensi�on) y, opcionalmente, la fecha (en formato YYYY/MM/DD) y otra informaci�on relevante. Porejemplo, nuestro paquete addmath.sty comienza con las l��neas:
\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}\ProvidesPackage{addmath}[1998/09/30 Macros matematicos adicionales (VM)]

Si lo que estamos de�niendo es una clase, usamos el comando \ProvidesClass. Para nuestraclase mfm2.cls:
\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}\ProvidesClass{mfm2}[2002/03/25 Estilo para apuntes MFM II (VM)]

A continuaci�on de la identi�caci�on vienen los comandos que se desean incorporar a trav�es deeste paquete o clase.Como hemos dicho, addmath.sty contiene muchos nuevos comandos matem�aticos que conside-ramos necesario de�nir mientras escrib��amos estos apuntes. Veamos los contenidos de una versi�onsimpli�cada de dicho paquete:
\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}\ProvidesPackage{addmath}[1998/09/30 Macros matematicos adicionales (VM)]
\newcommand{\prodInt}[2]{\ensuremath \left(\, #1\, |\, #2\, \right ) }\newcommand{\promedio}[1]{\langle #1 \rangle}\newcommand{\intii}{\int_{-\infty}^{\infty}}\newcommand{\grados}{\ensuremath{^\circ}}\newcommand{\Hipergeometrica}[4]{{}_2F_1\left (#1, #2, #3\, ; #4\right )}...

De este modo, incluyendo en nuestro documento el paquete con \usepackage{addmath}, variosnuevos comandos est�an disponibles:
(x j y ) \prodIntfxgfyghxi \promediofxgZ 1�1 dz f(z) \intii dz\, f(z)
\ABC = 90� \angle\, ABC = 90\grados2F1 (a; b; c ; d) \Hipergeometricafagfbgfcgfdg
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Incluyendo otros paquetes y clasesLos comandos \RequirePackage y \LoadClass permiten cargar un paquete o una clase, respec-tivamente.5. Esto es de gran utilidad, pues permite construir un nuevo paquete o clase aprovechandola funcionalidad de otros ya existentes.As��, nuestro paquete addmath.sty de�ne bastantes comandos, pero nos gustar��a de�nir va-rios m�as que s�olo pueden ser creados con las herramientas de AMS-LATEX. Cargamos entoncesen addmath.sty el paquete amsmath y otros relacionados, y estamos en condiciones de crear m�ascomandos:
\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}\ProvidesPackage{addmath}[1998/09/30 Macros matematicos adicionales (VM)]
\RequirePackage{amsmath}\RequirePackage{amssymb}\RequirePackage{euscript}...\newcommand{\norma}[1]{\ensuremath \left\lVert\, #1 \,\right\rVert}\newcommand{\intC}{{\sideset{^*}{}\int}}\DeclareMathOperator{\senh}{senh}...
Por ejemplo:

kx k \normafxg�Z dz f(z) \intC dz \, f(z)senh(2y) \senh (2y)La posibilidad de basar un archivo .sty o .cls en otro es particularmente importante parauna clase, ya que contiene una gran cantidad de comandos y de�niciones necesarias para compilarel documento exitosamente. Sin embargo, un usuario normal, aun cuando desee de�nir una nuevaclase, estar�a interesado en modi�car s�olo parte del comportamiento. Con \LoadClass, dicho usuariopuede cargar la clase sobre la cual se desea basar, y luego introducir las modi�caciones necesarias,facilitando enormemente la tarea.Por ejemplo, al preparar este documento fue claro desde el comienzo que se necesitaba esencial-mente la clase book, ya que ser��a un texto muy extenso, pero tambi�en era claro que se requer��anciertas modi�caciones. Entonces, en nuestra clase mfm2.cls lo primero que hacemos es cargar laclase book, m�as algunos paquetes necesarios (incluyendo nuestro addmath), y luego procedemos amodi�car o a~nadir comandos:
\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}\ProvidesClass{mfm2}[2002/03/25 Estilo para apuntes MFM II (VM)]
\LoadClass[12pt]{book}
\RequirePackage[spanish]{babel}5Estos comandos s�olo se pueden usar en un archivo .sty o .cls Para documentos normales, la manerade cargar un paquete es \usepackage, y para cargar una clase es \documentclass.
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\RequirePackage{enumerate}\RequirePackage{addmath}

En un archivo .sty o un .cls se pueden cargar varios paquetes con \RequirePackage. \LoadClass,en cambio, s�olo puede aparecer en un .cls, y s�olo es posible usarlo una vez (ya que normalmenteclases distintas son incompatibles entre s��).
Manejo de opcionesEn el �ultimo ejemplo anterior, la clase mfm2 carga la clase book con la opci�on 12pt. Esto signi�caque si nuestro documento comienza con \documentclass{mfm2}, ser�a compilado de acuerdo a laclase book, en 12 puntos. No es posible cambiar esto desde nuestro documento. Ser��a mejor quepudi�eramos especi�car el tama~no de letra fuera de la clase, de modo que \documentclass{mfm2}d�e un documento en 10 puntos, y \documentclass[12pt]{mfm2} uno en 12 puntos. Para lograresto hay que poder pasar opciones desde la clase mfm2 a book.El modo m�as simple de hacerlo es con \LoadClassWithOptions. Si mfm2.cls ha sido llamadacon opciones <opcion1>,<opcion2>, etc., entonces book ser�a llamada con las mismas opciones.Por tanto, basta modi�car en mfm2.cls la l��nea \LoadClass[12pt]{book} por:\LoadClassWithOptions{book}\RequirePackageWithOptions es el comando an�alogo para paquetes. Si una clase o un paquetellaman a un paquete <paquete_base> y desean pasarle todas las opciones con las cuales han sidoinvocados, basta indicarlo con:\RequirePackageWithOptions{<paquete_base>}El ejemplo anterior puede ser su�ciente en muchas ocasiones, pero en general uno podr��a llamara nuestra nueva clase, mfm2, con opciones que no tienen nada que ver con book. Por ejemplo,podr��amos llamarla con opciones spanish,12pt. En tal caso, deber��a pasarle spanish a babel, y12pt a book. M�as a�un, podr��amos necesitar de�nir una nueva opci�on, que no existe en ninguna delas clases o paquetes cargados por book, para modi�car el comportamiento de mfm2.cls de ciertamanera espec���ca no prevista. Estas dos tareas, discriminar entre opciones antes de pasarla a alg�unpaquete determinado, y crear nuevas opciones, constituyen un manejo m�as avanzado de opciones.A continuaci�on revisaremos un ejemplo combinado de ambas tareas, extraido de la clase con la cualcompilamos este texto, mfm2.cls.La idea es poder llamar a mfm2 con una opci�on adicional keys, que permita agregar al dviinformaci�on sobre las etiquetas (dadas con \label) de ecuaciones, �guras, etc., que aparezcan enel documento (veremos la utilidad y un ejemplo de esto m�as adelante). Lo primero es declarar unanueva opci�on, con:\DeclareOption{<opcion>}{<comando>}<opcion> es el nombre de la nueva opci�on a declarar, y <comando> es la serie de comandos que seejecutan cuando dicha opci�on es especi�cada.As��, nuestro archivo mfm2.cls debe ser modi�cado:\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}\ProvidesClass{mfm2}[2002/03/25 Estilo para apuntes MFM II (VM)]...\DeclareOption{keys}{...}
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...\ProcessOptions\relax...

Observamos que despu�es de declarar la o las opciones (en este caso keys), hay que procesarlas,con \ProcessOptions.6Las l��neas anteriores permiten que \documentclass{mfm2} y \documentclass[keys]{mfm2}sean ambas v�alidas, ejecut�andose o no ciertos comandos dependiendo de la forma utilizada.Si ahora queremos que \documentclass[keys,12pt]{mfm2} sea una l��nea v�alida, de-bemos procesar keys dentro de mfm2.cls, y pasarle a book.cls las opciones restantes. Elsiguiente es el c�odigo de�nitivo:
\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}\ProvidesClass{mfm2}[2002/03/25 Estilo para apuntes MFM II (VM)]\newif\ifkeys\keysfalse\DeclareOption{keys}{\keystrue}\DeclareOption*{\PassOptionsToClass{\CurrentOption}{book}}\ProcessOptions\relax\LoadClass{book}
\RequirePackage[spanish]{babel}\RequirePackage{amsmath}\RequirePackage{theorem}\RequirePackage{epsfig}\RequirePackage{ifthen}\RequirePackage{enumerate}\RequirePackage{addmath}\ifkeys\RequirePackage[notref,notcite]{showkeys}\fi
<nuevos comandos de la clase mfm2.cls>

Sin entrar en demasiados detalles, digamos que la opci�on keys tiene el efecto de hacerque una cierta variable l�ogica \ifkeys, sea verdadera (cuarta l��nea del c�odigo). La siguien-te l��nea (\DeclareOption*...) hace que todas las opciones que no han sido procesadas(12pt, por ejemplo) se pasen a la clase book. A continuaci�on se procesan las opciones con\ProcessOptions, y �nalmente se carga la clase book.Las l��neas siguientes cargan todos los paquetes necesarios, y �nalmente se encuentrantodos los nuevos comandos y de�niciones que queremos incluir en mfm2.cls.Observemos que la forma particular en que se carga el paquete showkeys. �Esa es pre-cisamente la funci�on de la opci�on keys que de�nimos: showkeys.sty se carga con ciertasopciones s�olo si se da la opci�on keys.>Cu�al es su efecto? Consideremos el siguiente texto de ejemplo, en que mfm2 ha sidollamada sin la opci�on keys:6\relax es un comando de TEX que, esencialmente, no hace nada, ni siquiera introduce un espacio enblanco, y es �util incluirlo en puntos cr��ticos de un documento, como en este ejemplo.
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\documentclass[12pt]{mfm2}\begin{document}La opci\'on \verb+keys+ resulta muy \'util cuando tengo objetos numeradosautom\'aticamente, como una ecuaci\'on:\begin{equation}\label{newton}\vec F = m \vec a \ .\end{equation}y luego quiero referirme a ella: Ec.\ \eqref{newton}.En el primer caso, se ha compilado sin la opci�on keys, y en el segundo con ella. El efectoes que, si se usa un \label en cualquier parte del documento, aparece en el margen derechouna caja con el nombre de dicha etiqueta (en este caso, newton). Esto es �util para cualquiertipo de documentos, pero lo es especialmente en textos como estos apuntes, muy extensos ycon abundantes referencias. En tal caso, tener un modo visual, r�apido, de saber los nombresde las ecuaciones sin tener que revisar trabajosamente el archivo fuente es una gran ayuda.As��, versiones preliminares pueden ser compiladas con la opci�on keys, y la versi�on �nal sinella, para no confesar al lector nuestra mala memoria o nuestra comodidad.
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Caso 1: \documentclass[12pt]{mfm2}

La opción keys resulta muy útil cuando tengo objetos nume-
rados automáticamente, como una ecuación:

~F = m~a . (1)

y luego quiero referirme a ella: Ec. (1).

Caso 2: \documentclass[keys,12pt]{mfm2}

La opción keys resulta muy útil cuando tengo objetos nume-
rados automáticamente, como una ecuación:

~F = m~a . (1) newton

y luego quiero referirme a ella: Ec. (1).
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4.14. Errores y advertencias.
4.14.1. Errores.Un mensaje de error t��pico tiene la forma:LaTeX error. See LaTeX manual for explanation.Type H <return> for immediate help.! Environment itemie undefined.\@latexerr ...or immediate help.}\errmessage {#1}\endgroupl.140 \begin{itemie}
? La primera l��nea nos comunica que LATEX ha encontrado un error. A veces los errorestienen que ver con procesos m�as internos, y son encontrados por TEX. Esta l��nea nos informaqui�en encontr�o el error.La tercera l��nea comienza con un signo de exclamaci�on. �Este es el indicador del error. Nosdice de qu�e error se trata.Las dos l��neas siguientes describen el error en t�erminos de comandos de bajo nivel.La l��nea 6 nos dice d�onde ocurri�o el error: la l��nea 140 en este caso. Adem�as nos informadel texto con
ictivo: \begin{itemie}.En realidad, el mensaje nos indica d�onde LATEX advirti�o el error por primera vez, que noes necesariamente el punto donde el error se cometi�o. Pero la gran mayor��a de las veces laindicaci�on es precisa. De hecho, es f�acil darse cuenta, con la tercera l��nea(Environment itemie undefined)y la sexta (\begin{itemie}) que el error consisti�o en escribir itemie en vez de itemize. Lainformaci�on de LATEX es clara en este caso y nos dice correctamente qu�e ocurri�o y d�onde.Luego viene un ?. LATEX est�a esperando una respuesta de nosotros. Tenemos varias alter-nativas. Comentaremos s�olo cuatro, t��picamente usadas:

(a) h <Enter>Solicitamos ayuda. TEX nos explica brevemente en qu�e cree �el que consiste el error y/onos da alguna recomendaci�on.(b) x <Enter>Abortamos la compilaci�on. Deberemos volver al editor y corregir el texto. Es la opci�onm�as t��pica cuando uno tiene ya cierta experiencia, pues el mensaje basta para reconocerel error.(c) <Enter>Ignoramos el error y continuamos la compilaci�on. TEX hace lo que puede. En algunoscasos esto no tiene consecuencias graves y podremos llegar hasta el �nal del archivosin mayores problemas. En otros casos, ignorar el error puede provocar que ulteriorescomandos |perfectamente v�alidos en principio| no sean reconocidos y, as��, acumular
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muchos errores m�as. Podemos continuar con <Enter> sucesivos hasta llegar al �nal dela compilaci�on.(d) q <Enter>La acci�on descrita en el punto anterior puede llegar a ser tediosa o in�nita. q haceingresar a TEX en batchmode, modo en el cual la compilaci�on prosigue ignorando todoslos errores hasta el �nal del archivo, sin enviar mensajes a pantalla y por ende sin quedebamos darle in�nitos <Enter>.Las opciones (c) y (d) son �utiles cuando no entendemos los mensajes de error. ComoTEX seguir�a compilando haciendo lo mejor posible, al mirar el dvi puede que veamos m�asclaramente d�onde comenzaron a ir mal las cosas y, por tanto, por qu�e.Como dijimos, LATEX indica exactamente d�onde encontr�o el error, de modo que hemos deponerle atenci�on. Por ejemplo, si tenemos en nuestro documento la l��nea:... un error inesperado\fotnote{En cualquier punto.}puede decidir...generar��a el mensaje de error:! Undefined control sequence.

l.249 ...un error inesperado\fotnote{En cualquier punto.}? En la l��nea de localizaci�on, LATEX ha cortado el texto justo despu�es del comando inexis-tente. LATEX no s�olo indica la l��nea en la cual detect�o el error, sino el punto de ella donde elloocurri�o. (En realidad, hizo lo mismo |cortar la l��nea para hacer resaltar el problema| en elcaso expuesto en la p�ag. 153, pero ello ocurri�o en medio de comandos de bajo nivel, as�� queno era muy informativo de todos modos.)
Errores m�as comunes.Los errores m�as comunes son:a) Comando mal escrito.b) Par�entesis cursivos no apareados.c) Uso de uno de los caracteres especiales #, $, %, &, _, {, }, ~, ^, \ como texto ordinario.d) Modo matem�atico abierto de una manera y cerrado de otra, o no cerrado.e) Ambiente abierto con \begin... y cerrado con un \end... distinto.f) Uso de un comando matem�atico fuera de modo matem�atico.g) Ausencia de argumento en un comando que lo espera.h) L��nea en blanco en ambiente matem�atico.
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Algunos mensajes de error.A continuaci�on, una peque~na lista de errores (de LATEX y TEX) en orden alfab�etico, y susposibles causas.
*Falta \end{document}. (Dar Ctrl-C o escribir \end{document} para salir de la compilaci�on.)! \begin{...} ended by \end{...}Error e) de la Sec. 4.14.1. El nombre del ambiente en \end{...} puede estar mal escrito,sobra un \begin o falta un \end.! Double superscript (o subscript).Una expresi�on como x^2^3 o x_2_3. Si se desea obtener x23 (x23), escribir {x^2}^3 ({x_2}_3).! Environment ... undefined.\begin{...} con un argumento que corresponde a un ambiente no de�nido.! Extra alignment tab has been changed.En un tabular o array sobra un &, falta un \\, o falta una c, l �o r en el argumentoobligatorio.! Misplaced alignment tab character &.Un & aparece fuera de un tabular o array.! Missing $ inserted.Errores c), d), f), h) de la Sec. 4.14.1.! Missing { (o }) inserted.Par�entesis cursivos no apareados.! Missing \begin{document}.Falta \begin{document} o hay algo incorrecto en el pre�ambulo.! Missing number, treated as zero.Falta un n�umero donde LATEX lo espera: \hspace{}, \vspace cm,\setlength{\textwidth}{a}, etc.! Something's wrong -- perhaps a missing \item.Posiblemente la primera palabra despu�es de un \begin{enumerate} o\begin{itemize} no es \item.! Undefined control sequence.Aparece una secuencia \<palabra>, donde <palabra> no es un comando.
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4.14.2. Advertencias.La estructura de una advertencia de LATEX es:LaTeX warning. <mensaje>.Algunos ejemplos:Label `...' multiply defined.Dos \label tienen el mismo argumento.Label(s) may have changed. Rerun to get cross-references right.Los n�umeros impresos por \ref y \pageref pueden ser incorrectos, pues los valores corres-pondientes cambiaron respecto al contenido del aux generado en la compilaci�on anterior.Reference `...' on page ... undefined.El argumento de un \ref o un \pageref no fue de�nido por un \label.TEX tambi�en env��a advertencias. Se reconocen porque no comienzan con TeX warning.Algunos ejemplos.Overfull \hbox ...TEX no encontr�o un buen lugar para cortar una l��nea, y puso m�as texto en ella que loconveniente.Overfull \vbox ...TEX no encontr�o un buen lugar para cortar una p�agina, y puso m�as texto en ella que loconveniente.Underfull \hbox ...TEX construy�o una l��nea con muy poco material, de modo que el espacio entre palabras puedeser excesivo.Underfull \vbox ...TEX construy�o una p�agina con muy poco material, de modo que los espacios verticales (entrep�arrafos) pueden ser excesivos.Las advertencias de LATEX siempre deben ser atendidas. Una referencia doblemente de�ni-da, o no compilar por segunda vez cuando LATEX lo sugiere, generar�a un resultado incorrectoen el dvi. Una referencia no de�nida, por su parte, hace aparecer un signo ?? en el texto�nal. Todos resultados no deseados, por cierto.Las advertencias de TEX son menos decisivas. Un overfull o underfull puede redundar enque alguna palabra se salga del margen derecho del texto, que el espaciado entre palabras enuna l��nea sea excesivo, o que el espacio vertical entre p�arrafos sea demasiado. Los est�andaresde calidad de TEX son altos, y por eso env��a advertencias frecuentemente. Pero generalmentelos defectos en el resultado �nal son imperceptibles a simple vista, o por lo menos no sonsu�cientes para molestarnos realmente. A veces s��, por supuesto, y hay que estar atentos.Siempre conviene revisar el texto y prestar atenci�on a estos detalles, aunque ello s�olo tienesentido al preparar la versi�on de�nitiva del documento.
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Cap��tulo 5
Preliminares.

versi�on 3.03, 18 de Noviembre del 2003 1.
5.1. Programas y funciones.
Programa de ortogonalidad en OctaveEn esta secci�on nosotros escribiremos algunos programas simples usando Octave y C++.En nuestro primer ejemplo, llamado orthog, probaremos si dos vectores son ortogonalescalculando su producto punto. Este simple programa lo bosquejamos a continuaci�onInicializamos los vectores ~a y ~b.Evaluamos el producto punto como ~a �~b = a1b1 + a2b2 + a3b3.Imprimir el producto punto y establecer si los vectores son ortogonales.Primero consideremos la versi�on en Octave del programa que llamaremos orthog.m. Lasprimeras l��neas de orthog son:% orthog - Programa para probar si un par de vectores es ortogonal.% Supondremos vectores en 3D.clear all; % Borra la memoriaLas primeras dos l��neas son comentarios; si tipeamos help orthog desde la l��nea de comandos,Octave desplegar�a estas l��neas. El comando clear all en la tercera l��nea borra la memoria.Las pr�oximas l��neas del programa%* Inicializa los vectores a y ba= input('Entre el primer vector: ');b= input('Entre el segundo vector: ');Los vectores entran usando el comando input en estas l��neas. Los comentarios que comienzancon %* son aquellos que corresponden al bosquejo del programa que hicimos. En las l��neassiguientes se eval�ua el producto punto.1Este cap��tulo est�a basado en el primer cap��tulo del libro: Numerical Methods for Physics, second editionde Alejandro L. Garcia, editorial Prentice Hall
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%* Evalua el producto punto como la suma sobre el producto de los elementosadotb=0;for i=1:3adotb=adotb+a(i)*b(i);endEl ciclo for, usando el ��ndice i, recorre las componentes de los vectores. Una manera h�abilde hacer lo mismo podr��a ser usar%* Evalua el producto punto como el producto de dos vectoresadotb=a*b' ;En este caso, hemos usado la multiplicaci�on de matrices de Octave para calcular el productopunto como el producto vectorial del vector �la a y el columna b' (donde hemos usado eloperador Herm��tico conjugado '). Las �ultimas l��neas del programa%* Imprime el producto punto y si los vectores son ortogonalesif(adotb==0)disp('Los vectores son ortogonales');elsedisp('Los vectores no son ortogonales');printf('Producto punto = %g \n', adotb);endDe acuerdo al valor de adotb el programa despliega una de las dos posibles respuestas. Acontinuaci�on la salida al ejecutar el help del programaoctave> help orthogorthog is the file: /home/jrogan/orthog.m
orthog - Programa para probar si un par de vectores es ortogonal.Supondremos vectores en 3D.

Additional help for builtin functions, operators, and variablesis available in the on-line version of the manual. Use the command`help -i <topic>' to search the manual index.
Help and information about Octave is also available on the WWWat http://www.che.wisc.edu/octave/octave.html and via thehelp-octave@bevo.che.wisc.edu mailing list.Ahora ejecutamos el programa con diferentes vectores.octave> orthogEntre el primer vector: [1 1 1]Entre el segundo vector: [1 -2 1]Los vectores son ortogonales
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octave> orthogEntre el primer vector: [1 1 1]Entre el segundo vector: [2 2 2]Los vectores no son ortogonalesProducto punto = 6
Programa de ortogonalidad en C++.Ahora consideremos la versi�on en C++ del programa orthog, el cual prueba si dos vectoresson ortogonales mediante el c�alculo de su producto punto. Primero escribiremos una clasemuy b�asica de vectores en tres dimensiones. Las declaraciones est�an en vector3d.h
#ifndef _vector_3d_h#define _vector_3d_h//// Clase basica de vectores 3d//#include <iostream>
class Vector{private:double c_x;double c_y;double c_z;public:Vector():c_x(0),c_y(0),c_z(0) {} ;Vector(double x, double y, double z):c_x(x),c_y(y),c_z(z) {} ;~Vector() {} ;double x() const {return c_x;};double y() const {return c_y;};double z() const {return c_z;};};
double operator * (const Vector &, const Vector &) ;istream & operator >> (istream &, Vector &) ;
#endif
La peque~na implementaci�on necesaria para esta clase la escribimos en vector3d.cc el cuales listado a continuaci�on
#include "vector3d.h"
double operator * (const Vector & v1, const Vector &v2) {return v1.x()*v2.x()+v1.y()*v2.y()+ v1.z()*v2.z() ;
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}istream & operator >> (istream & is, Vector & v) {double x,y,z ;is >> x >> y>>z ;v= Vector(x,y,z) ;return is;}
Ahora estamos en condiciones de escribir el programa propiamente tal. Las primeras l��neasson// orthog - Programa para probar si un par de vectores es ortogonal.// Supondremos vectores en 3D.#include ``vector3d.h''using namespace std;Las primeras l��neas son comentarios que nos recuerdan lo que el programa hace. La l��neasiguiente incluye las de�niciones de nuestra reci�en creada clase. Luego inclu��mos una l��neadice que vamos a usar el namespace std. A continuaci�on comienza el programa// orthog - Programa para probar si un par de vectores es ortogonal.// Usaremos vectores en 3D.
#include "vector3d.h"
using namespace std;
int main(){ Vector a, b;cout << "Ingrese el primer vector : ";cin >> a ;cout << "Ingrese el segundo vector : ";cin >> b ;if(a*b==0) {cout <<"Son ortogonales" << endl;} else {cout << "No son ortogonales"<< endl ;}return 0;}Declaramos dos objetos tipo Vector, a y b para almacenar los vectores que entran. Lainstrucci�on de salida despliega sobre la pantalla:Ingrese el primer vector :
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La instrucci�on de entrada lee el Vector en a y luego, de la misma manera, el Vector b. Laspr�oximas l��neas hacen el trabajoif(a*b==0) {cout <<"Son ortogonales" << endl;} else {cout << "No son ortogonales"<< endl ;}y despliega el resultados. Aqu�� los comandos de compilaci�on y una salida t��pica del programa.jrogan@pucon:~$ g++ -Wall -o orthog orthog.cc vector3d.ccjrogan@pucon:~$ orthogIngrese el primer vector : 1 0 0Ingrese el segundo vector : 0 1 0Son ortogonales
Programa de interpolaci�on en Octave.Es bien sabido que dados tres pares (x; y), se puede encontrar una cuadr�atica que pasapor los puntos deseados. Hay varias maneras de encontrar el polinomio y varias maneras deescribirlo. La forma de Lagrange del polinomio es

p(x) = (x� x2)(x� x3)(x1 � x2)(x1 � x3)y1 + (x� x1)(x� x3)(x2 � x1)(x2 � x3)y2 + (x� x1)(x� x2)(x3 � x1)(x3 � x2)y3 ; (5.1)
donde (x1; y1), (x2; y2), (x3; y3), son los tres puntos por los que queremos pasar. Com�unmentetales polinomios son usados para interpolar entre los puntos dados. A continuaci�on el bosquejode un programa simple de interpolaci�on, que llamaremos interpInicializa los puntos (x1; y1), (x2; y2) y (x3; y3) para ser ajustados por el polinomio.Establece el intervalo de la interpolaci�on (desde xm��n hasta xm�ax)Encuentra y� para los valores deseados de x�, usando la funci�on intrpf.Finalmente, podemos gra�car la curva dada por (x�; y�), y marcar los puntos originalespara comparar.Las primeras l��neas del programa% interp - Programa para interpolar datos usando% el polinomio de Lagrange cuadratico para tres puntos dados.clear all;%* Inicializa los puntos a ser ajustados con una cuadraticadisp('Entre los puntos como pares x,y (e.g., [1 2])');for i=1:3temp =input('Ingrese el punto: ');x(i)=temp(1);
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Figura 5.1: Salida gr�a�ca del programa interp.
y(i)=temp(2) ;end%* Establece el intervalo de interpolacion (desde x_min a x_max)xr = input ('Ingrese el intervalo de valores de x como [x_min x_max]: ');Aqu�� el programa lee los tres pares (x; y) y el intervalo de valores entre los cuales ser�a inter-polado.Los valores interpolados y� = p(x�) son calculados por la funci�on intrpf desde x� = xm��na x� = xm�ax. Estos valores de y� (yi) son calculados en el ciclo.%* Encontrar yi para los valores deseados de interpolacion xi% usando la funcion intrpfnplot= 100; % Numero de puntos para la curva interpoladafor i=1:nplotxi(i) = xr(1)+(xr(2)-xr(1))*(i-1)/(nplot-1);yi(i) = intrpf(xi(i), x, y); % Usando intrpf para interpolarendFinalmente, los resultados son gra�cados usando las funciones gr�a�cas de Octave.%* Grafica la curva dada por (xi,yi) y marca los puntos originalesxlabel('x');ylabel('y');title('Interpolacion de tres puntos');gset nokey;plot(x,y, '*',xi,yi,'-');Los puntos de la interpolaci�on (x�; y�) son gra�cados con l��nea segmentada y los datosoriginales con c��rculos, ver �gura (5.1). El trabajo real es hecho por la funci�on intrpf. Unbosquejo de lo que queremos que haga esta funci�on a continuaci�on.
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Entrada: ~x = [x1 x2 x3], ~y = [y1 y2 y3], y x�.Salida: y�.C�alculo de y� = p(x�) usando el polinomio de Lagrange (5.1).Las funciones en Octave est�an implementadas como en la mayor��a de los lenguajes, exceptoque aqu�� cada funci�on tiene que ir en un archivo separado. El nombre del archivo debecoincidir con el nombre de la funci�on (la funci�on intrpf est�a en el archivo intrpf.m).function yi=intrpf(xi,x,y)% Funcion para interpolar entre puntos% usando polinomio de Lagrange (cuadratico)% Entradas% x Vector de las coordenadas x de los puntos dados (3 valores)% y Vector de las coordenadas y de los puntos dados (3 valores)% Salida% yi El polinomio de interpolacion evaluado en xiLa funci�on intrpf tiene tres argumentos de entrada y uno de salida. El resto de la funci�ones directa, s�olo eval�ua el polinomio de�nido en (5.1). El cuerpo de la funci�on a continuaci�onyi = (xi-x(2))*(xi-x(3))/((x(1)-x(2))*(x(1)-x(3)))*y(1) ...+ (xi-x(1))*(xi-x(3))/((x(2)-x(1))*(x(2)-x(3)))*y(2) ...+ (xi-x(1))*(xi-x(2))/((x(3)-x(1))*(x(3)-x(2)))*y(3);return;

Programa de interpolaci�on en C++.Las primeras l��neas de la versi�on en C++ del programa interp son// interp - Programa para interpolar datos usando// el polinomio de Lagrange cuadratico para tres puntos dados.#include "NumMeth.h"
double intrpf(double xi, double x[], double y[]);int main(){Comentarios m�as una instrucci�on para incluir el archivo de encabezamiento NumMeth.h, lis-tado a continuaci�on#include <iostream>#include <fstream>#include <cmath>#include <cstdlib>
using namespace std;
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La declaraci�on double intrpf(..) a�rma que el programa pretende llamar una funci�onintrpf, la cual tiene tres argumentos de tipo double y devuelve un double. Las pr�oximasl��neas del programa

//* Inicializa los puntos a ser ajustados con una cuadraticadouble x[3+1], y[3+1] ;cout << "Entre los puntos como pares x,y (e.g., [1 2])" << endl ;for(int i=1; i<=3; i++) {cout << "x["<<i<<"] = ";cin>> x[i];cout << "y["<<i<<"] = ";cin >> y[i];}
//* Establece el intervalo de interpolacion (desde x_min a x_max)double xmin, xmax;cout <<"Entre el valor minimo de x: "; cin >> xmin ;cout <<"Entre el valor maximo de x: "; cin >> xmax ;

El programa pregunta por los puntos para ajustar el polinomio de Lagrange (5.1) y por elintervalo de interpolaci�on. Lo siguiente, los arreglos xi y yi son declarados:
//* Encontrar yi para los valores deseados de interpolacion xi// usando la funcion intrpfint nplot= 100; // Numero de puntos para la curva interpoladadouble * xi = new double[nplot+1] ; // Reserva memoria paradouble * yi = new double[nplot+1] ; // estos arreglos.

Estas l��neas tambi�en podr��an reemplazarse por
const int nplot =100; // Numero de puntos para la curva interpoladadouble xi[nplot+1], yi[nplot+1] ;

En el primer caso hay asignamiento din�amico de memoria, nplot podr��a ser una entradadel programa. En el segundo caso nplot debe ser constante y para modi�car el n�umero depuntos debemos recompilar el programa, asignaci�on est�atica.Los valores interpolados son calculados en un for
for(int i=1; i<=nplot;i++) {xi[i] = xmin+(xmax-xmin)*double(i-1)/double(nplot-1);yi[i] = intrpf(xi[i], x, y); // Usando intrpf para interpolar}

Notemos que xi[1]=xm��n, xi[nplot]=xm�ax, con valores equiespaciados entre ellos. Los va-lores de yi (y� = p(x�)) son evaluados usando la ecuaci�on (5.1) en la funci�on intrpf. Lasalida del programa
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//* Imprime las variables para graficar: x, y, xi, yiofstream xOut("x.txt"), yOut("y.txt"), xiOut("xi.txt"), yiOut("yi.txt");for(int i =1; i <=3; i++) {xOut << x[i] << endl;yOut << y[i] << endl;}for(int i =1; i <=nplot; i++) {xiOut << xi[i] << endl;yiOut << yi[i] << endl;}XOut.close() ; yOut.close() ; xiOut.close(); yiOut.close() ;Estos cuatro archivos de datos (x.txt, y.txt, etc.) son creados.Desgraciadamente, C++ carece de una biblioteca gr�a�ca est�andar, as�� que necesitamosuna aplicaci�on gr�a�ca adicional para gra�car la salida. Tambi�en podemos usar un peque~noscript en Octave:#!/usr/bin/octaveload x.txt; load y.txt; load xi.txt; load yi.txt;%* Grafica la curva dada por (xi,yi) y marca los puntos originalesxlabel('x');ylabel('y');title('Interpolacion de tres puntos');gset nokey;plot(x,y, '*',xi,yi,'-');pauseAl cual, incluso, podemos llamar desde el mismo programa mediantesystem( "grafica.m" ) ;La �ultima l��nea del programadelete [] xi, yi ; // Libera la memoria pedida con "new"return 0;}Esta l��nea no es absolutamente necesaria, por que al salir el programa liberar�a la memoriade todas maneras. Sin embargo, se considera como buen estilo de programaci�on, limpiar unola memoria que requiri�o durante la ejecuci�on del programa.La funci�on intrpf, la cual eval�ua el polinomio de Lagrange, comienza por las siguientesl��neasdouble intrpf( double xi, double x[], double y[]){ // Funcion para interpolar entre puntos// usando polinomio de Lagrange (cuadratico)// Entradas
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// x Vector de las coordenadas x de los puntos dados (3 valores)// y Vector de las coordenadas y de los puntos dados (3 valores)// Salida// yi El polinomio de interpolacion evaluado en xiEspeci�ca los argumentos de llamada y lo que devuelve. Todas las variables dentro de lafunci�on son locales. El C++ pasa las variables por valor, por defecto, la funci�on recibe unacopia que se destruye cuando termina la funci�on, si se desea pasar una variable double apor referencia debemos anteponerle el signo &, es decir, pasarla como double &a. De estamanera la funci�on puede modi�car el valor que ten��a la variable en el programa principal.El resto de la funci�on//* Calcula yi=p(xi) usando Polinomio de Lagrange
double yi = (xi-x[2])*(xi-x[3])/((x[1]-x[2])*(x[1]-x[3]))*y[1]+ (xi-x[1])*(xi-x[3])/((x[2]-x[1])*(x[2]-x[3]))*y[2]+ (xi-x[1])*(xi-x[2])/((x[3]-x[1])*(x[3]-x[2]))*y[3];return yi ;Estas l��neas eval�uan el polinomio. Inicialmente pondremos esta funci�on en el mismo archivo,luego la podemos separar en otro archivo y escribir un Makefile que genere el ejecutable.

5.2. Errores num�ericos.
5.2.1. Errores de escala.Un computador almacena n�umeros de punto 
otante usando s�olo una peque~na cantidadde memoria. T��picamente, a una variable de precisi�on simple (un float en C++) se leasignan 4 bytes (32 bits) para la representaci�on del n�umero, mientras que una variable dedoble precisi�on (double en C++, por defecto en Octave) usa 8 bytes. Un n�umero de punto
otante es representado por su mantisa y su exponente (por ejemplo, para 6:625 � 10�27 lamantisa decimal es 6.625 y el exponente es �27). El formato IEEE para doble precisi�on usa53 bits para almacenar la mantisa (incluyendo un bit para el signo) y lo que resta, 11 bitpara el exponente. La manera exacta en que el computador maneja la representaci�on de losn�umeros no es tan importante como saber el intervalo m�aximo de valores y el n�umero decifras signi�cativas.El intervalo m�aximo es el l��mite sobre la magnitud de los n�umeros de punto 
otanteimpuesta por el n�umero de bit usados para el exponente. Para precisi�on simple un valort��pico es 2�127 � 10�38; para precisi�on doble es t��picamente 2�1024 � 10�308. Exceder elintervalo de la precisi�on simple no es dif��cil. Consideremos, por ejemplo, la evaluaci�on delradio de Bohr en unidades SI,

a0 = 4�"0~2mee2 � 5:3� 10�11 [m] : (5.2)
Mientras sus valores caen dentro del intervalo de un n�umero de precisi�on simple, el intervaloes excedido en el c�alculo del numerador (4�"0~2 � 1:24�10�78 [kg C2 m]) y del denominador
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(mee2 � 2:34� 10�68 [kg C2]). La mejor soluci�on para lidiar con este tipo de di�cultades deintervalo es trabajar en un conjunto de unidades naturales al problema (e.g. para problemasat�omicos se trabaja en las distancias en �Angstroms y la carga en unidades de la carga delelectr�on).Algunas veces los problemas de intervalo no son causados por la elecci�on de las unida-des, sino porque los n�umeros en el problema son inherentemente grandes. Consideremos unimportante ejemplo, la funci�on factorial. Usando la de�nici�onn! = n� (n� 1)� (n� 2)� : : :� 3� 2� 1 ; (5.3)es f�acil evaluar n! en C++ comodouble nFactorial=1;for(int i=1; i <=n; i++) nFactorial *=i ;donde n es un n�umero dado.En Octave, usando el operador dos puntos este c�alculo puede ser realizado comonFactorial = prod(1:n);donde prod(x) es el producto de los elementos del vector x y 1:n=[1,2. . . , n]. Infortunada-mente, debido a problemas de intervalo, no podemos calcular n! para n > 170 usando estosm�etodos directos de evaluaci�on (5.3).Una soluci�on com�un para trabajar con n�umeros grandes es usar su logaritmo. Para elfactorial log(n!) = log(n) + log(n� 1) + : : :+ log(3) + log(2) + log(1) : (5.4)En Octave, esto puede ser evaluado comolog_nFactorial = sum( log(1:n) ) ;donde sum(x) es la suma de los elementos del vector x. Sin embargo, este esquema es compu-tacionalmente pesado si n es grande. Una mejor estrategia es combinar el uso de logaritmoscon la f�ormula de Stirling2

n! = p2n�nne�n�1 + 112n + 1288n2 + � � �� (5.5)o log(n!) = 12 log(2n�) + n log(n)� n+ log�1 + 112n + 1288n2 + � � �� : (5.6)Esta aproximaci�on puede ser usada cuando n es grande (n > 30), de otra manera es preferiblela de�nici�on original.Finalmente, si el valor de n! necesita ser impreso, podemos expresarlo comon! = (mantisa)� 10(exponente) ; (5.7)donde el exponente es la parte entera de log10(n!), y la mantisa es 10a donde a es la partefraccionaria de log10(n!). Recordemos que la conversi�on entre logaritmo natural y logaritmoen base 10 es log10(x) = log10(e) log(x).2M. Abramowitz and I. Stegun, Handbook of Mathematical Functions ( New York: Dover 1972).
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5.2.2. Errores de redondeo.Supongamos que deseamos calcular num�ericamente f 0(x), la derivada de una funci�onconocida f(x). En c�alculo se aprendi�o que la f�ormula para la derivada es

f 0(x) = f(x+ h)� f(x)h ; (5.8)
en el l��mite en que h ! 0. >Qu�e sucede si evaluamos el lado derecho de esta expresi�on,poniendo h = 0?. Como el computador no entiende que la expresi�on es v�alida s�olo como unl��mite, la divisi�on por cero tiene varias posibles salidas. El computador puede asignar el valor,Inf, el cual es un n�umero de punto 
otante especial reservado para representar el in�nito. Yaque el numerador es tambi�en cero el computador podr��a evaluar el cociente siendo inde�nido(Not-a-Number), NaN, otro valor reservado. O el c�alculo podr��a parar y arrojar un mensajede error.Claramente, poniendo h = 0 para evaluar (5.8) no nos dar�a nada �util, pero >si le ponemosa h un valor muy peque~no, digamos h = 10�300, usamos doble precisi�on? La respuesta a�unser�a incorrecta debido a la segunda limitaci�on sobre la representaci�on de n�umeros con punto
otante: el n�umero de d��gitos en la mantisa. Para precisi�on simple, el n�umero de d��gitossigni�cantes es t��picamente 6 o 7 d��gitos decimales; para doble precisi�on es sobre 16 d��gitos.As��, en doble precisi�on, la operaci�on 3 + 10�20 retorna una respuesta 3 por el redondeo;usando h = 10�300 en la ecuaci�on (5.8) casi con seguridad regresar�a 0 cuando evaluemos elnumerador.
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Figura 5.2: Error absoluto �(h), ecuaci�on (5.9), versus h para f(x) = x2 y x = 1.
La �gura 5.2 ilustra la magnitud del error de redondeo en un c�alculo t��pico de derivada.De�nimos el error absoluto

�(h) = ���� f 0(x)� f(x+ h)� f(x)h
���� : (5.9)
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Notemos que �(h) decrece cuando h se hace m�as peque~no, lo cual es esperado, dado quela ecuaci�on (5.8) es exacta cuando h ! 0. Por debajo de h = 10�10, el error comienza aincrementarse debido a efectos de redondeo. En valores menores de h el error es tan grandeque la respuesta carece de sentido. Volveremos en el pr�oximo cap��tulo a la pregunta de c�omomejorar el c�alculo de la derivada num�ericamente.Para testear la tolerancia del redondeo, de�nimos "� como el m�as peque~no n�umero que,cuando es sumado a uno, regresa un valor distinto de 1. En Octave, la funci�on integradaeps devuelve "� � 2:22 � 10�16. En C++, el archivo de encabezamiento <cfloat> de�neDBL_EPSILON (2.2204460492503131e-16) como "� para doble precisi�on.Debido a los errores de redondeo la mayor��a de los c�alculos cient���cos usan doble precisi�on.Las desventajas de la doble precisi�on son que requieren m�as memoria y que algunas veces (nosiempre) es m�as costosa computacionalmente. Los procesadores modernos est�an construidospara trabajar en doble precisi�on, tanto que puede ser m�as lento trabajar en precisi�on simple.Usar doble precisi�on algunas veces s�olo desplaza las di�cultades de redondeo. Por ejemplo, elc�alculo de la inversa de una matriz trabaja bien en simple precisi�on para matrices peque~nasde 50 � 50 elementos, pero falla por errores de redondeo para matrices m�as grandes. Ladoble precisi�on nos permite trabajar con matrices de 100� 100, pero si necesitamos resolversistemas a�un m�as grandes debemos usar un algoritmo diferente. La mejor manera de trabajares usar algoritmos robustos contra el error de redondeo.
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Cap��tulo 6
Ecuaciones diferenciales ordinarias:
M�etodos b�asicos.

versi�on �nal 2.2-0319031.En este cap��tulo resolveremos uno de los primeros problemas considerados por un estu-diante de f��sica: el vuelo de un proyectil y, en particular, el de una pelota de baseball. Sinla resistencia del aire el problema es f�acil de resolver. Sin embargo, incluyendo un arrastrerealista, nosotros necesitamos calcular la soluci�on num�ericamente. Para analizar este proble-ma de�niremos primero la diferenciaci�on num�erica. De hecho antes de aprender F��sica unoaprende c�alculo as�� que no debemos sorprendernos si este es nuestro punto de partida. En lasegunda mitad del cap��tulo nos ocuparemos de otro viejo conocido, el p�endulo simple, perosin la aproximaci�on a �angulos peque~nos. Los problemas oscilatorios, tales como el p�endulo,nos revelar�an una falla fatal en algunos de los m�etodos num�ericos de resolver ecuacionesdiferenciales ordinarias.
6.1. Movimiento de un proyectil.
6.1.1. Ecuaciones b�asicas.Consideremos el simple movimiento de un proyectil, digamos un pelota de baseball. Paradescribir el movimiento, nosotros debemos calcular el vector posici�on ~r(t) y el vector velocidad~v(t) del proyectil. Las ecuaciones b�asicas de movimiento sond~vdt = 1m ~Fa(~v)� gŷ ; d~rdt = ~v ; (6.1)
donde m es la masa del proyectil. La fuerza debido a la resistencia del aire es ~Fa(~v), laaceleraci�on gravitacional es g, e ŷ es un vector unitario en la direcci�on y. El movimiento esbidimensional, tal que podemos ignorar la componente z y trabajar en el plano xy.La resistencia del aire se incrementa con la velocidad del objeto, y la forma precisa para~Fa(~v) depende del 
ujo alrededor del proyectil. Com�unmente, esta fuerza es aproximada por

~Fa(~v) = �12Cd�A j v j~v ; (6.2)1Este cap��tulo est�a basado en el segundo cap��tulo del libro: Numerical Methods for Physics, second editionde Alejandro L. Garcia, editorial Prentice Hall
177
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donde Cd es el coe�ciente de arrastre, � es la densidad del aire, y A es el �area de la secci�ontransversal del proyectil. El coe�ciente de arrastre es un par�ametro adimensional que dependede la geometr��a del proyectil, entre m�as aerodin�amico el objeto, el coe�ciente es menor.Para una esfera suave de radio R movi�endose lentamente a trav�es del 
uido, el coe�cientede arrastre es dado por la Ley de Stokes,

Cd = 12�Rv = 24Re ; (6.3)donde � es la viscosidad del 
uido (� � 1:5 � 10�5 [m2/s] para el aire) y Re = 2Rv=� esel adimensional n�umero de Reynolds. Para un objeto del tama~no de una pelota de baseballmovi�endose a trav�es del aire, la ley de Stokes es v�alida s�olo si la velocidad es menor que0.2~[mm/s] (Re� 1).A velocidades altas (sobre 20 [cm/s], Re> 103), la estela detr�as de la esfera desarrollav�ortices y el coe�ciente de arrastre es aproximadamente constante (Cd � 0:5) para un ampliointervalo de velocidades. Cuando el n�umero de Reynolds excede un valor cr��tico, el 
ujo en laestela llega a ser turbulento y el coe�ciente de arrastre cae dram�aticamente. Esta reducci�onocurre porque la turbulencia rompe la regi�on de bajas presiones en la estela detr�as de laesfera2. Para una esfera suave este n�umero cr��tico de Reynolds es aproximadamente 3� 105.Para una pelota de baseball, el coe�ciente de arrastre es usualmente m�as peque~no que el deuna esfera suave, porque las costuras rompen el 
ujo laminar precipitando el inicio de laturbulencia. Nosotros podemos tomar Cd = 0:35 como un valor promedio para el intervalode velocidades t��picas de una pelota de baseball.Notemos que la fuerza de arrastre, ecuaci�on (6.2), var��a como el cuadrado de la magnitudde la velocidad (Fa / v2) y, por supuesto, act�ua en la direcci�on opuesta a la velocidad. Lamasa y el di�ametro de una pelota de baseball son 0.145 [kg] y 7.4 [cm]. Para una pelota debaseball, el arrastre y la fuerza gravitacional son iguales en magnitud cuando v � 40 [m/s].Nosotros sabemos c�omo resolver las ecuaciones de movimiento si la resistencia del aire esdespreciable. La trayectoria es
~r(t) = ~r1 + ~v1t� 12gt2ŷ ; (6.4)donde ~r1 � ~r(0) y ~v1 � ~v(0) son la posici�on y la velocidad inicial. Si el proyectil parte delorigen y la velocidad inicial forma un �angulo � con la horizontal, entonces

xm�ax = 2v21g sen � cos � ; ym�ax = v212g sen2 � ; (6.5)
son el alcance horizontal y la altura m�axima. El tiempo de vuelo es

tfl = 2v1g sen � : (6.6)
Nuevamente estas expresiones son v�alidas s�olo cuando no hay resistencia con el aire.Es f�acil demostrar que el m�aximo alcance horizontal se obtiene cuando la velocidad formaun �angulo de 45� con la horizontal. Deseamos mantener esta informaci�on en mente cuandoconstruyamos nuestra simulaci�on. Si se sabe la soluci�on exacta para un caso especial, se debecomparar constantemente que el programa trabaje bien para este caso.2D.J. Tritton, Physical Fluid Dynamics, 2d ed. (Oxford: Clarendon Press, 1988).
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6.1.2. Derivada avanzada.Para resolver las ecuaciones de movimiento (6.1) necesitamos un m�etodo num�erico paraevaluar la primera derivada. La de�nici�on formal de la derivada es

f 0(t) � l��m�!0 f(t+ �)� f(t)� ; (6.7)donde � es el incremento temporal o paso en el tiempo. Como ya vimos en el cap��tulo pasadoesta ecuaci�on debe ser tratada con cuidado. La �gura 5.2 ilustra que el uso de un valorextremadamente peque~no para � causa un gran error en el c�alculo de (f(t + �) � f(t))=� .Espec���camente, los errores de redondeo ocurren en el c�alculo de t+ � , en la evaluaci�on de lafunci�on f y en la sustracci�on del numerador. Dado que � no puede ser elegido arbitrariamentepeque~no, nosotros necesitamos estimar la diferencia entre f 0(t) y (f(t+ �)� f(t))=� para un� �nito.Para encontrar esta diferencia usaremos una expansi�on de Taylor. Como f��sicos usualmentevemos las series de Taylor expresadas como
f(t+ �) = f(t) + �f 0(t) + � 22 f 00(t) + : : : (6.8)donde el s��mbolo (. . . ) signi�ca t�erminos de m�as alto orden que son usualmente despreciados.Una alternativa, forma equivalente de la serie de Taylor usada en an�alisis num�erico es
f(t+ �) = f(t) + �f 0(t) + � 22 f 00(�) : (6.9)donde � es un valor entre t y t + � . No hemos botado ning�un t�ermino, esta expansi�on tieneun n�umero �nito de t�erminos. El teorema de Taylor garantiza que existe alg�un valor � parael cual (6.9) es cierto, pero no sabemos cu�al valor es este.La ecuaci�on previa puede ser rescrita
f 0(t) = f(t+ �)� f(t)� � 12�f 00(�) ; (6.10)donde t � � � t + � . Esta ecuaci�on es conocida como la f�ormula de la derivada derecha oderivada adelantada. El �ultimo t�ermino de la mano derecha es el error de truncamiento; esteerror es introducido por cortar la serie de Taylor.En otras palabras, si mantenemos el �ultimo t�ermino en (6.10), nuestra expresi�on paraf 0(t) es exacta. Pero no podemos evaluar este t�ermino porque no conocemos �, todo lo queconocemos es que � yace en alg�un lugar entre t y t + � . As�� despreciamos el t�ermino f 00(�)(truncamos) y decimos que el error que cometemos por despreciar este t�ermino es el error detruncamiento. No hay que confundir �este con el error de redondeo discutido anteriormente. Elerror de redondeo depende del hardware, el error de truncamiento depende de la aproximaci�onusada en el algoritmo. Algunas veces veremos la ecuaci�on (6.10) escrita como
f 0(t) = f(t+ �)� f(t)� + O(�) (6.11)donde el error de truncamiento es ahora especi�cado por su orden en � , en este caso el errorde truncamiento es lineal en � . En la �gura 5.2 la fuente de error predominante en estimarf 0(x) como [f(x + h) � f(x)]=h es el error de redondeo cuando h < 10�10 y es el error detruncamiento cuando h > 10�10.
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6.1.3. M�etodo de Euler.Las ecuaciones de movimiento que nosotros deseamos resolver num�ericamente pueden serescritas como: d~vdt = ~a(~r;~v) ; d~rdt = ~v ; (6.12)donde ~a es la aceleraci�on. Notemos que esta es la forma m�as general de las ecuaciones. Enel movimiento de proyectiles la aceleraci�on es s�olo funci�on de ~v (debido al arrastre), en otrosproblemas (e.g., �orbitas de cometas) la aceleraci�on depender�a de la posici�on.Usando la derivada adelantada (6.11), nuestras ecuaciones de movimiento son

~v(t+ �)� ~v(t)� + O(�) = ~a(~r(t); ~v(t)) ; (6.13)~r(t+ �)� ~r(t)� + O(�) = ~v(t) ; (6.14)
o bien

~v(t+ �) = ~v(t) + �~a(~r(t); ~v(t)) + O(� 2) ; (6.15)~r(t+ �) = ~r(t) + �~v(t) + O(� 2) : (6.16)
notemos que �O(�) = O(� 2). Este esquema num�erico es llamado el m�etodo de Euler. Antes dediscutir los m�eritos relativos de este acercamiento, veamos c�omo ser��a usado en la pr�actica.Primero, introducimos la notaci�on

fn = f(tn) ; tn = (n� 1)� ; n = 1; 2; : : : (6.17)
tal que f1 = f(t = 0). Nuestras ecuaciones para el m�etodo de Euler (despreciando el t�erminodel error) ahora toma la forma

~vn+1 = ~vn + �~an ; (6.18)~rn+1 = ~rn + �~vn ; (6.19)
donde ~an = ~a(~rn; ~vn). El c�alculo de la trayectoria podr��a proceder as��:1. Especi�que las condiciones iniciales, ~r1 y ~v1.2. Elija un paso de tiempo � .3. Calcule la aceleraci�on dados los actuales ~r y ~v.4. Use las ecuaciones (6.18) y (6.19) para calcular los nuevos ~r y ~v.5. Vaya al paso 3 hasta que su�cientes puntos de trayectoria hayan sido calculados.El m�etodo calcula un conjunto de valores para ~rn y ~vn que nos da la trayectoria, al menosen un conjunto discreto de valores. La �gura 6.1 ilustra el c�alculo de la trayectoria para un�unico paso de tiempo.
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Figura 6.1: Trayectoria de una part��cula despu�es de un �unico paso de tiempo con el m�etodode Euler. S�olo para efectos ilustrativos � es grande.
6.1.4. M�etodos de Euler-Cromer y de Punto Medio.Una simple (y por ahora injusti�cada) modi�caci�on del m�etodo de Euler es usar lassiguientes ecuaciones:

~vn+1 = ~vn + �~an ; (6.20)~rn+1 = ~rn + �~vn+1 : (6.21)Notemos el cambio sutil: La velocidad actualizada es usada en la segunda ecuaci�on. Estaf�ormula es llamada m�etodo de Euler-Cromer3. El error de truncamiento es a�un del ordende O(� 2), no parece que hemos ganado mucho. Veremos que esta forma es marcadamentesuperior al m�etodo de Euler en algunos casos.En el m�etodo del punto medio usamos
~vn+1 = ~vn + �~an ; (6.22)~rn+1 = ~rn + � ~vn+1 + ~vn2 : (6.23)

Notemos que hemos promediado las dos velocidades. Usando la ecuaci�on para la velocidaden la ecuaci�on de la posici�on, vemos que
~rn+1 = ~rn + �~vn + 12~an� 2 ; (6.24)

lo cual realmente hace esto lucir atractivo. El error de truncamiento es a�un del orden de� 2 en la ecuaci�on velocidad, pero para la posici�on el error de truncamiento es ahora � 3.Realmente, para el movimiento de proyectiles este m�etodo trabaja mejor que los otros dos.Infortunadamente, en otros sistemas f��sicos este m�etodo da pobres resultados.
6.1.5. Errores locales, errores globales y elecci�on del paso de tiem-po.Para juzgar la precisi�on de estos m�etodos necesitamos distinguir entre errores de trun-camiento locales y globales. Hasta ahora, el error de truncamiento que hemos discutido ha3A. Cromer, \Stable solutions using the Euler approximation", Am. J. Phys., 49 455-9 (1981).
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sido el error local, el error cometido en un �unico paso de tiempo. En un problema t��piconosotros deseamos evaluar la trayectoria desde t = 0 a t = T . El n�umero de pasos de tiempoes NT = T=� ; notemos que si reducimos � , debemos tomar m�as pasos. Si el error local es
O(�n), entonces estimamos el error global comoerror global / NT � (error local)= NTO(�n) = T� O(�n) = TO(�n�1) : (6.25)
Por ejemplo, el m�etodo de Euler tiene un error local de truncamiento de O(� 2), pero un errorglobal de truncamiento de O(�). Por supuesto, este an�alisis nos da s�olo una estimaci�on ya queno sabemos si los errores locales se acumular�an o se cancelar�an (i.e. interferencia constructivao destructiva). El verdadero error global para un esquema num�erico es altamente dependientedel problema que se est�a estudiando.Una pregunta que siempre aparece es >c�omo elegir el �? Tratemos de responderla. Primero,supongamos que los errores de redondeo son despreciables tal que s�olo debemos preocuparnospor los errores de truncamiento. Desde (6.10) y (6.16), el error local de truncamiento en elc�alculo de la posici�on usando el m�etodo de Euler es aproximadamente � 2r00 = � 2a. Usandos�olo estimaciones del orden de magnitud, tomamos a � 10 [m/s2], el error en un solo pasoen la posici�on es de 10�1 [m], cuando � = 10�1 [s]. Si el tiempo de vuelo T � 100 [s],entonces el error global es del orden de metros. Si un error de esta magnitud es inaceptableentonces debemos disminuir el paso en el tiempo. Finalmente usando un paso de tiempo10�1 [s] no introducir��amos ning�un error signi�cativo de redondeo dada la magnitud de losotros par�ametros del problema.En el mundo real, a menudo no podemos hacer un an�alisis tan elegante por una variedadde razones (ecuaciones complicadas, problemas con el redondeo, 
ojera, etc.). Sin embargo,a menudo podemos usar la intuici�on f��sica. Resp�ondase usted mismo \>en qu�e escala detiempo el movimiento es casi lineal?". Por ejemplo, para la trayectoria completa de unapelota de baseball que es aproximadamente parab�olica, el tiempo en el aire son unos pocossegundos, entonces el movimiento es aproximadamente lineal sobre una escala de tiempo deunos pocos cent�esimos de segundo. Para revisar nuestra intuici�on, nosotros podemos compararlos resultados obtenidos usando � = 10�1 [s] y � = 10�2 [s] y, si ellos son su�cientementecercanos, suponemos que todo est�a bien. A veces automatizamos la prueba de varios valoresde � ; el programa es entonces llamado adaptativo (construiremos un programa de este tipom�as adelante). Como con cualquier m�etodo num�erico, la aplicaci�on ciega de esta t�ecnica espoco recomendada, aunque con s�olo un poco de cuidado �esta puede ser usada exitosamente.
6.1.6. Programa de la pelota de baseball.La tabla 6.1 bosqueja un simple programa, llamado balle, que usa el m�etodo de Eulerpara calcular la trayectoria de una pelota de baseball. Antes de correr el programa, esta-blezcamos algunos valores razonables para tomar como entradas. Una velocidad inicial dej~v1 j =15 [m/s] nos da una pelota que le han pegado d�ebilmente. Partiendo del origen ydespreciando la resistencia del aire, el tiempo de vuelo es de 2.2 [s], y el alcance horizontales sobre los 23 [m] cuando el �angulo inicial � = 45�. A continuaci�on, mostramos la salida apantalla del programa balle en C++ cuando es corrido bajo estas condiciones:
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Fijar la posici�on inicial ~r1 y la velocidad inicial ~v1 de la pelota de baseball.Fijar los par�ametros f��sicos ( m, Cd, etc.).Iterar hasta que la bola golp�ee en el piso o el m�aximo n�umero de pasos sea completado.� Grabar posici�on (calculada y te�orica) para gra�car.� Calcular la aceleraci�on de la pelota de baseball.� Calcular la nueva posici�on y velocidad, ~rn+1 y ~vn+1, Usando el m�etodo de Euler,(6.18) y (6.19).� Si la pelota alcanza el suelo (y < 0) para la iteraci�on.Imprimir el alcance m�aximo y el tiempo de vuelo.Gra�car la trayectoria de la pelota de baseball.

Cuadro 6.1: Bosquejo del programa balle, el cual calcula la trayectoria de una pelota debaseball usando el m�etodo de Euler.
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Figura 6.2: Salida del programa balle para una altura inicial de 0 [m], una velocidad inicialde 15 [m/s], y un paso de tiempo � =0.1 [s]. No hay resistencia del aire. La l��nea continua esla te�orica y los puntos son los calculados, la diferencia se debe a errores de truncamiento.
jrogan@huelen:~/programas$ balleIngrese la altura inicial [m] : 0Ingrese la velocidad inicial [m/s]: 15Ingrese angulo inicial (grados): 45
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Ingrese el paso en el tiempo, tau en [s]: 0.1Tiempo de vuelo: 2.2Alcance: 24.3952La salida en Octave debiera ser muy similar.La trayectoria calculada por el programa es mostrada en la �gura 6.2. Usando un pasode � = 0:1 [s], el error en el alcance horizontal es sobre un metro, como esper�abamos delerror de truncamiento. A velocidades bajas los resultados no son muy diferentes si incluimosla resistencia con el aire, ya que j~Fa(~v1)j=m � g=7.Ahora tratemos de batear un cuadrangular. Consideremos una velocidad inicial grandej v1 j = 50 [m/s]. Debido a la resistencia, encontramos que el alcance es reducido a alrededorde 125 [m], menos de la mitad de su m�aximo te�orico. La trayectoria es mostrada �gura 6.3,notemos c�omo se aparta de la forma parab�olica.En nuestras ecuaciones para el vuelo de una pelota de baseball no hemos incluido todoslos factores en el problema. El coe�ciente de arrastre no es constante sino m�as bien unacomplicada funci�on de la velocidad. Adem�as, la rotaci�on de la pelota ayuda a levantar lapelota (efecto Magnus).
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Figura 6.3: Salida del programa balle para una altura inicial de 1 [m], una velocidad inicialde 50 [m/s], y un paso de tiempo � =0.1 [s]. Con resistencia del aire.

6.2. P�endulo simple.
6.2.1. Ecuaciones b�asicas.El movimiento de los p�endulos ha fascinado a f��sicos desde que Galileo fue hipnotizadopor la l�ampara en la Catedral de Pisa. El problema es tratado en los textos de mec�anicab�asica pero antes de apresurarnos a calcular con el computador, revisemos algunos resultados
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b�asicos. Para un p�endulo simple es m�as conveniente describir la posici�on en t�erminos deldesplazamiento angular, �(t). La ecuaci�on de movimiento es

d2�dt2 = � gL sen � ; (6.26)
donde L es la longitud del brazo y g es la aceleraci�on de gravedad. En la aproximaci�on para�angulo peque~no, sen � � �, la ecuaci�on (6.26) se simpli�ca a

d2�dt2 = � gL� : (6.27)
Esta ecuaci�on diferencial ordinaria es f�acilmente resuelta para obtener

�(t) = C1 cos�2�tTs + C2� ; (6.28)
donde las constantes C1 y C2 est�an determinadas por los valores iniciales de � y ! = d�=dt.El per��odo para �angulos peque~nos, Ts es

Ts = 2�sLg : (6.29)
Esta aproximaci�on es razonablemente buena para oscilaciones con amplitudes menores oiguales a 20�.Sin la aproximaci�on para �angulos peque~nos, la ecuaci�on de movimiento es m�as dif��cil deresolver. Sin embargo, sabemos de la experiencia que el movimiento es todav��a peri�odico. Enefecto, es posible obtener una expresi�on para el per��odo sin resolver expl��citamente �(t). Laenerg��a total es E = 12mL2!2 �mgL cos � ; (6.30)donde m es la masa de la lenteja. La energ��a total es conservada e igual a E = �mgL cos �m,donde �m es el �angulo m�aximo. De lo anterior, tenemos12mL2!2 �mgL cos � = mgL cos �m ; (6.31)
o !2 = 2gL (cos � � cos �m) : (6.32)Ya que ! = d�=dt, dt = d�r2gL (cos � � cos �m) : (6.33)
En un per��odo el p�endulo se balancea de � = �m a � = ��m y regresa a � = �m. As��, en medioper��odo el p�endulo se balancea desde � = �m a � = ��m. Por �ultimo, por el mismo argumento,
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en un cuarto de per��odo el p�endulo se balancea desde � = �m a � = 0, as�� integrando amboslados de la ecuaci�on (6.33)

T4 =s L2g Z �m0 d�p(cos � � cos �m) : (6.34)
Esta integral podr��a ser reescrita en t�erminos de funciones especiales usando la identidadcos 2� = 1� 2 sen2 �, tal que

T = 2sLg Z �m0 d�p(sen2 �m=2� sen2 �=2) : (6.35)
Introduciendo K(x), la integral el��ptica completa de primera especie,4

K(x) � Z �=20 dzp1� x2 sen2 z ; (6.36)
podr��amos escribir el per��odo como

T = 4sLg K(sen �m=2) ; (6.37)
usando el cambio de variable sen z = sen(�=2)= sen(�m=2). Para valores peque~nos de �m,podr��amos expandir K(x) para obtener

T = 2�sLg �1 + 116 �2m + : : :� : (6.38)
Note que el primer t�ermino es la aproximaci�on para �angulo peque~no (6.29).
6.2.2. F�ormulas para la derivada centrada.Antes de programar el problema del p�endulo miremos un par de otros esquemas paracalcular el movimiento de un objeto. El m�etodo de Euler est�a basado en la formulaci�on de laderivada derecha para df=dt dado por (6.7). Una de�nici�on equivalente para la derivada es

f 0(t) = l��m�!0 f(t+ �)� f(t� �)2� : (6.39)
Esta f�ormula se dice centrada en t. Mientras esta f�ormula parece muy similar a la ecuaci�on(6.7), hay una gran diferencia cuando � es �nito. Nuevamente, usando la expansi�on de Taylor,

f(t+ �) = f(t) + �f 0(t) + 12� 2f 00(t) + 16� 3f (3)(�+) ; (6.40)
f(t� �) = f(t)� �f 0(t) + 12� 2f 00(t)� 16� 3f (3)(��) ; (6.41)4I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, Table of Integral, Series and Products (New York: Academic Press,1965)
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donde f (3) es la tercera derivada de f(t) y �� es un valor ente t y t � � . Restando las dosecuaciones anteriores y reordenando tenemos,

f 0(t) = f(t+ �)� f(t� �)2� � 16� 2f (3)(�) ; (6.42)
donde f (3)(�) = (f (3)(�+) + f (3)(��))=2 y t � � � � � t + � . Esta es la aproximaci�on en laprimera derivada centrada. El punto clave es que el error de truncamiento es ahora cuadr�aticoen � , lo cual es un gran progreso sobre la aproximaci�on de las derivadas adelantadas que tieneun error de truncamiento O(�).Usando las expansiones de Taylor para f(t+ �) y f(t� �) podemos construir una f�ormulacentrada para la segunda derivada. La que tiene la forma

f 00(t) = f(t+ �) + f(t� �)� 2f(t)� 2 � 112� 2f (4)(�) ; (6.43)
donde t � � � � � t + � . De nuevo, el error de truncamiento es cuadr�atico en � . La mejormanera de entender esta f�ormula es pensar que la segunda derivada est�a compuesta de unaderivada derecha y de una derivada izquierda, cada una con incrementos de �=2.Usted podr��a pensar que el pr�oximo paso ser��a preparar f�ormulas m�as complicadas quetengan errores de truncamiento a�un m�as peque~nos, quiz�as usando ambas f(t��) y f(t�2�).Aunque tales f�ormulas existen y son ocasionalmente usadas, las ecuaciones (6.10), (6.42) y(6.43) sirven como el \caballo de trabajo" para calcular las derivadas primera y segunda.
6.2.3. M�etodos del \salto de la rana" y de Verlet.Para el p�endulo, las posiciones y velocidades generalizadas son � y !, pero para mantenerla misma notaci�on anterior trabajaremos con ~r y ~v. Comenzaremos de las ecuaciones demovimiento escritas como d~vdt = ~a(~r(t)) ; (6.44)d~rdt = ~v(t) : (6.45)
Note que expl��citamente escribimos la aceleraci�on dependiente solamente de la posici�on. Dis-cretizando la derivada temporal usando la aproximaci�on de derivada centrada da,

~v(t+ �)� ~v(t� �)2� + O(� 2) = ~a(~r(t)) ; (6.46)
para la ecuaci�on de la velocidad. Note que aunque los valores de velocidad son evaluados ent+ � y t� � , la aceleraci�on es evaluada en el tiempo t.Por razones que pronto ser�an claras, la discretizaci�on de la ecuaci�on de posici�on estar�a cen-trada entre t+ 2� y t, ~r(t+ 2�)� ~r(t)2� + O(� 2) = ~v(t+ �) : (6.47)
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De nuevo usamos la notaci�on fn � f(t = (n� 1)�), en la cual las ecuaciones (6.47) y (6.46)son escritas como, ~vn+1 � ~vn�12� + O(� 2) = ~a(~rn) ; (6.48)~rn+2 � ~rn2� + O(� 2) = ~vn+1 : (6.49)
Reordenando los t�erminos para obtener los valores futuros a la izquierda,

~vn+1 = ~vn�1 + 2�~a(~rn) + O(� 3) ; (6.50)~rn+2 = ~rn + 2�~vn+1 + O(� 3) : (6.51)Este es el m�etodo del \salto de la rana" (leap frog). Naturalmente, cuando el m�etodo es usadoen un programa, el t�ermino O(� 3) no va y por lo tanto constituye el error de truncamientopara el m�etodo.El nombre \salto de la rana" es usado ya que la soluci�on avanza en pasos de 2� , con laposici�on evaluada en valores impares (~r1, ~r3, ~r5, . . . ), mientras que la velocidad est�a calculadaen los valores pares (~v2, ~v4, ~v6, . . . ). Este entrelazamiento es necesario ya que la aceleraci�on,la cual es una funci�on de la posici�on, necesita ser evaluada en un tiempo que est�a centradoentre la velocidad nueva y la antigua. Algunas veces el esquema del \salto de la rana" esformulado como
~vn+1=2 = ~vn�1=2 + �~a(~rn) ; (6.52)~rn+1 = ~rn + �~vn+1=2 ; (6.53)con ~vn�1=2 � ~v(t = (n� 1� 1=2)�). En esta forma, el esquema es funcionalmente equivalenteal m�etodo de Euler-Cromer.Para el �ultimo esquema num�erico de este cap��tulo tomaremos una aproximaci�on diferentey empezaremos con, d~rdt = ~v(t) ; (6.54)d2~rdt2 = ~a(~r) : (6.55)

Usando las f�ormulas diferenciales centradas para la primera y segunda derivada, tenemos~rn+1 � ~rn�12� + O(� 2) = ~vn ; (6.56)~rn+1 + ~rn�1 � 2~rn� 2 + O(� 2) = ~an ; (6.57)
donde ~an � ~a(~rn). Reordenando t�erminos,

~vn = ~rn+1 � ~rn�12� + O(� 2) ; (6.58)
~rn+1 = 2~rn � ~rn�1 + � 2~an + O(� 4) : (6.59)
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Estas ecuaciones, conocidas como el m�etodo de Verlet 5, podr��an parecer extra~nas a pri-mera vista, pero ellas son f�aciles de usar. Suponga que conocemos ~r0 y ~r1; usando la ecuaci�on(6.59), obtenemos ~r2. Conociendo ~r1 y ~r2 podr��amos ahora calcular ~r3, luego usando la ecua-ci�on (6.58) obtenemos ~v2, y as�� sucesivamente.Los m�etodos del \salto de la rana" y de Verlet tienen la desventaja que no son \autoini-ciados". Usualmente tenemos las condiciones iniciales ~r1 = ~r(t = 0) y ~v1 = ~v(t = 0), pero no~v0 = ~v(t = ��) [necesitado por el \salto de la rana" en la ecuaci�on (6.50)] o ~r0 = ~r(t = ��)[necesitado por Verlet en la ecuaci�on (6.59)]. Este es el precio que hay que pagar para losesquemas centrados en el tiempo.Para lograr que estos m�etodos partan, tenemos una variedad de opciones. El m�etodo deEuler-Cromer, usando la ecuaci�on (6.53), toma ~v1=2 = ~v1, lo cual es simple pero no muypreciso. Una alternativa es usar otro esquema para lograr que las cosas partan, por ejemplo,en el \salto de la rana" uno podr��a tomar un paso tipo Euler para atr�as, ~v0 = ~v1 � �~a1.Algunas precauciones deber��an ser tomadas en este primer paso para preservar la precisi�ondel m�etodo; usando ~r0 = ~r1 � �~v1 + � 22 ~a(~r1) ; (6.60)es una buena manera de comenzar el m�etodo de Verlet.Adem�as de su simplicidad, el m�etodo del \salto de la rana" a menudo tiene propiedadesfavorables (e.g. conservaci�on de la energ��a) cuando resuelve ciertos problemas. El m�etodo deVerlet tiene muchas ventajas. Primero, la ecuaci�on de posici�on tiene un error de truncamientomenor que otros m�etodos. Segundo, si la fuerza es solamente una funci�on de la posici�on y sinos preocupamos s�olo de la trayectoria de la part��cula y no de su velocidad (como en muchosproblemas de mec�anica celeste), podemos saltarnos completamente el c�alculo de velocidad.El m�etodo es popular para el c�alculo de las trayectorias en sistemas con muchas part��culas,por ejemplo, el estudio de 
uidos a nivel microsc�opico.

6.2.4. Programa de p�endulo simple.Las ecuaciones de movimiento para un p�endulo simple sond!dt = �(�) d�dt = ! ; (6.61)
donde la aceleraci�on angular �(�) = �g sen �=L. El m�etodo de Euler para resolver estasecuaciones diferenciales ordinarias es iterar las ecuaciones:

�n+1 = �n + �!n ; (6.62)!n+1 = !n + ��n : (6.63)
Si estamos interesados solamente en el �angulo y no la velocidad, el m�etodo de Verlet s�olo usala ecuaci�on �n+1 = 2�n � �n�1 + � 2�n : (6.64)5L.Verlet, \Computer experiments on classical 
uid I. Thermodynamical properties of Lennard-Jonesmolecules", Phys. Rev. 159, 98-103 (1967).
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Seleccionar el m�etodo a usar: Euler o Verlet.Fijar la posici�on inicial �1 y la velocidad !1 = 0 del p�endulo.Fijar los par�ametros f��sicos y otras variables.Tomar un paso para atr�as para partir Verlet; ver ecuaci�on (6.60).Iterar sobre el n�umero deseado de pasos con el paso de tiempo y m�etodo num�erico dado.� Grabar �angulo y tiempo para gra�car.� Calcular la nueva posici�on y velocidad usando el m�etodo de Euler o de Verlet.� Comprobar si el p�endulo a pasado a trav�es de � = 0; si es as�� usar el tiempotranscurrido para estimar el per��odo.Estima el per��odo de oscilaci�on, incluyendo barra de error.Gra�car las oscilaciones como � versus t.

Cuadro 6.2: Bosquejo del programa p�endulo, el cual calcula el tiempo de evoluci�on de unp�endulo simple usando el m�etodo de Euler o Verlet.
En vez de usar las unidades SI, usaremos las unidades adimensionales naturales del pro-blema. Hay solamente dos par�ametros en el problema, g y L y ellos siempre aparecen en laraz�on g=L. Fijando esta raz�on a la unidad, el per��odo para peque~nas amplitudes Ts = 2�.En otras palabras, necesitamos solamente una unidad en el problema: una escala de tiempo.Ajustamos nuestra unidad de tiempo tal que el per��odo de peque~nas amplitudes sea 2�.La tabla 6.2 presenta un bosquejo del programa pendulo, el cual calcula el movimientode un p�endulo simple usando o el m�etodo de Euler o el de Verlet. El programa estima elper��odo por registrar cuando el �angulo cambia de signo; esto es veri�car si �n y �n+1 tienensignos opuestos probando si �n � �n+1 < 0. Cada cambio de signo da una estimaci�on para elper��odo, ~Tk = 2�(nk+1 � nk), donde nk es el paso de tiempo en el cual el k-�esimo cambio designo ocurre. El per��odo estimado de cada inversi�on de signo es registrado, y el valor mediocalculado como D ~TE = 1M MX

k=1 ~Tk ; (6.65)
donde M es el n�umero de veces que ~T es evaluado. La barra de error para esta medici�on delper��odo es estimada como � = s=pM , donde

s =vuut 1M � 1 MX
k=1
� ~Tk � D ~TE�2 ; (6.66)

es la desviaci�on est�andar de la muestra ~T . Note que cuando el n�umero de medidas se incre-
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menta, la desviaci�on est�andar de la muestra tiende a una constante, mientras que la barrade error estimado decrece.Para comprobar el programa pendulo, primero tratamos con �angulos iniciales peque~nos,�m, ya que conocemos el per��odo T � 2�. Tomando � = 0:1 tendremos sobre 60 puntospor oscilaci�on; tomando 300 pasos deber��amos tener como cinco oscilaciones. Para �m = 10�,el m�etodo de Euler calcula un per��odo estimado de h ~T i = 6:375 � 0:025 sobre un 1.5 %mayor que el esperado T = 2�(1:002) dado por la ecuaci�on (6.38). Nuestro error estimadopara el per��odo es entorno a �� en cada medida. Cinco oscilaciones son 9 medidas de ~T ,as�� que nuestro error estimado para el per��odo deber��a ser (�=2)=p9 � 0:02. Notemos que laestimaci�on est�a en buen acuerdo con los resultados obtenidos usando la desviaci�on est�andar.Hasta aqu�� todo parece razonable.
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Figura 6.4: Salida del programa p�endulo usando el m�etodo de Euler. El �angulo inicial es�m = 10�, el paso en el tiempo es � = 0:1, y 300 iteraciones fueron calculadas.
Infortunadamente si miramos el gr�a�co 6.4 nos muestra los problemas del m�etodo de Euler.La amplitud de oscilaci�on crece con el tiempo. Ya que la energ��a es proporcional al �angulom�aximo, esto signi�ca que la energ��a total se incrementa en el tiempo. El error global detruncamiento en el m�etodo de Euler se acumula en este caso. Para pasos de tiempos peque~nos� = 0:05 e incrementos en el n�umero de pasos (600) podemos mejorar los resultados, ver �gura6.5, pero no eliminamos el error. El m�etodo del punto medio tiene la misma inestabilidadnum�erica.Usando el m�etodo de Verlet con �m = 10�, el paso en el tiempo � = 0:1 y 300 iteracionesobtenemos los resultados gra�cados en 6.5. Estos resultados son mucho mejores; la amplitudde oscilaci�on se mantiene cerca de los 10� y h ~T i = 6:275�0:037. Afortunadamente el m�etodode Verlet, el del \salto de rana" y el de Euler-Cromer no sufren de la inestabilidad num�ericaencontrada al usar el m�etodo de Euler.Para �m = 90�, la primera correcci�on para la aproximaci�on de �angulo peque~no, ecuaci�on(6.38), da T = 7:252. Usando el m�etodo de Verlet, el programa da un per��odo estimado deh ~T i = 7:414 � 0:014, lo cual indica que (6.38) es una buena aproximaci�on (alrededor de un



192 CAP�ITULO 6. EDO: M�ETODOS B�ASICOS.

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

0 5 10 15 20 25 30

A
ng

ul
o 

[g
ra

do
s]

Tiempo

Figura 6.5: Salida del programa p�endulo usando el m�etodo de Euler. El �angulo inicial es�m = 10�, el paso en el tiempo es � = 0:05 y 600 iteraciones fueron calculadas.
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Figura 6.6: Salida del programa p�endulo usando el m�etodo de Verlet. El �angulo inicial es�m = 10�, el paso en el tiempo es � = 0:1 y 300 iteraciones fueron calculadas.
2 % de error), a�un para �angulos grandes. Para el �angulo muy grande de �m = 170�, vemosla trayectoria en la �gura 6.6. Notemos como la curva tiende a aplanarse en los puntos deretorno. En este caso el per��odo estimado es h ~T i = 15:3333� 0:0667, mientras que (6.38) daT = 9:740, indicando que esta aproximaci�on para (6.37) deja de ser v�alida para este �angulotan grande.
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Figura 6.7: Salida del programa p�endulo usando el m�etodo de Verlet. El �angulo inicial es�m = 170�, el paso en el tiempo es � = 0:1 y 300 iteraciones fueron calculadas.
6.3. Listado de los programas.
6.3.1. balle.cc
#include "NumMeth.h"
int main(){ const double Cd=0.35;const double rho=1.293; // [kg/m^3]const double radio=0.037; // [m]double A= M_PI*radio*radio ;double m=0.145; // [kg]double g=9.8; // [m/s^2]double a = -Cd*rho*A/(2.0e0*m) ;

double v0, theta0, tau;ofstream salida ("salida.txt") ;ofstream salidaT ("salidaT.txt") ;
double x0, y0;x0=0.0e0 ;cout << "Ingrese la altura inicial [m] : ";cin >> y0;cout << "Ingrese la velocidad inicial [m/s]: ";cin >> v0;
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cout <<"Ingrese angulo inicial (grados): ";cin >> theta0;
int flagRA = 2 ;while (flagRA!=0 && flagRA !=1) {cout <<"Con resistencia del aire, Si= 1, No= 0: ";cin >> flagRA;}cout <<"Ingrese el paso en el tiempo, tau en [s]: ";cin >> tau ;double vxn=v0*cos(M_PI*theta0/180.0) ;double vyn=v0*sin(M_PI*theta0/180.0) ;double xn=x0 ;double yn=y0 ;double tiempo = -tau;while( yn >= y0) {tiempo +=tau ;salidaT << x0+v0*cos(M_PI*theta0/180.0) *tiempo <<" " ;salidaT << y0+v0*sin(M_PI*theta0/180.0) *tiempo -g*tiempo*tiempo/2.0e0<< endl;salida << xn << " " << yn << endl;if(flagRA==0) a=0.0e0 ;double v=sqrt(vxn*vxn+vyn*vyn) ;double axn= a*v*vxn ;double ayn= a*v*vyn -g ;double xnp1 = xn + tau*vxn ;double ynp1 = yn + tau*vyn ;double vxnp1 = vxn + tau*axn;double vynp1 = vyn + tau*ayn;vxn=vxnp1;vyn=vynp1;xn=xnp1 ;yn=ynp1 ;}cout << "Tiempo de vuelo: " << tiempo<< endl;cout << "Alcance: " << xn<<endl;salida.close();return 0;}

6.3.2. pendulo.cc#include "NumMeth.h"
int main(){
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int respuesta=2 ;while(respuesta != 0 && respuesta !=1 ) {cout << "Eliga el metodo: Euler=0 y Verlet=1: " ;cin >> respuesta ;}double theta1 ;double omega1 = 0.0e0;cout << "Ingrese el angulo inicial (grados): ";cin >> theta1 ;theta1*=M_PI/180.0e0 ;double tau ;cout << "Ingrese el paso de tiempo: ";cin >> tau ;int pasos ;cout << "Ingrese el numero de pasos: ";cin >> pasos ;
double * periodo = new double[pasos] ;
ofstream salida ("salidaPendulo.txt");
double theta0= theta1-tau*omega1-tau*tau*sin(theta1) ;
double thetaNm1=theta0 ;double thetaN=theta1 ;double omegaN=omega1;
double thetaNp1, omegaNp1 ;
int nK=1;int M=0 ;
for(int i=1; i< pasos; i++) {double alphaN=-sin(thetaN);if(respuesta==0) { // EulerthetaNp1=thetaN+tau*omegaN ;omegaNp1=omegaN+tau*alphaN ;} else {thetaNp1=2.0e0*thetaN-thetaNm1+tau*tau*alphaN ;}salida << (i-1)*tau<<" " <<thetaNp1*180/M_PI<< endl ;if (thetaNp1*thetaN<0) {if(M==0) {periodo[M++]=0.0e0;nK=i ;
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} else {periodo[M++] = 2.0e0*tau*double(i-nK);nK=i ;}}

thetaNm1=thetaN ;thetaN=thetaNp1 ;omegaN=omegaNp1 ;}double Tprom=0.0e0;for (int i=1; i < M; i++) Tprom+=periodo[i] ;Tprom/=double(M-1) ;double ssr=0.0 ;for (int i=1; i < M; i++) ssr+=(periodo[i]-Tprom)* (periodo[i]-Tprom);ssr/=double(M-2);double sigma =sqrt(ssr/double(M-1)) ;cout <<" Periodo = "<< Tprom << "+/-"<< sigma << endl ;salida.close() ;delete [] periodo;return 0;}



Cap��tulo 7
Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias II: M�etodos Avanzados.

versi�on 3.2 16 Diciembre 20031En el cap��tulo anterior aprendimos c�omo resolver ecuaciones diferenciales ordinarias usan-do algunos m�etodos simples. En este cap��tulo haremos algo de mec�anica celeste b�asica co-menzando con el problema de Kepler. Al calcular la �orbita de un sat�elite peque~no alrededorde un cuerpo masivo (e.g un cometa orbitando el Sol), descubriremos que m�etodos muchom�as so�sticados son necesarios para manipular sistemas simples de dos cuerpos.
7.1. �Orbitas de cometas.
7.1.1. Ecuaciones b�asicas.Considere el problema de Kepler en el cual un peque~no sat�elite, tal como un cometa, orbitael Sol. Usamos un sistema de coordenadas Copernicano y �jamos el Sol en el origen. Por ahora,consideremos solamente la fuerza gravitacional entre el cometa y el Sol, y despreciemos todaslas otras fuerzas (e.g., fuerzas debidas a los planetas, viento solar). La fuerza sobre el cometaes ~F = �GmMj~r j3 ~r ; (7.1)
donde ~r es la posici�on del cometa, m es su masa, M = 1:99� 1030 [kg] es la masa del Sol, yG = 6:67� 10�11 [m3/kg s2] es la constante gravitacional.Las unidades naturales de longitud y tiempo para este problema no son metros ni segun-dos. Como unidad de distancia usaremos la unidad astron�omica [AU], 1 AU=1:496�1011 [m],la cual es igual a la distancia media de la Tierra al Sol. La unidad de tiempo ser�a el [a~no]AU (el per��odo de una �orbita circular de radio 1 [AU]). En estas unidades, el productoGM = 4�2 [AU3/a~no2]. Tomaremos la masa del cometa, m, como la unidad; en unidadesMKS la masa t��pica de un cometa es 1015�3 [kg].Ahora tenemos su�ciente para ensamblar nuestro programa, pero antes hagamos unar�apida revisi�on de lo que sabemos de �orbitas. Para un tratamiento completo podemos recurrir1Este cap��tulo est�a basado en el tercer cap��tulo del libro: Numerical Methods for Physics, second editionde Alejandro L. Garcia, editorial Prentice Hall.
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a algunos textos de mec�anica est�andar, tales como Symon2o Landau y Lifshitz3. La energ��atotal del sat�elite es E = 12mv2 � GMmr ; (7.2)donde r = j~r j y v = j~v j. Esta energ��a total es conservada, tal como el momento angular,~L = ~r � (m~v) : (7.3)Ya que este problema es bidimensional, consideraremos el movimiento en el plano x-y. El�unico componente distinto de cero del momento angular est�a en la direcci�on z.Cuando la �orbita es circular, en el sistema de referencia que gira con el sat�elite, la fuerzacentr��fuga es compensada por la fuerza gravitacional,mv2r = GMmr2 ; (7.4)o v =rGMr : (7.5)Por colocar algunos valores, en una �orbita circular en r = 1 [AU] la velocidad orbital es v = 2�[AU/a~no] (cerca de 30.000 [km/h]). Reemplazando la ecuaci�on (7.5) en (7.2), la energ��a totalen una �orbita circular es E = �GMm2r : (7.6)En una �orbita el��ptica, los semiejes mayores y menores, a y b, son desiguales (�gura 7.1). La
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Figura 7.1: �Orbita el��ptica alrededor del Sol.
excentricidad, e, est�a de�nida como

e =r1� b2a2 : (7.7)2K. Symon, Mechanics (Reading Mass.: Addison-Wesley, 1971).3L. Landau and E. Lifshitz, Mechanics (Oxford: Pergamon, 1976).
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Nombre del Cometa T [a~nos] e q [AU] i Primera pasadaEncke 3.30 0.847 0.339 12.4� 1786Biela 6.62 0.756 0.861 12.6� 1772Schwassmann-Wachmann 1 16.10 0.132 5.540 9.5� 1925Halley 76.03 0.967 0.587 162.2� 239 a.c.Grigg-Mellish 164.3 0.969 0.923 109.8� 1742Hale-Bopp 2508.0 0.995 0.913 89.4� 1995Cuadro 7.1: Datos orbitales de algunos cometas.

La excentricidad de la Tierra es e = 0:017, por lo tanto esta �orbita est�a muy cercana de sercircular. La distancia del Sol al perihelio (punto de mayor aproximaci�on) es q = (1� e)a; ladistancia del Sol al afelio es Q = (1 + e)a.La ecuaci�on (7.6) tambi�en se mantiene para una �orbita el��ptica, si reemplazamos el radiocon el semieje mayor; por lo tanto la energ��a total es
E = �GMm2a : (7.8)

Note que E � 0. De las ecuaciones (7.2) y (7.8), encontramos que la velocidad orbital comofunci�on de la distancia radial es
v =sGM �2r � 1a� : (7.9)

La velocidad es m�axima en el perihelio y m��nima en el afelio, la raz�on entre las velocidadesest�a dada por Q=q. Finalmente, usando la conservaci�on de momento angular, podr��amosderivar la tercera ley de Kepler, T 2 = 4�2GMa3 ; (7.10)donde T es el per��odo de la �orbita.Los datos orbitales para unos pocos cometas bien conocidos est�an dados en la tabla 7.1.La inclinaci�on, i, es el �angulo entre el plano orbital del cometa y el plano ecl��ptico (el planode la �orbita de los planetas). Cuando la inclinaci�on es menor que los 90�, se dice que la �orbitaes directa, cuando es mayor que 90�, se dice que la �orbita es retr�ograda (i.e., orbita el Sol enla direcci�on opuesta a la de los planetas).
7.1.2. Programa orbita.Un programa simple, llamado orbita, que calcula las �orbitas para el problema de Keplerusando varios m�etodos num�ericos es propuesto en la tabla 7.2. El m�etodo de Euler, descritoen el cap��tulo anterior, calcula la trayectoria del cometa como

~rn+1 = ~rn + �~vn ; (7.11)~vn+1 = ~vn + �~a(~rn) ; (7.12)
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Fijar la posici�on y velocidad inicial del cometa.Fijar los par�ametros f��sicos (m, G, etc.).Iterar sobre el n�umero deseado de pasos usando el m�etodo num�erico especi�cado.� Grabar posici�on y la energ��a para gra�car.� Calcular la nueva posici�on y velocidad usando:� M�etodo de Euler (7.11), (7.12) o;� M�etodo de Euler-Cromer (7.13), (7.14) o;� M�etodo Runge-Kutta de cuarto orden (7.30), (7.31) o;� M�etodo de Runge-Kutta adaptativo.Gra�car la trayectoria del cometa.Gra�car la energ��a del cometa versus el tiempo.

Cuadro 7.2: Bosquejo del programa orbita, el cual calcula la trayectoria de un cometa usandovarios m�etodos num�ericos.
donde ~a es la aceleraci�on gravitacional. De nuevo, discretizamos el tiempo y usamos la nota-ci�on fn � f(t = (n� 1)�), donde � es el paso tiempo.El caso de prueba m�as simple es una �orbita circular. Para un radio orbital de 1 [AU], laecuaci�on (7.5) da una velocidad tangencial de 2� [AU/a~no]. Unos 50 puntos por revoluci�onorbital nos dar��a una suave curva, tal que � = 0:02 [a~nos] (o cercano a una semana) esun paso de tiempo razonable. Con esos valores, el programa orbita usando el m�etodo deEuler, da los resultados mostrados en la �gura 7.2. Inmediatamente vemos que la �orbita no escircular, pero una espiral hacia fuera. La raz�on es clara desde el gr�a�co de energ��a; en vez deser constante, la energ��a total aumenta continuamente. Este tipo de inestabilidad se observa,tambi�en, en el m�etodo de Euler para el p�endulo simple. Afortunadamente hay una soluci�onsimple a este problema: el m�etodo Euler-Cromer para calcular la trayectoria~vn+1 = ~vn + �~a(~rn) ; (7.13)~rn+1 = ~rn + �~vn+1 : (7.14)Note que el s�olo cambio del m�etodo de Euler en que primero calculamos la nueva velocidad,~vn+1, y luego la usamos en el c�alculo de la nueva posici�on. Para las mismas condicionesiniciales y paso de tiempo, el m�etodo de Euler-Cromer da resultados mucho mejores, comolos mostrados en la �gura 7.3. La �orbita es casi circular, y la energ��a total se conserva.Las energ��as potencial y cin�etica no son constantes, pero este problema podr��a ser mejoradousando un paso de tiempo peque~no. El programa �orbita tambi�en da la opci�on de usar elm�etodo de Runge-Kutta, el cual es descrito en las pr�oximas dos secciones.Aunque el m�etodo de Euler-Cromer hace un buen trabajo para bajas excentricidades,tiene problemas con �orbitas m�as el��pticas, como se muestra en la �gura 7.4. Note que si la
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Figura 7.2: Gr�a�co de la trayectoria y la energ��a desde el programa orbita usando el m�etodode Euler. La distancia radial inicial es 1 [AU] y la velocidad tangencial inicial es 2� [AU/a~no].El paso en el tiempo es � = 0:02 [a~nos]; y 200 pasos son calculados. Los resultados est�an endesacuerdo con la predicci�on te�orica de una �orbita circular con energ��a total constante.

energ��a llega a ser positiva; el sat�elite alcanza la velocidad de escape. Si bajamos el paso detiempo desde � = 0:02 [a~nos] a � = 0:005 [a~nos] obtenemos mejores resultados, como losmostrados en la �gura 7.5. Estos resultados no son del todo perfectos; la �orbita puede seruna elipse cerrada, pero todav��a tiene una notable deriva esp�uria.
En este punto usted se podr��a estar preguntando, \>Por qu�e estamos estudiando esteproblema?, si la soluci�on anal��tica es bien conocida". Es verdad que hay problemas mec�anicoscelestes m�as interesantes (e.g., el efecto de perturbaciones sobre la �orbita, problema de trescuerpos). Sin embargo, antes de hacer los casos complicados podr��amos, siempre, chequearlos algoritmos de problemas conocidos. Suponga que introducimos una peque~na fuerza dearrastre sobre el cometa. Podr��amos pecar de inocentes creyendo que la precisi�on de la �gura7.5 fue un fen�omeno f��sico m�as que un artefacto num�erico.
Claramente, el m�etodo de Euler-Cromer hace un trabajo inaceptable de rastreo de las�orbitas m�as el��pticas. Los resultados mejoran si achicamos el paso de tiempo, pero enton-ces s�olo podemos rastrear unas pocas �orbitas. Suponga que deseamos rastrear cometas paraposibles impactos con la Tierra. Un gran cometa impactando sobre la Tierra ser��a m�as des-tructivo que una guerra nuclear. Muchos cometas tienen �orbitas extremadamente el��pticas yper��odos de cientos de a~nos. Esta amenaza desde el espacio exterior motiva nuestro estudiode m�etodos m�as avanzados para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Figura 7.3: Gr�a�co de la trayectoria y la energ��a desde el programa orbita usando el m�etodode Euler-Cromer. Los par�ametros son los mismos que en la �gura 7.2. Los resultados est�an enun acuerdo cualitativo al menos con la predicci�on te�orica de una �orbita circular con energ��atotal constante.
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Figura 7.4: Gr�a�co de la trayectoria y la energ��a desde el programa orbita usando el m�etodode Euler-Cromer. La distancia radial inicial es 1 [AU] y la velocidad tangencial inicial es� [AU/a~no]. El paso en el tiempo es � = 0:02 [a~nos]; y 200 pasos son calculados. Debido alerror num�erico el cometa alcanza la velocidad de escape, la posici�on �nal es 35 [AU] y laenerg��a total es positiva.
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Figura 7.5: Gr�a�co de la trayectoria y la energ��a desde el programa orbita usando el m�etodode Euler-Cromer. Los par�ametros son los mismos que en la �gura 7.4 excepto que el paso detiempo es m�as peque~no � = 0:005 [a~nos]. Los resultados son mejores, pero a�un presenta unaprecesi�on esp�uria.
7.2. M�etodos de Runge-Kutta.
7.2.1. Runge-Kutta de segundo orden.Ahora miremos uno de los m�etodos m�as populares para resolver num�ericamente las ecua-ciones diferenciales ordinarias: Runge-Kutta. Primero trabajaremos las f�ormulas generales deRunge-Kutta y luego las aplicaremos espec���camente a nuestro problema del cometa. De estamanera ser�a f�acil usar el m�etodo Runge-Kutta para otros sistemas f��sicos. Nuestra ecuaci�ondiferencial ordinaria general toma la formad~xdt = ~f(~x(t); t) ; (7.15)
donde el vector de estado x(t) = [x1(t); x2(t); : : : xN(t)] es la soluci�on deseada. En el problemade Kepler tenemos ~x(t) = [rx(t); ry(t); vx(t); vy(t)] ; (7.16)y

~f(~x(t); t) = �drxdt ; drydt ; dvxdt ; dvydt � ;= [vx(t); vy(t); Fx(t)=m; Fy(t)=m] ; (7.17)
donde rx, vx, y Fx son las componentes x de la posici�on, la velocidad y la fuerza respectiva-mente (y lo mismo para la componente y). Note que en el problema de Kepler, la funci�on fno depende expl��citamente del tiempo sino que s�olo depende de ~x(t).
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Nuestro punto de partida es el m�etodo simple de Euler; en forma vectorial podr��a serescrito como ~x(t+ �) = ~x(t) + � ~f(~x; t) : (7.18)Consideremos la primera f�ormula de Runge-Kutta:

~x(t+ �) = ~x(t) + � ~f �~x ��t+ 12�� ; t+ 12�� ; (7.19)
donde ~x ��t+ 12�� � ~x(t) + 12� ~f(~x; t) : (7.20)Para ver de d�onde viene esta f�ormula, consideremos por el momento el caso de unavariable. Sabemos que la expansi�on de Taylor

x(t+ �) = x(t) + � dx(�)dt ;= x(t) + �f(x(�); �) ; (7.21)
es exacta para alg�un valor de & entre t y t+ � , como se vio en la ecuaci�on (6.10). La f�ormulade Euler toma & = t; Euler-Cromer usa & = t en la ecuaci�on de velocidad y & = t + � en laecuaci�on de posici�on. Runge-Kutta usa & = t+ 12� , lo cual pareciera ser una mejor estimaci�on.Sin embargo, x �t+ 12�� no es conocida, podemos aproximarla de la manera simple: usandoun paso de Euler calculamos x� �t+ 12�� y usando esta como nuestra estimaci�on de x �t+ 12��.A continuaci�on un ejemplo simple usando la f�ormula Runge-Kutta. Consideremos la ecua-ci�on dxdt = �x ; x(t = 0) = 1 : (7.22)La soluci�on de la ecuaci�on (7.22) es x(t) = e�t. Usando el m�etodo de Euler con un paso detiempo de � = 0:1, tenemosx(0:1) = 1 + 0:1(�1) = 0:9 ;x(0:2) = 0:9 + (0:1)(�0:9) = 0:81 ;x(0:3) = 0:81 + 0:1(�0:81) = 0:729 ;x(0:4) = 0:729 + 0:1(�0:729) = 0:6561 :Ahora tratemos con Runge-Kutta. Para hacer una correcta comparaci�on usaremos un pasode tiempo mayor para Runge-Kutta � = 0:2 porque hace el doble de evaluaciones de f(x).Por la f�ormula de Runge-Kutta presentada arriba,x�(0:1) = 1 + 0:1(�1) = 0:9 ;x(0:2) = 1 + 0:2(�0:9) = 0:82 ;x�(0:3) = 0:82 + 0:1(�0:82) = 0:738x(0:4) = 0:82 + 0:2(�0:738) = 0:6724 :Podemos comparar esto con la soluci�on exacta x(0:4) = exp(�0:4) � 0:6703. Claramente,Runge-Kutta lo hace mucho mejor que Euler; los errores porcentuales absolutos son 0.3 % y2.1 % respectivamente.
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7.2.2. F�ormulas generales de Runge-Kutta.La f�ormula discutida arriba no es la �unica posible para un Runge-Kutta de segundo orden.Aqu�� hay una alternativa:

~x(t+ �) = ~x(t) + 12� [~f(~x(t); t) + ~f(~x �(t+ �); t+ �)] ; (7.23)donde ~x �(t+ �) � ~x(t) + � ~f(~x(t); t) : (7.24)Para entender este esquema, consideremos nuevamante el caso en una variable. En nuestraf�ormula original, estimamos que f(x(&); &) como 12 [f(x; t) + f(x �(t+ �); t+ �)].Estas expresiones pueden ser deducidas usando la expansi�on de Taylor con dos variables,
f(x+ h; t+ �) = 1Xn=0 1n! �h @@x + � @@t�n f(x; t) ; (7.25)

donde todas las derivadas son evaluadas en (x, t). Para una f�ormula general de Runge-Kuttade segundo orden queremos obtener una expresi�on de la siguiente formax(t+ �) = x(t) + w1�f(x(t); t) + w2�f(x�; t+ ��) ; (7.26)donde x� � x(t) + ��f(x(t); t) : (7.27)Hay cuatro coe�cientes no especi�cados: �, �, w1 y w2. Note que cubrimos las ecuaciones(7.19) y (7.20) eligiendo los valores
w1 = 0 ; w2 = 1 � = 12 ; � = 12 ; (7.28)y las ecuaciones (7.23) y (7.24) eligiendo
w1 = 12 ; w2 = 12 ; � = 1 ; � = 1 : (7.29)Deseamos seleccionar cuatro coe�cientes tal que tengamos una precisi�on de segundo orden;esto es deseamos calzar la serie de Taylor a trav�es de los t�erminos de la segunda derivada.Los detalles del c�alculo se proponen como un ejercicio, pero cualquier grupo de coe�cientessatisfacen las relaciones siguientes w1 + w2 = 1, �w2 = 1=2 y � = � dar�an un esquemaRunge-Kutta de segundo orden. El error de truncamiento local es O(� 3), pero la expresi�onexpl��cita no tiene una forma simple. No est�a claro que un esquema sea superior al otro yaque el error de truncamiento, siendo una funci�on complicada de f(x; t), variar�a de problemaa problema.

7.2.3. Runge-Kutta de cuarto orden.Presentamos las f�ormulas de Runge-Kutta de segundo orden porque es f�acil de comprendersu construcci�on. En la pr�actica, sin embargo, el m�etodo m�as com�unmente usado es la siguientef�ormula de cuarto orden:~x(t+ �) = ~x(t) + 16� h~F1 + 2~F2 + 2~F3 + ~F4i ; (7.30)
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donde ~F1 = ~f(~x; t) ;~F2 = ~f �~x+ 12� ~F1; t+ 12�� ;

~F3 = ~f �~x+ 12� ~F2; t+ 12�� ;~F4 = ~f(~x+ � ~F3; t+ �) :
(7.31)

El siguiente extracto del Numerical Recipes4 resume mejor el estado que las f�ormulas dearriba tienen en el mundo del an�alisis num�erico:Para muchos usuarios cient���cos, el m�etodo de Runge-Kutta de cuarto orden no ess�olo la primera palabra en esquemas de integraci�on para ecuaciones diferencialesordinarias, si no que es la �ultima tambi�en. De hecho, usted puede ir bastante lejoscon este viejo caballito de batalla, especialmente si los combina con un algor��tmode paso adaptativo. . . Bulirsch-Stoer o los m�etodos predictor-corrector pueden sermucho m�as e�cientes para problemas donde se require una alta precisi�on. Estosm�etodos son los �nos caballos de carrera mientras que Runge-Kutta es el �elcaballo de tiro.Usted se preguntar�a, >por qu�e f�ormulas de cuarto orden y no de orden superior? Bien, losm�etodos de orden superior tienen un error de truncamiento mejor, pero tambi�en requierenm�as c�alculo, esto es, m�as evaluaciones de f(x; t). Hay dos opciones, hacer m�as pasos con un �peque~no usando un m�etodo de orden inferior o hacer pocos pasos con un � m�as grande usandoun m�etodo de orden superior. Ya que los m�etodos de Runge-Kutta de �ordenes superiores sonmuy complicados, el esquema de cuarto orden dado anteriormente es muy conveniente. Entrepar�entesis, el error de truncamiento local para Runge-Kutta de cuarto orden es O(� 5).
Entradas: ~x(t), t, � , ~f(~x; t;�), y �.Salidas: ~x(t+ �).Evaluaci�on ~F1, ~F2, ~F3 y ~F4 usando ecuaci�on (7.31).C�alculo de ~x(t+ �) usando Runge-Kutta de cuarto orden, usando ecuaci�on (7.30).

Cuadro 7.3: Bosquejo de la funci�on rk4, la cual eval�ua un paso simple usando el m�etodoRunge-Kutta de cuarto orden.
Para implementar m�etodos de cuarto orden para nuestro problema de la �orbita, usaremosla funci�on rk4 (tabla 7.3). Esta funci�on toma como datos: el estado actual del sistema, ~x(t); el4W. Press, B. Flannery, S. Tukolsky and W. Vetterling, Numerical Recipes in fortran, 2nd ed. (Cam-bridge: Cambridge University Press 1992).
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Entradas: ~x(t), t (no se usa), GM .Salidas: d~x(t)=dt.Eval�ua la aceleraci�on ~a = �(GM~r= j~r j3).Retorno: d~x(t)=dt = [vx; vy; ax; ay].

Cuadro 7.4: Bosquejo de la funci�on gravrk, la cual es usada por la funci�on Runge-Kutta paraevaluar las ecuaciones de movimiento para el problema de Kepler.
paso de tiempo para ser usado, � ; el tiempo actual, t; la funci�on ~f(~x(t); t;�); donde � es unalista de par�ametros usados por ~f . La salida es el nuevo estado del sistema, ~x(t+ �), calculadopor el m�etodo de Runge-Kutta. Usando Runge-Kutta de cuarto orden da los resultadosmostrados en la �gura 7.6, la cual es mucho mejor que las obtenidas usando el m�etodo deEuler-Cromer (�gura 7.5).
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Figura 7.6: Gr�a�co de la trayectoria y la energ��a desde el programa orbita usando el m�etodode Runge-Kutta. La distancia radial inicial es 1 [AU] y la velocidad tangencial inicial es� [AU/a~no]. El paso en el tiempo es � = 0:005 [a~nos]; y 200 pasos son calculados. Comparemoscon la �gura 7.5.
7.2.4. Pasando funciones a funciones.La funci�on de Runge-Kutta rk4 es muy simple, pero introduce un elemento de progra-maci�on que no hemos usado antes. La funci�on ~f(~x; t;�) est�a introducida como un par�ametrode entrada a rk4. Esto nos permite usar rk4 para resolver diferentes problemas cambiando
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simplemente la de�nici�on de ~f (como lo haremos en la �ultima secci�on). Para el problema deKepler, la funci�on gravrk (tabla 7.4) de�ne la ecuaci�on de movimiento devolviendo dx/dt,ecuaci�on (7.17).En C++ el puntero a la funci�on ~f(~x; t;�) es pasado como par�ametro a rk4. El programaorbita llama a rk4 comork4( state, nState, time, tau, gravrk, param) ;donde el vector de estado es ~x = [rx; ry; vx; vy]. En el inicio del archivo, la funci�on gravrk esdeclarada con el prototipovoid gravrk( double * x, double t, double param, double * deriv );La primera l��nea de rk4 esvoid rk4(double * x, int nX, double t, double tau,void (*derivsRK) (double *, double, double, double *) , double param)Cuando es llamado por orbita, esta funci�on recibe un puntero a gravrk en la variablederivsRK. Dentro de rk4, la sentencia(*derivsRK)( x, t, param, F1 ) ;es equivalente agravrk( x, t, param, F1 ) ;ya que dervsRK apunta a gravrk.
7.3. M�etodos adaptativos
7.3.1. Programas con paso de tiempo adaptativo.Ya que el m�etodo de Runge-Kutta de cuarto orden es m�as preciso (errores de truncamientopeque~nos), hace un mejor trabajo dentro de una �orbita altamemente el��ptica. A�un para unadistancia inicial al afelio de 1 [AU] y una velocidad inicial en el afelio de �=2 [AU/a~no] usandoun paso tiempo tan peque~no como � = 0:0005 [a~nos] (� 412 [hrs]), la energ��a total var��a sobreel 7 % por �orbita. Si pensamos la f��sica, llegamos a que realizar una integraci�on con un pasopeque~no es s�olo necesaria cuando el cometa haga su acercamiento m�as pr�oximo, punto en elcual su velocidad es m�axima. Cualquier error peque~no en la trayectoria cuando rodea al Solcausa una gran desviaci�on en la energ��a potencial.La idea ahora es dise~nar un programa que use un paso de tiempo peque~no cuando el come-ta est�a cerca del Sol y pasos de tiempo grande cuando est�a lejos. Tal como est�a, normalmentetenemos s�olo una idea apr�oximada de lo que � pudiera ser; ahora tenemos que seleccionar un�m��n y un �m�ax y una manera de intercambiar entre ellos. Si tenemos que hacer esto por pruebay error manual, podr��a ser peor que haci�endolo por la fuerza bruta calculando con un pasode tiempo peque~no toda la trayectoria. Idealmente, deseamos estar completamente liberadosde tener que especi�car un paso de tiempo. Deseamos tener una trayectoria calculada de la
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misma posici�on inicial hasta alg�un tiempo �nal con la seguridad de que la soluci�on es correctaa una precisi�on especi�cadaLos programas adaptativos continuamente monitorean la soluci�on y modi�can el paso detiempo para asegurar que se mantenga la precisi�on especi�cada por el usuario. Esos programaspueden hacer algunos c�alculos extras para optimizar la elecci�on de � , en muchos casos estetrabajo extra vale la pena. Aqu�� est�a una manera para implementar esta idea: dado el estadoactual ~x(t), el programa calcula ~x(t + �) como siempre, y luego repite el c�alculo haciendoloen dos pasos, cada uno con paso de tiempo �2 . Visualmente, esto es

x  (t+  )b τ
x  (t+  )s τx (t)

x (t+     )τ/2
paso pequeñopaso pequeño

paso grande

La diferencia entre las dos respuestas, ~xb(t+�) y ~xs(t+�), estima el error de truncamientolocal. Si el error es tolerable, el valor calculado es aceptado y un valor mayor de � es usadoen la pr�oxima iteraci�on. Por otra parte, si el error es muy grande, la respuesta es rebotada, elpaso de tiempo es reducido y el procedimiento es repetido hasta que se obtenga una respuestaaceptable. El error de truncamiento estimado para el actual paso de tiempo puede guiarnosen seleccionar en nuevo paso de tiempo para la pr�oxima iteraci�on.
7.3.2. Funci�on adaptativa de Runge-Kutta.Aqu�� mostramos c�omo una iteraci�on adaptativa puede ser implementada para un esquemade Runge-Kutta de cuarto orden: llamemos � al error de truncamiento; sabemos que � / � 5para un esquema Runge-Kutta de cuarto orden. Supongamos que el paso de tiempo actual�ant da un error de �c = j ~xb � ~xs j; esta es nuestra estimaci�on para el error de truncamiento.Dado que deseamos que el error sea menor o igual que el error ideal especi�cado por elusuario, le llamamos �i; luego, el nuevo paso de tiempo estimado es

�est = � ���� �i�c
����1=5 : (7.32)

Ya que esto es s�olo una estimaci�on, el nuevo paso de tiempo es �nuevo = S1�est, donde S1 < 1.Esto nos hace sobreestimar el cambio cuando disminuimos � y subestimar el cambio cuan-do lo aumentamos. Malogramos los esfuerzos computacionales cada vez que rebotamos unarespuesta y necesitamos reducir el paso de tiempo, por lo tanto es mejor ajustar �nuevo < �est.Podr��amos poner un segundo factor de seguridad, S2 < 1, para asegurarse que el programano sea demasiado entusiasta en aumentar o disminuir precipitadamente el paso de tiempo.Con ambas precauciones, el nuevo paso de tiempo es
�nuevo =

8><>:
S2�ant si S1�est > S2�ant�=S2 si S1�est < �ant=S2S1�est en otro caso : (7.33)
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Entradas: ~x(t), t, � , �i, ~f(~x; t;�), y �.Salidas: x(t0), t0, �nuevo.Fijar las variables inicialesIterar sobre el n�umero deseado de intentos para satisfacer el error l��mite.� Tomar dos peque~nos pasos de tiempo.� Tomar un �unico paso grande de tiempo.� Calcule el error de truncamiento estimado.� Estime el nuevo valor de � (incluyendo factores de seguridad).� Si el error es aceptable, regresar los valores calculados.Mostrar un mensaje de error si el error l��mite nunca es satisfecho.

Cuadro 7.5: Bosquejo de la funci�on rka, la cual eval�ua un �unico paso usando un m�etodoadaptativo de Runge-Kutta de cuarto orden.
Esto obliga a asegurar que nuestro nueva estimaci�on para � nunca aumente o decrezcapor m�as que un factor S2. Por supuesto, este nuevo � podr��a ser insu�cientemente peque~no,y tendr��amos que continuar reduciendo el paso de tiempo; pero al menos sabr��amos que noocurrir�a de un modo incontrolado.Este procedimiento no es \a prueba de balas", los errores de redondeo llegan a ser signi-�cativos en pasos de tiempos muy peque~nos. Por esta raz�on la iteraci�on adaptativa podr��afallar para encontrar un paso de tiempo que de la precisi�on deseada. Debemos mantener estalimitaci�on en mente cuando especi�quemos el error aceptable. Una funci�on de Runge-Kuttaadaptativa, llamada rka, es esbozada en la tabla 7.5. Note que los datos de entrada en lasecuencia de llamada son los mismos que para rk4, excepto por la suma de �i, el error idealespeci�cado. Las salidas del rka son el nuevo estado del sistema, ~x(t0); el tiempo nuevo, t0 yel nuevo paso de tiempo, � nuevo, el cual podr��a ser usado la pr�oxima vez que sea llamadala rka.Usando el m�etodo de Runge-Kutta adaptativo, el programa orbita da los resultados enla �gura 7.7 para una �orbita altamente el��ptica. Notemos que el programa toma muchos m�aspasos en el perihelio que en el afelio. Podemos comparar con los resultados usando el m�etodode Runge-Kutta no adaptativo (�gura 7.6) en el cual los pasos en el perihelio son ampliamenteespaciados. Una gr�a�ca de los pasos de tiempo versus la distancia radial (�gura 7.8) muestraque � var��a casi tres �ordenes de magnitud. Interesantemente esta gr�a�ca revela una relaci�onexponencial aproximada de la forma � / pr3. Por supuesto esta dependencia nos recuerdala tercera ley de Kepler, ecuaci�on (7.10). Esperamos alguna dispersi�on en los puntos, ya quenuestra rutina adaptada solamente estima el paso de tiempo �optimo.
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Figura 7.7: Gr�a�co de la trayectoria y la energ��a desde el programa orbita usando el m�etodode Runge-Kutta adaptativo. La distancia radial inicial es 1 [AU] y la velocidad tangencialinicial es �=2 [AU/a~no]. El paso inicial en el tiempo es � = 0:1 [a~nos]; y 40 pasos soncalculados.
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7.4. Listados del programa.
7.4.1. orbita.cc#include "NumMeth.h"
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const double GM=4.0e0*M_PI*M_PI ;const double masaCometa = 1.0e0 ;const double adaptErr = 1.0e-3;
void rk4(double * x, int nX, double t, double tau,void(*derivsRK)(double *, double, double, double *),double param){ double * F1=new double [nX] ;double * F2=new double [nX] ;double * F3=new double [nX] ;double * F4=new double [nX] ;double * xtemp=new double [nX] ;

// Evaluemos F1=f(x,t)(*derivsRK) (x, t, param, F1) ;
double half_tau = tau/2.0e0;double t_half = t+half_tau ;double t_full = t+tau ;
// Evaluamos F2=f(x+tau*F1/2, t+tau/2)for(int i=0; i<nX; i++) xtemp[i]=x[i]+half_tau*F1[i] ;(*derivsRK) (xtemp, t_half, param, F2) ;
// Evaluamos F3=f(x+tau*F2/2, t+tau/2)for(int i=0; i<nX; i++) xtemp[i]=x[i]+half_tau*F2[i] ;(*derivsRK) (xtemp, t_half, param, F3) ;
// Evaluamos F4=f(x+tau*F3, t+tau)for(int i=0; i<nX; i++) xtemp[i]=x[i]+tau*F3[i] ;(*derivsRK) (xtemp, t_full, param, F4) ;
// Retornamos x(t+tau)
for(int i=0; i<nX; i++) x[i] += tau*(F1[i]+F4[i]+2.0e0*(F2[i]+F3[i]))/6.0e0 ;
delete [] F1; delete [] F2; delete [] F3; delete [] F4;delete [] xtemp ;}

void rka ( double * x, int nX, double & t, double & tau, double erro,void(*derivsRK)(double *, double, double, double *),double param){
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double tSave = t ;double safe1 = 0.9, safe2 = 4.0 ; //factores de seguridad
double * xSmall = new double[nX] ;double * xBig = new double[nX] ;int maxTray=100 ;for (int iTray=0; iTray<maxTray; iTray++) {// Tomemos dos peque{\~n}os pasos en el tiempodouble half_tau = 0.5*tau ;for (int i =0; i < nX; i++) xSmall[i]=x[i] ;rk4( xSmall, nX, tSave, half_tau, derivsRK, param) ;t= tSave + half_tau ;rk4( xSmall, nX, t, half_tau, derivsRK, param) ;// Tomemos un solo tiempo grandefor (int i =0; i < nX; i++) xBig[i]=x[i] ;rk4( xBig, nX, tSave, tau, derivsRK, param) ;

// Calculemos el error de truncamiento estimadodouble erroRatio = 0.0e0 ;double eps = 1.0e-16 ;for (int i = 0 ; i < nX; i++) {double scale = erro * (fabs(xSmall[i]) + fabs(xBig[i]))/2.0e0 ;double xDiff = xSmall[i] - xBig[i] ;double ratio = fabs(xDiff)/(scale+eps) ;erroRatio = (erroRatio > ratio ) ? erroRatio:ratio ;}// Estimamos el nuevo valor de tau (incluyendo factores de seguridad)double tau_old= tau ;tau = safe1*tau_old*pow(erroRatio, -0.20) ;tau = (tau > tau_old/safe2) ? tau:tau_old/safe2 ;tau = (tau < safe2*tau_old) ? tau:safe2*tau_old ;
// Si el error es aceptable regrese los valores computadosif ( erroRatio < 1 ) {for (int i =0 ; i < nX; i++) x[i]=xSmall[i] ;return ;}}cout << "Error: Runge-Kutta adaptativo fallo" << endl ;exit(-1) ;}

void gravrk( double * x, double t, double param, double * deriv){
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double gm=param ;double rX=x[0], rY=x[1];double vX=x[2], vY=x[3] ;double mod_r= sqrt(rX*rX+rY*rY) ;double aX= -gm*rX/(mod_r*mod_r*mod_r) ;double aY= -gm*rY/(mod_r*mod_r*mod_r) ;
// Retorna la derivada
deriv[0] = vX;deriv[1] = vY;deriv[2] = aX;deriv[3] = aY;}

int main(){ ofstream salidaO ("Orbita.txt") ;ofstream salidaE ("Energia.txt") ;ofstream salidaT ("Tau.txt") ;
double r0 ;cout << "Ingrese la distancia radial inicial [AU]: " ;cin >> r0 ;double vT ;cout << "Ingrese la velocidad tangencial inicial [AU/a{\~n}os]: " ;cin >> vT ;double x0=r0 ;double y0=0.0e0;double vx0=0.0e0 ;double vy0=vT;//// Suponemos angulo inicial nulo//int metodo = 0 ;while( metodo < 1|| metodo > 4 ) {cout << "Ingrese el m{\'e}todo num{\'e}rico a usar :" << endl ;cout << "\t Metodo de Euler \t\t\t[1]" << endl;cout << "\t Metodo de Euler-Cromer \t\t[2]" << endl;cout << "\t Metodo de Runge-Kutta 4 orden \t\t[3]" << endl;cout << "\t Metodo de Runge-Kutta adaptativo \t[4]" << endl;cout << "elija: " ;cin >> metodo ;}double tau ;
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cout << "Ingrese paso en el tiempo: " ;cin >> tau ;int numPasos ;cout << "Ingrese el numero de pasos: " ;cin >> numPasos ;
double param=GM ;const int dimX= 4;double * x = new double[dimX] ;
double xN= x0;double yN= y0;double vxN=vx0;double vyN=vy0;double vxNp1, vyNp1, xNp1, yNp1;double tiempo = 0.0e0 ;
for(int pasos=0; pasos < numPasos; pasos++) {double r =sqrt(xN*xN+yN*yN) ;double v2 =vxN*vxN+vyN*vyN ;double theta= atan2(yN, xN) ;salidaO << theta << " " << r << endl ;

double Ep = -GM*masaCometa/r ;double Ek = masaCometa*v2/2.0e0 ;double ET= Ep+Ek ;
salidaE<< tiempo << " " << Ek<< " " << Ep<<" " << ET << endl ;
double modr3=pow(xN*xN+yN*yN, 3.0e0/2.0e0) ;double axN= -GM*xN/modr3 ;double ayN= -GM*yN/modr3 ;switch( metodo ) {case 1: { // EulervxNp1=vxN+tau*axN ;vyNp1=vyN+tau*ayN ;xNp1= xN+tau* vxN ;yNp1= yN+tau* vyN ;tiempo += tau ;}break ;case 2: { // Euler-CromervxNp1=vxN+tau*axN ;vyNp1=vyN+tau*ayN ;xNp1= xN+tau* vxNp1 ;
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yNp1= yN+tau* vyNp1 ;tiempo += tau ;}break ;case 3: { // Runge-Kutta 4to Ordenx[0] = xN;x[1] = yN;x[2] = vxN;x[3] = vyN;rk4( x, dimX, tiempo, tau, gravrk, param);xNp1=x[0] ;yNp1=x[1];vxNp1=x[2];vyNp1=x[3];tiempo += tau ;}break ;case 4: {x[0] = xN;x[1] = yN;x[2] = vxN;x[3] = vyN;rka( x, dimX, tiempo, tau, adaptErr, gravrk, param);double distancia = sqrt( x[0]*x[0]+x[1]*x[1]) ;salidaT<< distancia << " " <<tau << endl ;xNp1=x[0] ;yNp1=x[1];vxNp1=x[2];vyNp1=x[3];}}xN=xNp1 ;yN=yNp1 ;vxN=vxNp1 ;vyN=vyNp1 ;}salidaO.close() ;salidaE.close() ;salidaT.close() ;delete [] x;return 0;}



Cap��tulo 8
Resolviendo sistemas de ecuaciones.

versi�on �nal 2.20-0304071En este cap��tulo aprenderemos a c�omo resolver sistemas de ecuaciones de ambos tipos,lineal y no lineal. Ya conocemos los algoritmos b�asicos para los sistemas lineales: eliminarvariables hasta que tengamos una sola ecuaci�on con una sola inc�ognita. Para sistemas no-lineales desarrollamos un esquema iterativo que en cada paso resuelve una versi�on linealizadade estas ecuaciones. Para mantener la continuidad, la discusi�on ser�a motivada por el c�alculodel estado estacionario, un importante tema en ecuaciones diferenciales ordinarias.
8.1. Sistemas de ecuaciones lineales.
8.1.1. Estado estacionario de EDO.En el cap��tulo pasado, nosotros vimos c�omo resolver ecuaciones diferenciales ordinariasde la forma d~xdt = ~f(~x; t) ; (8.1)donde ~x = [x1; x2; : : : ; xN ]. Dada una condici�on inicial para las N variables xi(t) = 0, nosotrospodemos calcular la serie de tiempo xi(t) por una variedad de m�etodos (e.g. Runge-Kutta).Los ejemplos que hemos estudiado hasta aqu�� han sido aquellos conocidos como sistemasaut�onomos donde ~f(~x; t) = ~f(~x), esto es, ~f no depende expl��citamente del tiempo. Parasistemas aut�onomos, a menudo existe una importante clase de condiciones iniciales para lascuales xi(t) = xi(0) para todo i y t. Estos puntos, en el espacio N -dimensional de nuestrasvariables, son llamados estado estacionario. Si nosotros partimos de un estado estacionario nosquedamos ah�� para siempre. Localizar los estados estacionarios para ecuaciones diferencialesordinarias es importante, ya que ellos son usados en el an�alisis de bifurcaciones.2Es f�acil ver que ~x � = [x�1; x�2; : : : ; x�N ] es un estado estacionario si y s�olo si~f(~x �) = 0 ; (8.2)o fi(x�1; x�2; : : : ; x�N) = 0 ; para todo i, (8.3)1Este cap��tulo est�a basado en el cuarto cap��tulo del libro: Numerical Methods for Physics, second editionde Alejandro L. Garcia, editorial Prentice Hall.2R. Seydel, From Equilibrium to Chaos, Practical Bifurcation and Stability Analysis (New York: Elsevier,1988).
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ya que esto implica que d~x �=dt = 0. Localizar los estados estacionarios se reduce al problemade resolver N ecuaciones con N inc�ognitas xi �. Este problema es tambi�en llamado \encontrarlas raices de f(x)".Como un ejemplo, consideremos el p�endulo simple; el estado est�a descrito por el �angulo� y la velocidad angular !. Los estados estacionarios se encuentran al resolver las ecuacionesno lineales � gL sen �� = 0 ; !� = 0 : (8.4)Las raices son �� = 0;��;�2�; : : : y !� = 0. Por supuesto que no todos los sistemas son tanf�aciles de resolver.Deber��a ser claro que encontrar raices tiene muchas m�as aplicaciones que calcular losestados estacionario. En este cap��tulo consideraremos una variedad de maneras para resolverambos sistemas lineales y sistemas no lineales. En esta secci�on y en la pr�oxima consideraremossistemas lineales, dejando los sistemas no lineales para la parte �nal del cap��tulo.
8.1.2. Eliminaci�on Gaussiana.El problema de resolver fi(fxjg) = 0 se divide en dos importantes clases. En esta secci�onconsideramos el caso f�acil cuando fi(fxjg) es una funci�on lineal. El problema en ese caso sereduce a resolver un sistema de N ecuaciones con N inc�ognitas.a11x1 + a12x2 + : : :+ a1NxN � b1 = 0a21x1 + a22x2 + : : :+ a2NxN � b2 = 0... ... ... ...aN1x1 + aN2x2 + : : :+ aNNxN � bN = 0 ;

(8.5)
o en forma matricial �A~x�~b = 0 ; (8.6)donde �A =

264a11 a12 : : :a21 a22 : : :... ... . . .
375 ; ~x =

264x1x2...
375 ; ~b =

264b1b2...
375 : (8.7)

Sabemos c�omo resolver este conjunto de ecuaciones. Combinando las ecuaciones paraeliminar variables hasta que tengamos una sola ecuaci�on con una sola inc�ognita. Hagamosun ejemplo simple para revisar c�omo el procedimiento trabaja. Tomemos las ecuacionesx1 + x2 + x3 = 6 ;�x1 + 2x2 = 3 ;2x1 + x3 = 5 : (8.8)
Deseamos eliminar x1 de la segunda y de la tercera ecuaci�on. Para llevar a cabo esto, primerosumamos la primera y la segunda y despu�es restamos dos veces la primera a la tercera. Estonos da x1 + x2 + x3 = 6 ;3x2 + x3 = 9 ;�2x2 � x3 = �7 : (8.9)
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Ahora, eliminamos x2 de la �ultima ecuaci�on multiplicando la segunda ecuaci�on por �23 y larestamos de la tercera, d�andonos

x1 + x2 + x3 = 6 ;3x2 + x3 = 9 ;�13x3 = �1 : (8.10)
Este procedimiento es llamado eliminaci�on hacia adelante. Si se tienen N ecuaciones, elimi-namos x1 de las ecuaciones 2 hasta la N , luego eliminamos x1 y x2 de las ecuaciones 3 hastala N , y as�� sucesivamente. La �ultima ecuaci�on s�olo contendr�a la variable xN .Volviendo al ejemplo, es ahora trivial resolver la tercera ecuaci�on resultando x3 = 3.Podemos ahora sustituir este valor en la segunda ecuaci�on obteniendo 3x2 + 3 = 9, tal quex2 = 2. Finalmente, introduciendo los valores de x2 y x3 en la primera ecuaci�on obtenemosx1 = 1. Este segundo procedimiento es llamado sustituci�on hacia atr�as. Deber��a ser claroc�omo esto trabaja con sistemas grandes de ecuaciones. Usando la �ultima ecuaci�on obtenemosxN , �este es usado en la pen�ultima ecuaci�on para obtener xN�1 y as�� seguimos.Este m�etodo de resolver sistemas de ecuaciones lineales por eliminaci�on hacia adelantey luego sustituci�on hacia atr�as es llamado eliminaci�on Gaussiana.3 Esta es una secuenciarutinaria de pasos que es simple para un computador realizar sistem�aticamente. Para Necuaciones con N inc�ognitas, el tiempo de computaci�on para eliminaci�on Gaussiana va comoN3. Afortunadamente, si el sistema es esparcido o ralo4 (la mayor��a de los coe�cientes soncero), el tiempo de c�alculo puede ser considerablemente reducido.
8.1.3. Pivoteando.La eliminaci�on Gaussiana es un procedimiento simple, sin embargo, se debe estar concientede sus riesgos. Para ilustrar la primera fuente de problemas, consideremos el conjunto deecuaciones �x1 + x2 + x3 = 5 ;x1 + x2 = 3 ;x1 + x3 = 4 : (8.11)
En el l��mite � ! 0 la soluci�on es x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3. Para estas ecuaciones, el primerpaso de la eliminaci�on hacia adelante podr��a partir por multiplicar la primera ecuaci�on por(1=�) y sustray�endola de la segunda y tercera ecuaciones, lo que da

�x1 + x2 + x3 = 5 ;(1� 1=�)x2 � (1=�)x3 = 3� 5=� ;�(1=�)x2 + (1� 1=�)x3 = 4� 5=� : (8.12)
Por supuesto, si � = 0 tenemos grandes problemas, ya que el factor 1=� estalla. A�un si � 6= 0,pero es peque~no, vamos a tener serios problemas de redondeo. Supongamos que 1=� es tan3G.E. Forsythe and C.B. Moler, Computer Solution of Linear Algebraic System (Upper Saddle River, N.J.:Prentice-Hall, 1967).4sparse
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grande que (C � 1=�) ! �1=�, donde C es del orden de la unidad. Nuestras ecuaciones,despu�es del redondeo, llegan a ser

�x1 + x2 + x3 = 5 ;�(1=�)x2 � (1=�)x3 = �5=� ;�(1=�)x2 � (1=�)x3 = �5=� : (8.13)
En este punto est�a claro que no podemos proceder ya que la segunda y la tercera ecuaci�on en(8.13) son ahora id�enticas; no tenemos m�as que tres ecuaciones independientes. El pr�oximopaso de eliminaci�on ser��a transformar la tercera ecuaci�on en (4.13) en la tautolog��a 0 = 0.Afortunadamente, hay una soluci�on simple: intercambiar el orden de las ecuaciones antesde realizar la eliminaci�on. Cambiando las ecuaciones primera y segunda en (8.11),

x1 + x2 = 3 ;�x1 + x2 + x3 = 5 ;x1 + x3 = 4 : (8.14)
El primer paso de la eliminaci�on hacia adelante nos da las ecuaciones

x1 + x2 = 3 ;(1� �)x2 + x3 = 5� 3� ;�x2 + x3 = 4� 3 : (8.15)
El redondeo elimina los t�erminos proporcionales a �, dando

x1 + x2 = 3 ;x2 + x3 = 5 ;�x2 + x3 = 1 : (8.16)
El segundo paso de eliminaci�on hacia adelante elimina x2 de la tercera ecuaci�on en (8.16)usando la segunda ecuaci�on,

x1 + x2 = 3 ;x2 + x3 = 5 ;2x3 = 6 : (8.17)
Se puede comprobar f�acilmente que la sustituci�on hacia atr�as da x1 = 1, x2 = 2, y x3 = 3, lacual es la respuesta correcta en el l��mite �! 0.Los algoritmos que reordenan las ecuaciones cuando ellas sit�uan elementos peque~nos en ladiagonal son llamados pivotes. A menudo si todos los elementos de una matriz son inicialmentede una magnitud comparable, el procedimiento de eliminaci�on hacia adelante podr��a producirpeque~nos elementos sobre la diagonal principal. El precio de pivotear es s�olo un par de l��neasextras en el programa, pero es esencial usar pivoteo para todas, no s�olo para las matrices m�aspeque~nas. A�un con el pivoteo, no podemos garantizar estar a salvo de problemas de redondeosi se trata de matrices muy grandes.
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8.1.4. Determinantes.Es f�acil obtener el determinante de una matriz usando la eliminaci�on Gaussiana. Despu�esde completar la eliminaci�on hacia adelante, uno simplemente calcula el producto de los coe-�cientes de los elementos diagonales. Tomamos nuestro ejemplo original, ecuaci�on (8.8). Lamatriz es �A = 24 1 1 1�1 2 02 0 1

35 : (8.18)
Completada la eliminaci�on hacia adelante, ecuaci�on (8.10), el producto de los coe�cientes delos elementos diagonales es (1)(3)(�13) = �1, el cual, usted puede comprobar, es el determi-nante de �A. Este m�etodo es sut��lmente m�as complicado cuando se usa el pivoteo. Si el n�umerode pivoteos es impar, el determinante es el producto negativo de los coe�cientes de los elemen-tos de la diagonal. Ahora deber��a ser obvio que la regla de Cramer es computacionalmenteuna manera ine�ciente para resolver el conjunto de ecuaciones lineales.
8.1.5. Eliminaci�on Gaussiana en Octave.No necesitamos escribir un programa en Octave para realizar la eliminaci�on Gaussianacon pivoteo. En vez de esto nosotros podemos usar las capacidades de manipulaci�on dematrices que viene con Octave. En Octave, la eliminaci�on Gaussiana es una rutina primitiva,tal como las funciones seno o ra��z cuadrada. Como con cualquier rutina \enlatada", usteddeber��a entender, en general, como trabaja y reconocer posibles problemas, especialmente loscomputacionales (e.g., >poner sqrt(-1) retorna un n�umero imaginario o un error?).Octave implementa la eliminaci�on de Gauss usando los operadores slash / y backslash \.El sistema de ecuaciones lineales ~x �A = ~b donde ~x y ~b son vectores �la, se resuelve usandoel operador slash como ~x = ~b= �A. El sistema de ecuaciones lineales �A~x = ~b donde ~x y ~b sonvectores columna, se resuelve usando el operador backslash como ~x = ~b\ �A. Como un ejemplo,tomemos la ecuaci�on (8.11) con � = 0, escrito en forma matricial240 1 11 1 01 0 1

3524x1x2x3
35 = 24534

35 (8.19)
Usando Octave en forma interactiva la soluci�on es ilustrada a continuaci�on:octave> A=[0 1 1; 1 1 0; 1 0 1];octave> b=[5;3;4];octave> x=A\b;octave> disp(x);123Claramente, Octave usa pivoteo en este caso. Los operadores slash y backslash pueden serusados de la misma manera en programas. El comando en Octave para el determinante deuna matriz es det(A).
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8.1.6. Eliminacion Gaussiana con C++ de objetos matriciales.El uso de arreglos multidimensionales en C++ no es del todo comodo. Las maneras usualesde declarar un arreglo de M �N de n�umeros con punto 
otante en doble precisi�on son:const int M=3, N=3;double A[M][N] ;para asignaci�on est�atica de memoria yint M, N. . . // Se fijan valores a M y Ndouble * * A = new double * [M] ; // asignacion de un vector de punterosfor(int i=0;i<M;i++) {A[i] = new double [N] ; // asignacion de memoria para cada fila}para un reserva din�amica (no olvide desasignar cada �la con un delete[]). Una asignaci�onest�atica es simple pero r��gida, ya que las dimensiones son constantes �jas. Cuando el arregloest�atico es pasado a una funci�on, esta funci�on deber��a declarar alg�un arreglo con el mismon�umero de columnas de acuerdo al arreglo a ser indexado apropiadamente. Una asignaci�ondin�amica es 
exible pero es dif��cil de manejar, aunque los detalles pueden ser escondidosdentro de funciones separadas. Accesar elementos fuera de los contornos del arreglo es unerror de programaci�on com�un (bug) el cual es dif��cil de rastrear con arreglos din�amicos.C++ nos permite corregir estas de�ciencias creando nuestros propios tipos de variables.Estas variables de�nidas por el usuario son llamadas clases de objetos. De aqu�� en adelanteusaremos la clase Matrix para declarar arreglos de una o dos dimensiones de n�umeros de punto
otante. Esta clase est�a enteramente declarada dentro del archivo de cabecera Matrix.h eimplementada dentro de Matrix.cc. Algunos ejemplos de declaraci�on de objetos de Matrixsonint M=3, N=2 ;Matrix A(M,N), b(N), x(3) ;Aunque esto se parece a una asignaci�on de arreglo est�atico, note que las dimensiones no sonconstantes �jas. Tanto vectores unidimensionales como matrices bidimensionales pueden serdeclarados; las anteriores son tratadas como matrices de una sola columna. Los valores enestas variables pueden ser �jados por la declaraci�on de asignamientoA(0,0)=0; A(0,1)=1; A(0,2)=1;A(1,0)=1; A(1,1)=1; A(1,2)=0;A(2,0)=1; A(2,1)=0; A(2,2)=1;b(1)=5; b(2)=3; b(3)=4.El formato para el objeto Matrix es A(i; j) en vez de A[i][j], para distinguirlos de los arreglosC++ convencionales.Un objeto Matrix conoce sus dimensiones, y usted puede obtenerlas usando las funcionesmiembros nRow() y nCol(). Por ejemplo:
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Entradas: �A, ~b.Salidas: ~x, det �A.Fija el factor de escala, si = maxj(jAi;j j) para cada �la.Itera sobre las �las k = 1; : : : ; (N � 1).� Selecciona la columna a pivotear a partir de maxj(jAi;j j)=si.� Realiza pivoteos usando la lista de ��ndice de columnas.� Realiza la eliminaci�on hacia adelante.Calcula el determinante det �A, como producto de los elementos de la diagonal.Realiza la sustituci�on hacia atr�as.

Cuadro 8.1: Bosquejo de la funci�on ge, la cual resuelve un sistema de ecuaciones lineales�A~x = ~b por eliminaci�on Gaussiana. La funci�on tambi�en devuelve el determinante de �A.
int m = A.nRow(), n = A.nCol() ;asigna m y n a las dimensiones de A. La veri�caci�on de los contornos se realiza cada vez queun objeto Matrix es indexado. Las l��neasMatrix newA(3, 7) ; // Una matriz no cuadrada de 3 por 7newA(4,5) = 0; // Fuera de los limitesproduce el mensage de error: Indice de fila fuera de los limites cuando el programaes corrido. Esto signi�ca que al menos uno de los ��ndices i no satisface la condici�on 0 < i � N .Los objetos Matrix autom�aticamente liberan la memoria que les fue asignada cuando ellosexceden su alcance (scope), por lo tanto no es necesario invocar delete.Para asignar todos los elementos de un objeto Matrix a un valor dado usamos la funci�onmiembro set(double x ), por ejemplo A.set(1.0). Una matriz entera puede ser asignada aotra del mismo tama~no (e.g., Matrix C(3,3); C=A;). Sin embargo, a diferencia de las matri-ces de Octave, operaciones aritm�eticas como 2*A no est�an a�un implementadas. Operacionesde este tipo deber��an ser llevadas a cabo elemento por elemento, t��picamente usando ciclosfor.La rutina de eliminaci�on Gaussiana ge, la cual usa los objetos tipo Matrix, es descritaen la tabla 8.1. Declarando y asignando la matriz A y los vectores b y x como arriba, unprograma puede llamar esta rutina comodouble determ = ge(A, b, x) ; // Eliminacion Gaussianacout << x(1) << ", " << x(2) << ", " << x(3) << endl ;cout << "Determinante = " << determ << endl ;para resolver el sistema lineal �A~x = ~b y calcular el determinante de �A.
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8.2. Matriz inversa.
8.2.1. Matriz inversa y eliminaci�on Gaussiana.En la secci�on previa hemos revisado c�omo resolver un conjunto de ecuaciones simult�aneaspor eliminaci�on de Gauss. Sin embargo, si usted est�a familiarizado con el �algebra lineal,probablemente podr��a escribir la soluci�on de�A~x = ~b ; (8.20)como ~x = �A�1~b ; (8.21)donde �A�1 es la matriz inversa de �A. No nos deber��a sorprender que el c�alculo de la matrizinversa est�e relacionada al algoritmo para resolver un conjunto de ecuaciones lineales. Usual-mente la inversa de una matriz es calculada por aplicaciones repetidas de eliminaciones deGauss (o una variante de descomposici�on llamada LU).La inversa de una matriz est�a de�nida por la ecuaci�on�A �A�1 = �I ; (8.22)donde �I es la matriz identidad

�I =
26664

1 0 0 : : :0 1 0 : : :0 0 1 : : :... ... ... . . .
37775 : (8.23)

De�niendo los vectores columna
ê1 =

26664
100...
37775 ; ê2 =

26664
010...
37775 ; : : : ; êN =

26664
...001
37775 ; (8.24)

podr��amos escribir la matriz identidad como una vector �la de los vectores columna�I = �ê1 ê2 : : : êN� : (8.25)Si resolvemos el conjunto de ecuaciones lineales,�A~x1 = ê1 : (8.26)El vector soluci�on ~x1 es la primera columna de la inversa �A�1. Si procedemos de esta maneracon los otros ê calcularemos todas las columnas de �A�1. En otras palabras, nuestra ecuaci�onpara la matriz inversa �A �A�1 = �I es resuelta escribi�endola como�A �x̂1 x̂2 : : : x̂N� = �ê1 ê2 : : : êN� : (8.27)
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Entradas: �A.Salidas: �A�1, det �A.Matriz �b es inicializada a la matriz identidad.Fija el factor de escala, si = maxj(jAi;j j) para cada �la.Itera sobre las �las k = 1; : : : ; (N � 1).� Selecciona la columna a pivotear a partir de maxj(jAi;j j)=si.� Realiza pivoteos usando la lista de ��ndice de columnas.� Realiza la eliminaci�on hacia adelante.Calcula el determinante det �A, como producto de los elementos de la diagonal.Realiza la sustituci�on hacia atr�as.

Cuadro 8.2: Bosquejo de la funci�on inv, la cual calcula el inverso de una matriz y su deter-minante.
Despu�es de calcular los ~x, construimos �A�1 como

�A�1 �x̂1 x̂2 : : : x̂N� =
26664

(~x1)1 (~x2)1 : : : (~xN)1(~x1)2 (~x2)2 : : : (~xN)2... ... . . . ...(~x1)N (~x2)N : : : (~xN)N
37775 (8.28)

donde(~xi)j es el elemento j de ~xi.La tabla 8.2 muestra la funci�on inv para calcular la inversa de una matriz. En Octave,inv(A) es una funci�on internamente construida que regresa a la matriz inversa de A . Esposible resolver un sistema de ecuaciones lineales usando la matriz inversa, pero hacer estoes usualmente sobrepasarse. Una excepci�on podr��a ser el caso donde deseamos resolver unn�umero de problemas similares en el cual la matriz �A es �ja pero el vector ~b toma muchosvalores diferentes. Finalmente, aqu�� hay una f�ormula manual para tener presente: la inversade una matriz 2� 2 es
�A�1 = 1a11a22 � a12a21

� a22 �a12�a21 a11
� : (8.29)

Para matrices mayores las f�ormulas r�apidamente llegan a ser muy desordenadas.
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8.2.2. Matrices singulares y patol�ogicas.Antes que regresemos a la F��sica, discutamos otro posible riesgo en resolver sistemas deecuaciones lineales. Consideremos las ecuacionesx1 + x2 = 12x1 + 2x2 = 2 : (8.30)
Note que realmente no tenemos dos ecuaciones independientes, ya que la segunda es s�olo eldoble de la primera. Estas ecuaciones no tienen una soluci�on �unica. Si tratamos de hacer unaeliminaci�on hacia adelante, obtenemos

x1 + x2 = 10 = 0 ; (8.31)
y no se puede hacer nada m�as.Otra manera de mirar este problema es ver que la matriz

�A = �1 12 2� (8.32)
no tiene inversa. Una matriz sin inversa se dice que es singular. Una matriz singular tam-bi�en tiene un determinante nulo. Las matrices singulares no siempre son evidentes. >Podr��aadivinar si esta matriz 241 2 34 5 67 8 9

35
es singular?Aqu�� est�a lo que pasa en Octave cuando tratamos de resolver (8.30)octave:1> A=[1 1; 2 2];octave:2> b=[1; 2];octave:3> x=A\b;warning: matrix singular to machine precision, rcond = 0Dependiendo de su compilador, la rutina inv de C++ probablemente retorne in�nito o arrojeun mensage de error. En algunos casos la rutina calcula una inversa para una matriz singular,pero naturalmente la respuesta es espuria.Algunas veces la matriz no es singular pero est�a tan cerca de serlo que los errores deredondeo podr��an \empujarla al abismo". Un ejemplo trivial ser��a�1 + � 12 2� ; (8.33)
donde � es un n�umero muy peque~no. A una matriz se le dice patol�ogica cuando est�a muycerca de ser singular.Si usted sospecha que est�a tratrando con una matriz patol�ogica cuando resuelve �A~x = ~b,entonces calcule el error absoluto, ��� �A~x�~b ��� = ���~b ��� para comprobar si ~x es una soluci�on precisa.
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Formalmente, la condici�on num�erica est�a de�nida como la \distancia" normalizada entreuna matriz y la matriz singular m�as cercana5. Hay una variedad de maneras para de�nirla distancia, dependiendo del tipo de norma usada. La funci�on de Octave cond(A) regresala condici�on num�erica de una matriz A. Una matriz con una gran condici�on num�erica espatol�ogica. Un peque~no determinante puede algunas veces advertirnos que la matriz podr��aser patol�ogica, pero la condici�on num�erica es el criterio real.6

8.2.3. Osciladores arm�onicos acoplados.En el comienzo de este cap��tulo, discutimos el problema de encontrar los estados es-tacionarios de ecuaciones diferenciales ordinarias. Un ejemplo can�onico de un sistema coninteracciones lineales es el caso de osciladores arm�onicos acoplados. Consideremos el sistemamostrado en la �gura 8.1; las constantes de resorte son k1; : : : ; k4. La posici�on de los bloques,relativas a la pared izquierda, son x1; x2 y x3. La distancia entre las paredes es LP , y laslongitudes naturales de los resortes son L1; : : : ; L4. Los bloques son de ancho despreciable.

x1

x2

Lp

Figura 8.1: Sistema de bloques acoplados por resortes anclados entre paredes.
La ecuaci�on de movimiento para el bloque i esdxidt = vi ; dvidt = 1miFi ; (8.34)donde Fi es la fuerza neta sobre el bloque i. En el estado estacionario, las velocidades vi, sonnulas y las fuerzas netas, Fi son cero. Esto es justo el caso de equilibrio est�atico. Nuestrotrabajo ahora es encontrar las posiciones en reposo de las masas. Expl��citamente las fuerzasnetas son F1 = �k1(x1 � L1) + k2(x2 � x1 � L2)F2 = �k2(x2 � x1 � L2) + k3(x3 � x2 � L3)F3 = �k3(x3 � x2 � L3) + k4(Lp � x3 � L4) (8.35)

o en forma matricial,24F1F2F3
35 = 24�k1 � k2 k2 0k2 �k2 � k3 k30 k3 k3 � k4

3524x1x2x3
35� 24 �k1L1 + k2L2�k2L2 + k3L3�k3L3 + k4(L4 � Lp)

35 : (8.36)
5S. Conte and C. de Boor, Elementary Numerical Analysis (New York: McGraw-Hill, 1980).6G.H. Golub and C.F. van Loan, Matrix computation 2d ed. (Baltimore Johns Hopkins University Press,1989).
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Por conveniencia, abreviaremos la ecuaci�on de arriba como ~F = �K~x�~b. En forma matriciallas simetr��as son claras, y vemos que no ser��a dif��cil extender el problema a un sistema m�asgrande de osciladores acoplados. En el estado de equilibrio est�atico las fuerzas netas soniguales a cero, as�� obtenemos el resto de las posiciones de las masas resolviendo �K~x�~b.
8.3. Sistemas de ecuaciones no lineales.
8.3.1. M�etodo de Newton en una variable.Ahora que sabemos c�omo resolver sistemas de ecuaciones lineales, procederemos al casom�as general (y m�as desa�ante) de resolver sistemas de ecuaciones no lineales. Este problemaes dif��cil, tanto que consideraremos primero el caso de una variable. Deseamos resolver parax� tal que f(x�) = 0 : (8.37)donde f(x�) es ahora una funci�on general. Hay un n�umero de m�etodos disponibles paraencontrar raices en una variable. Quiz�as usted conozca algunos m�etodos como el de bisecci�ono de la secante u otros algoritmos. Tambi�en hay algoritmos especializados para cuando f(x)es un polinomio (e.g., funci�on de roots en Octave). En vez de utilizar todos estos esquemas,nos concentraremos en el m�as simple y �util de los m�etodos para el caso general de N variables.El m�etodo de Newton7 est�a basado en la expansi�on de Taylor de f(x) entorno a la ra��zx�. Supongamos que hacemos una estimaci�on acerca de la localizaci�on de la ra��z; llamamosa esta estimaci�on x1. Nuestro error podr��a ser escrito como �x = x1 � x� o x� = x1 � �x.Escribiendo la expansi�on de Taylor de f(x�),

f(x�) = f(x1 � �x) = f(x1)� �xdf(x1)dx + O(�x2) : (8.38)
Note que si x� es una ra��z, f(x�) = 0, as�� podemos resolver para �x

�x = f(x1)f 0(x1) + O(�x2) : (8.39)
Despreciamos el t�ermino O(�x2) (este ser�a nuestro error de truncamiento) y usamos la ex-presi�on resultante de �x para corregir nuestra estimaci�on inicial. La nueva estimaci�on es

x2 = x1 � �x = x1 � f(x1)f 0(x1) : (8.40)Este procedimiento podr��a ser iterado como
xn+1 = xn � f(xn)f 0(xn) ; (8.41)

para mejorar nuestra estimaci�on hasta obtener la precisi�on deseada.El procedimiento iterativo descrito m�as arriba puede entenderse mejor gr�a�camente (�-gura 8.2). Note que en cada paso usamos la derivada de f(x) para dibujar la l��nea tangente a7F.S. Acton, Numerical Methods that Work (New York: Harper&Row, 1970).
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x1 x3

x2 *x x

f(x)

Figura 8.2: Representaci�on gr�a�ca del m�etodo de Newton.
la funci�on. Donde esta l��nea tangente intersecta el eje x es nuestra siguiente estimaci�on de lara��z. Efectivamente, estamos linealizando f(x) y resolviendo el problema lineal. Si la funci�ones bien comportada, pronto ser�a aproximadamente lineal en alguna vecindad cerca de la ra��zx�. Unas pocas notas acerca del m�etodo de Newton: primero, cuando converge, encuentra unara��z muy r�apidamente; pero, desafortunadamente, algunas veces diverge (e.g., f 0(xn) � 0) yfalla. Para funciones bien comportadas, este m�etodo es garantizado que converger si estamossu�cientemente cerca de la ra��z. Por esta raz�on algunas veces est�a combinada con un algoritmom�as lento pero que asegura encontrar la ra��z, tal como la bisecci�on. Segundo, si hay variasraices, la ra��z a la cual el m�etodo converge depende de la estimaci�on inicial (que podr��a noser la ra��z deseada). Hay procedimientos (e.g., \de
ation") para encontrar m�ultiples raicesusando el m�etodo de Newton. Finalmente, el m�etodo es m�as lento cuando se encuentranraices tangentes, tales como para f(x) = x2.
8.3.2. M�etodo de Newton multivariable.No es dif��cil generalizar el m�etodo de Newton a problemas de N variables. Ahora nuestrainc�ognita ~x = [x1 ; x2 ; : : : ; xN ] es un vector �la, y deseamos encontrar los ceros (raices) dela funci�on vector �la ~f(~x) = [f1(~x) ; f2(~x) ; : : : ; fN(~x)] : (8.42)De nuevo, hacemos una estimaci�on inicial para ubicar la ra��z, llamamos a esta estimaci�on ~x1.Nuestro error podr��a ser esrito como �~x = ~x1 � ~x � o ~x � = ~x1 � �~x. Usando la expansi�on deTaylor de ~f(~x1), ~f(~x �) = ~f(~x1 � �~x) = ~f(~x1)� �~x �D(~x1) + O(�~x 2) ; (8.43)donde �D es el Jacobiano, de�nido como

Dij(~x) = @fj(~x)@xi : (8.44)
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Ya que ~x � es la ra��z, ~f(~x �) = 0, como antes podr��amos resolverla para �~x. Despreciando elt�ermino de error, podemos escribir la ecuaci�on (8.43) como~f(~x1) = �~x �D(~x1) ; (8.45)o �~x = ~f(~x1) �D�1(~x1) : (8.46)Nuestra nueva estimaci�on es

~x2 = ~x1 � �~x = ~x1 � ~f(~x1) �D�1(~x1) : (8.47)Este procedimiento puede ser iterado para mejorar nuestra estimaci�on hasta que sea obtenidala precisi�on deseada. Ya que �D cambia en cada iteraci�on, podr��a ser desgastador calcular suinversa. En cambio, usamos la eliminaci�on Gaussiana sobre la ecuaci�on (8.45) para resolverpara �~x, y calcular la nueva estimaci�on como ~x2 = ~x1 � �~x.
8.3.3. Programa del m�etodo de Newton.Para demostrar el m�etodo de Newton, lo usaremos para calcular estados estacionarios delmodelo de Lorenz.A principios de la d�ecada de 1960 el meteor�ologo del MIT, Ed Lorenz, encontr�o que el climaes intr��nsecamente impredecible, no por su complejidad, sino por la naturaleza no lineal de lasecuaciones que lo gobiernan. Lorenz formul�o un modelo simple del clima global, reduciendo elproblema a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de 12 variables. �El observ�o queeste sistema ten��a un comportamiento aperi�odico y que era extremadamente sensible a lascondiciones iniciales. Estudiemos un modelo de Lorenz simpli�cado a tres variablesdxdt = �(y � x) ;dydt = rx� y � xz ;dzdt = xy � bz ;

(8.48)
donde �, r y b son contantes positivas. Estas ecuaciones simples fueron originalmente de-sarrolladas como un modelo para un 
uido con convecci�on. La variable x mide la raz�onde convecci�on, y y z miden los gradientes de temperaturas horizontales y verticales. Lospar�ametros � y b dependen de las propiedades del 
uido y de la geometr��a del contenedor;com�unmente, los valores � = 10 y b = 8=3 son usados. El par�ametro r es proporcional algradiente de temperatura aplicado.Un programa que encuentra las raices de este sistema de ecuaciones usando el m�etodo deNewton, al que llamamos newtn, es esbozado en la tabla 8.3. Este programa llama la funci�onfnewt (tabla 8.4), la cual, dado un ~x = [x ; y ; z] regresa

~f = 24 �(y � x)rx� y � xzxy � bz
35 ; �D = 24 �� � 0r � z �1 �xy x �b

35 : (8.49)
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Conjunto inicial de estimaciones ~x1 y par�ametros �k.Itera sobre el n�umero de pasos deseados.� Eval�ua la funci�on ~f(~xn;�k) y su Jacobiano �D.� Encuentra �~x por la eliminaci�on Gaussiana [ver (8.45)].� Actualiza la estimaci�on para la ra��z usando ~xn+1 = ~xn � �~x.Imprime la estimaci�on �nal de la ra��z.

Cuadro 8.3: Descripci�on del programa newtn, el cual encuentra una ra��z para un conjunto deecuaciones.
Para r = 28, � = 10 y b = 8=3, las tres ra��ces son [x; y; z] = [0; 0; 0], [6p2; 6p2; 27] y[�6p2; �6p2; 27].Un ejemplo de la salida de newtn est�a dada m�as abajo; note que el programa obtiene lara��z [6p2; 6p2; 27].
octave:1> newtnnewtn is the file: ~/cursos/MFM1.apuntes2/programas/newtn.m
newtn - Programa para resolver un sistema de ecuaciones no linealesusando el metodo de Newton. Las ecuaciones estan definidas en fnewt

Entre la estimacion inicial (vector columna): [50; 50; 50]Entre los parametros a: [28 10 8/3]Despues de 10 iteraciones la raiz es8.4853 8.4853 27.0000Otras condiciones iniciales convergen a otras raices. Por ejemplo, comenzando por [2, 2, 2],convergemos a la ra��z [0, 0, 0]; si comenzamos en [5, 5, 5], converge a [�6p2; �6p2; 27]. Co-menzando por el punto [4, 4, 15], el m�etodo converge a una ra��z s�olo despu�es de hacer unaexcursi�on incre��blemente distante del origen.
8.3.4. Continuaci�on.La primera di�cultad con el m�etodo de Newton es la necesidad de dar una buena estima-ci�on inicial para la ra��z. A menudo nuestro problema es de la forma~f(~x �;�) = 0 ; (8.50)donde � es alg�un par�ametro en el problema. Supongamos que conocemos una ra��z ~x �0 para elvalor �0 pero necesitamos encontrar una ra��z para un valor diferente de �a. Intuitivamente,si �a � �0, entonces ~x �0 deber��a ser una buena estimaci�on inicial para encontrar ~x �a usando
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Entradas: ~x = [x; y; z], � = [r; �; b].
Salidas: ~f; �D.Eval�ua ~f por el modelo de Lorenz [(8.49)].Eval�ua el Jacobiano �D para el modelo de Lorenz.

Cuadro 8.4: Descripci�on de la funci�on fnewt, la cual es usada por newtn para encontrar losestados estables de la ecuaci�on de Lorenz.
el m�etodo de Newton. Pero si �a 6� �0, >hay alguna manera para hacer uso de nuestra ra��zconocida?La respuesta es s�� y la t�ecnica es conocida como continuaci�on. La idea es acercarse pocoa poco a �a de�niendo la siguiente secuencia de � :

�i = �0 + (�a � �0) iN ; (8.51)
para i = 1; : : : : : : :; N . Usando el m�etodo de Newton, resolvemos f(~x �1 ;�1) = 0 con ~x �0como la estimaci�on inicial. Si N es su�cientemente grande, entonces �1 � �0 y el m�etodopodr��a converger r�apidamente. Luego usamos ~x �1 como una estimaci�on inicial para resolverf(~x �2 ;�2) = 0; la secuencia contin�ua hasta alcanzar nuestro valor deseado en �a. La t�ecnicade continuaci�on tiene un bene�cio adicional que podemos usar cuando estamos interesadosen conocer no s�olo una ra��z simple, sino conocer como ~x � var��a con �.
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8.4. Listados del programa.
8.4.1. De�nici�on de la clase Matrix.
//// Clase de Matrices doubles//#ifndef _Matrix_h#define _Matrix_h
#include <iostream>#include <string>
class Matrix {private:int nFilP ;int nColP ;int dimP ;double * dataP ;void copy(const Matrix &) ;public:Matrix() ;Matrix( int, int = 1, double = 0.0e0) ;Matrix( const Matrix &) ;~Matrix() ;Matrix & operator = (const Matrix &) ;double & operator () (int, int =0) ;int nRow () const;int nCol () const ;void set(double) ;double maximoF(int) const ;void pivot(int,int) ;void multi(double, int, int ) ;};
ostream & operator << (ostream &, Matrix );
void error ( int, string="Error") ;
Matrix operator * (Matrix, Matrix) ;Matrix operator + (Matrix, Matrix) ;Matrix operator - (Matrix, Matrix) ;
#endif
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8.4.2. Implementaci�on de la clase Matrix.
//// Implementacion de la clase Matrix
#include "Matrix.h"#include <cassert>#include <cstdlib>
// Funcion privada de copiavoid Matrix::copy(const Matrix & mat) {nFilP=mat.nFilP ;nColP=mat.nColP ;dimP = mat.dimP ;dataP = new double[dimP] ;for(int i =0 ; i< dimP; i++) dataP[i]=mat.dataP[i] ;}
// Constructor default Crea una matriz de 1 por 1 fijando su valor a ceroMatrix::Matrix() {Matrix(1) ;}
// Constructor normal Crea una matriz de N por M// y fija sus valores a cero o a un valor ingresadoMatrix::Matrix(int nF, int nC, double v) {error(nF>0 && nC >0, "Una de las dimensiones no es positiva" ) ;nFilP= nF ;nColP = nC ;dimP = nFilP*nColP ;dataP = new double[dimP] ;assert(dataP != 0) ; // Habia memoria para reservarfor (int i=0; i < dimP; i++) dataP[i]=v ;}
// Constructor de copiaMatrix::Matrix( const Matrix & mat) {this->copy(mat) ;// this permite acceder a la misma vartiable como un todo// *this representa la variable, y this un puntero a ella// -> nos permite elegir miembros de la clase pero cuando tenemos el puntero// a la variable y no su valor}
// Destructor
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Matrix::~Matrix() {delete [] dataP ; // Libera la memoria}
// Operador Asignacion, sobrecarga del = para que funcione con MatrixMatrix & Matrix::operator= (const Matrix & mat) {if( this == &mat ) return *this ; // Si ambos lados son iguales no hace nadadelete [] dataP ; // borra la data del lado izquierdothis-> copy(mat) ;return * this ;}
// Funciones simples que retornan el numero de filas y de columnas// el const al final indica que no modifican ningun miembro de la clasaint Matrix::nRow() const {return nFilP; }int Matrix::nCol() const {return nColP;}
// operador Parentesis// Permite accesar los valores de una matriz via el par (i,j)// Ejemplo a(1,1)=2*b(2,3)// Si no se especifica la columna la toma igual a 0double & Matrix::operator() (int indF, int indC) {error(indF>-1 && indF< nFilP, "Indice de fila fuera de los limites") ;error(indC>-1 && indC<nColP, "Indice de columna fuera de los limites" ) ;return dataP[indC+nColP*indF] ;}
void Matrix::set(double value) {for(int i=0; i<dimP; i++) dataP[i]=value ;}
double Matrix::maximoF(int indF) const {error(indF>-1 && indF< nFilP, "Indice de fila fuera en maximoF") ;double max= dataP[nColP*indF];for(int i=nColP*indF; i<nColP*(indF+1); i++ ) {max = (max > fabs(dataP[i]) ) ? max : fabs(dataP[i]) ;}return max ;}
void Matrix::pivot(int indF1, int indF2) {error(indF1>-1 && indF1< nFilP, "Primer indice de fila fuera en Pivot") ;error(indF2>-1 && indF2< nFilP, "Segundo indice de fila fuera en Pivot") ;
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if(indF1==indF2) return ;double paso ;int ind1, ind2 ;for (int i = 0; i < nColP; i++ ) {ind1 = nColP*indF1+i ;ind2 = nColP*indF2+i ;paso = dataP[ind1] ;dataP[ind1] = dataP[ind2] ;dataP[ind2] = paso ;}}

void Matrix::multi(double fact, int indF1, int indF2 ) {int ind1, ind2 ;for (int i = 0; i < nColP; i++ ) {ind1 = nColP*indF1+i ;ind2 = nColP*indF2+i ;dataP[ind2] += fact*dataP[ind1] ;}}
//// IOSTREAM <<//ostream & operator << (ostream & os, Matrix mat ) {for(int indF=0; indF < mat.nRow(); indF++) {os << "| " ;for(int indC=0; indC<mat.nCol(); indC++) {os << mat(indF,indC) << " ";}os << "|"<<endl ;}return os ;}
void error ( int i, string s) {if(i) return ;cout << s<<"\a" <<endl ;exit(-1);}
Matrix operator * (Matrix A , Matrix B) {int nColA = A.nCol() ;int nColB = B.nCol() ;int nFilA = A.nRow() ;
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int nFilB = B.nRow() ;error(nColA == nFilB, "No se pueden multiplicar por sus dimensiones") ;Matrix R(nFilA , nColB ) ;for (int indF = 0; indF<nFilB; indF++){for (int indC=0; indC<nColA; indC++){double sum = 0.0 ;for (int k=0; k < nColA; k++ ) sum += A(indF, k) * B(k, indC) ;R(indF, indC) = sum ;}}return R ;}

Matrix operator + (Matrix A , Matrix B) {int nColA = A.nCol() ;int nColB = B.nCol() ;int nFilA = A.nRow() ;int nFilB = B.nRow() ;error(nFilA == nFilB && nColA== nColB, "tienen dimensiones distintas") ;Matrix R(nFilA , nColA ) ;for (int indF = 0; indF<nFilB; indF++){for (int indC=0; indC<nColA; indC++){R(indF, indC) = A( indF, indC) + B(indF, indC);}}return R ;}
Matrix operator - (Matrix A , Matrix B) {int nColA = A.nCol() ;int nColB = B.nCol() ;int nFilA = A.nRow() ;int nFilB = B.nRow() ;error(nFilA == nFilB && nColA== nColB, "tienen dimensiones distintas") ;Matrix R(nFilA , nColA ) ;for (int indF = 0; indF<nFilB; indF++){for (int indC=0; indC<nColA; indC++){R(indF, indC) = A( indF, indC) - B(indF, indC);}}return R ;}
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8.4.3. Funci�on de eliminaci�on Gaussiana ge.
//// Eliminacion Gaussiana.//
#include "NumMeth.h"#include "Matrix.h"
double ge( Matrix A, Matrix b, Matrix & x){ int nFil = A.nRow() ;int nCol = A.nCol() ;Matrix si (nFil) ;

for ( int indF= 0; indF < nFil ; indF++) si(indF)= A.maximoF(indF) ;double determinante=1.0e0 ;for (int indC= 0; indC< nCol-1; indC++) {// pivoteodouble max = A(indC,indC)/si(indC) ;int indicePivot = indC ;for (int i = indC+1; i < nCol ; i++){if( A(i, indC)/si(i) > max ) {max = A(i,indC)/si(i) ;indicePivot = i ;}}if(indicePivot != indC) {A.pivot(indC, indicePivot) ;b.pivot(indC, indicePivot) ;determinante *= -1.0e0 ;}double Ad= A(indC,indC) ;for (int indF=indC+1; indF< nFil; indF++ ) {double factor = - A(indF, indC)/Ad ;A.multi(factor, indC, indF);b.multi(factor, indC, indF);}}for (int indF= nFil-1; indF >=0; indF--) {double sum =0.0e0 ;for (int i = indF+1; i < nCol; i++) sum += A(indF, i)*x(i) ;x(indF) = b(indF)/A(indF, indF) - sum /A(indF, indF);}double determ = 1.0e0 ;
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for (int i = 0; i < nCol; i++) determ *= A(i,i) ;
return determinante*determ ;}

8.4.4. Funci�on para inversi�on de matrices inv.//// Invierte una matriz//
#include "NumMeth.h"#include "Matrix.h"
double inv( Matrix A, Matrix & invA) {int nFil = A.nRow() ;int nCol = A.nCol() ;error(nFil==nCol, "Matriz no es cuadrada");Matrix e(nFil) ;Matrix x(nFil) ;double deter = 0.0e0 ;invA.set(0.0e0) ;for(int indC=0; indC < nCol; indC++) {e.set(0.0e0) ;e(indC) = 1.0e0;deter = ge( A, e, x) ;error(fabs(deter)>1.0e-10, " Determinante Singular" );for (int indF=0; indF< nFil; indF++) invA(indF, indC) = x(indF) ;}return deter ;}
8.4.5. Programa newtn en Octave.% newtn - Programa para resolver un sistema de ecuaciones no lineales% usando el metodo de Newton. Las ecuaciones estan definidas en fnewtsuppress_verbose_help_message=1;clear all; help newtn;
x0=input('Entre la estimacion inicial (vector columna): ');x=x0;a=input('Entre los parametros a: ');
nStep =10;
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for iStep=1:nStep
[f D] = fnewt(x,a) ;dx=D\f ;x=x-dx;endfprintf('Despues de %g iteraciones la raiz es \n', nStep);disp(x');
Funci�on fnewt en Octave.function [f,D] = fnewt(x,a)
f(1)=a(2)*(x(2)-x(1));f(2)= a(1)*x(1)-x(2)-x(1)*x(3);f(3)=x(1)*x(2)-a(3)*x(3) ;
D(1,1)=-a(2);D(2,1)=a(1)-x(3);D(3,1)=x(2);D(1,2)=a(2);D(2,2)=-1;D(3,2)=x(1);D(1,3)=0;D(2,3)=-x(1);D(3,3)=-a(3);
return
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8.4.6. Programa newtn en c++.
#include <iostream>#include "NumMeth.h"#include "Matrix.h"
void fnewt( Matrix & f, Matrix & D, Matrix xN, Matrix lambda ){ double r= lambda(0) ;double s= lambda(1) ;double b=lambda(2) ;double x=xN(0) ;double y=xN(1) ;double z=xN(2) ;f(0) = s*(y-x) ;f(1) = r*x-y-x*z ;f(2) = x*y-b*z ;D(0,0) = -s ;D(1,0) = r-z ;D(2,0) = y ;D(0,1) = s ;D(1,1)= -1.0e0 ;D(2,1) = x ;D(0,2)=0.0e0 ;D(1,2)= -x ;D(2,2) =-b ;}
double ge( Matrix A, Matrix b, Matrix & x){ int nFil = A.nRow() ;int nCol = A.nCol() ;Matrix si (nFil) ;

for ( int indF= 0; indF < nFil ; indF++) si(indF)= A.maximoF(indF) ;double determinante=1.0e0 ;for (int indC= 0; indC< nCol-1; indC++) {// pivoteodouble max = A(indC,indC)/si(indC) ;int indicePivot = indC ;for (int i = indC+1; i < nCol ; i++){if( A(i, indC)/si(i) > max ) {max = A(i,indC)/si(i) ;indicePivot = i ;}



242 CAP�ITULO 8. RESOLVIENDO SISTEMAS DE ECUACIONES.
}if(indicePivot != indC) {A.pivot(indC, indicePivot) ;b.pivot(indC, indicePivot) ;determinante *= -1.0e0 ;}double Ad= A(indC,indC) ;for (int indF=indC+1; indF< nFil; indF++ ) {double factor = - A(indF, indC)/Ad ;A.multi(factor, indC, indF);b.multi(factor, indC, indF);}}for (int indF= nFil-1; indF >=0; indF--) {double sum =0.0e0 ;for (int i = indF+1; i < nCol; i++) sum += A(indF, i)*x(i) ;x(indF) = b(indF)/A(indF, indF) - sum /A(indF, indF);}double determ = 1.0e0 ;for (int i = 0; i < nCol; i++) determ *= A(i,i) ;

return determinante*determ ;}
int main(){ Matrix D(3,3) ;Matrix f(3) ;Matrix lambda(3), xN(3), xNp1(3), dx(3) ;

cout <<"Ingrese r , Sigma, b : " ;cin >> lambda(0) >> lambda(1) >> lambda(2) ;cout << "Ingrese estimacion inicial : " ;cin>> xN(0) >> xN(1) >> xN(2) ;
int iteraciones ;cout << "Ingrese numero de iteraciones : " ;cin >> iteraciones ;
for (int itera = 0; itera < iteraciones; itera ++ ) {f.set(0.0e0) ;D.set(0.0e0) ;dx.set(0.0e0) ;fnewt(f, D, xN, lambda ) ;
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ge(D, f, dx) ;xNp1=xN-dx ;xN=xNp1 ;cout << xN(0)<< " " << xN(1) << " " << xN(2) << endl ;}cout << xN <<endl ;return 0;}
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Cap��tulo 9
An�alisis de datos.

versi�on 3.0, 02 de Diciembre 20031A menudo se destaca que los sistemas f��sicos simulados sobre un computador son similaresal trabajo experimental. La raz�on de esta analog��a es hecha ya que la simulaci�on computacio-nal produce datos en muchas maneras similares a los experimentos de laboratorio. Sabemosque en el trabajo experimental uno a menudo necesita analizar los resultados y esto es lomismo que con la simulaci�on num�erica. Este cap��tulo cubre parcialmente algunos t�opicos enel an�alisis de datos.
9.1. Ajuste de curvas.
9.1.1. El calentamiento global.En el presente, parece que predicciones sobre el tiempo de largo alcance y precisas nuncase llevar�an a cabo. La raz�on es a causa de las ecuaciones gobernantes que son altamenteno lineales y sus soluciones son extremadamente sensibles a las condiciones iniciales (ver elmodelo de Lorenz). Por otra parte, las predicciones generales acerca del clima terrestre sonposibles. Se pueden predecir si habr�a o no condiciones de sequ��a en �Africa en los pr�oximosa~nos, aunque no la cantidad de precipitaciones de un d��a en particular.El calentamiento global es un importante t�opico actualmente debatido en los foros de in-vestigaci�on sobre clima. El calentamiento es culpa de los gases de invernadero, tal como es eldi�oxido de carbono en la atm�osfera. Estos gases calientan la Tierra porque son transparentesa la radiaci�on de onda corta que llega desde el Sol, pero opacas a la radiaci�on infrarroja desdela tierra. Cient���cos y legisladores todav��a est�an debatiendo la amenaza del calentamientoglobal. Sin embargo, nadie se pregunta qu�e concentraciones de gases invernadero est�an enaumento. Espec���camente, los niveles de di�oxido de carbono han estado �rmemente aumen-tados desde la revoluci�on industrial. La �gura 9.1 muestra el aumento en la concentraci�on dedi�oxido de carbono durante los a~nos ochenta, medidos en Mauna Loa, Hawai.El estudio del calentamiento global ha producido una vasta cantidad de datos, tantomediciones pr�acticas, como datos de las simulaciones computacionales. En este cap��tulo es-tudiaremos algunas t�ecnicas b�asicas para analizar y reducir tales conjuntos de datos. Porejemplo, para los datos mostrados en la �gura 9.1, >cu�al es la raz�on estimada de crecimiento1Este cap��tulo est�a basado en el quinto cap��tulo del libro: Numerical Methods for Physics, second editionde Alejandro L. Garcia, editorial Prentice Hall.
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Figura 9.1: Di�oxido de carbono (en partes por mill�on) medida en Mauna Loa, Hawai desde1981 a 1990. Barra de error estimada es �0 = 0:16 [p.p.m.] .
de la concentraci�on de CO2 por a~no?. Esta es la primera pregunta que motiva nuestro estudiode ajustes de curvas.
9.1.2. Teor��a general.El tipo m�as simple de an�alisis de datos es ajustar una curva. Suponga que tenemos unconjunto de datos deN puntos (xi; yi). Deseamos ajustar estos datos a una funci�on Y (x; fajg),donde fajg es un conjunto de M par�ametros ajustables. Nuestro objetivo es encontrar losvalores de esos par�ametros, para los cuales la funci�on ajusta mejor los datos. Intuitivamente,esperamos que si nuestro ajuste de la curva es bueno, un gr�a�co del conjunto de datos (xi; yi)y la funci�on Y (x; fajg) mostrar�an la curva pasando cerca de los puntos (ver �gura 9.2).Podemos cuanti�car esta sentencia midiendo la distancia entre un punto y la curva.�i = Y (xi; fajg)� yi : (9.1)

Nuestro criterio de ajuste para la curva ser�a que la suma de los cuadrados de los erroressea un m��nimo; esto es, necesitamos encontrar fajg que minimice la funci�on
D(fajg) = NXi=1 �2i = NXi=1 [Y (xi; fajg)� yi]2 : (9.2)
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xiFigura 9.2: Ajuste de datos a una curva.
Esta t�ecnica nos dar�a el ajuste de los cuadrados m��nimos; esta no es la �unica manera deobtener un ajuste de la curva, pero es la m�as com�un. El m�etodo de los m��nimos cuadradosfue el primero usado por Gauss para determinar las �orbitas de los cometas a partir de losdatos observados.A menudo, nuestros datos tienen una barra de error estimada (o intervalo de seguridad),el cual escribimos como yi � �i. En este caso podr��amos modi�car nuestro criterio de ajustetanto como para dar un peso menor a los puntos con m�as error. En este esp��ritu de�nimos

�2(fajg) = NXi=1
��i�i

�2 = NXi=1 [Y (xi; fajg)� yi]2�2i : (9.3)
La funci�on chi-cuadrado es la funci�on de ajuste m�as com�unmente usada, porque si los erroresson distribuidos gaussianamente, podemos hacer sentencias estad��sticas concernientes a lavirtud del ajuste.Antes de continuar, debemos destacar que discutiremos brevemente la validaci�on de lacurva de ajuste. Usted puede ajustar cualquier curva para cualquier conjunto de datos, peroesto no signi�ca que los resultados sean signi�cativos. Para establecer un signi�cado tene-mos que preguntarnos lo siguiente: >cu�al es la probabilidad de que los datos, dado el errorexperimental asociado con cada uno de los puntos, sean descritos por la curva?. Desafortu-nadamente, las hip�otesis de prueba ocupan una porci�on signi�cativa de un curso estad��sticoy est�an fuera de los objetivos de este libro.2
9.1.3. Regresi�on lineal.Primero consideremos ajustar el conjunto de datos con una l��nea recta,

Y (x; fa1; a2g) = a1 + a2x : (9.4)2W. Mendenhall, R.L. Schea�er, and D.D. Wackerly, Mathematical Statistics with Applications (Boston:Duxbury Press, 1981).



248 CAP�ITULO 9. AN�ALISIS DE DATOS.
Este tipo de ajuste de curva es tambi�en conocido como regresi�on lineal. Deseamos determinara1 y a2 tal que

�2(a1; a2) = NXi=1 1�2i (a1 + a2xi � yi)2 ; (9.5)
es minimizada. El m��nimo es encontrado diferenciando (9.5) y ajustando la derivada a cero:

@�2@a1 = 2 NXi=1 1�2i (a1 + a2xi � yi) = 0 ; (9.6)
@�2@a2 = 2 NXi=1 1�2i (a1 + a2xi � yi)xi = 0 ; (9.7)

o
a1S + a2�x� �y = 0 (9.8)a1�x+ a2�x2 � �xy = 0 ; (9.9)

donde
S � NXi=1 1�2i ; �x � NXi=1 xi�2i ; �y � NXi=1 yi�2i ;�x2 � NXi=1 x

2i�2i ; �y2 � NXi=1 y
2i�2i ; �xy � NXi=1 xiyi�2i : (9.10)

Puesto que las sumas pueden ser calculadas directamente de los datos, ellas son constantesconocidas. De este modo tenemos un conjunto lineal de dos ecuaciones simult�aneas en lasinc�ognitas a1 y a2. Estas ecuaciones son f�aciles de resolver:
a1 = �y�x2 � �x�xyS�x2 � (�x)2 ; a2 = S�xy � �x�yS�x2 � (�x)2 : (9.11)

Note que si �i es una constante, esto es, si el error es el mismo para todos los datos, los � secancelan en las ecuaciones (9.11). En este caso, los par�ametros, a1 y a2, son independientes dela barra de error. Es com�un que un conjunto de datos no incluya las barras de error asociadas.Todav��a podr��amos usar las ecuaciones (9.11) para ajustar los datos si tenemos que los �ison constantes (�i=1 siendo la elecci�on m�as simple).Lo siguiente es obtener una barra de error asociado, �aj, para el par�ametro aj de la curvade ajuste. Usando la ley de la propagaci�on de errores,3
�2aj = NXi=1

�@aj@yi
��2i ; (9.12)

3P. Bevington, Data Reduction an Error Analysis for the Physical Sciences 2d ed. (New York: McGraw-Hill, 1992).
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e insertando las ecuaciones (9.11), despu�es de un poco de �algebra obtenemos

�a1 =s �x2S�x2 � (�x)2 ; �a2 =s SS�x2 � (�x)2 : (9.13)
Note que �aj es independiente de yi. Si las barras de error de los datos son constantes(�i = �0), el error en los par�ametros es

�a1 = �0pN
s hx2ihx2i � hxi2 ; �a2 = �0pN

s 1hx2i � hxi2 ; (9.14)
donde

hxi = 1N NXi=1 xi ; hx2i = 1N NXi=1 x2i : (9.15)
Finalmente, si nuestro conjunto de datos no tiene un conjunto de barras de error asociadas,podr��amos estimar �0 a partir de la diferencia muestral de los datos,

�20 � s2 = 1N � 2 NXi=1 [yi � (a1 + a2xi)]2 ; (9.16)
donde s es la desviaci�on est�andar de la muestra. Note que esta varianza muestral est�a nor-malizada por N � 2, puesto que hemos extra��do dos par�ametros a1 y a2, de los datos.Muchos problemas de ajuste de curva no lineales, pueden ser transformados en problemaslineales por un simple cambio de variable. Por ejemplo,

Z(x; f�; �g) = �e�x ; (9.17)
podr��a ser reescrita como las ecuaciones (9.4) usando el cambio de variable

lnZ = Y ; ln� = a1 ; � = a2 : (9.18)
Similarmente, para ajustar una potencia de la forma

Z(t; f�; �g) = �t� ; (9.19)
usamos el cambio de variable

lnZ = Y ; ln t = x ; ln� = a1 ; � = a2 : (9.20)
Estas transformaciones deber��an ser familiares debido a que se usan para gra�car datos enescala semi logar��tmica o escalas log-log.
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9.1.4. Ajuste general lineal de m��nimos cuadrados.El procedimiento de ajuste de m��nimos cuadrados es f�acil de generalizar para funcionesde la forma

Y (x; fajg) = a1Y1(x) + a2Y2(x) + : : :+ aMYM(x) = MXj=1 ajYj(x) : (9.21)
Para encontrar los �optimos par�ametros procedemos como antes encontrando el m��nimo de�2, @�2@aj = @@aj NXi=1 1�2i

( MX
k=1 akYk(x)� yi)2 = 0 ; (9.22)o NXi=1 1�2i Yj(xi)

( MX
k=1 akYk(x)� yi) = 0 ; (9.23)

por lo tanto NXi=1
MX
k=1 Yj(xi)Yk(xi)�2i ak = NXi=1 Yj(xi)yi�2i ; (9.24)

para j = 1; : : : ;M . Este conjunto de ecuaciones es conocida como las ecuaciones normalesdel problema de los m��nimos cuadrados.Las ecuaciones normales son m�as f�aciles de trabajar en forma matricial. Primero, de�na-mos la matriz de dise~no �A, como
�A =

264Y1(xi)=�1 Y2(xi)=�1 : : :Y1(xi)=�2 Y2(xi)=�2 : : :... ... . . .
375 ; Aij = Yj(xi)�i : (9.25)

Note que la matriz de dise~no no depende de yi, los valores de datos, pero depende de xi, estoes, sobre el dise~no del experimento (donde las mediciones son tomadas). Usando la matriz dedise~no, podemos escribir (9.24) comoNXi=1
MX
k=1 AijAikak = NXi=1 Aij yi�2i ; (9.26)

o en forma matricial, ( �AT �A)~a = �AT~b ; (9.27)donde el vector ~b est�a de�nido como bi = yi=�i y �AT es la traspuesta de la matriz de dise~no.Esta ecuaci�on es f�acil de resolver para el par�ametro vector ~a,~a = ( �AT �A)�1 �AT~b : (9.28)Usando este resultado y la ley de propagaci�on de errores, en la ecuaci�on (9.12), encontramosque el error estimado en el par�ametro aj es�aj =pCjj (9.29)
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donde �C = ( �AT �A)�1.Una aplicaci�on com�un de esta formulaci�on general lineal de ajuste de m��nimos cuadradoses el ajuste de los datos polinomiales,

Y (x; fajg) = a1 + a2x+ a3x2 + : : :+ aMxM�1 : (9.30)La matriz de dise~no tiene elementos Aij = ajxj�1I =�i, el cual es un tipo de matriz de Vander-monde. Desafortunadamente estas matrices son notoriamente patol�ogicas, por lo tanto seacuidadoso para M > 10.
9.1.5. Bondades del ajuste.Podemos f�acilmente ajustar cada punto de dato si el n�umero de par�ametros, M , es igualal n�umero de puntos de datos, N . En este caso ya sea que hemos construido una teor��a trivialo no hemos tomado su�cientes datos. En vez de eso, supongamos el escenario m�as com�un enel cual N � M . Porque cada dato de punto tiene un error, no esperemos que la curva paseexactamente a trav�es de los datos. Sin embargo, preguntemos, con las barras de error dadas,>cuan probable es que la curva en efecto describa los datos?. Por supuesto, si no se tienenbarras de error no hay nada que se pueda decir acerca de la bondad del ajuste.El sentido com�un sugiere que si el ajuste es bueno, entonces el promedio de la diferenciadeber��a ser aproximadamente igual a la barra de error,

j yi � Y (xi) j � �i : (9.31)Colocando esto dentro de nuestra de�nici�on para �2, la ecuaci�on (9.3), da �2 � N . Sinembargo, sabemos que entre m�as par�ametros usamos, m�as f�acil es ajustar la curva; el ajustepuede ser perfecto si M = N . Esto sugiere que nuestra regla pr�actica para que un ajuste seabueno es �2 � N �M : (9.32)Por supuesto, este es s�olo un crudo indicador, pero es mejor que una simple ojeada a la curva.Un an�alisis completo podr��a usar � estad��stico para asignar una probabilidad de que los datossean ajustados por la curva.Si encontramos que �2 � N � M , entonces una de dos: no hemos usado una funci�onapropiada, Y (x), para nuestro ajuste de curva o las barras de errores, �I , son demasiadopeque~nas. Por otra parte, si �2 � N �M , el ajuste es tan espectacularmente bueno quepodemos esperar que las barras de error sean realmente demasiado grandes.Habitualmente la calidad de un ajuste se mide por el coe�ciente de correlaci�on adimen-sional que es un n�umero que var��a entre 0 y 1, correspondiendo a 1 un mejor ajuste.
r2 = S(a1P y � a2Pxy)� (P y)2SP y2 � (P y)2 : (9.33)
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Cap��tulo 10
Integraci�on num�erica b�asica

versi�on 4.1, 4 de Diciembre del 2004En este cap��tulo veremos algunos m�etodos b�asicos para realizar cuadraturas (evaluarintegrales num�ericamente).
10.1. De�niciones

Consideremos la integral I = Z ba f(x) dx : (10.1)
Nuestra estrategia para estimar I es evaluar f(x) en unos cuantos puntos, y ajustar una curvasimple a trav�es de estos puntos. Primero, subdividamos el intervalo [a; b] en N subintervalos.De�namos los puntos xi como

x0 = a; xN = b; x0 < x1 < x2 < � � � < xN�1 < xN :
La funci�on f(x) s�olo se eval�ua en estos puntos, de modo que usamos la notaci�on fi � f(xi),ver �gura 10.1.

x1 x2 xi x  =bNx =a0

f(x)

Figura 10.1: Subintervalos.
253
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10.2. Regla trapezoidal

El m�etodo m�as simple de cuadratura es la regla trapezoidal. Conectamos los puntos ficon l��neas rectas, y la funci�on lineal formada por la sucesi�on de l��neas rectas es nuestra curvaaproximante. La integral de esta funci�on aproximante es f�acil de calcular, pues es la suma de

Ti

xi xi+1

fi+1

fi

x

f(x)

Figura 10.2: Sucesi�on de l��neas rectas como curva aproximante.
las �areas de trapezoides. El �area de un trapezoide es

Ti = 12(xi+1 � xi)(fi+1 + fi) :
La integral es entonces calculada como la suma de las �areas de los trapezoides:

I ' IT = T0 + T1 + � � �+ TN�1 :
Las expresiones son m�as simples si tomamos puntos equidistantes. En este caso el espa-ciado entre cada par de puntos es h = b� aN ;

de modo que xi = a+ ih. El �area de un trapezoide es entonces
Ti = 12h(fi+1 + fi) ;

y la regla trapezoidal para puntos equiespaciados queda
IT (h) = 12hf0 + hf1 + hf2 + � � �+ hfN�1 + 12hfN= 12h(f0 + fN) + hN�1Xi=1 fi (10.2)
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10.3. Interpolaci�on con datos equidistantes.Para el caso de puntos xi = a + ih que est�an igualmente espaciados podemos plantearun formalismo m�as general. Primero que todo, ajustemos un polinomio de grado N a unconjunto de N + 1 datos xi; fi, no necesariamente equidistantes, de la forma:PN(x) = b0 + b1(x� x0) + � � �+ bN(x� x0)(x� x1) � � � (x� xN�1) : (10.3)Determinemos los coe�cientes usando los datos:b0 = f0 = f(x0)b1 = f1 � f0x1 � x0 � f [x1; x0]

b2 = � f2 � f1x2 � x1 � f1 � f0x1 � x0
� =(x2 � x0) = f [x2; x1]� f [x1; x0]x2 � x0 � f [x2; x1; x0]...bN = f [xN ; xN�1; xN�2; : : : ; x1; x0] ;donde hemos usado la de�nici�on recurrente

f [xN ; xN�1; xN�2; : : : ; x1; x0] � f [xN ; xN�1; xN�2; : : : ; x1]� f [xN�1; xN�2; : : : ; x1; x0]xN � x0 :
La expresi�on anterior es conocida como la n-�esima diferencia dividida �nita. Usando estasde�niciones podemos escribir el polinomio de interpolaci�on (10.3) de la siguiente manera:PN(x) = f0 + f [x1; x0](x� x0) + f [x2; x1; x0](x� x1)(x� x0) + � � �+f [xN ; xN�1; xN�2; : : : ; x1; x0](x� x0)(x� x1) � � � (x� xN�1) ;Este polinomio es conocido como el polinomio de interpolaci�on por diferencias divididas deNewton. Analicemos estos f [: : :] para el caso equiespaciado,

f [x1; x0] = f1 � f0x1 � x0 = �f01!h :
El segundo

f [x2; x1; x0] = f2 � f1x2 � x1 � f1 � f0x1 � x0x2 � x0 = f(x2)� 2f(x1) + f(x0)2h2 = �2f02!h2 :
En general tenemos (puede probarse por inducci�on) que

f [xN ; xN�1; xN�2; : : : ; x1; x0] = �nf0n!hn :Luego podemos escribir la llamada f�ormula hacia adelante de Newton-Gregory, de�niendo� = (x� x0)=h de la siguiente manera
fN(x) = f(x0) + �f(x0)�+ �2f(x0)2! �(�� 1) + � � �+ �nf(x0)n! �(�� 1) � � � (��n+ 1) +RN ;(10.4)
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el error de truncamiento viene dado por

RN = f (n+1)(�)(n+ 1)! hn+1�(�� 1)(�� 2) � � � (�� n) ;
para alg�un � 2 [a; b].
10.4. Reglas de cuadratura

La integral (10.1) puede ser evaluada separ�andola en una suma de integrales sobre pe-que~nos intervalos que contengan dos o tres puntos, luego usando el polinomio de interpolaci�onadecuado para el n�umero de puntos escogidos podemos evaluar aproximadamente cada inte-gral. Para terminar el proceso debemos sumar todas las integrales parciales. Usemos s�olo dospuntos, y entre esos dos puntos aproximamos la funci�on por el polinomio de interpolaci�on dedos puntos, i.e. por una recta, �gura 10.3 (a).
Ii(h) = Z xi+1xi f(x) dx � Z xi+1xi

�f(xi) + �f(xi)x� xih � dx = f(xi)h+ �f(xi)h h22 ;
usando que �f(xi) = f(xi+1)� f(xi) podemos dar una expresi�on para la integral

Ii(h) � f(xi+1) + f(xi)2 h : (10.5)

xixi+1xi xi+2xi+1

f(x) (b)f(x) (a)

Figura 10.3: Aproximaciones, (a) lineal, (b) cuadr�atica.
Si consideramos intervalos que contengan tres puntos podemos usar la aproximaci�on asegundo orden, es decir esta vez aproximamos nuestra funci�on por un polinomio de segundogrado, �gura 10.3 (b).

Ii(h) = Z xi+2xi f(x) dx � Z xi+2xi
�f(xi) + �f(xi)(x� xi)h + �2f(xi)2 (x� xi)h (x� xi � h)h � dx ;



10.4. REGLAS DE CUADRATURA 257
integrando obtenemos

Ii(h) � 2hf(xi) + �f(xi)h 4h22 + �2f(xi)2h2 �8h33 � 4h32 � ;
usando la expresi�on para �f(xi) = f(xi+1)�f(xi) y para �2f(xi) = f(xi+2)�2f(xi+1)+f(xi)tenemos Ii(h) � h3 (f(xi) + 4f(xi+1) + f(xi+2)) : (10.6)Se puede continuar encontrando expresiones usando aproximaciones de orden mayor, sinembargo, las f�ormulas (10.5) y (10.6) son, sin duda, las m�as usadas.A continuaci�on, para evaluar la integral �nita (10.1) debemos sumar las integrales par-ciales para ambos casos. Partamos sumando (10.5)

I = Z ba f(x) dx = N�1Xi=0
Z xi+1xi f(x) dx � N�1Xi=0 f(xi+1)� f(xi)2 h � IT (h) ;

haciendo la suma tenemos
IT (h) = h2 [f(a) + f(b)] + hN�1Xi=1 f(xi) ; regla trapezoidal. (10.7)

Ahora evaluemos la integral �nita, (10.1), usando la descomposici�on en integrales de trespuntos ecuaci�on (10.6)
I = Z ba f(x) dx = N�2Xi=0

Z xi+2xi f(x) dx � N�2Xi=0 h3 [f(xi) + 4f(xi+1) + f(xi+2)] � Is(h) ;
haciendo la suma tenemos

Is(h) = 2h3 �f(a)2 + 2f(x1) + f(x2) + 2f(x3) + f(x4) + 2f(x5) + : : :+ f(b)2 � : (10.8)
La cual es conocida como la regla de Simpson. Notemos que se necesita un n�umero impar depuntos equiespaciados para aplicar esta regla.Se puede estimar el error cometido en cada caso integrando el t�ermino (10.3) que corres-ponde al error de truncamiento de la expansi�on. Evaluemos el error para el caso trapezoidalen que cortamos la expansi�on a primer orden, por lo tanto el error corresponde

�T (h) = Z xi+1xi d2f(�)dx2 h22! (x� xi)h (x� xi � h)h dx ;
haciendo el cambio de variable u = x� xi tenemos

�T (h) = 12 d2f(�)dx2 Z h0 u(u� h) du = �h33 � h32 � 12 d2f(�)dx2 = �h312 d2f(�)dx2
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este es el error en cada integral entre xi y xi+1, para obtener el error total en la integral entrea y b tenemos que multiplicar por el n�umero de intervalos (N),

I � IT (h) = N�T (h) = �N h312 d2f(�)dx2 = �(b� a)h212 d2f(�)dx2 = �h212 (f 0(b)� f 0(a)) :
La expresi�on para el error en el m�etodo trapezoidal nos queda

I � IT (h) = � 112h2[f 0(b)� f 0(a)] + O(h4) : (10.9)
Vemos que el error es proporcional a h2, y que la regla trapezoidal tendr�a problemas cuandola derivada diverge en los extremos del intervalo. Por ejemplo, la integral R b0 px dx es pro-blem�atica. En el caso de la integral de Simpson se puede probar que el error es proporcionala h4.Como ejemplo, consideremos la funci�on error

erf(x) = 2p� Z x0 e�y2 dy : (10.10)
Para x = 1, erf(1) ' 0:842701. La regla trapezoidal con N = 5 da 0:83837, que es correctoen los dos primeros decimales. La regla de Simpson, con los mismos 5 puntos, da 0:84274,con cuatro decimales correctos . Por supuesto, el integrando en este ejemplo es muy suave ybien comportado lo cual asegura que los m�etodos funcionaran bien.
10.5. Integraci�on de RombergUna pregunta usual es cu�antas subdivisiones del intervalo realizar. Un modo de decidir esrepetir el c�alculo con un intervalo m�as peque~no. Si la respuesta no cambia apreciablemente,la aceptamos como correcta (sin embargo, esto no evita que podamos ser enga~nados por fun-ciones patol�ogicas o escenarios inusuales). Con la regla trapezoidal, si el n�umero de paneles esuna potencia de dos, podemos dividir el tama~no del intervalo por dos sin tener que recalculartodos los puntos.De�namos la secuencia de tama~nos de intervalo,

h1 = (b� a) ; h2 = 12(b� a) ; : : : ; hn = 12n�1 (b� a) : (10.11)
Para n = 1 s�olo hay un panel, luego

IT (h1) = 12(b� a)[f(a) + f(b)] = 12h1[f(a) + f(b)] :
Para n = 2 se a~nade un punto interior, luego

IT (h2) = 12h2[f(a) + f(b)] + h2f(a+ h2)= 12IT (h1) + h2f(a+ h2) :
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Hay una f�ormula recursiva para calcular IT (hn) usando IT (hn�1):

IT (hn) = 12IT (hn�1) + hn 2n�2Xi=1 f [a+ (2i� 1)hn] : (10.12)
El segundo t�ermino del lado derecho da la contribuci�on de los puntos interiores que se hanagregado cuando el tama~no del intervalo es reducido a la mitad.Usando el m�etodo recursivo descrito, podemos agregar paneles hasta que la respuestaparezca converger. Sin embargo, podemos mejorar notablemente este proceso usando unm�etodo llamado integraci�on de Romberg. Primero veamos la mec�anica, y despu�es explicaremospor qu�e funciona. El m�etodo calcula los elementos de una matriz triangular:

R = R1;1 { { {R2;1 R2;2 { {R3;1 R3;2 R3;3 {... ... ... . . . (10.13)
La primera columna es simplemente la regla trapezoidal recursiva:

Ri;1 = IT (hi) : (10.14)Las sucesivas columnas a la derecha se calculan usando la f�ormula de extrapolaci�on de Ri-chardson: Ri+1;j+1 = Ri+1;j + 14j � 1[Ri+1;j �Ri;j] : (10.15)La estimaci�on m�as precisa para la integral es el elemento RN;N .El programa romberg.cc calcula la integral erf(1) usando el m�etodo de Romberg. ConN = 3, se obtiene la tabla0.771743 0 00.825263 0.843103 00.838368 0.842736 0.842712R3;3 da el resultado exacto con 4 decimales, usando los mismos 4 paneles que antes usamoscon la regla trapezoidal (y que ahora reobtenemos en el elemento R3;1).Es �util que el programa entregue toda la tabla y no s�olo el �ultimo t�ermino, para teneruna estimaci�on del error. Como en otros contextos, usar una tabla demasiado grande puedeno ser conveniente pues errores de redondeo pueden comenzar a degradar la respuesta.Para entender por qu�e el esquema de Romberg funciona, consideremos el error para laregla trapezoidal, ET (hn) = I � IT (hn). Usando (10.9),
ET (hn) = � 112h2n[f 0(b)� f 0(a)] + O(h4n) :

Como hn+1 = hn=2, ET (hn+1) = � 148h2n[f 0(b)� f 0(a)] + O(h4n) :
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Consideremos ahora la segunda columna de la tabla de Romberg. El error de truncamientopara Rn+1;2 es:

I �Rn+1;2 = I ��IT (hn+1) + 13[IT (hn+1)� IT (hn)]�
= ET (hn+1) + 13[ET (hn+1)� ET (hn)]
= � � 148 + 13 � 148 � 112��h2n[f 0(b)� f 0(a)] + O(h4n)= O(h4n)Notemos c�omo el t�ermino h2n se cancela, dejando un error de truncamiento de orden h4n. Lasiguiente columna (la tercera) de la tabla de Romberg cancela este t�ermino, y as�� sucesiva-mente.

10.6. Cuadratura de Gauss.Consideremos el problema de cuadratura sin considerar puntos �jos equidistantes, sinoque pensamos en hacer una elecci�on adecuada de puntos y pesos para cada punto, tal quenuestra integral pueda aproximarse como:Z ba f(x) dx � w1f(x1) + : : :+ wNf(xn) ; (10.16)
aqu�� los xi son un conjunto de puntos elegidos de manera inteligente tal que disminuyan elerror y los wi son sus pesos respectivos, no necesariamente iguales unos con otros.

f(x)f(x) (a) (b)

Figura 10.4: (a) Ilustraci�on de la regla trapezoidal que une los dos puntos extremos por unarecta. (B) Estimaci�on mejorada al elegir inteligentemente los puntos.
El nombre que reciben esta clase de t�ecnicas es Cuadratura de Gauss, la m�as com�un deellas es la conocida como de Gauss-Legendre, y es �util para un intervalo �nito, el cual esmapeado mediante un cambio de variables al intervalo [�1; 1]. Existen otras cuadraturascomo la de Gauss-Laguerre �optima para integrales de la forma R10 e�xf(x) dx.
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�xi wi �xi wi

N=2 N=80.57735 02692 1.00000 00000 0.18343 46425 0.36268 37834N=3 0.52553 24099 0.31370 664590.00000 00000 0.88888 88889 0.79666 64774 0.22238 103450.77459 66692 0.55555 55556 0.96028 98565 0.10122 85363N=4 N=120.33998 10436 0.65214 51549 0.12523 34085 0.24914 704580.86113 63116 0.34785 48451 0.36783 14990 0.23349 25365N=5 0.58731 79543 0.20316 742670.00000 00000 0.56888 88889 0.76990 26742 0.16007 832850.53846 93101 0.47862 86705 0.90411 72564 0.10693 932600.90617 98459 0.23692 68850 0.98156 06342 0.04717 53364Cuadro 10.1: Puntos y pesos para integraci�on de Gauss-Legendre.
Para evaluar (10.1), debemos mapear el intervalo [a; b] en el intervalo [�1; 1] mediante elcambio de variable x = 12(b+ a) + 12(b� a)z, qued�andonosZ ba f(x) dx = b� a2 Z 1�1 f(z) dz ; (10.17)

esta �ultima integral puede ser evaluada usando diferentes conjuntos de puntos y pesos,Z 1�1 f(z) dz � w1f(x1) + : : :+ wNf(xn) : (10.18)
En la tabla 10.1 presentamos los conjuntos con N = 2; 3; 4; 8 y 12 puntos. Los puntos xicorresponden a los ceros del Polinomio de Legendre PN de grado N y los pesos vienen dadospor wi = 2(1� x2i )[(d=dx)PN(xi)]2 1 = 1; 2; : : : ; NComo ejemplo, consideremos la funci�on error

erf(x) = 2p� Z x0 e�y2 dy ; (10.19)
para x = 1, es decir, erf(1) = Z 10 2p�e�y2 dy : (10.20)
Haciendo el cambio de variable sugerido y = 12(b + a) + 12(b � a)z = 12 + z2 y dy = dz=2, laintegral queda

erf(1) ' 0:842701 = Z 1�1 1p�e�(1+z)2=4 dz = Z 1�1 g(z) dz : (10.21)
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Evaluemos con el conjunto de dos puntos

erf(1) = Z 1�1 g(z) dz ' g(�0:57735 02692) + g(+0:57735 02692) = 0:84244189252125179 ;(10.22)tres decimales correctos. Ahora con el conjunto de tres puntos,
erf(1) = Z 1�1 g(z) dz ' 0:55555 55556� g(�0:77459 66692)+ 0:88888 88889� g(0:00000 00000)+ 0:55555 55556� g(+0:77459 66692) = 0:84269001852936587 ;(10.23)tres decimales correctos. Finalmente con el conjunto de cuatro puntos
erf(1) = Z 1�1 g(z) dz ' 0:34785 48451� g(�0:86113 63116)+ 0:65214 51549� g(�0:33998 10436)+ 0:65214 51549 10436� g(+0:33998 10436)+ 0:34785 48451� g(+0:86113 63116) = 0:84270117131761124 ;(10.24)los seis decimales correctos.

10.7. Bibliograf��a
Numerical Methods for Physics, second edition de Alejandro L. Garcia, editorial Pren-tice Hall.M�etodos Num�ericos Aplicados en Ingenier��a de Jean-Marie Ledanois, Aura L�opez deRamos, Jos�e Antonio Pimentel M. y Filipo F. Pironti Lubrano, editorial Mc GrawHill.M�etodos Num�ericos para Ingenieros Steven C. Chapra y Raymond P. Canale, editorialMc Graw Hill.
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10.8. Listados del programa.
10.8.1. trapecio.cc#include "NumMeth.h"
double integrando(double);
int main(){double a=0, b=1,x;int N;double h;double I, suma=0;cout << "Regla trapezoidal para erf(1)" << endl;cout << "Numero de puntos: " ;cin >> N;

h = (b-a)/(N-1);for (int i=2;i<N;i++){x = a+(i-1)*h;suma+=integrando(x);}I = h*((integrando(a)+integrando(b))/2.0 + suma);cout << "Valor aproximado: erf(1) ~= " << I << endl;cout << "Valor exacto: erf(1) = 0.842701" << endl;}
double integrando(double x){return (2.0/sqrt(M_PI))*exp(-x*x);}
10.8.2. romberg.cc#include "NumMeth.h"#include <iomanip.h>
double integrando(double);
int main(){double a=0, b=1,x;int N,np;double h;double I, suma=0;cout << "Integracion de Romberg para erf(1)" << endl;
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cout << "Dimension de tabla: " ;cin >> N;double ** R = new double * [N];for (int i=0;i<N;i++){R[i] = new double[N];}
for (int i=0;i<N;i++){for (int j=0;j<N;j++){R[i][j] = 0 ;}}

// for (int i=0;i<N;i++){// for (int j=0;j<N;j++){// cout << R[i][j] << " ";// }// cout << endl;// }
h = (b-a); // Ancho del intervalonp = 1; // Numero de panelesfor (int i=0;i<N;i++,h/=2,np*=2){

if (i==0){R[0][0] = h*(integrando(a)+integrando(b))/2.0;}else {suma = 0;for (int j=1;j<=np-1;j+=2){x = a+j*h;suma += integrando(x);}R[i][0] = R[i-1][0]/2.0 + h*suma;}}
int m = 1;for (int j=1;j<N;j++){m *= 4;for (int i=j;i<N;i++){R[i][j] = R[i][j-1] + (R[i][j-1]-R[i-1][j-1])/(m-1);}}
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cout << "Tabla R" << endl << endl;for (int i=0;i<N;i++){for (int j=0;j<N;j++){cout << /*setprecision(6) << */ setw(8) << R[i][j] << " ";}cout << endl;}
cout << endl;cout << "Valor aproximado: erf(1) ~= " << R[N-1][N-1] << endl;cout << "Valor exacto: erf(1) = 0.842701" << endl;
for (int i=0;i<N;i++){delete [] R[i];}delete [] R;}
double integrando(double x){return (2.0/sqrt(M_PI))*exp(-x*x);}



266 CAP�ITULO 10. INTEGRACI �ON NUM�ERICA B�ASICA



Parte III
Ap�endices.

267





Cap��tulo 11
Una breve introducci�on a
Octave/Matlab

versi�on 3.02, 06 de Octubre del 2003
11.1. Introducci�onOctave es un poderoso software para an�alisis num�erico y visualizaci�on. Muchos de suscomandos son compatibles con Matlab. En estos apuntes revisaremos algunas caracter��sticasde estos programas. En realidad, el autor de este cap��tulo ha sido usuario durante algunos a~nosde Matlab, de modo que estos apuntes se han basado en ese conocimiento, considerando loscomandos que le son m�as familiares de Matlab. En la mayor��a de las ocasiones he veri�cadoque los comandos descritos son tambi�en compatibles con Octave, pero ocasionalmente sepuede haber omitido algo. . . .Matlab es una abreviaci�on de Matrix Laboratory. Los elementos b�asicos con los que setrabaja con matrices. Todos los otros tipos de variables (vectores, texto, polinomios, etc.),son tratados como matrices. Esto permite escribir rutinas optimizadas para el trabajo conmatrices, y extender su uso a todos los otros tipos de variables f�acilmente.
11.2. Interfase con el programaCon Octave/Matlab se puede interactuar de dos modos: un modo interactivo, o a trav�esde scripts. Al llamar a Octave/Matlab (escribiendo octave en el prompt, por ejemplo), senos presenta un prompt. Si escribimos a=1, el programa responder�a a=1. Alternativamente,podemos escribir a=3; (con punto y coma al �nal), y el programa no responder�a (eliminael eco), pero almacena el nuevo valor de a. Si a continuaci�on escribimos a, el programaresponder�a a=3. Hasta este punto, hemos usado el modo interactivo.Alternativamente, podemos introducir las instrucciones anteriores en un archivo, llamado,por ejemplo, prueba.m. En el prompt, al escribir prueba, y si nuestro archivo est�a en el pathde b�usqueda del programa, las l��neas de prueba.m ser�an ejecutadas una a una. Por ejemplo,si el archivo consta de las siguientes cuatro l��neas:
a=3;a

269
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a=5a
el programa responder�a cona=3a=5a=5prueba.m corresponde a un script. Todas las instrucciones de Octave/Matlab pueden ejecu-tarse tanto en modo interactivo como desde un script. En Linux se puede ejecutar un archivode comandos Octave de modo stand-alone incluyendo en la primera l��nea:#!/usr/bin/octave -q.
11.3. Tipos de variables
11.3.1. EscalaresA pesar de que �estos son s�olo un tipo especial de matrices (ver subsecci�on siguiente),conviene mencionar algunas caracter��sticas espec���cas.

{ Un n�umero sin punto decimal es tratado como un entero exacto. Un n�umero con puntodecimal es tratado como un n�umero en doble precisi�on. Esto puede no ser evidenteen el output. Por default, 8.4 es escrito en pantalla como 8.4000. Tras la instrucci�onformat long, sin embargo, es escrito como 8.40000000000000. Para volver al formatooriginal, basta la instrucci�on format.{ Octave/Matlab acepta n�umeros reales y complejos. La unidad imaginaria es i: 8i y8*i de�nen el mismo n�umero complejo. Como i es una varible habitualmente usadaen iteraciones, tambi�en est�a disponible j como un sin�onimo. Octave/Matlab distinguenentre may�usculas y min�usculas.{ Octave/Matlab representa de manera especial los in�nitos y cantidades que no sonn�umeros. inf es in�nito, y NaN es un no-n�umero (Not-a-Number). Por ejemplo, escribira=1/0 no arroja un error, sino un mensaje de advertencia, y asigna a a el valor inf.An�alogamente, a=0/0 asigna a a el valor NaN.
11.3.2. MatricesEste tipo de variable corresponde a escalares, vectores �la o columna, y matrices conven-cionales.
Construcci�onLas instrucciones:a = [1 2 ; 3 4]
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�oa = [1, 2; 3, 4]
de�nen la matriz �1 23 4�. Las comas (opcionales) separan elementos de columnas distintas,y los punto y coma separan elementos de �las distintas. El vector �la (1 2) esb = [1 2]
y el vector columna �12� es
c = [1;2]Un n�umero se de�ne simplemente como d = [3] �o d = 3.Nota importante: Muchas funciones de Octave/Matlab en las p�aginas siguientes acep-tan indistintamente escalares, vectores �las, vectores columnas, o matrices, y su output esun escalar, vector o matriz, respectivamente. Por ejemplo, log(a) es un vector �la si a es unvector �la (donde cada elemento es el logaritmo natural del elemento correspondiente en a),y un vector columna si a es un vector columna. En el resto de este manual no se advertiraeste hecho, y se pondr�an ejemplos con un solo tipo de variable, en el entendido que el lectorest�a conciente de esta nota.
Acceso y modi�caci�on de elementos individualesAccesamos los elementos de cada matriz usando los ��ndices de �las y columnas, que partende uno. Usando la matriz a antes de�nida, a(1,2) es 2. Para modi�car un elemento, bastaescribir, por ejemplo, a(2,2) = 5. Esto convierte a la matriz en �1 23 5�. En el caso especialde vectores �las o columnas, basta un ��ndice. (En los ejemplos anteriores, b(2) = c(2) = 2.)Una caracter��stica muy importante del programa es que toda matriz es redimensionadaautom�aticamente cuando se intenta modi�car un elemento que sobrepasa las dimensionesactuales de la matriz, llenando con ceros los lugares necesarios. Por ejemplo, si b = [1 2],y en seguida intentamos la asignaci�on b(5) = 8, b es autom�aticamente convertido al vector�la de 5 elementos [1 2 0 0 8].
Concatenaci�on de matricesSi a = �1 23 4�, b = �5 6�, c = �78�, entoncesd = [a c]

d = �1 2 73 4 8�d = [a; b]
d = 0@1 23 45 6

1A



272 CAP�ITULO 11. UNA BREVE INTRODUCCI �ON A OCTAVE/MATLAB
d = [a [0; 0] c]
d = �1 2 0 73 4 0 8�

11.3.3. StringsLas cadenas de texto son casos particulares de vectores �la, y se construyen y modi�cande modo id�entico.
Construcci�onLas instruccionest = ['un buen texto']t = ["un buen texto"]t = 'un buen texto't = "un buen texto"de�nen el mismo string t.
Acceso y modi�caci�on de elementos individualesr = t(4)

r = 'b't(9) = 's'
texto = 'un buen sexto'
Concatenaci�ont = 'un buen texto';t1 = [t ' es necesario']

t1 = 'un buen texto es necesario'
11.3.4. EstructurasLas estructuras son extensiones de los tipos de variables anteriores. Una estructura constade distintos campos, y cada campo puede ser una matriz (es decir, un escalar, un vector ouna matriz), o una string.
Construcci�onLas l��neaspersona.nombre = 'Eduardo'persona.edad = 30persona.matriz_favorita = [2 8;10 15];
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de�nen una estructura con tres campos, uno de los cuales es un string, otro un escalar, y otrouna matriz:
persona ={nombre = 'Eduardo';edad = 30;matriz_favorita = [2 8; 10 15];}
Acceso y modi�caci�on de elementos individualess = persona.nombre

s = 'Eduardo'persona.nombre = 'Claudio'persona.matriz_favorita(2,1) = 8
persona ={nombre = 'Claudio';edad = 30;matriz_favorita = [2 8; 8 15];}
11.4. Operadores b�asicos
11.4.1. Operadores aritm�eticosLos operadores +, -, * corresponden a la suma, resta y multiplicaci�on convencional dematrices. Ambas matrices deben tener la misma dimensi�on, a menos que una sea un escalar.Un escalar puede ser sumado, restado o multiplicado de una matriz de cualquier dimensi�on..* y ./ permiten multiplicar y dividir elemento por elemento. Por ejemplo, si

a = �1 23 4� b = �5 67 8�entoncesc = a.*b
c = � 5 1221 32�c = a./b
c = � 0:2 0:33330:42857 0:5 �
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Si b es un escalar, a.*b y a./b equivalen a a*b y a/b.a^b es a elevado a b, si b es un escalar. a.^b eleva cada elemento de a a b.a' es la matriz ay (traspuesta y conjugada)a.' es la matriz traspuesta de a.

11.4.2. Operadores relacionalesLos siguientes operadores est�an disponibles:< <= > >= == ~=El resultado de estas operaciones es 1 (verdadero) �o 0 (falso). Si uno de los operandoses una matriz y el otro un escalar, se compara el escalar con cada elemento de la matriz.Si ambos operandos son matrices, el test se realiza elemento por elemento; en este caso, lasmatrices deben ser de igual dimensi�on. Por ejemplo,
a = [1 2 3];b = [4 2 1];c = (a<3);d = (a>=b);
c = (1; 1; 0)d = (0; 1; 1)

11.4.3. Operadores l�ogicosLos siguientes s��mbolos corresponden a los operadores AND, OR y NOT:& | ~El resultado de estas operaciones es 1 (verdadero) �o 0 (falso).
11.4.4. El operador :Es uno de los operadores fundamentales. Permite crear vectores y extraer submatrices.: crea vectores de acuerdo a las siguientes reglas:j:k es lo mismo que [j,j+1,...,k], si j<=k.j:i:k es lo mismo que [j,j+i,j+2*i,...,k], si i>0 y j<k, o si i<0 y j>k.: extrae submatrices de acuerdo a las siguientes reglas:A(:,j) es la j-�esima columna de A.A(i,:) es la i-�esima �la de A.A(:,:) es A.A(:,j:k) es A(:,j), A(:,j+1), . . . , A(:,k).A(:) son todos los elementos de A, agrupados en una �unica columna.
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11.4.5. Operadores de aparici�on preferente en scriptsLos siguientes operadores es m�as probable que aparezcan durante la escritura de un scriptque en modo interactivo.% : Comentario. El resto de la l��nea es ignorado.... : Continuaci�on de l��nea. Si una l��nea es muy larga y no cabe en la pantalla, o por algunaotra raz�on se desea dividir una l��nea, se puede usar el operador ... . Por ejemplo,m = [1 2 3 ...4 5 6];es equivalente am = [1 2 3 4 5 6];
11.5. Comandos matriciales b�asicosAntes de revisar una a una diversas familias de comandos disponibles, y puesto que lasmatrices son el elemento fundamental en Octave/Matlab, en esta secci�on reuniremos algunasde las funciones m�as frecuentes sobre matrices, y c�omo se realizan en Octave/Matlab.Op. aritm�etica +, -, *, .*, ./ (ver subsecci�on 11.4.1)Conjugar conj(a)Trasponer a.'Trasponer y conjugar a'Invertir inv(a)Autovalores, autovectores [v,d]=eig(a) (ver subsecci�on 11.6.5)Determinante det(a)Extraer elementos : (ver subsecci�on 11.4.4)Traza trace(a)Dimensiones size(a)Exponencial exp(a) (elemento por elemento)expm(a) (exponencial matricial)
11.6. ComandosEn esta secci�on revisaremos diversos comandos de uso frecuente en Octave/Matlab. Estalista no pretende ser exhaustiva (se puede consultar la documentaci�on para mayores detalles),y est�a determinada por mi propio uso del programa y lo que yo considero m�as frecuentedebido a esa experiencia. Insistimos en que ni la lista de comandos es exhaustiva, ni la listade ejemplos o usos de cada comando lo es. Esto pretende ser s�olo una descripci�on de losaspectos que me parecen m�as importantes o de uso m�as recurrente.
11.6.1. Comandos generales
clear Borra variables y funciones de la memoria
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clear Borra todas las variables en memoriaclear a Borra la variable a

disp Presenta matrices o textodisp(a) presenta en pantalla los contenidos de una matriz, sin imprimir el nombre de lamatriz. a puede ser una string.
disp(' c1 c2');disp([.3 .4]); c1 c20:30000 0:40000load, save Carga/Guarda variables desde el disco
save fname a b Guarda las variables a y b en el archivo fnameload fname Lee el archivo fname, cargando las de�niciones de variablesen �el de�nidas.

size,length Dimensiones de una matriz/largo de un vectorSi a es una matrix de n�m:d = size(a) d = [m,n][m,n] = size(a) Aloja en m el n�umero de �las, y en n el de columnasSi b es un vector de n elementos, length(b) es n.who Lista de variables en memoria
quit Termina Octave/Matlab
11.6.2. Como lenguaje de programaci�onControl de 
ujo
for

n=3;for i=1:na(i)=i^2;end
a=[1 4 9]

Para Octave el vector resultante es columna en vez de �la.Observar el uso del operador : para generar el vector [1 2 3]. Cualquier vector se puedeutilizar en su lugar: for i=[2 8 9 -3], for i=10:-2:1 (equivalente a [10 8 6 4 2]), etc.son v�alidas. El ciclo for anterior se podr��a haber escrito en una sola l��nea as��:for i=1:n, a(i)=i^2; end
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if, elseif, elseEjemplos:

a) if a~=b, disp(a); endb) if a==[3 8 9 10]b = a(1:3);endc) if a>3clear a;elseif a<0save a;elsedisp('Valor de a no considerado');end
Naturalmente, elseif y else son opcionales. En vez de las expresiones condicionalesindicadas en el ejemplo pueden aparecer cualquier funci�on que d�e valores 1 (verdadero) �o 0(falso).while

while scomandosend
Mientras s es 1, se ejecutan los comandos entre while y end. s puede ser cualquierexpresi�on que d�e por resultado 1 (verdadero) �o 0 (falso).breakInterrumpe ejecuci�on de ciclos for o while. En loops anidados, break sale del m�as internosolamente.

Funciones l�ogicasAdem�as de expresiones construidas con los operadores relacionales ==, <=, etc., y losoperadores l�ogicos &, | y ~, los comandos de control de 
ujo anteriores admiten cualquierfunci�on cuyo resultado sea 1 (verdadero) �o 0 (falso). Particularmente �utiles son funcionescomo las siguientes:all(a) 1 si todos los elementos de a son no nulos, y 0 si alguno esceroany(a) 1 si alguno de los elementos de a es no nuloisempty(a) 1 si a es matriz vac��a (a=[])
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Otras funciones entregan matrices de la misma dimensi�on que el argumento, con unos oceros en los lugares en que la condici�on es verdadera o falsa, respectivamente:finite(a) 1 donde a es �nito (no inf ni NaN)isinf(a) 1 donde a es in�nitoisnan(a) 1 donde a es un NaNPor ejemplo, luego de ejecutar las l��neasx = [-2 -1 0 1 2];y = 1./x;a = finite(y);b = isinf(y);c = isnan(y);se tienea = [1 1 0 1 1]b = [0 0 1 0 0]c = [0 0 0 0 0]Otra funci�on l�ogica muy importante es find:find(a) Encuentra los ��ndices de los elementos no nulos de a.Por ejemplo, si ejecutamos las l��neasx=[11 0 33 0 55];z1=find(x);z2=find(x>0 & x<40);obtendremosz1 = [1 3 5]z2 = [1 3]find tambi�en puede dar dos resultados de salida simult�aneamente (m�as sobre esta posi-bilidad en la secci�on 11.6.2), en cuyo caso el resultado son los pares de ��ndices (��ndices de �lay columna) para cada elemento no nulo de una matrizy=[1 2 3 4 5;6 7 8 9 10];[z3,z4]=find(y>8);da como resultadoz3 = [2;2];z4 = [4;5];z3 contiene los ��ndice de �la y z4 los de columna para los elementos no nulos de la matrizy>8. Esto permite construir, por ejemplo, la matriz z5=[z3 z4] = �2 42 5�, en la cual cada�la es la posici�on de y tal que la condici�on y>8 es verdadera (en este caso, es verdadera paralos elementos y(2,4) e y(2,5)).
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Funciones de�nidas por el usuarioOctave/Matlab puede ser f�acilmente extendido por el usuario de�niendo nuevas funcionesque le acomoden a sus prop�ositos. Esto se hace a trav�es del comando function.Podemos de�nir (en modo interactivo o dentro de un script), una funci�on en la formafunction nombre (argumentos)comandosendfunctionargumentos es una lista de argumentos separados por comas, y comandos es la sucesi�onde comandos que ser�an ejecutados al llamar a nombre. La lista de argumentos es opcional,en cuyo caso los par�entesis redondos se pueden omitir.A mediano y largo plazo, puede ser mucho m�as conveniente de�nir las funciones en ar-chivos especiales, listos para ser llamados en el futuro desde modo interactivo o desde cual-quier script. Esto se hace escribiendo la de�nici�on de una funci�on en un script con extensi�on.m. Cuando Octave/Matlab debe ejecutar un comando o funci�on que no conoce, por ejem-plo, suma(x,y),busca en los archivos accesibles en su path de b�usqueda un archivo llamadosuma.m, lo carga y ejecuta la de�nici�on contenida en ese archivo.Por ejemplo, si escribimos en el script suma.m las l��neasfunction s=suma(x,y)s = x+y;el resultado de suma(2,3) ser�a 5.Las funciones as�� de�nidas pueden entregar m�as de un argumento si es necesario (ya hemosvisto algunos ejemplos con find y size). Por ejemplo, de�nimos una funci�on que efect�ue unan�alisis estad��stico b�asico en stat.m:function [mean,stdev] = stat(x)n = length(x);mean = sum(x)/n;stdev = sqrt(sum((x-mean).^2/n));Al llamarla en la forma [m,s] = stat(x), si x es un vector �la o columna, en m quedar�a elpromedio de los elementos de x, y en s la desviaci�on est�andard.Todas las variables dentro de un script que de�ne una funci�on son locales, a menos quese indique lo contrario con global. Por ejemplo, si un script x.m llama a una funci�on f, ydentro de f.m se usa una variable a que queremos sea global, ella se debe declarar en laforma global a tanto en f.m como en el script que la llam�o, x.m, y en todo otro script quepretenda usar esa variable global.
11.6.3. Matrices y variables elementalesMatrices constantes importantesLas siguientes son matrices que se emplean habitualmente en distintos contextos, y quees �util tener muy presente:
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eye(n) Matriz identidad de n� nones(m,n) Matriz de m� n, con todos los elementos igual a 1.rand(m,n) Matriz de m � n de n�umeros al azar, distribuidos uniforme-mente.randn(m,n) Igual que rand, pero con distribuci�on normal (Gaussiana).zeros(m,n) Igual que ones, pero con todos los elementos 0.

Matrices �utiles para construir ejes o mallas para gra�car
v = linspace(min,max,n) Vector cuyo primer elemento es min, su �ultimo elementoes max, y tiene n elementos equiespaciados.v = logspace(min,max,n) An�alogo a linspace, pero los n elementos est�an espa-ciados logar��tmicamente.[X,Y] = meshgrid(x,y) Construye una malla del plano x-y. Las �las de X soncopias del vector x, y las columnas de Y son copias delvector y.

Por ejemplo:
x = [1 2 3];y = [4 5];[X,Y] = meshgrid(x,y);da X = �1 2 31 2 3� ; Y = �4 4 45 5 5� :
Notemos que al tomar sucesivamente los pares ordenados (X(1,1),Y(1,1)), (X(1,2),Y(1,2)),(X(1,3),Y(1,3)), etc., se obtienen todos los pares ordenados posibles tales que el primer ele-mento est�a en x y el segundo est�a en y. Esta caracter��stica hace particularmente �util elcomando meshgrid en el contexto de gr�a�cos de funciones de dos variables (ver secciones11.6.7, 11.6.7).
Constantes especialesOctave/Matlab proporciona algunos n�umeros especiales, algunos de los cuales ya mencio-namos en la secci�on 11.3.1.i, j Unidad imaginaria (p�1 )inf In�nitoNaN Not-A-Numberpi El n�umero � (= 3:1415926535897 : : :)
Funciones elementalesDesde luego, Octave/Matlab proporciona todas las funciones matem�aticas b�asicas. Porejemplo:
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a) Funciones sobre n�umeros reales/complejos

abs Valor absoluto de n�umeros reales, o m�odulo de n�umeros imaginariosangle �Angulo de fase de un n�umero imaginarioconj Complejo conjugadoreal Parte realimag Parte imaginariasign Signosqrt Ra��z cuadradab) Exponencial y funciones asociadas
cos, sin, etc. Funciones trigonom�etricascosh, sinh, etc. Funciones hiperb�olicasexp Exponenciallog Logaritmoc) Redondeo
ceil Redondear hacia +1fix Redondear hacia cerofloor Redondear hacia �1round Redondear hacia el entero m�as cercano

Funciones especialesAdem�as, Octave/Matlab proporciona diversas funciones matem�aticas especiales. Algunosejemplos:bessel Funci�on de Besselbesselh Funci�on de Hankelbeta Funci�on betaellipke Funci�on el��pticaerf Funci�on errorgamma Funci�on gammaAs��, por ejemplo, bessel(alpha,X) eval�ua la funci�on de Bessel de orden alpha, J�(x),para cada elemento de la matriz X.
11.6.4. PolinomiosOctave/Matlab representa los polinomios como vectores �la. El polinomiop = cnxn + � � �+ c1x+ c0es representado en Octave/Matlab en la formap = [c_n, ..., c1, c0]
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Podemos efectuar una serie de operaciones con los polinomios as�� representados.poly(x) Polinomio cuyas ra��ces son los elementos de x.polyval(p,x) Eval�ua el polinomio p en x (en los elementos de x si �este esun vector)roots(p) Ra��ces del polinomio p

11.6.5. �Algebra lineal (matrices cuadradas)Unos pocos ejemplos, entre los comandos de uso m�as habitual:det Determinanterank N�umero de �las o columnas linealmente independientestrace Trazainv Matriz inversaeig Autovalores y autovectorespoly Polinomio caracter��sticoNotar que poly es la misma funci�on de la secci�on 11.6.4 que construye un polinomio dera��ces dadas. En el fondo, construir el polinomio caracter��stico de una matriz es lo mismo,y por tanto tiene sentido asignarles la misma funci�on. Y no hay confusi�on, pues una operasobre vectores y la otra sobre matrices cuadradas.El uso de todos estos comandos son autoexplicativos, salvo eig, que se puede emplear dedos modos:d = eig(a)[V,D] = eig(a)La primera forma deja en d un vector con los autovalores de a. La segunda, deja en D unamatriz diagonal con los autovalores, y en V una matiz cuyas columnas son los autovalores, demodo que A*V = V*D. Por ejemplo, si a =[1 2; 3 4], entonces
d = � 5:37228�0:37228�y D = �5:37228 : : : 00 �0:37228 : : :� ; V = �0:41597 : : : �0:82456 : : :0:90938 : : : 0:56577 : : : � :

La primera columna de V es el autovector de a asociado al primer autovalor, 5:37228 : : :.
11.6.6. An�alisis de datos y transformada de FourierEn Octave/Matlab est�an disponibles diversas herramientas para el an�alisis de series dedatos (estad��stica, correlaciones, convoluci�on, etc.). Algunas de las operaciones b�asicas son:
a) M�aximos y m��nimosSi a es un vector, max(a) es el mayor elemento de a. Si es una matriz, max(a) es un vector�la, que contiene el m�aximo elemento para cada columna.
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a = [1 6 7; 2 8 3; 0 4 1]b = max(a) b = (2 8 7)Se sigue que el mayor elemento de la matriz se obtiene con max(max(a)).min opera de modo an�alogo, entregando los m��nimos.

b) Estad��stica b�asicaLas siguientes funciones, como min y max, operan sobre vectores del modo usual, y sobrematrices entregando vectores �la, con cada elemento representando a cada columna de lamatriz.
mean Valor promediomedian Medianastd Desviaci�on standardprod Producto de los elementossum Suma de los elementos

c) Ordensort(a) ordena los elementos de a en orden ascendente si a es un vector. Si es una matriz,ordena cada columna.
b = sort([1 3 9; 8 2 1; 4 -3 0]); b = 0@1 �3 04 2 18 3 9

1A
d) Transformada de FourierPor �ultimo, es posible efectuar transformadas de Fourier directas e inversas, en una o dosdimensiones. Por ejemplo, fft y ifft dan la transformada de Fourier y la transformadainversa de x, usando un algoritmo de fast Fourier transform (FFT). Espec���camente, siX=fft(x) y x=ifft(X), y los vectores son de largo N:

X(k) = NXj=1 x(j)!(j�1)(k�1)N ;
x(j) = 1N NX

k=1X(k)!�(j�1)(k�1)N ;
donde !N = e�2�i=N .

11.6.7. Gr�a�cosUna de las caracter��sticas m�as importantes de Matlab son sus amplias posibilidades gr�a�-cas. Algunas de esas caracter��sticas se encuentran tambi�en en Octave. En esta secci�on revi-saremos el caso de gr�a�cos en dos dimensiones, en la siguiente el caso de tres dimensiones, yluego examinaremos algunas posibilidades de manipulaci�on de gr�a�cos.
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Gr�a�cos bidimensionalesPara gra�car en dos dimensiones se usa el comando plot. plot(x,y) gra�ca la ordenaday versus la abscisa x. plot(y) asume abscisa [1,2,...n], donde n es la longitud de y.Ejemplo: Si x=[2 8 9], y=[6 3 2], entoncesplot(x,y)

Figura 11.1: Gr�a�co simple.
Por default, Octave utiliza gnuplot para los gr�a�cos. Por default, los puntos se conectancon una l��nea roja en este caso. El aspecto de la l��nea o de los puntos puede ser modi�cado.Por ejemplo, plot(x,y,'ob') hace que los puntos sean indicados con c��rculos ('o') azules('b', blue). Otros modi�cadores posibles son:- l��nea (default) r red. puntos g green@ otro estilo de puntos b blue+ signo m�as m magenta* asteriscos c cyano c��rculos w whitex crucesDos o m�as gr�a�cos se pueden incluir en el mismo output agregando m�as argumentos aplot. Por ejemplo: plot(x1,y1,'x',x2,y2,'og',x3,y3,'.c').Los mapas de contorno son un tipo especial de gr�a�co. Dada una funci�on z = f(x; y),nos interesa gra�car los puntos (x; y) tales que f = c, con c alguna constante. Por ejemplo,consideremos z = xe�x2�y2 ; x 2 [�2; 2]; y 2 [�2; 3] :Para obtener el gr�a�co de contorno de z, mostrando los niveles z = �:3, z = �:1, z = 0,z = :1 y z = :3, podemos usar las instrucciones:x = -2:.2:2;y = -2:.2:3;[X,Y] = meshgrid(x,y);
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Z = X.*exp(-X.^2-Y.^2);contour(Z.',[-.3 -.1 0 .1 .3],x,y); # Octave por default (gnuplot)contour(x, y, Z.',[-.3 -.1 0 .1 .3]); # Octave con plplot y Matlab

Figura 11.2: Curvas de contorno.
Las dos primeras l��neas de�nen los puntos sobre los ejes x e y en los cuales la funci�onser�a evaluada. En este caso, escojimos una grilla en que puntos contiguos est�an separados por.2. Para un mapa de contorno, necesitamos evaluar la funci�on en todos los pares ordenados(x; y) posibles al escoger x en x e y en y. Para eso usamos meshgrid (introducida sin mayoresexplicaciones en la secci�on 11.6.3). Luego evaluamos la funci�on [Z es una matriz, donde cadaelemento es el valor de la funci�on en un par ordenado (x; y)], y �nalmente construimos elmapa de contorno para los niveles deseados.

Gr�a�cos tridimensionalesTambi�en es posible realizar gr�a�cos tridimensionales. Por ejemplo, la misma doble gaus-siana de la secci�on anterior se puede gra�car en tres dimensiones, para mostrarla como unasuper�cie z(x; y). Basta reemplazar la �ultima instrucci�on, que llama a contour, por la si-guiente:mesh(X,Y,Z)Observar que, mientras contour acepta argumentos dos de los cuales son vectores, y eltercero una matriz, en mesh los tres argumentos son matrices de la misma dimensi�on (usamosX, Y, en vez de x, y).Nota importante: Otro modo de hacer gr�a�cos bi y tridimensionales es con gploty gsplot (instrucciones asociadas realmente no a Octave sino a gnuplot, y por tanto noequivalentes a instrucciones en Matlab). Se recomienda consultar la documentaci�on de Octavepara los detalles.
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Figura 11.3: Curvas de contorno.
Manipulaci�on de gr�a�cosLos siguientes comandos est�an disponibles para modi�car gr�a�cos construidos con Octa-ve/Matlab:
a) Ejes

axis([x1 y1 x2 y2]) Cambia el eje x al rango (x1; x2), y el eje y al rango (y1; y2).
b) T��tulos

title(s) T��tulo (s es un string)xlabel(s) T��tulo del eje x, y, z.ylabel(s)zlabel(s)
c) Grillas

grid Incluye o borra una grilla de referencia en un gr�a�co bidimen-sional. grid ``on'' coloca la grilla y grid ``off'' la saca.grid equivale a grid ``on''.
Al usar gnuplot, el gr�a�co mostrado en pantalla no es actualizado autom�aticamente.Para actualizarlo y ver las modi�caciones efectuadas, hay que dar la instrucci�on replot.Los siguientes comandos permiten manipular las ventanas gr�a�cas:
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hold Permite \congelar" la �gura actual, de modo que sucesivoscomandos gr�a�cos se superponen sobre dicha �gura (nor-malmente la �gura anterior es reemplazada por la nueva).hold on activa este \congelamiento", y hold off lo desacti-va. hold cambia alternativamente entre el estado on y off.closeplot Cierra la ventana actual.Finalmente, si se desea guardar un gr�a�co en un archivo, se puede proceder del siguientemodo si Octave est�a generando los gr�a�cos con gnuplot y se trabaja en un terminal conXWindows. Si se desea guardar un gr�a�co de la funci�on y = x3, por ejemplo:

x = linspace(1,10,30);y = x.^3;plot(x,y);gset term postscript colorgset output ``xcubo.ps''replotgset term x11Las tres primeras l��neas son los comandos de Octave/Matlab convencionales para gra�car.Luego se resetea el terminal a un terminal postscript en colores (gset term postscript sino deseamos los colores), para que el output sucesivo vaya en formato postscript y no ala pantalla. La siguiente l��nea indica que la salida es al archivo xcubo.ps. Finalmente, seredibuja el gr�a�co (con lo cual el archivo xcubo.ps es realmente generado), y se vuelve alterminal XWindows para continuar trabajando con salida a la pantalla.Debemos hacer notar que no necesariamente el gr�a�co exportado a Postscript se ver�a igualal resultado que gnuplot muestra en pantalla. Durante la preparaci�on de este manual, nosdimos cuenta de ello al intentar cambiar los estilos de l��nea de plot. Queda entonces advertidoel lector.
11.6.8. StringsPara manipular una cadena de texto, disponemos de los siguientes comandos:lower Convierte a min�usculasupper Convierte a may�usculasAs��, lower('Texto') da 'texto', y upper('Texto') da 'TEXTO'.Para comparar dos matrices entre s��, usamos strcmp:strcmp(a,b) 1 si a y b son id�enticas, 0 en caso contrarioPodemos convertir n�umeros enteros o reales en strings, y strings en n�umeros, con loscomandos:int2str Convierte entero en stringnum2str Convierte n�umero en stringstr2num Convierte string en n�umero
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Por ejemplo, podemos usar esto para construir un t��tulo para un gr�a�co:

s = ['Intensidad transmitida vs. frecuencia, n = ', num2str(1.5)];title(s);
Esto pondr�a un t��tulo en el gr�a�co con el texto:Intensidad transmitida vs. frecuencia, n = 1.5.
11.6.9. Manejo de archivosOcasionalmente nos interesar�a grabar el resultado de nuestros c�alculos en archivos, outilizar datos de archivos para nuevos c�alculos. El primer paso es abrir un archivo:
archivo = fopen('archivo.dat','w');
Esto abre el archivo archivo.dat para escritura ('w'), y le asigna a este archivo un n�umeroque queda alojado en la variable archivo para futura referencia.Los modos de apertura posibles son:r Abre para lecturaw Abre para escritura, descartando contenidos anteriores si loshaya Abre o crea archivo para escritura, agregando datos al �naldel archivo si ya exister+ Abre para lectura y escrituraw+ Crea archivo para lectura y escrituraa+ Abre o crea archivo para lectura y escritura, agregando datosal �nal del archivo si ya existeEn un archivo se puede escribir en modo binario:fread Lee datos binariosfwrite Escribe datos binarioso en modo textofgetl Lee una l��nea del archivo, descarta cambio de l��neafgets Lee una l��nea del archivo, preserva cambio de l��neafprintf Escribe datos siguiendo un formatofscanf Lee datos siguiendo un formatoReferimos al lector a la ayuda que proporciona Octave/Matlab para interiorizarse deluso de estos comandos. S�olo expondremos el uso de fprintf, pues el formato es algo quehabitualmente se necesita tanto para escribir en archivos como en pantalla, y fprintf sepuede usar en ambos casos.La instrucci�on
fprintf(archivo,'formato',A,B,...)
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imprime en el archivo asociado con el identi�cador archivo (asociado al mismo al usar fopen,ver m�as arriba), las variables A, B, etc., usando el formato 'formato'. archivo=1 correspondea la pantalla; si archivo se omite, el default es 1, es decir, fprintf imprime en pantalla siarchivo=1 o si se omite el primer argumento.'formato' es una string, que puede contener caracters normales, caracteres de escape oespeci�cadores de conversi�on. Los caracteres de escape son:\n New line\t Horizontal tab\b Backspace\r Carriage return\f Form feed\\ Backslash\' Single quotePor ejemplo, la l��nea
fprintf('Una tabulacion\t y un \'\'original\'\' cambio de linea\n aqui\n')da como resultadoUna tabulacion y un ''original'' cambio de lineaaquiEs importante notar que por default, el cambio de l��nea al �nal de un fprintf no existe,de modo que, si queremos evitar salidas a pantalla o a archivo poco est�eticas, siempre hayque terminar con un \n.Los especi�cadores de conversi�on permiten dar formato adecuado a las variables num�ericasA, B, etc. que se desean imprimir. Constan del caracter %, seguido de indicadores de ancho(opcionales), y caracteres de conversi�on. Por ejemplo, si deseamos imprimir el n�umero � con5 decimales, la instrucci�on es:fprintf('Numero pi = %.5f\n',pi)El resultado:Numero pi = 3.14159Los caracteres de conversi�on pueden ser%e Notaci�on exponencial (Ej.: 2.4e-5)%f Notaci�on con punto decimal �jo (Ej.: 0.000024)%g %e o %f, dependiendo de cu�al sea m�as corto (los ceros nosigni�cativos no se imprimen)Entre % y e, f, o g seg�un corresponda, se pueden agregar uno o m�as de los siguientescaracteres, en este orden:Un signo menos (-), para especi�car alineamiento a la izquierda (a la derecha es eldefault).
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Un n�umero entero para especi�car un ancho m��nimo del campo.Un punto para separar el n�umero anterior del siguiente n�umero.Un n�umero indicando la precisi�on (n�umero de d��gitos a la derecha del punto decimal).

En el siguiente ejemplo veremos distintos casos posibles. El output fue generado con lassiguientes instrucciones, contenidas en un script:a = .04395;fprintf('123456789012345\n');fprintf('a = %.3f.\n',a);fprintf('a = %10.2f.\n',a);fprintf('a = %-10.2f.\n',a);fprintf('a = %4f.\n',a);fprintf('a = %5.3e.\n',a);fprintf('a = %f.\n',a);fprintf('a = %e.\n',a);fprintf('a = %g.\n',a);El resultado:12345678901234567890a = 0.044.a = 0.04.a = 0.04 .a = 0.043950.a = 4.395e-02.a = 0.043950.a = 4.395000e-02.a = 0.04395.En la primera l��nea, se imprimen tres decimales. En la segunda, dos, pero el ancho m��nimoes 10 caracteres, de modo que se al��nea a la derecha el output y se completa con blancos. Enla tercera l��nea es lo mismo, pero alineado a la izquierda. En la cuarta l��nea se ha especi�cadoun ancho m��nimo de 4 caracteres; como el tama~no del n�umero es mayor, esto no tiene efectoy se imprime el n�umero completo. En la quinta l��nea se usa notaci�on exponencial, con tresdecimal (nuevamente, el ancho m��nimo especi�cado, 5, es menor que el ancho del output,luego no tiene efecto). Las �ultimas tres l��neas comparan el output de %f, %e y %g, sin otrasespeci�caciones.Si se desean imprimir m�as de un n�umero, basta agregar las conversiones adecuadas y losargumentos en fprintf. As��, la l��neafprintf('Dos numeros arbitrarios: %g y %g.\n',pi,exp(4));da por resultadoDos numeros arbitrarios: 3.14159 y 54.5982.
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Si los argumentos num�ericos de fprintf son matrices, el formato es aplicado a cadacolumna hasta terminar la matriz. Por ejemplo, el scriptx = 1:5;y1 = exp(x);y2 = log(x);a = [x; y1; y2];fprintf = ('%g %8g %8.3f\n',a);da el output1 2.71828 0.0002 7.38906 0.6933 20.0855 1.0994 54.5982 1.3865 148.413 1.609
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Cap��tulo 12
Editores tipo emacs.

Los editores tipo emacs se parecen mucho y en su mayor��a sus comandos son los mismos.Para ejempli�car este tipo de editores nos centraremos en XEmacs, pero los comandos ydescripciones se aplican casi por igual a todos ellos. Los editores tipo emacs constan de treszonas:La zona de edici�on: donde aparece el texto que est�a siendo editado y que ocupa lamayor parte de la pantalla.La zona de informaci�on: es una barra que esta situada en la pen�ultima l��nea de lapantalla.La zona de introducci�on de datos: es la �ultima l��nea de la pantalla.Emacs es un editor que permite la edici�on visual de un archivo (en contraste con el modode edici�on de vi). El texto se agrega o modi�ca en la zona de edici�on, usando las teclasdisponibles en el teclado.Adem�as, existen una serie de comandos disponibles para asistir en esta tarea.La mayor��a de los comandos de emacs se realizan empleando la tecla de CONTROL o latecla META1. Emplearemos la nomenclatura: C-key para indicar que la tecla key debe deser pulsada junto con CONTROL y M-key para indicar que la tecla META debe de ser pulsadajunto a key. En este �ultimo caso NO es necesario pulsar simult�aneamente las teclas ESC ykey, pudiendo pulsarse secuencialmente ESC y luego key, sin embargo, si se usa ALT comoMETA deben ser pulsadas simult�aneamente. Observemos que en un teclado normal hay unos50 caracteres (letras y n�umeros). Usando SHIFT se agregan otros 50. As��, usando CONTROLy META, hay unos 50 � 4 = 200 comandos disponibles. Adem�as, existen comandos especialesllamados pre�jos, que modi�can el comando siguiente. Por ejemplo, C-x es un pre�jo, y si C-ses un comando (de b�usqueda en este caso), C-x C-s es otro (grabar archivo). As��, a trav�esde un pre�jo, se duplican el n�umero de comandos disponibles s�olo con el teclado, hasta llegara unos 200 � 2 = 400 comandos en total.Aparte de estos comandos accesibles por teclas, algunos de los cuales comentaremos acontinuaci�on, existen comandos que es posible ejecutar por nombre, haciendo as�� el n�umerode comandos disponibles virtualmente in�nito.1Dado que la mayor��a de los teclados actuales no poseen la tecla META se emplea ya sea ESC o ALT.
293
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Revisemos los comandos m�as usuales, ordenados por t�opico.Abortar y deshacerEn cualquier momento, es posible abortar la operaci�on en curso, o deshacer un comandoindeseado:

C-g abortarC-x u deshacer

Archivos
C-x C-f cargar archivoC-x i insertar archivoC-x C-s grabar archivoC-x C-w grabar con nombreC-x C-c salir

VentanasEmacs permite dividir la pantalla en varias ventanas. En cada ventana se puede editartexto e ingresar comandos independientemente. Esto es �util en dos situaciones: a) si necesi-tamos editar un solo archivo, pero necesitamos ver su contenido en dos posiciones distintas(por ejemplo, el comienzo y el �nal de archivos muy grandes); y b) si necesitamos editar o vervarios archivos simult�aneamente. Naturalmente, aunque son independientes, s�olo es posibleeditar un archivo a la vez. A la ventana en la cual se encuentra el cursor en un momentodado le llamamos la \ventana actual".
C-x 2 dividir ventana actual en 2 partes, con l��nea horizontalC-x 3 dividir ventana actual en 2 partes, con l��nea verticalC-x 1 s�olo 1 ventana (la ventana actual, eliminando las otras)C-x 0 elimina s�olo la ventana actualC-x o cambia el cursor a la siguiente ventana

El cambio del cursor a una ventana cualquiera se puede hacer tambi�en r�apidamente atrav�es del mouse.Comandos de movimientoAlgunos de estos comandos tienen dos teclas asociadas, como se indica a continuaci�on.
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C-b o  izquierda un car�acter C-f o ! derecha un car�acterC-p o " arriba una l��nea C-n o # abajo una l��neaC-a o Home principio de la l��nea C-e o End �n de la l��neaM-< o C-Home principio del documento M-> o C-End �n del documentoM-f o M-! avanza una palabra M-b o M- retrocede una palabraC-v o Page Up avanza una p�agina M-v o Page Down retrocede una p�aginaM-g (n�umero) salta a la l��nea (n�umero) C-l refresca la pantalla

Comandos de inserci�on y borradoAl ser un editor en modo visual, las modi�caciones se pueden hacer en el texto sin nece-sidad de entrar en ning�un modo especial.
C-d o Delete borra un car�acter despu�es del cursorBackspace borra un car�acter antes del cursorC-k borra desde la posici�on del cursor hasta el �n de l��nea(no incluye el cambio de l��nea)M-d borra desde el cursor hacia adelante, hasta que termina una palabraM-Backspace borra desde el cursor hacia atr�as, hasta que comienza una palabraC-o Inserta una l��nea en la posici�on del cursor

May�usculas y min�usculas
M-u Cambia a may�uscula desde la posici�on del cursor hasta el �n de la palabraM-l Cambia a min�uscula desde la posici�on del cursor hasta el �n de la palabraM-c Cambia a may�uscula el car�acter en la posici�on del cursor ya min�uscula hasta el �n de la palabra

Por ejemplo, veamos el efecto de cada uno de estos comandos sobre la palabra EmAcS, siel cursor est�a sobre la letra E (<el efecto es distinto si est�a sobre cualquier otra letra!):
M-u : EmAcS �! EMACSM-l : EmAcS �! emacsM-c : EmAcS �! Emacs

Transposici�onLos siguientes comandos toman como referencia la posici�on actual del cursor. Por ejemplo,C-t intercambia el car�acter justo antes del cursor con el car�acter justo despu�es.
C-t Transpone dos caracteresM-t Transpone dos palabrasC-x C-t Transpone dos l��neas
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B�usqueda y reemplazo

C-s B�usqueda hacia el �n del textoC-r B�usqueda hacia el inicio del textoM-% B�usqueda y sustituci�on (pide con�rmaci�on cada vez)M-& B�usqueda y sustituci�on (sin con�rmaci�on)
De�nici�on de regiones y reemplazoUno de los conceptos importantes en emacs es el de regi�on. Para ello, necesitamos dosconceptos auxiliares: el punto y la marca. El punto es simplemente el cursor. Espec���camente,es el punto donde comienza el cursor. As��, si el cursor se encuentra sobre la letra c en emacs,el punto est�a entre la a y la c. La marca, por su parte, es una se~nal que se coloca en alg�unpunto del archivo con los comandos apropiados. La regi�on es el espacio comprendido entre elpunto y la marca.Para colocar una marca basta ubicar el cursor en el lugar deseado, y teclear C-Space oC-@. Esto coloca la marca donde est�a el punto (en el ejemplo del p�arrafo anterior, quedar��aentre las letras a y c. Una vez colocada la marca, podemos mover el cursor a cualquier otrolugar del archivo (hacia atr�as o hacia adelante respecto a la marca). Esto de�ne una ciertaubicaci�on para el punto, y, por tanto, queda de�nida la regi�on autom�aticamente.La regi�on es una porci�on del archivo que se puede manipular como un todo. Una regi�on sepuede borrar, copiar, pegar en otro punto del archivo o incluso en otro archivo; una regi�on sepuede imprimir, grabar como un archivo distinto; etc. As��, muchas operaciones importantesse pueden efectuar sobre un bloque del archivo.Por ejemplo, si queremos duplicar una regi�on, basta con de�nir la regi�on deseada (ponien-do la marca y el punto donde corresponda) y teclear M-w. Esto copia la regi�on a un bu�ertemporal (llamado kill bu�er). Luego movemos el cursor al lugar donde queremos insertar eltexto duplicado, y hacemos C-y. Este comando toma el contenido del kill bu�er y lo insertaen el archivo. El resultado �nal es que hemos duplicado una cierta porci�on del texto.Si la intenci�on era mover dicha porci�on, el procedimiento es el mismo, pero con el comandoC-w en vez de M-w. C-w tambi�en copia la regi�on a un kill bu�er, pero borra el texto de lapantalla.Resumiendo:

C-Space o C-@ Comienzo de regi�onM-w Copia regi�onC-w Corta regi�onC-y Pega regi�on
El concepto de kill bu�er es mucho m�as poderoso que lo explicado reci�en. En realidad,muchos comandos, no s�olo M-w y C-w, copian texto en un kill bu�er. En general, cualquiercomando que borre m�as de un car�acter a la vez, lo hace. Por ejemplo, C-k borra una l��nea.Lo que hace no es s�olo borrarla, sino adem�as copiarla en un kill bu�er. Lo mismo ocurrecon los comandos que borran palabras completas (M-d, M-Backspace), y muchos otros. Lo
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interesante es que C-y funciona tambi�en en todos esos casos: C-y lo �unico que hace es tomarel �ultimo texto colocado en un kill bu�er (resultado de la �ultima operaci�on que borr�o m�as deun car�acter a la vez), y lo coloca en el archivo. Por lo tanto, no s�olo podemos copiar o mover\regiones", sino tambi�en palabras o l��neas. M�as a�un, el kill bu�er no es borrado con el C-y,as�� que ese mismo texto puede ser duplicado muchas veces. Continuar�a disponible con C-ymientras no se ponga un nuevo texto en el kill bu�er.Adem�as, emacs dispone no de uno sino de muchos kill bu�ers. Esto permite recuperartexto borrado hace mucho rato. En efecto, cada vez que se borra m�as de un car�acter de unavez, se una un nuevo kill bu�er. Por ejemplo, consideremos el texto:La primera linea del texto,la segunda linea,y finalmente la tercera.Si en este p�arrafo borramos la primera l��nea (con C-k), despu�es borramos la primerapalabra de la segunda (con M-d, por ejemplo), y luego la segunda palabra de la �ultima,entonces habr�a tres kill bu�ers ocupados:bu�er 1 : La primera linea del texto,bu�er 2 : labu�er 3 : finalmenteAl colocar el cursor despu�es del punto �nal, C-y toma el contenido del �ultimo kill bu�ery lo coloca en el texto:
segunda linea,y la tercera. finalmenteSi se teclea ahora M-y, el �ultimo texto recuperado, finalmente, es reemplazado por elpen�ultimo texto borrado, y que est�a en el kill bu�er anterior:
segunda linea,y la tercera. laAdem�as, la posici�on de los kill bu�ers se rota:bu�er 1 : finalmentebu�er 2 : La primera linea del texto,bu�er 3 : laSucesivas aplicaciones de M-y despu�es de un C-y rotan sobre todos los kill bu�ers (quepueden ser muchos). El editor, as��, conserva un conjunto de las �ultimas zonas borradas durantela edici�on, pudiendo recuperarse una antigua a pesar de haber seleccionado una nueva zona,o borrado una nueva palabra o l��nea. Toda la informaci�on en los kill bu�ers se pierde al salirde emacs (C-c).Resumimos entonces los comandos para manejo de los kill bu�ers :
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C-y Copia el contenido del �ultimo kill bu�er ocupadoM-y Rota los kill bu�ers ocupados

De�nici�on de macrosLa clave de la con�gurabilidad de emacs est�a en la posibilidad de de�nir nuevos comandosque modi�quen su comportamiento o agreguen nuevas funciones de acuerdo a nuestras nece-sidades. Un modo de hacerlo es a trav�es del archivo de con�guraci�on $HOME/.emacs, para locual se sugiere leer la documentaci�on disponible en la distribuci�on instalada. Sin embargo, sis�olo necesitamos un nuevo comando en la sesi�on de trabajo actual, un modo m�as simple esde�nir una macro, un conjunto de �ordenes que son ejecutados como un solo comando. Loscomandos relevantes son:
C-x ( Comienza la de�nici�on de una macroC-x ) Termina la de�nici�on de una macroC-x e Ejecuta una macro de�nida

Todas las sucesiones de teclas y comandos dados entre C-x ( y C-x ) son recordados poremacs, y despu�es pueden ser ejecutados de una vez con C-x e.Como ejemplo, consideremos el siguiente texto, con los cinco primeros lugares del r�ankingATP (sistema de entrada) al 26 de marzo de 2002:1 hewitt, lleyton (Aus)2 kuerten, gustavo (Bra)3 ferrero, juan (Esp)4 kafelnikov, yevgeny (Rus)5 haas, tommy (Ger)Supongamos que queremos: (a) poner los nombres y apellidos con may�uscula (como de-ber��a ser); (b) poner las siglas de pa��ses s�olo en may�usculas.Para de�nir una macro, colocamos el cursor al comienzo de la primera l��nea, en el 1,y damos C-x (. Ahora realizamos todos los comandos necesarios para hacer las tres tareassolicitadas para el primer jugador solamente: M-f (avanza una palabra, hasta el espacio antesde hewitt; M-c M-c (cambia a Hewitt, Lleyton); M-u (cambia a AUS); Home (vuelve elcursor al comienzo de la l��nea); # (coloca el cursor al comienzo de la l��nea siguiente, en el 2).Los dos �ultimos pasos son importantes, porque dejan el cursor en la posici�on correcta paraejecutar el comando nuevamente. Ahora terminamos la de�nici�on con C-x ). Listo. Si ahoraejecutamos la macro, con C-x e, veremos que la segunda l��nea queda modi�cada igual quela primera, y as�� podemos continuar hasta el �nal:1 Hewitt, Lleyton (AUS)2 Kuerten, Gustavo (BRA)3 Ferrero, Juan (ESP)4 Kafelnikov, Yevgeny (RUS)5 Haas, Tommy (GER)
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Comandos por nombreAparte de los ya comentados existen muchas otras �ordenes que no tienen necesariamenteuna tecla asociada (bindkey) asociada. Para su ejecuci�on debe de teclearse previamente:M-xy a continuaci�on en la zona inferior de la pantalla se introduce el comando deseado. Em-pleando el TAB se puede completar dicho comando (igual que en bash).De hecho, esto sirve para cualquier comando, incluso si tiene tecla asociada. Por ejemplo,ya sabemos M-g n va a la l��nea n del documento. Pero esto no es sino el comando goto-line,y se puede tambi�en ejecutar tecleando: M-x goto-line n.Repetici�onTodos los comandos de emacs, tanto los que tienen una tecla asociada como los que seejecutan con nombre, se pueden ejecutar m�as de una vez, anteponi�endoles un argumentonum�erico conM-(number)Por ejemplo, si deseamos escribir 20 letras e, basta teclear M-20 e. Esto es particularmente�util con las macros de�nidos por el usuario. En el ejemplo anterior, con el r�anking ATP,despu�es de de�nir la macro quedamos en la l��nea 2, y en vez de ejecutar C-x e 4 veces,podemos teclear M-4 C-x e, con el mismo resultado, pero en mucho menos tiempo.Para terminar la discusi�on de este editor, diremos que es conveniente conocer las secuenciasde control b�asico de emacs:C-a, C-e, C-k, C-y, C-w, C-t, C-d, etc.,porque funcionan para editar la l��nea de comandos en el shell, como tambi�en en muchosprogramas de texto y en ventanas de di�alogo de las aplicaciones X Windows. A su vez, loseditores jed, xjed, jove tambi�en usan por defecto estas combinaciones.
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