Capitulo 10

Aplicaciones de la transformada de
Laplace

10.1 Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes

1) Consideremos la siguiente ecuacién diferencial con condiciones iniciales:

Para resolverla, aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién:

d*y
27 — —rn
E{ tz,s} LA{y,s}=LA{1l,s},

donde interpretamos la funcién constante 1 como 1 para t > 0y 0 para t < 0. Evaluamos
la transformada de la segunda derivada, usando las propiedades enunciadas en el capitulo
anterior.

L {%, s} =52Y(s)—sy(0) =y (0)=s?Y(s) -1,

donde Y (s) = L{y, s}. Usando lo anterior en la ecuacién diferencial tenemos

1
SZY(S)—l—Y(s):g
1 s 1+s
2
- 1)Y(s)=-+-=
(-1 (5) =+ =12
s+1 1 1 1 1 1
Y fnd = — = — —
() s s2—-1 ss—1 s—1 s
Retransformando,
y(t)=¢e" —1.
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2) Consideremos la siguiente ecuacién diferencial con condiciones iniciales:

d?y
Tz Y=t y(1)=a, y(2)=b.

Encontremos la solucién para y(t). Primero hacemos el cambio de variable x = ¢ — 1 con
u(z) = y(t), de esta manera la ecuacién nos queda

d*u
gz —u=r+l, w0 =y(l)=a ul)=b.
Aplicamos la transformada de Laplace. Definiendo £ {u, s} = U(s) y u/(0) = v, tenemos
2 / 1 1
s2U(s) — su(0) —u'(0) — U(s) = S+
1+
(s =1)U(s) =as+v + 825
1
U(s) = o + -2

Retransformando,
1
u(x) = acosh(z) + ysenh(z) + L1 {7 x} .

Haciendo notar que
1

E{/ ewldx',s}
0 ss—1
@ @ 1 v 11 1 1
L da’ " g —Ir ' g _+1 _
{/0 a:/o € x,s} S {/0 € x,s} sss—1 s2(s—1)"

se tiene
-1 no__ ? z' _ I T 1 _
L {828_1 } /dx/ " dx —/(e l)de' =e*"—1—1z.

u(z) = acosh(z) + ysenh(z) + e — (1 4+ x) .

%E{e s}——

Finalmente

Expresando la solucién en la variable original,
y(t) = acosh(t — 1) + ysenh(t — 1) +e'™" — ¢ .
Comprobamos la condicién inicial:

y(1) = acosh(0) + ysenh(0) + € — 1,
yl)=a+0+1-1=a.
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Para determinar v = v/(0) usamos y(2) = b:

y(2) = acosh(1) + ysenh(l) +e—2=1b
_ 2+b—e—acosh(l)

senh(1)
En general, la ecuacién diferencial
L) + o (t) + fa(t) = F(OR()
AT N ’

donde h(t) corresponde a la funcién escalén de Heaviside, tiene por solucién:

o) = £ et = o [ T dsete(s)

2mi 100+0
con
1

£(s) = LAz, s} = E——

[L{f(t),s}+ (a+s)z(0) + z'(0)] .

10.2 Ecuaciones integrales

Sea la ecuacién integral para f(x)

9@) =M (@) + | fl@)K(z - a)da, (101
0
donde g(x) y K(z) son funciones dadas. Busquemos la solucién aplicando la transformada

L{g(x),s} = AL{f(x),s} + LS * K(x), s} = AL{f(x), s} + L{f(z), s} L{K(2), s} -

Despejando,

£} = e (102
Retransformando se obtiene f(x).

Como ilustracién de situaciones fisicas que involucran ecuaciones integrales revisaremos
el problema de la tautdcrona: una particula de masa m resbala, sin roce, sobre una curva
bajo el efecto de la gravedad. Queremos la forma de la curva de modo que el tiempo que se
demore la particula en “llegar abajo” sea independiente del punto de lanzamiento.

A
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Debido a la conservacion de la energia se satisface para todo y

1
§mv2 = mg(yo—y)

v o= \/%Vyo_ ;

donde yq es la altura inicial. Podemos evaluar el tiempo de descenso

ds 1ds e 1
— /2
/5 /Ovdy y== [ I

donde hemos definido f(y) = ds/dy. Con este resultado podemos escribir la condicién de
que la curva sea tautécrona de la siguiente manera:

f(y)(yo —y) Y2 dy = C,, constante independiente de yq.
0

Esta ecuacion integral es de la forma (10.1), con A = 0, g(z) = Cy y K(x) = z~'/2, por tanto
tiene solucién de la forma (10.2):

LU =

Sabemos que

(i
L{xilﬂ,s} = \(/2_) ,

S
luego
Co /s Co 1
L{f(@) = 20 =
sT() TR vs
Retransformando,
ds Co 1 ~1/2
fly)=—= y VP=Cy 2.
dy  [L(3)P
A partir de
ds® = dz? + dy? |
despejamos

2
dr = \/ds? — dy? = \/(?dy) —dy? ,
Y
1/2

ds\? ds\?
_ 2 a2 — _
e \/(dy> W [(d?) 1] W
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Como conocemos ds/dy, tenemos

Haciendo el cambio de variable

y=Ctsen (5) = 51— cos(o)]

Diferenciando,
2
dy = % sen g do .

Reemplazando en (10.3) obtenemos

1/2
dr = [(35(32 (g) — 1} 0—2 sen ¢ do

o (2) G (3 (2

dx = C? cos® <¢> do = 72(1 +cos @) do .

109

(10.3)

Integrando esta ultima ecuacién y agregando el cambio de variable podemos expresar la curva

resultante en forma paramétrica:

2
x = %(¢+sen¢)
y = %2(1—COS¢) .

Esta es la ecuacién de una cicloide.

10.3 Ecuaciones en derivadas parciales

Consideremos la ecuacién unidimensional de conduccién del calor

2 0*u(z, 1) _ Ou(z, t)
o0x? ot

(10.4)

donde u(z,t) corresponde a la temperatura en la posicién z y a tiempo ¢. Elegimos, por
simplicidad, la constante ¢? = K/op = 1, donde K es la conductividad térmica, o el calor

especifico y p la densidad.

El problema especifico a abordar es el de una varilla seminfinita con condicién inicial

u(z,0) =0, Yz > 0, y condiciones de borde u(0,t) = A y u(oco,t) = 0.
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Si tomamos la transformada de Laplace respecto de x en (10.4), encontramos que la
transformada de u debe satisfacer la siguiente ecuacién:

ou

s>L{u(z,t), s} — su(0,t) — %(O,t) =L {?9_1:’ s} .

La anterior ecuaciéon resulta no ser de coeficientes constantes, ademéas, es inhomogénea y
uno de sus términos, du/0z(0,t) no lo conocemos, asi que la solucién no es directa. Pero si
tomamos la transformada de Laplace respecto a ¢ de la ecuacién de conduccién, y definiendo

U(z,s) = L{u(z,t),s} = /000 e Stu(z,t)dt

obtenemos

0%U (z, s)

2 =S U(z,s) —u(z,0) .

Utilizando la condicién inicial u(z,0) = 0, nos queda una ecuacién diferencial en donde s es
un parametro,

02U (x, s)

522 —sU(z,8) =0,

con solucién
Ulz,s) = CLe®V® + Che™@V° |
Aplicamos la transformada de Laplace sobre las condiciones de borde:

LA{u(o0,t),s} =U(c0,s) =0=C; =0,

L{u(O,t),s}:U(O,s):E{A,s}:§:>02:é.

S

La solucién es

A
Uz,s) = ;e‘zﬁ , para Re[s] > 0.

Retransformando,

t
u(z,t) = L7 {ée_m‘/g,t} = A/ L1 {e‘m‘/g,t'} dt’ .
s 0

Evaluamos, primero,

1 o-+100
£t {efw\/g,t} = —/ ete Vo ds .
2my T—100

Usando el cambio de variable z = /s, el camino de integracién se modifica como muestra la
figura:
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Am[ Z]

y la integral nos queda

£ {e"”‘/g,t} = 21 / e’te 1 dz
i Jr

Analicemos la integral sobre los tramos que cierran el camino, partiendo por el tramo I:

24
/Zezt zwdz
I

1

™

™

00
/ (1 + i)2y€(1+i)2y2t—(1+i)yz dy‘

z=(1+1)y R

IN

2 [e.e]
— / ye ¥dy —— 0.
T JR R—o0

El tramo 1I:

1

™

1

™

]_ R . 2 R2t
—/ |iR +y | W —FIt=vz gy
m™Jo

24
/Zezt 2T ]
I

R
/ (iR + y)e(iR+y)2t—(iR—+—y)z dy ‘
z2=t1R+y 0

IN

G_th R 2

< \/§R/ eV 1Y dy
™ 0

V2 [ty

> 0.
7 ef’t/R  R-oo

Notamos que dentro del circuito no hay polos, entonces al utilizar el teorema del residuo
podemos concluir que la integral sobre el circuito cerrado es nula. Ya hemos demostrado que
las integrales sobre los tramos I y II tienden a cero cuando R — oco. En forma equivalente
se puede mostrar que se anularan, en el mismo limite, las integrales sobre los tramos I’ y II.
Por lo tanto, la integral sobre el camino I" mas la integral sobre el tramo III deben cancelarse
en el limite R — 00, o lo que es lo mismo, la integral sobre el camino I', que es la que nos
interesa, es igual a menos la integral sobre el tramo III. Parametrizamos por z = iy, y nos
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queda

ﬁ_l {6—38\/5 t} — i/ €z2t—z;cz dy — _i 0 e_yzt_iywy dy _ X Le_wz/% .
’ e S T J_oo 24/ t3/2
Podemos escribir la solucion

u(z,t) = A A e M gy
? - 0 2\/7_Tt,3/2 .

Hacemos el cambio de variable o? = x?/4t', lo que implica dt' = —z%/2a3da, y obtenemos

finalmente
2A * 2 Xz
u(z,t) = — e “ dazA[l—erf(—)] .

10.4 Sistema de ecuaciones lineales

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales
Yo+ 25+ 1y — Y2 =25
21 +yo = 25¢"

con condiciones iniciales y;(0) = 0 e yo(0) = 25. Apliquemos la transformada de Laplace,
con las definiciones

Y1,2 = 5{91,2(75), 5} -

Obtenemos para el sistema:

25
sY1 —y1(0) +25Yy — 2y5(0) + Y1 — Y5 = 5
25
2sY7 —2y1(0) + Yo = —— .
s—1
Usando las condiciones iniciales,
25
sY1+2sYo =504+ Y, — Y, = 5
25
2sY1+ Y, = ;
s—1
Despejando,
25 25 9 5 16
Yi(s) = = — — — )
) = o611~ 5 o1 GolE GEid)
Retransformando,
yi(t) = 25 — 9e* + 5te! — 1674 .
Anéalogamente

yo(t) = 33e’ — 10te! — 874 .



