Capitulo 2

Series de Fourier

Sea f una funcién arbitraria en C [—7, 7], i.e.

™

[—m, 7] <5 C  tal que /|f(t)\2dt<oo.

-7

. tSea {¢v}vez un conjunto de funciones ortonormales en C [—, 7], definidas como ¢, (t) =
eZI/

Nor3

Los coeficientes de Fourier, C, = (¢, | f ), satisfacen

Z C, > < / 1 fI? < o0 (Desigualdad de Bessel)
Luego
lim C, =0. (2.1)
v—=too

Necesitaremos un par de resultados preliminares. Observemos primero que
n
§ eVt = e (14 e + e 4 - M)

vVv=—n

:ﬁ(1+a2+a4+---+a4") con a = e'*/?

1 [a4n+2 _ 1:| a2n—|—1 _ a—2n+1

a? -1 -

a?n a—al

Luego

L 2n + 1) /2

Z eivh — Sen[( n+ )H/ ] ‘ (22)
= sen(u/2)

Por otra parte,

/OW i eVt dp = /07r |:]_+2icos(y'u):| du=r.

v=—n v=1
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Usando (2.2)

7r:/7r sen|[(2n + ),u/Q]
o sen(u/2)

Tomando v = p/2:
_2/ 1) sen (2n+ 1)v ]d . (2.3)

sen v

Teorema 2.1 Sea f € C[—m, 7], entonces su serie de Fourier

> (el f)eult)

VEZ

converge y representa a f(¢) (convergencia punto a punto) en todo el intervalo [—, 7].

Demostraciéon Considerar la suma parcial

n eiut
Sult)=>_C, Nor:

Los coeficientes de Fourier son

—ivt!

Co=(o|f) =/_7r e\/ﬂf(t')dt'

—ivt! et it

27 Sp( —QWZC —QWZ/ f(@ dtl\/ﬁ
27Sy( / f( Z eVt

v=—n

Sea u =t —t (du = dt'). Se tiene:
27 Sy ( / flu+1t) Ze“’“du
Vv——n
Puesto que Y _ e ™" =3%"__ " [ver (2.2), por ejemplo], y que, siendo f periddica,

flu=£2m) = f(u) YueR,

resulta

27 Sy ( /fu+t Ze“’“du
/ft+u Ze“’“du—i— /ft+u Ze“’“du

v=—n v=—n
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Haciendo en la primera integral el cambio de variables v = —2v, y en la segunda el cambio
U = 2v:

n ' 1 /2 n .
1v2v 12v
E e dv+§(2)/0 f(t+2v) g e dv .

v=—n v=—n

mSalt) = 5 (~2) (D

Usando (2.2) y (2.3):

sen[(2n + 1)v]
sen v

/2
W[Sn(t)—f(t)]:/o F(t = 20) + £(t 4+ 20) — 2£ (1) dv.  (24)

Definamos ahora

(v) = f(t+ 2v) + f(t — 2v) — 2f(t) ve0,7/2] .

Sea

v e [0,7/2]
gv) =10 v € [—,0]
0 v € [n/2,7]

g(v) es acotada en [—m, 7| y, de hecho, se puede mostrar que pertenece a C [—m, 7|. Podemos
reescribir (2.4):

T[Sa(t) — F(1)] = /W g(v)sen[(2n 4+ 1)v]dv = V2 Im (pons1 | g) -

—T

Con (2.1),
7[Sa(t) = F()] = V2r I (a1 | 9) —— 0.
Luego
Tim S, (t) = £(1)
o sea

q.e.d.

Sabemos, de (2.1), que

/ | f@) ] dt < oo = lim C, =0.

vV—>
- o0
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Supongamos que f € C, [—m, 7| y que f’ es continua, tal que f; | f/ |2 < co. Entonces de la
definicion de los coeficientes de Fourier:

VerC, = / ft)e ™ dt veL.

Si integramos por partes:

—vt

J%cu:<f(t)e - ) W/ F()e ™ dt

Observando que el segundo término no es sino el coeficiente de Fourier de f’, tenemos

Anilogamente, si f, f' € C,[—m,n] y f" es continua, tal que [”_ | f"|? < oo, entonces

Vale decir, cuanto maés derivable es la funcién f, tanto mdas rapido tienden a cero sus
coeficientes de Fourier. Mas atn, se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.2 (Sin demostracién) Si f € C y f tiene discontinuidades “mansas” (saltos
finitos), entonces los coeficientes de Fourier C, decrecen como 1/v.

Sifecd,, f'€Cy ftiene discontinuidades “mansas”, entonces los coeficientes de Fourier
C, decrecen como 1/v2,

Etcétera.

El teorema anterior muestra que la serie de Fourier converge mas rdpidamente mientras
mejor comportamiento analitico tenga la funcién f. En el caso de funciones infinitamente de-
rivables, los coeficientes de Fourier exhiben decaimientos méas fuertes que cualquier polinomio
(C, ~ 1/v!, por ejemplo).

Teorema 2.3 Si f” € C[—m, 7| entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a

f.

Demostracién Sean C, = (¢, | f) los coeficientes de Fourier de f. Como f' € C,, entonces
V20, P 0, luego existe un N tal que para todo |v| > N se tiene
V—>r 00

‘V2C | <1
D Cup, = Z Copv+ Y Cupy
VEZL v|<N [v|>N
Sea
M = max Cooy .
te[—m,m]

lvI<N
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Entonces
TR ST DRTAID DRI P D Dycrs
veZ [v|<N |v[>N |v|<N lv|>N
<M+ > [Clle =M+ ) |C, |\/_
|v \>N |v \>N
+— > \C\<M+— Z —
| |>N \ |>N
Pero

donde ((z) es la funcién zeta de Riemann. Asi:

2
E Cop, < M+ —— .
VEZ 7 \/%

Luego existe un mayorante convergente independiente de ¢, y por lo tanto hay convergencia
uniforme.
q.e.d.

Proposicién 2.1 (Sin demostracién) Si f € C[—7w, 7] y f(t) € R, entonces f se puede
expandir en una serie trigonométrica:

f(t) = AO + iA cos(nt) + B, sen(nt) ,

con los coeficientes dados por
1 K
A, =1 / F(t) cos(nt) dt
B, = —/ f(t)sen(nt) dt

Resultados utiles

Escribamos la serie de Fourier

= > Ce”, C, = 1 / ft)e ™ dt .
2 ) _,

V=—0o
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1) fla+2m) = f(a)

La expansi6én de Fourier de f(z) implica su extensién periédica a R.
2) Si f(x) eR Vz€|[—mmn],
c.,=C.

v

3) Poniendo
et® = cos(vx) £ isen(v) ,

obtenemos la expansion alternativa

fla) =20+ f: (4, cos(v2) + By sen(v)]
con
A, =Cy+C = %/ﬁ F(t) cos(vt) dt |
B, —i(C,—C_,) = % _7; F(t) sen(ut) dt .
Ademis:

f(z) = f(=2) = B, =0,
f@)=~f(-2) = A, =0,

de modo que esta forma de la expansién es 1til cuando f tiene paridad definida.

4) Para expandir una funcién F de periodo L, definimos una funcién f de periodo 27 por
U
F(u) = (2 —) .
(w) = f (2%

Asi, F(u+ L) = F(u). Podemos expandir en serie de Fourier la funcién f, obteniéndose
finalmente:

- , 2
Fy= Y G = Flu+1), cong = v,

V=—00

1 L/2 )
C, == / F(t)e “tdt .
LJ_ 1

Aplicaciones

1) Rectificador de “media” onda.
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Consideremos el siguiente circuito eléctrico, y la forma de la corriente en funcién del
tiempo que por él circula:

N
L1

5L AN

I(t) es par, luego B, =0 VneN:

o0

A
I(t) = 70 + ZA" cos(nt) ,
n=1

con
1 iy 9 i 9 w/2 )
AO:—/ I(t)dt:—/ I(t)dt:—/ costdi = =
T J_x T Jo T Jo T
1/2 sin=1
2 7T/2 . .
A, = —/ costcos(nt) dt = 0 si n es impar, n # 1
™ Jo —2(-1)"%
————"— sinespar
m(n?—-1) P
Luego

1 cost 2 [cos(2t) cos(4t)
) =2+ +%[1% 3-5 +m}

1 1 211 1
I0)=—+-4—|———+"--- 2.5
0) 7r+2+7r[1-3 3-5+ } (25)

En general, A, — 0 como 1/n?, como corresponde a una funcién I(t) cuya primera derivada
tiene discontinuidades mansas.

2) Rectificador de onda completa.

I(t)

@
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En este caso, I(t) = |sent| es par, y se tiene:

4
Ag = —
7r
9 [m 0 n impar
An:—/ sen t cos(nt) dt —4  bar
o rm2—1) P
e
2 4 [cos(2t) cos(4t)
I(t)==--2>
(®) u 7T|: 1-3 * 3:5
c

3) Circuito resonante RLC.

@ L

R

Consideremos ahora E(t) una funcién arbitraria pero periddica de periodo T'. La corriente
1(t) satisface

21 4l 1. dE
e L S
ettt T

E(t) se puede desarrollar en serie de Fourier:

E(t) = i Epem™t w=—,

donde

1 [T/2 _
E, =~ / E(t)e ™" dt .
T ) 1)

Estos coeficientes se pueden calcular si E(t) es una funcién conocida. Escribiendo

I(t) — i Cneiwnt ’

n=—oo

encontramos, reemplazando en la ecuaciéon diferencial:

o0

1 )
Z [(—HZWZL +inwR + 6) Cn— inwEn] et =0 .

n=-—oo
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Siendo {e™*},, un conjunto linealmente independiente, cada coeficiente de la suma debe ser
nulo, luego:

o
C_ L
n— 1 9 9 nwR TN *
c — nw +ie

Aqui, wy = 1/v/LC es la frecuencia natural del sistema.
4) Conduccién del calor.

Consideremos una barra de longitud L. Su temperatura es una cierta funcién de la
distancia z a uno de sus extremos y del tiempo, U(z,t). Supongamos que en los extremos la
temperatura es siempre nula:

U,t) =U(L,t) =0

y que inicialmente el perfil de temperatura es:
U(z,0) =xz(L —x) .
La ecuacién que rige la evolucion de la temperatura es:

oU (z,t) 0?U(z,t)

ot ox?2

donde k es la constante de conduccion térmica. Al separar variables:

Ulz,t) = X(2)T(1) ,

obtenemos las ecuaciones

dT

— = —\%T
dt .
X,
ez

donde X es una constante. Las soluciones generales de estas ecuaciones son:
T(t)=Ce™ y X(z)= Acos(\z) + Bsen(\z) ,
de modo que
U(z,t) = [Acos(A\z) + Bsen(Az)]e 't |

Imponiendo la condicién de borde U(0,t) = 0:

De U(L,t) =0, en tanto,
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La soluciéon mas general es entonces:
o0
2
Uz, t) = Z Be " mtsen(Apz)
m=1
Ahora consideramos las condiciones iniciales:
> mm
U(x,0) = B sen(—x):xL—x .
(2.0 = 3 Busen (7)< x(L -

Como esta serie es una funcién impar, consideramos la extensién periédica impar de la funcién
g(x) al intervalo [—L, L], de modo que los coeficientes By, correspondan a los coeficientes de

Fourier de g(z):
g(x)

En particular,

412 x
U(z,t) ———— —5 sen (W—) e Mo
totg=Ly T L

5) Resolver la ecuacién de Laplace en dos dimensiones

U U _

5z + g7 = (2.6)

para el interior del circulo z? + y? < 1, con la condicién de borde U(p = 1, ¢) = ().
La solucién a (2.6) se puede plantear como

Ulz,y) = Re{f(2)},
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donde f(z) es una funcién holomorfa en C. Por tanto, podemos escribir

f(2) = flx+iy) = ch :

y consideremos
Cn = a, — by,

Cada término de la expansién anterior satisface (2.6). En efecto,

82 32 82 82 .
(6 +3) 7= (g oy b+
8 - \n—1 a - - \n—1
=% [n(z +y)" ] + 3y lin(z + iy)" ]
=nn—-1(x+iy)" 2 -nn-1)(z+iy)"?=0.
Escribamos U(z,y) en coordenadas polares:

U(z,y) = Re {Z( — iby)r" m¢}

n=0

Re {Z(an — iby,)r" (cos ng + i senne) }

n=0

I
M]3

"™ [an cos(ne) + by sen(ng)] . (2.7)

3
Il
)

Imponiendo la condicién de borde:
= Z ar, cos(ne) + by, sen(ng) .
n=0

Por lo tanto, a, y b, son los coeficientes de Fourier de 1(¢). Vale decir, la solucién de una
ecuacion de Laplace en dos dimensiones se puede escribir en términos de una expansion de
Fourier.

Fenémeno de Gibbs

Consideremos la onda cuadrada

1 O<z<m
flz)=<¢0 2=0,%7
-1 —7m<z<0

Su expansién en serie de Fourier se obtiene ficilmente, encontrdndose:

o0

f(z) = %Z 57 :_ : sen[(2l + 1)z] .
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Observamos que los coeficientes decaen como b, ~ 1/n, en concordancia con el teorema
demostrado anteriormente (pag. 20). En la siguiente figura presentamos la funcién f(x) y su
aproximacion por sumas parciales de Fourier, con n = 2, n = 10 y n = 50 términos.

1.5
) b, A
0.5
0oL
0.5
-1t VA A\ Vk
i AN
-1.8 |
0

Se observa que hay buena convergencia con 10 términos, y el resultado es casi perfecto con
50, salvo ciertas oscilaciones en los puntos de discontinuidad, oscilaciones que no se amorti-
guan cuando el nimero de términos va a infinito. Sin embargo, como la suma parcial Sy(x)
converge punto a punto al valor esperado f(z), las oscilaciones no amortiguadas deben nece-
sariamente limitarse a una vecindad cada vez menor en torno a los puntos de discontinuidad,
de modo que cualquier z # Im, | € Z, quede fuera de tal vecindad para N suficientemente
grande.

Este fenémeno se conoce como fendmeno de Gibbs, y es consecuencia de la imposibilidad
de aproximar uniformemente por funciones continuas una funcién discontinua.

Para estudiarlo con mas detalle, consideremos la funcién “diente de sierra”:

mT—2x O<zx<m
fl@)=<0 =0 (2.8)

—_nm -z —TnT<x<0

f(x)

Su expansion de Fourier es:
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Y la suma de los N primeros términos:

(@) =)

n=1

S|

sen(nz) .

Six — 0, los primeros términos de la suma se hacen despreciables. Para valores grandes de
n, en tanto, el sumando varia lentamente, y se puede reemplazar la suma por una integral.
Por lo tanto, en el limite N > 1, x < 1 podemos escribir

sent

N 2 Nz
fn(z) 2/ dn —sen(nz) = 2/ dt =~ .
0 n 0 t

Definiendo la funcién seno integral

Si(z) = /0 st (2.9)

se sigue que
fn(@) = 2Si(Nz) .
Es claro de (2.9) que Si(0) = 0 y Si(oo) = 7/2. Ademas, Si(z) posee extremos dados por
_ 0Si _ senz
oz x

T =nrn

0

Asi, como sen t/t oscila amortigudndose para t — 00, se espera que Si(z) igualmente oscile
cuando z crece, pero convergiendo a m/2. Sus extremos en x = (2n+ 1)7 deben ser maximos
(contribuciones de area positiva de sent/t), y sus extremos en x = 2nm deben ser minimos
(contribuciones de rea negativa de sent/t). El primer méximo, en z = 7, es el miximo
absoluto (ver figura).

Si (x)

Algunos valores caracteristicos:
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Si(r) ~ 1.852 (Primer méximo, absoluto)
Si(2r) ~ 1.418 (Primer minimo)
Si(37) =~ 1.675 (Segundo maximo)

De estos resultados se desprende que:

a) fn(0)=0

b) fn(x) —— 7~ 3.14159
z>1/N

¢) fn(z) tiene méaximos en (2n + 1)7/N, por ejemplo:

(%)

N (%) ~ 3.350 (Segundo m&ximo)

12

3.704 (Primer maximo, absoluto)

d) fn(x) tiene minimos en 2n7/N:
2T . .
In <—N> ~ 2.836 (Primer minimo)

De este modo, la funcién fy(z) oscila en tanto se tenga x ~ O(1/N). El primer maximo
implica sobrepasar el valor limite en un 18%, y el segundo sélo en un 7%. Toda esta
estructura estd en una pequena vecindad de r = 0, vecindad cuyo ancho va a cero si
N — o0.

Esto explica el fenémeno de Gibbs. Aun cuando hemos considerado la funcién (2.8), es
facil convencerse de que nuestros razonamientos son generales, y que podemos aplicarlos a
cualquier funcién en torno a una discontinuidad finita de la misma.

Integracién de series de Fourier

Sea f € C|—m, 7|y

f(z) = % + Z(an cosnz + b, sennz) .

n=1

Sea
Flz) = /_ Ft)dt

Entonces F(z) es continua y acotada. Ademds es periddica si F(—m) = F(w), i.e.

0:F(7r):/_ﬁf(t)dt:7m0,
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es decir,
g = 0.

Siendo F' periddica, es expandible en serie de Fourier:

A &
F(z) = 5 T ;(An cosnx + B, sennz) ,
con
1 e
A, = ;/ F(z) cos(nz) dx
_ F(:C)senn:r " _/7r senm:F,(x) i
nto|_. J_. nm
1 [7 by,
=—— f(z)sennxdr = —— | n#0.
nm J_. n
Sin=0,
1 ™ K 1 m
Aoz—/ F(z)dx = zF(x) ——/ zf(z)dx
™ J_rx -7 mJ -z
Anéalogamente,

Tenemos pues el siguiente teorema:

Teorema 2.4 Sea f € C[—m, x| con un desarrollo de Fourier

o0

f(z) = Z(an cosnz + by, sen nx)

(ap = 0). Entonces

T A 0
/ f(z)de = =2 +Za—"sennaj— b—"cosnm,

2
- —n n

con



