Capitulo 3

Transformada de Fourier

3.1 Definiciones

Sea f € C|—L, L]. Entonces

= Z Cpe't* con —-L<z<L, (3.1)
donde
c, / Flz)e " dz Vne Z. (3.2)

Tomemos el limite cuando L — oo. Si definimos k& = 7n/L, vemos que, en este limite, k
se vuelve continuo. Por otra parte,

Ant 7w
Ak = ——=— An = 1.
k 7 7 pues An
Definimos
L
Cr(k)=—=C, .
T

Usando las anteriores definiciones en las ecuaciones (3.1) y (3.2) obtenemos:

o) = S ok T (222) S CuReAk,

Lk/m=—00 Lk/m=—00

Culk) = ML/ F@)e ™ dy

Al hacer L — oo, obtenemos

I

f@) = [~ cwe .,
Ck) = %/_00 f(z)e ™ dx .
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Definimos ahora C(k) como la transformada de Fourier F(k) de la funcién f(x). La relacién
entre f y F' estd dada por el teorema de reciprocidad:

1 = —ikT
(@) = E/_@F(k)e dk (3.32)

F(k) = \/%_W /_ " H@)e do = FLSL k) (3.3b)

Definicién 3.1 Si f es seccionalmente continua y ademas se cumple ffooo | f| < oo, entonces
se dice que f € L'.

Teorema 3.1 (Sin demostracion)
Si f € L' entonces la transformada de Fourier F'(k) = F{f, k} existe y klhf F(k)=0.
—4o0

3.2 Ejemplos

a) Una gaussiana, f(z) = Ne *". Su transformada de Fourier es:

N *° , N o0 :
F(k)= Nor / e’ ekt gy — o / e~ (Vaw—ik/2Va)? o—k*/da g

Haciendo el cambio de variable u = \/ax — ik /2+/c, obtenemos

_ 2
e " du= e " du

1N i /°°‘““/M z N e [
—oco—ik/2v/a 2Ta -0

N —k%/4a N —k2/4a
e T=—e ,
V2o v V2«

otra gaussiana. Si « es “grande”:

F(k) =

f(x) F(K)

X/\

k

Si«es “pequeno”:

f(x) F(k)

S
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Los anchos de la funcién y de su transformada estan en razon inversa.
a .
b) Una funcién Lorentziana f(x) = T g con e > 0. La transformada de Fourier:
x
T

zkw zk
d dz .
\/27/ 22 + 2 T \/27/ (x + ai)(z — a7) v

F(k

Haciendo una prolongacién analitica al plano complejo de la funcién f(z) y luego con-
siderando el contorno cerrado de integracién I', para el caso k£ > 0, podemos aplicar el
teorema del residuo:

Imz
r
o A
-L L Rez
-ad e
ezkz ikz T
j{ i ~ dz = 2mi Res,—;, = 2mi(z + ai) , - = —¢ ko
r (z+ai)(z — ai) (z+ai)(z—ai)|,_,; @

Podemos separar el contorno en dos tramos, un semicirculo y un tramo horizontal entre
—L y L sobre el eje real. Al tomar el limite L — oo es facil mostrar que la integral sobre
el semicirculo tiende a cero y la integral entre —L y L tiende a una integral real entre —oo
y 00, es decir

tkz 0 tkx
7{ - — dz > / - — dx = Ee’k“ )
r (z 4 ai)(z — ai) Looo J_o (x4 ai)(x — ai) a

Finalmente, nuestra transformada de Fourier resulta

a T
F — Z o~ka _ m —ka )
(k) \/ﬁae \/;e para k > 0

Anéalogamente, podemos mostrar, considerando el polo en el semiplano inferior y un con-
torno de integracion que lo contenga, que

F(k) = \/gek“ para k <0 .
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Para k£ = 0:

1 & a 1 |t 1 T =T T
FO) = — — —dr = arctan(—) =——|=——— | =4/=.
(0) Vo /_oo x? + a? Vo a’|_ V27 <2 2 ) 2

Reuniendo los resultados para los diferentes £ tenemos

F(k) = \/ge—lkla.

f(x) F(k)

Graficamente:

X k

Nuevamente, como en el caso de la Gaussiana, mientrds mas ancha es la funcion, mas
angosta es su transformada, y viceversa. Observamos que:

1
i) f(z) —— 0 como — F'(k) discontinua,
|z |—o00 T
1)  f(z) infinitamente F (k) decrece més rapido que
diferenciable cualquier potencia

Esto coincide con los resultados generales sobre los coeficientes de Fourier del capitulo 2.
Mas adelante, en la seccién 3.3, demostraremos el teorema analogo para transformadas
de Fourier.

¢) Consideremos la funcién, con a > 0,

f(x):{l || <a .

0 |z|>a

Su transformada de Fourier

1 ta 2
F(k) = —= / ¢*e dy = —Sen](f“)
_ vin

f(x) F(k)




3.2. EJEMPLOS 37

Se observa, como en los ejemplos anteriores:

f(z) ancha F (k) angosta
f(z) angosta F (k) ancha
. . 1
f(z) discontinua F(k) —— 0 como —
| k|—o00 k
f(z) T) 0 mas rapido que F(k) infinitamente
— 00
cualquier potencia diferenciable

Ejercicio Para el caso anterior, evaluar F '{F,z}, y mostrar que f(z = +a) = =

d) Si g(z) € Ry es impar, i.e. g(—z) = —g(z), entonces

\/% /_OO g(x)e*® dx = \/2—2% i g(x)sen(kzx) dr = iGs(k) ,

donde Gy es conocida como la transformada seno de Fourier de la funcién g(x), y viene

definida por
\/7 / )sen(kx) dx (3.4)

Como ilustracién de la definicién anterior, sea f(z) = sgn(z) e~ *l. Evaluemos su trans-
formada de Fourier:

F(k) = iFs(k _Z\/>/ ?sen(kx) dx
zkw _ —tkx
= \/7/ ( .e ) dx
21
— —(am ikx) dﬂ? _ /oo 6—(am+ikm) dl‘)
Vo </0 0

— 1 -1 e—(az—ikm) > _ -1
Vor \ o — 1k 0 o+ ik

G(k) =

—(az+ikz)

€

y

1 11 1 2k
 Voar \a—ik  a+ik)  2ra?+ k2

2 ik
F(k) = _
(k) \/;ozz-l-k?
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f(x) Fs(k)

X k
. i 1
f(z) discontinua F(k) —— 0 como —
|k |—00 k
f(z) T> 0 més rapido que F (k) infinitamente
—00
cualquier potencia diferenciable

Notemos que F' € L', pero su integral entre —oco y oo resulta impropia,fF =0.

Andlogamente a la definicién de la transformada seno de Fourier, si g(z) € R y es par,
i.e. g(—x) = g(z), entonces

G(k) = \/LQ_W /oo o(2)e*® dy = \/_/ ) cos(kz) dz = Golk) |

donde G¢ es conocida como la transformada coseno de Fourier de la funcién g(z), y viene

definida por
[ / ) cos(kzx) dx (3.5)

Consideremos ahora una funcién f(z) ¢ L'. Sea f(z) = sgn(z). f(z) & L', ya que

/ | f(z)| dz diverge. Intentemos de todas maneras evaluar la transformada de Fourier:

F(k) = \/ﬁ/ sgn(z)e’*® dx
= [ / sen(kzx) (integral Cesaro)
_ E\/; sik#0

0 sik=0

f(x) F.(K
1 5K L
X k
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3.3 Propiedades

Algunas propiedades de la transformada de Fourier. Sean f, ¢ € L'y o, 3 € C.

Flaf + By, k} = aF{f, k} + BF{g, k} F es lineal (3.6a)

F{f(x —a),k} = e* F{f, k} = e* F(k) (3.6b)
F{f,—k} = (F{f,k}) si feR (3.6¢)

F{e* f(z),k} = F{f, k —ai} = F(k — ai) (3.6d)
F{ef(x),k} = F{f,k+a} = F(k+a) (3.6¢)
Fitea iy = o {fn E b= r () (5.61)

Teorema 3.2 Cuanto més derivable es f(x) tanto més rapido decrece F(k) m 0.

Demostracién Sea f(x) continua en —oco < x < oo. Si f, f' € L', entonces

F(k) —— 0,
|k |—o0
pero también
kF(k) —— 0,
|k |—o00
ya que
FR = [ e i ) ol [ s ae = —Lrir
V2 J ikV2m|_o  1kV2T J o ik B
0 sea
—00
pues f' € L'
Sean ahora f, f', f", f™, ..., f®1 € L' continuas en —oo < z < co. Sea f™ € L1,

entonces integrando n veces por partes obtenemos

F{f™ k} = (—ik)"F(k) —— 0 ,

| k| =00

lo cual demuestra lo enunciado en el teorema.
q.e.d.



40 CAPITULO 3. TRANSFORMADA DE FOURIER
Teorema 3.3 Cuanto més rdpido f(x) T) 0, tanto mds derivable es F(k).
I |—00

Demostracién Sea f € L'. Entonces F (k) es continua. En efecto,
1 © . .
AF(k) = F(k+h)—F(k :—/ z) {FThT — ¢k} dy
() = Pl —Fb)= 7 [ @) }
1 > ikz jiha/2 [ jihe/2 _ ,—iha/2
— T e'L Iel T eZ XL —e nxe d.I
=/ 1@ { )

hx
— zkz zhz/2
\/ﬁ/ f(z 27 sen ( 5 ) dr .

Que f € L' dice que foo | f] < oo, luego V € > 0 3 A suficientemente grande, tal que
[ f1<e f < €. Ademds, se tiene que

2

h 1 hA
sen(;)‘§§|hx|§— parax € [—A, A] .

Teniendo en cuenta los resultados anteriores podemos acotar | AF'|, a saber

AF| < \[/ 7)1 [sen (2 )\dx
< 20 ()\dw+[4m|f(x)|dx+/_i\f(x)|%dl‘}
< v [ gl

lo cual es tan pequefio como se quiera. Lo anterior implica que F'(k) es continua.
Sea ahora f(z) y zf(z) € L', entonces afirmamos que F (k) es derivable. En efecto

[\/%F dk_/ F(z)e* do / a% [f(z)e*] dw—z/oo of (2)e** dx .

El intercambio entre la integral y la derivada queda legitimado ya que hay convergencia
. ’ . . . o0

uniforme porque la tdltima de las integrales tiene un mayorante convergente: [~ |z f(z)| <

oo pues zf(z) € L'. De lo anterior tenemos que

F'(k \/ﬁ/ iz f(x)e™® do = Flixf(z), k} .

Finalmente, si f(z),zf(z),...,z"f(z) € L', entonces, de una forma analoga al caso
anterior, podemos probar que la derivada de la transformada de Fourier existe, porque
F® (k) = F{(iz)" f (z), k}.

q.e.d.
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También se puede probar que, en general, mientras mdas ancha es una funcién, mas an-
gosta es su transformada de Fourier y viceversa, como ya observamos en los ejemplos de la
seccion 3.2.

Definicién 3.2 Sea f(z) tal que z | f(z) [*,2%| f(x)|> € L'. Definimos la posicién media de
la distribucion | f(z) |?

w=5/ o) fl@) P e, (3.7)

o0

con

c= [t

o

y el ancho de la distribucion | f(z) |°

Az =\[((z = (2))") = \/(2?) = (2), (3.8)

Teorema 3.4 Sea Az el ancho medio asociado a una funcién f(z) € L'. Sea F(k) =
F{f(z),k} la transformada de Fourier de f, con ancho Ak. Entonces se cumple

AkAz >

N | =

La igualdad se consigue sélo si f(x) es una gaussiana.

3.4 Aplicaciones
a) Consideremos la ecuacién de Laplace en dos dimensiones

P00

@4‘6—3/2—0.

Busquemos soluciones para y > 0 que satisfagan las condiciones de contorno

®(z,0) = f(z) v P(z,y) — 0.

Y—00
Solucién
Realicemos separacién de variables, i.e. escribimos ®(z,y) = X (z)Y (y). Al introducir

esta forma para ®(z,y) en la ecuacién diferencial obtenemos

1 d’X(x) . 1 d*Y(y) g

X(z) dz2 Y(y) dy? o
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donde a > 0 es la constante de separacion. Las soluciones de las respectivas ecuaciones
diferenciales son:

2
X — —_ .

d dm(f) +a’X(z)=0 — X(z) = Ae" + Be " |

&’y _ _
dy(Qy) —-a’Y(y) =0 — Y(y)=Ce * + De™* .

Al aplicar la condicién de contorno ®(z,y) — 0 concluimos que D = 0.
Y—00

Planteamos la soluciéon méas general superponiendo sobre todos los valores posibles de la
constante de separacion «:

(b(.f y zam+B( ) —zam] e % do .

-7l

Imponiendo la condicién de borde para y = 0:

O(z, @)e'™* + B(a)e "] da = f(z) .

Om/

Al definir A(—«) = B(a) podemos compactar las dos integrales en sélo una:

B(z,0) = \/LQ_W /_oo A(0)é da = f(z) .

Identificamos los coeficientes, A(a) = F{f(x),a}, y reemplazamos en la solucién general,

O(z,y) / F{f(z),a}e%e 121V do |
V2
obteniendo la solucién del problema de contorno.

b) Consideremos la ecuacién diferencial del oscilador arménico amortiguado y forzado por
una fuerza externa:
d*z(t dx(t
(), dz0)
dt? dt

+wiz(t) = f(t) .

Solucion

Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacién diferencial, obtenemos
(—iw)? F{z(t),w} + 2a(—iw) F{z(t),w} + wg F{z(t),w} = F{f(t),w} = F(w) .
Despejando para la transformada de Fourier de la solucién:

Flz(t),w} = — Fw)

w? — 2w + wg
Tomando la antitransformada obtenemos la solucién

Fw)
V21 J oo w? — Wi + 20iw

El procedimiento anterior resulta util para resolver ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes.

—twt

z(t) =



