Capitulo 6

Distribuciones y transformada de
Fourier

Sea f € §. Sabemos que F{f,k} € S.

Deﬁnic_ién _6.1 Transformada de Fourier de un funcional._ B
Sea f € §* el funcional asociado a f. Definimos F{f} € S* por:

F{f.k}=F{f.k}.
Proposicién 6.1 <m,x> = ([, F{z})

Demostracion

<m’x> _ /Z dk F{f, k}z(k) = /_C: dk /_C: dt \/%f(t)eiktx(k)

o 1 oo it _ [
:/wdtf(t)ﬁ/oodkx(k)e —/Oodtf(t)}—{wat}
q.e.d.

Esta proposicién motiva la siguiente definicién.

Definicién 6.2 Transformada de Fourier de una distribucién. Sea ¢ € S* y x € S arbitrario.
Definimos

(F{o}, ) = (o, F{z}) (6.1)

Proposicién 6.2 Si ¢ € S*, entonces F{p} € S*.
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76 CAPITULO 6. DISTRIBUCIONES Y TRANSFORMADA DE FOURIER
Demostracion
a) Linealidad.

(F{o}, az + By) = (o, F{az + By}) = a{p, F{z}) + B (¢, F{y})
= a(F{e},z) + B(F{o}y) -

!
b) Sea x, — x. Entonces
n—aoo

lim (F{¢},z, —z) = limoo (o, F{zn — x}) .

n—aoQ

Puesto que ¢ € §* y F{z, — =} — 0,

lim (F{e}z,—2) = (¢, lim Flz, - })

:< —— lim / [, (t) — z(t “’Jtdt>
7'('71,—)00

7=/ lim [z,(t) — z(t)]e™ dt>

Por lo tanto F{y} € S*.

q.e.d.
Ejemplos
1) La delta §. Sea x € S arbitrario. Entonces
(F(6},0) = (6, F(a}) = < )
=5/ /wr() ()
Luego
b= 62)
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2) La derivada de la delta ¢’. Sea z € S arbitrario.
1 A
F{&'}, x) = (¢, F{z}) = 5’,—/ ot tdt>
FO0)a) = 0l = (= [ et

d 1 st 1 o 0 e
=— — |— wa(t) dt =—— t) e dt
dt =

1 1
B V 2T —0 s=0 h V 2T —0
gt —it
= —zx()dt =( —,z ) .
/oo 2 ) <\/27r >

s=0

z(t)ite' x(t)it dt

Entonces
oy =2 (63)
3) En general,
F{6M} = (=) (6.4)

V2

Definicién 6.3 Antitransformada de Fourier en S *. Definimos la antitransformada de Fourier
de una distribucién ¢ € §* como

(F Heha)=(p,F {a})| VzeS (6.5)

Proposicién 6.3 Si ¢ € S*, entonces
FFHey=F""Flot=¢. (6.6)

(Vale decir, se tiene un teorema de reciprocidad, andlogamente al que encontramos en el
espacio de funciones S.)

Demostracion

(FF Yo}, x) = (F Ho}, Fla}) = (o, F ' F{z}) = (p,a) .

Como en el caso de funciones en S, se cumplen las siguientes dos proposiciones.

Proposicién 6.4 Si ¢ € S* es una distribucién par, entonces

Floy=F He} . (6.7)
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Demostraciéon

(F Hetz) =(p, F Ha}) = <<p, \/%_W/: dm(t)eiwt> ,

Siendo ¢ par podemos cambiar w por —w:

(F ko) = (o [ dtale) = (o, Flal) = (Floha)

de modo que

Floy =F e}
si ¢ es una distribucién par.
q.e.d.
Proposicién 6.5 Si ¢ € S* es una distribucién impar, entonces
Floy=-F e}
Demostracion Ejercicio.
Ejemplo Sea f(t) = 1. f(t) es de crecimiento, luego f =1 existe.
Consideremos F{f} = F{1}. Sabemos que, por ser § una distribucién par,
FO} = Floh = =,
27
luego
L Fy =0
V2o -
Entonces
1 _
—F{l,w} =9d(w), 6.8
=F L} =8 (639
1
F{o}=—. 6.9
)= (6.9
Y puesto que de modo puramente simbdlico escribimos
F{1,w} L [T ey
y Wy = —F/— t€ )
V2T J s
1 *° :
F{6} = — S(t)e™t dt

V2T J o
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obtenemos las expresiones (en rigor incorrectas):

1 [ .

S(w) = —/ e“tdt , (6.10)
2 J_ o
1 > 1
— 5(t)e™! dt =
V2m /_oo (¥ V4 Vor
Observemos, sin embargo, que aun cuando la integral en el lado derecho de (6.10) no
existe en el sentido ordinario, uno puede escribir

(6.11)

1 o
Py “”tdt——/ (coswt + isenwt) d ——/ coswtdt ,
T

donde hemos usado el valor principal de la integral de sen wt:

[e’s) K
]9 senwtdt = lim senwtdt =0 .

—o0 K—o0 J_g

Y como la integral de Cesaro de coswt es

* [ 0 i 0
/ coswtdt:{ ST(U# ,
0 oo siw=0

encontramos una cierta consistencia con el resultado (6.10).

Andlogamente a lo que ocurre en el espacio de funciones, se tiene el siguiente par de
proposiciones para derivadas de distribuciones:

Proposicién 6.6 Sea ¢ € S*. Entonces

(Feh)™ = F{(it)" ¢} - (6.12)
Demostracion
(Feh™,z) = (1) (Fleha®) = (=1)" (¢, F{z™})
= (=1 {p, (=it)"F{z}) = <W¢, f{$}>
= (F{@r ¢}a) -
Asi

(F{oh)™ = F{(it) ¢} € S* .

Proposicién 6.7

Flo™} = (miw)" Flo} . (6.13)
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Demostraciéon Ejercicio.

Observemos que si f es una funcién de crecimiento lento, entonces F{f}, considerada
como una funcién, no lo es necesariamente. Por ejemplo, f(t) = 1 es de crecimiento lento,

pero F{1} = /276 no lo es.

Por otra parte, en general, las funciones 1, ¢, t?, ..., no tienen transformada de Fourier
(no existe [°° | f[). Sin embargo, si la tienen 1, 7, 2, ... , a saber:

F{i) = (F{I)™ = Vo 6.

Vale decir, jhemos ampliado (en algin sentido) el espacio de funciones que tienen trans-
formada de Fourier!

Consideremos ahora la distribucién ¢, tal que (6., z(t)) = z(a). Entonces

y=2x
(Foa},) = (00, Fla,w}) = <6a, o= [ atetan)
1

et dt = <—eiat,x> ,
\/27r/ V2m

es decir,

'7:{5(1} =

1 .
\/ﬁemt . (6.14)

Sustituyendo a por —a:

1 .
f{&ia} = \/_Q_We—zat .

Luego

Floa+0_0} = \/iQ_ﬂ' cos(at)

F{ba—0_0} = \/—_ﬂsen(at).

En consecuencia,

F{cos(at)} = \/7 6o+ 0 o) = F Ycos(at)} (6.15)
F{sen(at)} = \/;(6a —0_q) = —F Ysen(at)}, (6.16)
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donde hemos usado el hecho de que ¢, + d_, es una distribucién par y que d, —0_, es impar.
En textos de Fisica encontraremos las relaciones (6.15) y (6.16) en la forma:

F{cos(wpt),w} = \/E[é(w —wp) + 0(w + wp)] ,
F{sen(wopt),w} = \/7[6 (w—wo) + (w4 wy)] -

Vale decir, al graficar el espectro de frecuencias de cos(wpt) tendriamos dos peaks, en +wy:

y en el caso de sen(wpt) el peak en —wy seria negativo:

Terminemos este Capitulo encontrando una representacion 1util para la delta. Considere-
mos la funcién “dientes de sierra”:

—5=(t+m) —7T<t<0
f(t)=<0 t=0
—(t—m) 0<t<m

f(t)
1/ 2

-1/ 2
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La funcién es periédica:
fit+2mm)=f(t) VmeZ.

Es pues expandible en una serie de Fourier impar:

= Z b, sen(vt) ,
v=1

con

/00 f()sen(vt') dt' = S :

iz

entonces

Por otra parte,
—\! B 1
D) = 3 Gour— o
(f( ) H_Z_OO 2nm = 5

(la demostracién queda como ejercicio), luego

o0

—Zcos (vt) Z (52n7r——,

n=—oo

es decir,

i Oonmr = ;-I— % Vzo::lcos(yt) }

n=—oo

Restringiéndonos al intervalo [—, 7], encontramos la relacién:

_ 1 + % icos(yt) , te[-mm]. (6.17)



