Capitulo 8

La funcién Gamma

La funcién Gamma aparece en diversos problemas de Fisica, tales como la normalizacion de
la funcién de onda de Coulomb y en el cémputo de probabilidades en mecdnica estadistica.

Por tanto, su estudio es relevante, al menos en forma somera.

8.1 La funcidén factorial

Consideremos la integral:

o 1 * 1
e dr =— —e | =_—.
0 o 0 o

Derivando n veces respecto a o ambos lados de esta expresion:

o |
B n!

e Y dr = -
0 ant

Poniendo av = 1 encontramos una expresion integral para la funcién factorial:

n!:/ x"e Tdx n=1,2,3...
0

A partir de este resultado podemos extender la funcion factorial para n = 0:

o0
=1.

(o]
0! = / e fdr=—e"
0 0

Asi, tenemos en general,

o
n!=/ e dr n=20,1,2...
0
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8.2 La funciéon Gamma

Definimos la funcién Gamma por:

L(p) = / P~ le " dx | p>0. (8.2)
0

Vale decir, es una generalizacion de la funcién factorial para nimeros reales arbitrarios.
Observemos que:

e Para 0 < p < 1 la integral es impropia porque zP~! llega a ser infinito en el limite
superior. Sin embargo, para p > 0 la integral es convergente.

e Para p < 0 la integral diverge y no puede usarse para definir T'(p).

8.2.1 Relacién con la funcion factorial

De la definicién de la funcién Gamma (8.2), se tiene
Fn+1) = /00 z"e " dx =n!, sineN. (8.3)
0
8.2.2 Relacién de recurrencia
De la definicién (8.2):
F(p-l—l):/ooxpe_mdx:p!, p>-1,peR
0
Integrando por partes:

F(p+1)=—afe™™

- / (—e™®)pa?~ dz = p / e 2P~ de = pl(p) ,
0 0 0

luego

I'(p+1)=pI'(p) (8.4)

8.2.3 Funcién Gamma de niimeros negativos

Ya observamos que la expresion integral (8.2) no es adecuada para su extensién a nimeros ne-
gativos. Sin embargo, ello si es posible a través de la relacién de recurrencia (8.4). Definimos
pues ['(p) para p < 0 usando la relacién de recurrencia

I(p) = %F(p—k ). (8.5)

Por ejemplo,
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Observemos, sin embargo, que como I'(1) = 1, de (8.5) se sigue que

r 1
p p—0

En virtud de (8.5), éste es el valor de I'(p) no sélo para p = 0, sino para todos los enteros
negativos.

8.2.4 Algunos resultados
(a) Evaluemos I'(1/2). De la definicién (8.2),

['(1/2) = /Ooo %e‘t dt .

Con el cambio de variables t = y?,

I'(1/2) = 2/00 eV dy .

Entonces

[T'(1/2)] = 4 ( /0 e dy) ( /0 e dx) =4 /0 h /0 @) gy dy .

Reescribiendo la integral en coordenadas polares,

2 © 7r/2 —r2 T o —r2 1 —p2
[(1/2)] =4 ] e rdrd9=4§ i e "rdr=2r —5¢

Luego
[(1/2)=+/x. (8.6)
(b)

LI —p) = s (8.7)

8.3 Funcién Beta

Definimos la funcién Beta por:
B(p,q) = /1 P N1 - 2)? N dr p>0,g>0 (8.8)

0

Se puede demostrar que

B(p,q) = B(g,p) - (8.9)
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Otras formas de expresar B(p, q) son:
w/2
B(p,q) = 2/ (sen )~ (cos §)*~' db ,
0

B(p,Q)=/OOO(yp7_1dy-

1+ y)rte

La funcién Beta se relaciona con la funcion Gamma a través de la expresion:

B(p,q) =

Demostracion Ejercicio.

8.4 Notacion doble factorial

(8.10)

(8.11)

(8.12)

Definimos el doble factorial como el producto de los n primeros enteros impares o pares:

@n+1N=1-3-5---(2n+1),
2n)!=2-4-6---(2n) .

Claramente
(2n)!l = 2"n! |
(2n+1)!

8.5 Foérmula de Stirling

(Una idea de la demostracion.)

(8.13)
(8.14)

(8.15)

(8.16)

Deseamos encontrar una expresién asintética para I'(p) para p grande. Consideremos

F'(p+1) :/ 2Pe ™" dx :/ PN dy
0 0

Con el cambio de variables z = p + y,/p, obtenemos

M(p+1) = / PRIV I Gy
—VP

Para p grande, se tiene

y oy

In(p+yy/p) =Inp+In (1+i> —Inp4+ — ——+

\/1_) p—0o0 \/]_) 2p
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De este modo,

o
F(p + 1) — / eplnp+y\/ﬁ—y2/2—p—y\/ﬁ\/1; dy
—VP

— ePlnp—P\/I_)/oo e—y2/2 dy
—vP

p Y e
=ple P\/p e dy — e dy

e PeVe (Var o)

obteniendo asi la formula de Stirling:

F(p+1) — pPe P/ 2mp
p—00

Con més trabajo es posible encontrar la expansion asintética de I'(p 4 1):

1 1
T(p+1 o R e
(p+1)=ple” (1+12 +2882+ )

8.6 Otras funciones relacionadas

1. Funcion digamma:

n(n n(n+ z) z)
con
v = 0.577215664901 . . .
la constante de Euler-Mascheroni.
2. Funcion poligammea:
dm+1 - 1

() = F™(z) = (=)™ ml Y G
1

Observemos que
FM™0) = (D)™ ml¢(m+1), m=1,2,3...,

en términos de la funcidon zeta de Riemann:
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(8.17)

(8.18)

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)
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3. Funcion Beta incompleta:
B.(p,q) = / =1 — ) dt 0<z<1,p>0,qg>0. (8.24)
0

Claramente
B,—1(p,q) = B(p,q) -

4. Funciones Gamma incompletas:

v(a,x) = /0$ e ‘o tdt, Re(a) >0, (8.25)
y
['(a,2) = / h ettt dt . (8.26)
Se tiene
v(a,z) + T'(a,z) =T(a) . (8.27)

Sus expansiones en serie:

n—1 ¢
y(n,z) = (n —1)! (1 —e* ac_‘> , (8.28)
s!
s=0
n—1 e
L(n,z) =(n—1)le™® Z o (8.29)
s=0
conn=1,2...
5. Integrales de error:
erf(z) = 2 / et at (8.30)
VT Jo ’ '
2 [ .
f =1—erf(z) = — dt . 8.31
erfc(z) erf(z) ﬁ/z e (8.31)
En términos de las funciones Gamma incompletas:
1 1
erf(z) = ﬁv (5,22) , (8.32)

erfc(z) = %1‘ (%%) : (8.33)



