Capitulo 9

Transformada de Laplace

9.1 Definicion

Definicién 9.1 Definimos la transformada de Laplace de una funcién f(t) por

[,{f(t),s}:F(s):/ooeStf(t)dt seC. (9.1)

0

Definicién 9.2 Una funcién f : [0, 00) L, C es de orden exponencial si f(t) es seccional-
mente continua y derivable en 0 <t < 0o y

| ft)] < Ae®* V>0 A speR (9.2)

Proposicion 9.1 Sea f un funcién de orden exponencial. Entonces la transformada de
Laplace, L{f}, existe en el semiplano Re[s] > sy.

Demostraciéon
/e“f(t)dt‘g/ e |1 fO) [ de<a [ et]erar
0 0 0

o0 o0
= A/ ‘ e~ mlslt ‘ e~ (Relsl=so)t gy — A/ e~ (Relsl=s0)t g1 < 50V Re[s] > sq -
0 0

| L{f}]=

q.e.d.

Proposicion 9.2 La integral fooo e ' f(t) dt converge uniformemente para todo s tal que
Rel[s] > s1 > so.

Demostracién Si € > 0, afirmamos que existe M (¢) independiente de s tal que
M 00
‘F(s) _ / dt e (1) ‘ - ‘ / dt et (1) ‘ <e.
0 M
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En efecto,

[Carenrw] < [Tar )] < [ anaetnr
M M

M L h
< / dt Ae~ts17%0) — e Mls1=50) < ¢
- Ju §1 — So

donde la ultima desigualdad se satisface escogiendo

1 A
M > In .
$1 — So €(s1 — o)

q.e.d.

Proposicién 9.3 F(s) es holomorfa (analitica) en Re[s] > s; > s, es decir, la derivada
F'(s) existe en dicho semiplano.

Demostracion En virtud de la convergencia uniforme, podemos pasar la derivada dentro
de la integral:

o [e.e] a o
F'(s) = %/0 e S f(t) dt:/o ae*“f(t) dt = —/0 e Stf(t)dt

luego

o

‘F'(S)\S/O Ie‘“ltlf(t)ldtSA/0 te(o=s1)t gt

y la tltima integral existe (es finita), independiente de s.
q.e.d.

En general, existe

F®)(g) = / (=)™ F(£)e~"" dt 9.3)
0
Proposicion 9.4

lim F(s)=0. (9.4)

Re[s] >0

Demostracion

lim e St f(t) dt = / f(t)e—“m[slt< lim e—Re[Slt) dt=0.
0

Re[s]—o0 J Re[s]—o0

q.e.d.
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Notemos, como consecuencia de esta proposicién, que 1, s, s? o cualquier polinomio, no
pueden ser transformadas de Laplace de ninguna funcién. Si pueden serlo, en cambio, 1/s o,
en general, funciones racionales con el grado del denominador superior al del numerador.

Ejemplo Sea f(t) = cosat.

= 1 [ . .
L{cosat, s} :/0 e ' cos(at) dt = §/0 e ot (e — ¢ 1ot g

1 1 1
== - i Re[s| >0
2 (s—ia s+ia) (51 Rels] )
s
a2+

9.2 Inversion de la transformada de Laplace

Sea f una funcién de orden exponencial, tal que f(t) = 0si ¢t < 0. Sean F(s) = L{f,s} y

o > sg. Observemos que

es modulo integrable:

o0
/ lg] <oo,

luego la transformada de Fourier de g(t) existe. Se tiene

Flg(t),u} = \/%_W /Ooog(t)eitu dt — \/% /Ooo F(t)e et gy

Flo(t),u} = \/%—W C{f(t), 0 — i}

Usando el teorema de reciprocidad de la transformada de Fourier:

g(t) = \/LQ_w/_ F{g(t),u}eﬂ'ut du = %/_ g{f,U _ Z'u}efiut du .

Con el cambio de variable s = o — iu,

efat o+i00

g(t) _ L /a—zoo E{f, S}e(sfo)t ds = / £{f, S}est ds .

Finalmente

0 =5 [ T Lis syt ds

T—100

(9.5)

(9.6)
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Por lo tanto, si la transformada de Laplace de una funcién f(t) estd dada por

F(s) = L{f(1), s} = /Ooo Fetdt, s> s,

entonces f(t) viene dada por la antitransformada de Laplace:

ft) =L HF(s),t} = ! /0 N F(s)e®ds , o> s - (9.8)

2mi o—100

La expresién (9.8) se conoce como la integral de inversion de Mellin.

Observemos que ¢ es arbitrario, en tanto sea mayor que sy. ;Cémo es posible que la
integral de Mellin [igual a f(¢)] sea independiente de ¢? Para verificarlo, necesitamos la
siguiente proposicion:

Proposicion 9.5

lim F(s)=0. (9.9)

Im[s]—+o0

Demostracién Sea s = sg + iw. Entonces, por (9.6),

L{f, s} = L{f, sp+ iw} = V2rF{fe "' —~w} —— 0,

w—100

donde el ultimo limite se sigue de las propiedades de la transformada de Fourier. Luego
hemos demostrado la proposicion.
q.e.d.

Ahora podemos discutir la independencia de ¢ de la integral de Mellin. En efecto, consi-
deremos el circuito de integracion:

Im( s)

M o ——

Re(s)
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El contorno ABC'D no encierra singularidades, y las integrales a lo largo de CB y AD se
van a cero cuando M = Im[s] — oo [ver (9.9)]. Luego, por el teorema de Cauchy,

o1+100 o9+100

/ dseF(s) = / dseF(s) , o1, 02 > So,
01 —100 02 —100

lo que muestra la independencia en o.

Una consecuencia del teorema de inversion de la transformada de Laplace es que si dos
funciones son distintas, entonces sus transformadas de Laplace también lo son.

Ejemplo Consideremos la funcién escalén de Heaviside

1 +sgn(t)

h(t) .

Su transformada de Laplace es

H(s) = £{h, 5} :/ et dt = 2 .
0

Observemos que h(t) es de crecimiento exponencial con sy = 0 y, consistentemente, H(s) es
holomorfa en el semiplano Re[s] > 0.
Invirtiendo la transformada de Laplace, deberiamos tener

1 1 o+100 1
h(t) = £ {—,t} = —/ —efds .
s 2T Jg—ioo S
i.Serd cierto? Comprobarlo exigird un poco de trabajo al integrar en el plano complejo.

i) t > 0. Consideremos el siguiente camino de integracién:

Im( s)
iR o+iR

Re('s)
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Sobre los segmentos horizontales:
:c:l:zR)
—d
‘ / s ‘ / r =+ zR

Sobre el segmento circular, se tiene

</a‘etw|‘eitR|d <O.€ta 0 fs 0
— 1 — :
o Jz£iR] =R Roe

z=1Re” , 0<op<m.

Luego

s tz Reup T 7T/2 ‘R
—ds| = < —tRseny g <2/ 2 dop .
‘/ S ‘/ T iRev @‘ _/0 e Y < ; e ¥

La ultima desigualdad se sigue del hecho de que

sen ¢ > si0<p<m/2,

RS

de modo que, si t > 0,

—tRsen p < —th .
Por tanto,

/2
¢ 4 x
SZ/ e dgoz—(l—e_ﬂz)—>0 t>0.
0

Asi, por el teorema del residuo,

o+ioo ets .ets .
—ds = 2mi— = 27,
o—ico S &} s=0
vale decir
h(t) =1, t>0.

Sea t < 0. En este caso es facil convencerse, a partir de lo visto en el caso anterior, que

el camino de integracién conveniente es:
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Im( s)
iR o+iR
R
o
Re(s)
-iR o-iR

Y en tal caso,

041400 ets ets
/ —ds= [ —ds=0, fig9 — 3. fig

—joo S T S

pues no hay polos dentro del circuito de integracién I'. Entonces
h(t) =0, t<0.

iii) Caso t = 0.

La integral queda simplemente

o+iR g r=R N
/ — =In(o +ir) =1In(Vo? 4 r?) 4 s arctan (—) e 7
o—iR S r——R 0/ |,__p B0
de modo que
1
h(0) = = .
0=,

Por lo tanto, al invertir la transformada de Laplace hemos reobtenido la funcién escalén
de Heaviside h(t).

9.3 Propiedades de la transformada de Laplace

En lo sucesivo, el simbolo o——e significara “tiene como transformada de Laplace”. Ademds,
f(t) y g(t) serdn funciones de crecimiento exponencial, con f(t) = g(t) = 0 si ¢t < 0. Final-
mente, definimos F(s) = L{f, s} y G(s) = L{g, s}.
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1) Sia, b € C, entonces
af(t) + bg(t) o——e aF'(s) + bG(s) .
(La transformada de Laplace es lineal.)

2) Si o > 0, entonces

f(at) o—e éF (2) .

/0 "R df o EF(S)  Re(s) > so .

Demostracién

E{/Otf(u)du,s} :/Oooe_“/otf(u)dudt.

Integrando por partes,

c {/Otf(u) du,s} _ —e: [/Otf(u) du]

N Y S 1
0*;/0 e tf(t)dt—gF(s).

f'(t) o——e sF(s) — f(0), Re(s) > sp -

Demostraciéon Integrando por partes:

C{f s} = / Tt () dt = e (1)

Ty s/ooo e (1) dt = sF(s) — £(0) -

Anélogamente,

FO(t) o——e s"F(s) — s" 7 f(0) — "2 f(0) — -+ - — f™1(0)

" f(t) o——e (=1)"F"(s) .
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6) Desplazamiento en el eje t. Sea 5 > 0. Entonces

f(t — ) o——e e P F(s) .

7) Desplazamiento en el plano s. Sea ¢ € C. Entonces

e’ f(t) o——e F(s—c) .

Demostracién

C{ef (1), 5} = /0 T ettt f(1) dt = F(s—c) .

8) Convolucién. De la definicién de producto de convolucién, y puesto que f(t) y g(t) son
nulas si sus argumentos son menores que cero, se sigue que

t
p(0) = £r90) = [ (¢ - u)g(wdu
0
Y se puede mostrar que

[ *g(t) —e F(5)G(s) .
Demostraciéon Ejercicio.

9.4 Lista de transformadas de Laplace

Se supone en lo que sigue que todas las funciones que aparecen a la izquierda del simbolo
o——e son tales que f(t) =0sit < 0.

a)

Oo——eo0

CcC o——o

W | OWw |-
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b) Sea o > 0.
e 1 e INa+1)
« _ —stya _ -, o _
[,{t,s}—/o e tdt_saﬂ/o e udu—w, s>0.
Luego
o 1
t o—oﬁF(a—i-l), s>0.
n n!
¢ e n=012.
1 o
Vio—e — [ =
25\ s
c)
ct 1
e o——e , ceC
s—c¢
n ct 7’L'
t"e O—.m
En efecto,
1
L{et s} =L{e" 1,5} = L{1,s—c} = :
s—c
y
n _ct _ n ct (n)_ n!
clrme® s} = (0" (L4 )] =

d) Sis>0,w>0,

coS wt o——e 5
§2 + w?
w
sen wt o—e ———
$2 + w?
1 at —at 1 1 1
2(6 te ) 2 s—a+s+a
S
cosh(at) o——e o aeR
o
e)
e " cos(wt) o—e __r+s
(s+7)?+w?

W

e "sen(wt) o—meo —
() (s+7)? +w?
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f)

(49—
(s +7)7 + T
2w(y + s)
G5+ )7 + T

te™"" cos(wt) o—e

te 7" sen(wt) o—e

g) Si se desea encontrar la antitransformada de una funcién racional P(s)/Q(s), con el grado
de P menor que el grado de @), la estrategia serd descomponerla en fracciones parciales,
de la forma

An
Z(S—C)n ’

Por ejemplo, de este modo podemos mostrar que

as® + bs + cw? a—c a+bt+c
—o tcos(wt) + ————senwt .
(s + w?)? 2w

h) Sea ¢(t) la funcién escalén desplazada en ¢, hacia la derecha:
1
q(t) = h(t —to) = 5[1 + sgn(t — to)] , to > 0.
Entonces, de las propiedades de la transformada de Laplace,

1
q(t) = h(t — ty) o——e e 5= |
S

Entonces

00 = 6(t — to) o——e sL{g(@). 5} — g(0) = Se_t‘)s% =t

Suponiendo entonces que es licito evaluar la transformada de Laplace de distribuciones,
tenemos que

§(t — ty) o—w e "0*
§'(t — ty) o——e se”'0f

M (t — ty) o—e s"e 7108



