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1. Considere la ecuacion de Laplace bidimensional en coordenadas polares,

O(r6) | 100(r6)  10%(r6) _
o i or 2ok Y

Encuentre el potencial electroestético ¥ (r, 8) en el interior de un circulo de radio R, tal
que sobre el circulo se satisface ¥(r = R, 6) = 6(0). Encuentre, también, la solucién
exterior.

Solucion

Planteamos la separacion de variables
U(r,0) = R(r)T(0) ,
reemplazamos en la ecuacion (1) obteniendo
/! 1 / 1 !
T'RP+-TR+51T"R=0.
r r
Multiplicando por r?/T R tenemos

TQR// TR/ T//

En (1) los dos primeros términos de la izquierda sélo dependen de r y el término de la
derecha sélo de 0 luego cada uno corresponde a una constante, es decir, para la parte

radial
2R 1Ry
R\dr2 rdr) ’

con m constante. Reordenamos la ecuacién como

LR 1dR  m?R

—_— 0.
dr? +rdr r2

Una ecuacién de Euler, planteamos como solucién R(r) = r? y lo reemplazamos

olc—Dr" 2 4or" " —m*r7 2 =0,



dividiendo por r?~2 tenemos

2

olc—1)+oc—-m*=0, luego o>=m?, obien oc=4m.

Por lo tanto, la soluciéon mas general para al ecuacién (1) es
R(r)=Ar"+Br ™, (2)
con A y B constantes. Por otro lado, la ecuacién para la parte angular
d*T 9
—+mT =0,
db?
con solucién

T(0) = Ce™ + De~"™? | (3)

con C'y D constantes. Imponemos que la funcién sea periédica en 27 en la parte
angular, es decir, tenemos que T'(0 + 2w) = T'(0) eso determina los posible valores que
puede adoptar m en nuestro caso debe ser un entero.

La solucion mas general dentro del circulo es:
U(r,0) =Y r" (Ape™ + Bpe ™) .
m=0

Considerando la condicién de borde, ¥(r = R, 0) = 0(0) elegimos soluciones reales y de
paridad par, es decir tomamos A,, = B, = a,,/2 y Ao + By = ap/2, quedandonos

U(r,0) = % + mZ:lrmam cosmb ,
y debe satisfacer la condicion de borde
Qo > m
U(r=R,0)=0(0) = +mZ:1R (U COSTO

A partir de los coeficientes de Fourier tenemos
2 ™

ag — —
2m ) .

5(0)do — L |
T

2 [T 1
R"a,, = —/ 0(0) cos(mb) do = — .
2m 7r
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Por lo tanto la solucion interior es

I BN
\11(7’}(9):%—{';2%0087710.
m=1



La solucion real y con paridad par mas general fuera del circulo es:

U(r,0) = bo+z by, cosmb

m=1

y debe satisfacer la condiciéon de borde

U(r=R,0)=0(0) = bO+ZRmb cosmé .

Los coeficientes de Fourier

bO:3 5(0)d9:l,
2 J_. T
y
_ 2 [T 1
R™™b,, = — 5(0) cos(mB) do = — .
2 J_. T

Por lo tanto la solucién exterior es

U(r,0) = — —Z—cosmﬁ

. Considere la ecuacion de conduccion del calor

du(z,t)  Pu(a,t)
ot 0x?

=0 ,t>0.

Demostrar que, considerando la condicién inicial u(z,0) = f(z) y que u(x,t) es acotada
para todo t y x, la soluciéon mas general esta dada por el producto de convolucién

u(z,t) = \/E/ fly (@=y) /4tdy

Solucion

Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacién (2)

ou  0%u
——_Z-U_p
a { ot 0x? }
Usamos el hecho de que

e {%, k} (k) Flu,k) |



Entonces

0 9 B
a}—{u, k} — (ik)*F{u,k} =0 .

Llamamos F{u, k} = U(k,t),

oU (k, 1)
ot

— (ik)*U(k,t) =0 . (4)
Ahora evaluamos en t = 0

Uk,

zkr dr
)

Om/

:\/—Z_W/Oof(x)elxdm,
=F(k) .

Donde F'(k) es la transformada de Fourier de f(x). Luego la solucién de (4) es
Uk, t) = F(k)e ¥ (5)

Ahora, calculamos la antitransformada de Fourier de ¢***, definiendo

1 oo ,
g([[)) — E/ ek%g—zkm dk
OO 6—(k2t+ik’x) dk

v L.

Observemos que

k2t+zkx—[k\/_+2\[r (2\[)2 {f+ \[r =

Volviendo a (6) se tiene

(=) m/

€4t

\/ 2 J_
Haciendo el cambio de variable r = k:\/g +ix/2, tal que dr = v/t dk, luego

2

k\f+ “”t) +ﬁ—f dk .

e (k2t+ikx) dk .
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Usamos el teorema sobre la transformada de Fourier del producto de convolucién,
F{f*g,k} = V2rF(k)G(k) .
Luego, observamos en la ecuacién (5) y llamamos G(k) = e ™** y se tiene
F{f*g,k} = V2rU(k,t) .
Aplicando antitransformada a ambos lados se tiene

\/%u(x,t) =fxg,

(z—y>2

et = o= [ 05
)= 5= | ey

dy ,

u(z,t

3. Pruebe la siguiente identidad
Z d(z — 27k) Z e’
k=—o00 k—foo
Usando la identidad anterior, demuestre la formula de suma de Poisson:

or Y f(2mk) = Y F{fk},

k=—o0 k=—o00

donde f € S.
Solucion

Consideremos la funcién “dientes de sierra”:

—(t+m) —T<E<0
F0) =0 =

—(t—m) 0<t<T
La funcién es periddica:
ft+2mn)=f(t) YVmeZ.

Es pues expandible en una serie de Fourier:

t

ZV
E CI/ ?

V=—00



con

1 4 - —1 1
C) = —— Ne ™™ dtl = —=, v#0.
V2 /ﬂf( ) V2mv 7

Luego

e
=
2m 4

donde la prima indica que el término con v = 0 esta excluido. Consideremos la distri-
bucién asociada

i L eivt
1) = —
f(0) %Zoo V
Derivemosla
/ —1 ° / e’in 1 / OO 1
t > - ) — wi wt
<f< ) 2 :z_:oo v v 2m — 27 V_z_:ooe 27
Por otra parte,
N b2k - L
t ) = t— - —.
(F® D ook — o
Comparando ambas expresiones
- 1T 1 & — 1
> o(t—2mk)— — = — et — —
R 2r 27 = 2T

finalmente, entendiendola como un igualdad entre distribuciones

[e.e]

i (5(t—27rk):% Z ekt

k=—00 k=—00

Veamos la accion de ambos lados frente a una funcion f € S arbitraria,

<i 5<t—27rk>,f> = > (ot 2mh). f z f(2k)

el lado derecho

o0

1 <« ikt 1 ikt
<% 2 em’f>:2— 2 ()

f—mm/

Z F{fk} .

zktf

ﬁ\



Igualando ambas expresiones llegamos a la formula de suma de Poisson

Vor Y f@rk)= Y F{f.k} .

k=—00 k=—oc0

. Determinar el periodo de oscilacion, en funcién de la energia total F, del movimiento
de una particula, de masa m en un campo unidimensional U(x) = A|z|", donde A es
una constante. Exprese su resultado en un cuociente de funciones Gamma.

Solucion

La energia total del sistema
1 ., n
E = gmd + Alz|",

despejando la velocidad

: 2 n
=4/—\/FEF—-A . 9
==\ E- Al Q)
T M TM
722/ dfx:él/ dfx,
—xMx 0 x

donde Az}, = E. Ademés, hemos hecho uso de la paridad de la funcién @, reemplazando
en (9) tenemos

El periodo es

4 /2 /W dx 2v/2m /W dx
T = — e —_—
m Jo E— Ax" VE Jo /1—A"/E
hacemos el cambio de variable u = Az"/E invirtiendo la relaciéon x = (Fu/A)
diferenciando dz = 1/n(E/A)Y"u!/"~'du reemplazandolo en la integral

o0/2m (11 (E\~
T:—m/ — (—) u%_l(l—u)%_ldu.
VE Jo n\A

Usando la definicién de la funcién beta

1/n y

tenemos

(-2 )



5. Considere un oscilador armoénico de frecuencia angular w sometido a una fuerza externa

|1, site0,T],
f(t)_{ 0, sitdl0,T].

Encuentre la solucién para todo ¢ > 0 con la condicién inicial de partir del reposo en
la posicion de equilibrio.
Solucién

Escribamos la ecuacién para un oscilador armonico en la cual usamos para la fuerza
externa h(t) una distribucién

V() Fwp(t) =1—-0O(t—T), parat >0, (10)

en donde la funcién © corresponde a la funcién escalén de Heaviside. Las condiciones
iniciales son ¥ (0) = ¢'(0) = 0. Apliquemos la tansformada de Laplace a (10).

L{Y" s} +wL{y,s} =L{l, s} —L{OF~-T),s} ,
s*W(s) — s6(0) — ¢'(0) + w?W¥(s) = % —L{Ot-T),s} .

La transformada de Heaviside

efTs

Ot —T) o—e ;

Ocupando las condiciones iniciales, denotando por ¥(s) = L£{1, s} y despejando

2(s) 4 (s) = L
s°U(s) +w (s = T
1 e—Ts
2 2 \Ij - _
(5 + () = - — T
1 e—Ts
\I} _
(s) s(s?+w?)  s(s?2+w?)
Retransformando
0 L P = L)
o—o = F(s) = =G(s
s(s% 4+ w?) s ’
donde
1 sen wt
R — t
G(s) (52+w2)._o w g(t) .
y



luego

Usando la propiedad

con =T,
1
F —
(5) s(s? +w?)’
y
1 t
E_cousﬂw 150,
ft) =
0, sit<0.

La funcién desplazada

1 cosw(t—T) Gt>T

fe-my =3 (11)
0, sit<T.
Resumiendo ambos resultados (5) y (11) tenemos la solucién
1
—[1 = coswt] sit<T,
w
U(t) = (12)

1
—leosw(t —=T) —coswt] sit>T .
w

. Determine la trayectoria de una particula de masa m y carga e, la cual se mueve en un
campo electromagnético de la forma

—

E=Ej y B=B,k

sometida ademds a la accién del campo gravitacional de la Tierra, § = — gl%. Es decir,
resuelva
d*r - edr
m— =eE +-—— x B+ mg
i car <M

con las condiciones iniciales

dr . X .
a(t = 0) = Vol + Voy] + Vozk -

Use el formalismo de la transformada de Laplace para resolver el problema. Le puede
ser util, para compactar sus resultados, definir la frecuencia ciclotrénica w. = eB,/mc.



Solucién
Escribiendo la ecuacién (6) por componentes, y usando la forma explicitas de los campos

d’z(t) e dy(t)

gz ome e
d*y(t) _ dzx(t)

dt? “dt
d*y(t)

dt2 9

s*X(s) — sx(0) — 2(0) = em_E; + wesY (s) — wey(0) ,
Y (s) — sy(0) = 9(0) = ~wesX(s) — wew(0) ,
s*Z(s) — sz(0) — 2(0) = —% .

En donde X(s) = L{z,t}, Y(s) = L{y,t}, Z(s) = L{z,t}. Utilizemos las condiciones
iniciales (6) y reordenamos

E
2X(5) — wesY(s) = Vg + —o 13
$°X(s) — wesY (s) Voo + (13)
$*Y (s) + wesX(s) = vy, (14)
s*Z(s) = sz + v, — g (15)
s

Resolvamos (15) primero

retranformando

1
2(t) = 2o + vo,t — §gt2 .

La ecuacién (13) por sy la ecuacién (14)por w, sumamos y obtenemos

E c
$3X(8) — wes X (5) = vgps + £20 4 Tt ;
m s

despejando

Vox €E0 1 1
X(s) = ———— VoyWe + -
(5) 32—|—w§+(0y m>352—|—w§

retransformando

- ek ¢
x(t) = Y02 enw,t — (vgy +— ) / senwct' dt’
0

mwc



integrando

Vo Voy 0 Vo ek
x(t) = —senwet — —~ coswet — — coswel + —= +
We We mw?, we  mwd

La ecuacién (13) por —w¢ y la ecuacién (14)por s sumamos y obtenemos

eFywe
s*Y (s) + wiY (s) = —vgpwe + LS VoyWeS
despejando
Vo we 1 we GEO 1 we
Y(s)= 2~V g 5 262 4 2
we §° + wg § 8% + wg m §° 8% 4 w
retransformando

t
E
y(t) = Y% sen wet — ’on/ senwet’ dt’ — Q dt / dt" senwet”
0

We
integrando
Voy Vo E(] eEot
y(t) = "% senw,t + = cosw,t — -2 + > senw,t — .
We We We  Mmwg mwe




