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1. Suponga que tiene un operador ~̌L y otro ~̌S tales que

[Ľi, Ľj] = i~εijkĽk ,
[Ši, Šj] = i~εijkŠk ,
[Ľi, Šj] = 0 ∀ i, j .

a) Calcule [~̌L, ~̌L · ~̌S ], [ ~̌S, ~̌L · ~̌S ].

b) Verifique que [ ~̌J, ~̌L · ~̌S ] = 0, con ~̌J = ~̌L + ~̌S.

2. Suponga que un electrón en un átomo de hidrógeno está descrito por
una función de onda que es la combinación lineal más general del sub-
espacio de degeneración del valor E = −R/4, con R la constante de
Rydberg.

a) ¿Cuál es la probabilidad de medir Lz = 0 en este estado?

b) Suponga que se mide L2 y Lz, obteniéndose los valores (2~2, ~).
¿Cuál es el valor de 〈r〉 en el estado en que queda el átomo?

c) ¿Cambia el valor de 〈r〉 si se hubiera obtenido (2~2,−~) o (2~2, 0)?

3. Sea Ȟ el Hamiltoniano para el átomo de hidrógeno
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r
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Demuestre que el vector de Runge-Lenz
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conmuta con Ȟ y que cumple ~̌L · ~̌K = ~̌K · ~̌L = 0, y que

[Ǩi, Ǩj] = i~
(
− 2E

µe4

)
εijkĽk .

Muestre que el operador ~̌A =
√
−µe4/2E ~̌K definido en el subespacio

de estados ligados del átomo de hidrógeno con enerǵıa E (E ≤ 0)
satisface las relaciones de conmutación:

[Ǎi, Ǎj] = i~εijkĽk

e infiera que los operadores

~̌J =
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(
~̌L + ~̌A

)
~̌J′ =
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(
~̌L− ~̌A

)
obedece las relaciones de conmutación de momento angular y la condi-

ción ~̌J 2 = ~̌J′ 2. Derive la identidad

~̌J 2 + ~̌J′ 2 = −1

2
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y deduzca de ella la expresión para los niveles de enerǵıa del átomo de
hidrógeno.
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