Capitulo 6: Centro de masa y Momento
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1. Centro de Masa

Definamos el concepto de centro de masa como
MFopy = E m;r (1)
i

como la suma pequenas masa m;. Aqui M = ). m,. Si tomamos una esfera de densidad constante,
intuitivamente sabemos que el centro de masa esta en su centro de simetria.

Problema Calculemos el centro de masa de dos masas puntuales m; = 5 kg y mo = 10kg ubicados
en 71 = 3i 4+ 3] v 75 = 8 4+ 5j respectivamente, como se observa en la Fig. 1a.

El centro de masa entonces es

1570 = 5 (3% + 33) +10 (8% n 5})

7;)com = 13_9£ + %j
lo que demuestra que esta en la linea entre vecr; y vecrs, pero mas cerca de vecry ya que este tiene
mas masa.

También podemos hacer el calculo con distribuciones continuas de masa

M7, = / rdm

donde dm depende del problema.

Problema Calculemos el centro de masa de una cuerda de densidad uniforme como se observa en
la Fig. 1b.

Si tomamos cada pequeno intervalo de la cuerda, este intervalo tiene masa

dm = —d
m = —dx
y por lo tanto el centro de masa (el cual claramente esta sobre el eje x) es
L
M ML
Mxoom = /xdm = r—dr = —
o L 2

Lo cual es obvio ya que sabemos que Zpm = L/2.

Problema Calculemos el centro de masa del tridngulo invertido donde su borde tiene una ecuacion
Yy = ax, y una altura y = b como se observa en la Fig. 1c



La masa del tridangulo es

M = pb2(b/a)/2

donde p es la masa por unidad de drea la cual es constante, 2b/a es la base, y b la altura. En este
caso el centro de masa esta sobre el eje y (Z¢om = 0). En un intervalo dy tenemos un recténgulo de
base = 2y/a y altura dy, por lo tanto la masa de este pequeno rectangulo es

dm = pgdy
a
y por lo tanto el centro de masa esta es

203

b
Y
Mycom = /ydm :/ Q?JP_dy =pP5
0 a 3a

entonces

2
com — =b
Y 3

Dada la formula del centro de masa Ec. 1, vemos que si descomponemos un objeto en dos objetos
mas simples, como se muestra en la Fig. 1d, a los cuales les sabemos su centro de masa, entonces
podemos ver que podemos separar la sumatoria en dos sumatorias, una para cada objeto, como

Mfcom: E mzﬁ"" E mzf;
Obj1 Obj2

Mrcom = M1Tcom,1 + maTcom,2

por lo tanto se puede escribir en termino de la posicion del centro de masa de los objetos mas
simples.
Problema Calcule el centro de masa del cuerpo de la Fig. 1d

Vemos que podemos separar este cuerpo en un cuadrado con posicion

7’0251—1—5]

y un tridngulo, de altura h = L/2, con centro de masa

L/2L\ - L\ -

Si asumimos una masa por unidad de area p uniforme, entonces tenemos que las masa son

Me = pL2



1LL L?

M=P55 0%

donde M = 9pL?/8. Por lo tanto el centro de masa de cuerpo completo es
— o ~ 2 i ~
(3020) om = o1 (514 53) + 0% (%3 + 73)
= pL3 é—gi + g—g})
Tenemos entonces

19 . 23 .
_‘com:_L. —Lj
" 36" T 36

lo cual tiene sentido dada la forma del objeto.

() (85

dx

L/2

L/2

x=y/a x=y/a

X

Figura 1: (a) Centro de masa de dos masa puntuales. (b) Centro de masa de una cuerda. (c¢) Centro

de masa de un rectangulo. (d) Centro de masa de objeto compuesto.

2. Dinamica de varias particulas

Supongamos que tenemos varias particulas, o un cuerpo complicado, entonces podemos tomarle

una derivada temporal al centro de masa para obtener su velocidad

MU.om = E m;vU;
i

También podemos encontrar la aceleracién del centro de masa tomando otra derivada para obtener



MacomZE miaiZE E
[ 7

Notemos que cada masa m,; siente una fuerza Fj, la cual podemos separar en una fuerza externa y
la fuerza que siente de las otras particulas, esto es

Fo=F"+ Y Fy
J
Por lo tanto el centro de masa se mueve con
— — Hext -
Macom - E m;a; = E F; + E E E,j
i i i i

Pero nosotros sabemos que las fuerzas entre particulas viene en pares de accién-reaccién, por lo
tanto

2.2 Fiy=0

i jF#L

- g ext
Macom = E m;a; — E Fz
7 A

La aceleracion del centro de masa es producido solo por la suma de las fuerzas externas.

Por ejemplo, si tenemos un cuerpo solido, como un martillo, que lanzamos por el aire, podemos
calcular la trayectoria del centro de masa como el movimiento parabdlico de una masa puntual
donde

Zﬁie“ = —Zmigﬁ' = —gizmi — —Mgj

Este problema ya fue resuelto en capitulos anteriores. Este movimiento solo describe al centro de
masa, no describe por ejemplo la rotacion del martillo. No es lo mismo que el martillo caiga con la
cabeza hacia adelante que con la cabeza hacia atras. Esta lo veremos en el proximo capitulo.

Problema Supongamos que tenemos un bote de largo L. y masa my, en el agua, con una persona
de masa m,, sobre el bote como se muestra en la Fig. 2a. La persona decide cambiarse de lado del
bote, como se observa en la Fig. 2b. Cuanto se mueve el bote con respecto al agua.

Tomemos el sistema de referencia que se observa en la Fig. 2a. Primero notemos que si no hay
friccién con el agua, podemos decir que la fuerzas externas en la direccién x son cero. Notemos que
no podemos garantizar esto para el eje y, porque tenemos la fuerza que ejerce el agua sobre el bote
y le permite flotar Por lo tanto



Veom,z = CONSt

Pero sabemos que inicialmente el bote y la persona no se estan moviendo, por lo tanto veem » = 0
y entonces

Leom = CcONst - Leomyi = Lcom,f

Podemos ahora escribir que inicialmente

L
(mp + mb)xcom,i = MpTyp; + MyTp; = mb§

ya que el centro de masa del bote esta en la posicién L/2. De la misma forma al final tenemos

(M + M) Teom,p = MipLp,g + My, g
Tenemos un problema acd, porque tenemos dos valores que resolver y una sola ecuacion. La segunda
ecuacién se obtiene al darse cuenta que la persona camino desde —L/2 a +L/2 con respecto al bote.
Re-definamos las variables como variables x/p, A = z, § Y Ty 4 = Tpp con respecto al agua, por lo
tanto tenemos que plantear una ecuaciéon de movimiento relativo para la persona con respecto al
bote

£ _..f f
Tpa = Tpp + Th,A

donde la persona al final esta en la posicién, relativa al centro de masa del bote,

xz’;b =+L/2
De aqui podemos resolver por
L
%J;A =5 $£,A

insertar en la ecuacion para el centro de masa

. L L
(M + 1) Teom,a = M5 =My (5 * fo) + ] 4 = (my, +mp)al,, 4

y podemos finalmente resolver

7 _Lmb—mp

i = —
b,A
2 my, +my

Si el bote y la persona tiene la misma masa, entonces el bote se movié al origen. Por el otro lado
si el bote es un transatlantico, entonces el bote no se mueve (m, — o).

Problema Supongamos que tenemos una persona de masa m, que esta al final de una balsa de
largo L y masa m amarrada al muelle, como se ve en la Fig. 3a. Un gracioso suelta la amarra. Al
darse cuenta de esto la persona empieza a caminar hacia el muelle con velocidad vp con respecto
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Figura 2: (a) Bote mas persona antes. (b) Bote mas persona después

a la balsa. Calcule la velocidad de la balsa y la energia cinética del sistema? Al llegar al final de
la balsa la persona se detiene. A cuanto esta la persona del muelle? Con que velocidad tiene que
saltar (asumiendo 6 = 45°) para llegar al muelle? Que velocidad adquiere la balsa?

Nuevamente, tenemos que en la direccién x no hay fuerzas externas (lo mismo no se puede decir
de la direccién y), por lo tanto el componente x de la velocidad del centro de masa es constante.
Nada se esta moviendo inicialmente, por lo tanto

Vcomn,i = 0= Leom, f

Cuando la persona esta caminado hacia el muelle, tenemos que

(mp + mb)”com,i =0= mpv;m + mbUg,m = (mp + mb>vcom,c

donde las velocidades son con respecto al muelle mientras camina. Sabemos que la persona camina
con respecto al bote, por lo tanto tenemos un problema de movimiento relativo nuevamente, y
podemos relacionar

c _ ,c c _ c
Up,m — Upb + Ub,m = —Uc+ vb,m

Poniendo esta relacién arriba, podemos relacionar

C C C c
0 =mypu, ,, + Mpuy,, =my, (—vc + vbm) + mpvy,

y encontrar

c — mp
/Ubvm - mp+mb /UC

c — mp — __ ™
Upm = Ve + mp+mp Ve = mp+myp €

Por lo tanto la persona se acerca al muelle. La energia cinética del sistema es ahora

1 1 V2 mymy
KE == c 2 - c 2 _ “c p
2mp<vp,m) + me(vb,m) 2 my +my

Esta energia cinética es energia quimica que genera la persona al caminar. Uno siente como tiene
que empujar la balsa cuando camina.



Que podemos decir sobre la posiciéon del centro de masa? Dado que inicialmente nada se esta
moviendo, tenemos que Veom = 0, y por lo tanto

Teom = const - Leom,i = Lcom,f
Podemos ahora escribir que inicialmente

(my + M) Teom,i = MpTp; + MpLp,; = my,L + My

con respecto al muelle. De la misma forma al final tenemos

f

— f
(mp + mb)l‘com,f - mpxp,m + mbxb,m

donde las posiciones son con respecto al muelle. Tenemos un problema acd, porque tenemos dos
valores que resolver y una sola ecuacion. La segunda ecuacion se obtiene al darse cuenta que la
persona camino desde L/2 a —L/2 con respecto a la balsa. Tenemos que plantear una ecuacién de
movimiento relativo para la persona con respecto a la balsa

xfp, m = xf;b + x{;m

donde la persona al final esta en la posicién, relativa al centro de masa del bote,

!, =—L/2

Db
De aqui podemos resolver por

L
_ f
I]J:,m - _5 + l‘b,m

insertar en la ecuacion para el centro de masa
L L
myL + My =My (—5 + x{:m) + mb:zz:{;m

y podemos finalmente resolver

f _ Lmpt3mp

xb,m T2 mptmyp

l'f — L + Lmb+3mp — L 2my,
p,m 2 2 mp+my 2 mp+my,

Sabemos que la persona tiene que hacer un salto para llegar al muelle, este salto deberia ser con
una velocidad (6 = 45°)

2 L 2
R="oginog == """
g 2 my +my
y por lo tanto resolvemos que
gL  2m,
Vy =
2 my +my



Dado que la velocidad del centro de masa es constante (e igual a cero) tenemos que

0 = myuvp m + Mpvpy

Notemos que esta relacién es solo para el componente x de la velocidad,

Upm = —U, cOS 0
Por lo tanto la balsa se aleja del muelle con velocidad
m.
Vpm = —2U, COS 0
my

Que paso con el componente y de la velocidad. Bueno, en esta direccion actia el agua. Por lo tanto
en esta direcciéon la energia asociada al componente y de v, fue disipada en olas, etc.

Figura 3: (a) Sistema de interés. (b) Configuracién antes de saltar

Problema Supongamos que tenemos una pelota de masa m, que cae sobre un resorte que esta
sujeto a una plataforma de masa mg que esta sobre una balanza. Calculemos cuando mide la balanza
mientras la pelota cae.

Obviamente la balanza mide m, hasta que la pelota entra en contacto con el resorte. Mirando la
aceleracion del centro de masa tenemos

(M + 1),y = Fr — (M5 +11)g

donde F;, es la fuerza de reaccién de la balance. Ademas es lo que mide la balanza. Pero al mismo
tiempo tenemos

(M + M) aem,y = Mpay, + msas = mya,

Por lo tanto, tenemos

F, = mya, + (ms +my)g

Para encontrar a, hacemos un diagrama de fuerzas (en el sistema inercial) y vemos que las tinicas
dos fuerzas que actiian sobre m, son



mpa, = kAx —m,g

donde Az es la distancia de compresién. Osea

F, = kAx + myg

Vemos que si m, no esta en contacto, Az = 0, entonces F,, = myg. En el lugar de equilibrio
donde Az = myg/k tenemos F, = (ms + m,)g. Si estamos interesados en encontrar la distancia
de maxima compresién, podemos usar conservacién de energia (notemos que mya, depende de la
posicién). Entonces

1 1 1
émpvg + mgh, = §mpvj% +mghy + §I<JA1:2

Usando el punto de equilibrio de resorte como origen, tenemos

1
mgh, = mghy + —kAx?

2
Para la méxima compresién tenemos hy = —Ax. Por lo tanto
4h,
14 ,/12 4+ S
Ax =
kmg

tomamos la solucién positiva.
Oy Q mc
<

Figura 4: (a) Sistema de interés. (b) Polea

ms

m1 m2

Problema Para el sistema de polea de la Fig. 4b encuentre la aceleracion del centro de masa y la
fuerza F que mantiene a la polea en su lugar.

Vemos que
(mq 4+ mag + me)aem = maag + mya; = (Mg — my)a

con as = —a; = a. usando un diagrama de fuerzas para cada masa tenemos
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mesa., = F — Tl — T2 — Mg
mia; = T} —myg
miay = mag — 15

Asumiendo que no hay friccién sobre la polea y la masa de la cuerda se cero, entonces Ty =T, =T
También a,. = 0. Por lo tanto tenemos F' = m.g + 27T. Resolviendo tenemos

. mo — My
gm2 —+ my
y por lo tanto
(mg —my)?

acm -
(ma + mq)(my + mae + m,)

F = (my+mg+me)(aem — g)

Problema Supongamos que tenemos el problema de un triangulo de masa M que se desliza sin
fricciéon sobre un plano. Sobre este triangulo hay una masa m que se desliza si friccién como se
muestra en la Fig. 5a. Encuentre la velocidad final de las masas luego que se separan.

En este caso vemos que no hay disipacién y por lo tanto tenemos conservacién de energia

1 1
mgh = imvf + §MU§

ya que las dos masas partieron del reposo, claro que m de una altura h. Notemos que las fuerzas
de accion-reaccion no hacen trabajo ya que son perpendiculares a los desplazamientos.

También tenemos en la direccién x conservacion de la velocidad del centro de masa ya que no hay
fuerzas en x. Por lo tanto

Vemo = 0 = mvy + My

Resolviendo tenemos

M
v = _EUQ
2 _ 2gh
R

Problema: Supongamos que tenemos la colisién de una masa m; con velocidad inicial vy contra
un resorte que esta pegado a una masa msy que esta inicialmente en reposo (mirar Fig. 6a). Cuanto
es la distancia de maxima compresion del resorte?

11



Figura 5: (a) Problema del triangulo

Primero escribamos las fuerzas sobre cada masa en este caso
mia; = Fr,l
moay = Fr,2
Cuando el resorte esta comprimido, xo — x1 < Ly, ejerce fuerzas
Fry = kl(z2 —21) — Lo
Fo = —k[(z2 — 1) — Lo
sobre my y mgy con Lg la distancia de equilibrio del resorte. Asi la fuerza sobre m; es hacia atras y
la fuerza sobre mq es hacia adelante. Por lo tanto
mya; = k[([I)Q — 1‘1) — Lo]
Mol = —k[($2 — .’L‘l) — Lo]

Sumamos estas dos ecuaciones para obtener

miaq + meag = 0 — mia; = —Mals

o al integrar

m1(U1,f - Ul,o) = —m2(v2,f - Uz,o)

Definimos ¢ = x5 — 7 como la distancia relativa entre las dos masas. Para el caso de maxima
compresion tenemos que

dIL’f
0= —" =10y —Viy - Ug,f = VU1p = Vg
dt
y por lo tanto

( ) ma
mi\vf — V) = —Myv — Vf =09g—
! f f mq + meo

Para obtener la distancia de maxima compresién podemos establecer la relaciéon energia-trabajo
para cada masa

12



%mlvif— tmd = [ frada
§m2v§7f -0 = f ande

donde en la derecha aparece el trabajo realizado por el resorte en cada una de las masas. Notemos
que dx1 # dxs, por lo tanto la suma de estos trabajos no es cero. Al sumar tenemos

1

1 1
Emlvif + §m2'l)§7f — Emlvg = /f,ﬂ,ldxl + /fngdfﬂg

La suma de los dos trabajos la podemos evaluar

ffr,1d$1 + ffr,le“Q = fk[(xZ —x1) — Lodxy — kax? — 1) = LoJd,
= — [k[(xy —x1) — Lold(zg — 1)
= [3k(ay = Lo)* = §h(wo — Lo)?]

Dado que inicialmente v, 9 = vy y vap = 0 tenemos una compresién zy = Ly, podemos escribir el

principio de conservacién de energia para las dos masas
1 2 1 2 1 2 1 2
—Mmyvy f + —movs p — —myvy = —=k(xy — L
oMLy T T2l p = 5110 2(f 0)

utilizando la relacién entre las velocidades de arriba, podemos encontrar la maxima compresion
como

Figura 6: (a) Dos masa colisionando con un resorte como interaccion.

2.1. Medir el centro de masa experimentalmente

Podemos medir el centro de masa experimentalmente por analogia. Si tenemos un péndulo
puntual, sabemos que la masa m se relajara en el punto mas bajo, es decir el centro de masa del
péndulo esta en la linea vertical que use el suelo y el eje, como se observa en la Fig. 7a.

Si la unica fuerza que actiia sobre un cuerpo es la gravedad, entonces el potencial que siente el
cuerpo es



U = Znghz = meth = thcom

entonces que podemos colgar un cuerpo cualquiera de un eje y dado que el centro de masa se
comporta como una masa puntual, podemos encontrar que el centro de masa se relajara también
a la vertical entre el eje y el suelo. Por lo tanto si tomamos dos ejes, generara dos lineas, como se
observa en la Fig. 7b y en la interseccion esta el centro de masa

i~ COM
1 1

COM

Figura 7: (a) Centro de masa del péndulo (b) Centro de masa objeto complicado

3. Colisiones

Definamos el impulso como

- tr
I:/ Fdt = Ap
t;

con lo cual podemos definir la fuerza promedio como

Problema: Supongamos que un jugador de futbol patea una pelota. Estime la fuerza promedio
que ejerce el pie sobre la pelota.

Primero tenemos que estimar con que velocidad sale la pelota. Un buen arquero puede cruzar la
cancha R = 100 m al patear la pelota. Esto quiere decir que la velocidad inicial luego de patear la
pelota fue (asumamos que 6§ = 45°)

2

R=Ysin20 — vp=+/Rg~3lm/s
9

El cambio en momento mientras la pelota esta en contacto con el pie del arquero es por lo tanto
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|| = |Ap| = mpvy — mpv, = myvp

Una pelota de fitbol pesa como m ~ 1/2 kg. Para calcular la fuerza necesitamos un At. El arquero
esta en contacto con la pelota aproximadamente d = 1/2 m. Asumiendo aceleracién constante,
tenemos

d d 2

At=2 = ¢
Vo (vp+0;)/2 gy

Por lo tanto la fuerza promedio es
I my}  myRg

IFav|:E: S = 57 = D0ON

Consideremos el patear la pelota como una colision entre el pie del arquero y la pelota. Podemos
estimar At ~ 2d/vy = 0,03.s. Comparemos la fuerza descrita arriba con la fuerza de gravedad

|Fgl = mpg = 5N

Por lo tanto durante el intervalo de tiempo en el que sucede la colision, las otras fuerzas son
irrelevantes. Este es un principio besico de colisiones. Es interesante ver que podriamos hacer con
esta energia

AFE = F,,d = 250J

lo que es suficiente para levantar un auto (AE = mgh) una altura h = 0,02 m. Claro que de una
patada.

durante una colision podemos considerar como si las fuerzas externas fueran irrelevantes

Obviamente, luego de la colisién (luego de At) otras fuerzas empiezan a actuar, y por eso usamos
tiro parabdlico para encontrar la velocidad inmediatamente después de la colision.

Dado que podemos considerar las fuerzas externas como irrelevantes durante la colisién, entonces
podemos decir que durante la colision tenemos que

M(_icom _ Z F;ext -0

y por lo tanto inmediatamente antes e inmediatamente después de la colisiéon tenemos

15



Mvcom,A = Mvcom,D

esto quiere decir

E m;U;A = E m;Vi.p
i i
La combinacién

Di = My

se le denomina momento y por lo tanto este principio dictamina que el momento se conserva
(pero solo de inmediatamente antes a inmediatamente después) de una colisién.

3.1. colisiones en una dimension

Supongamos que tenemos una colisiéon en una dimensién entre dos cuerpos. En este caso tenemos

miv1,4 + MoV 4 = M1V, p + MaV2 p

Dado que generalmente sabemos las condiciones iniciales, nos falta una relacién, ya que tenemos
que resolver por dos variables. En general hay dos limites de interés.

1. Colisiones completamente inelasticas: son colisiones donde los dos cuerpos quedan pe-
gados luego de la colisién. Por lo tanto tenemos

or = s — Miv;,A +MaU24  Prot,A
1,D = U2 p = =
my -+ mo my + meo

En este caso la energia cinética no se conserva (se pierde en la deformacién del los objetos).
Para simplificar supongamos que tenemos masas iguales y que v; 4 = 0

_ 1 2
KEl = §m2'z)2’A
2 2
_ 1 mav2,A _1_m5 2
KEf - 2(m1 + mQ) (mﬁ—mg) T 2mi+me U27A
KEjy - ma
KE; T mi+me < 1

2. Colisiones elasticas: En estas colisiones tenemos no solo conservacién de momento, pero
también conservacién de energia cinética (acordemonos que las fuerzas externas no importan
durante la colision). Ahora tenemos dos relaciones y dos variables que resolver.

M1V1,4 + MaV2 A = M1V1,p + MaV2p

1 2 1 2 _ 1 2 1 2
§m1U17A + 5m2v2’A = §mlvlyD + §m2027D

16



Problema: Supongamos que tenemos dos masas iguales y que inicialmente vo9 = 0y v19 = V,.
Encuentre las velocidades inmediatamente después de la colision, vy y vy, si es elastica

En esta colision tenemos que resolver

V, = U1+ V2

2 2 2
v, = v+

Notemos que la masa no aparece en el problema. Resolvamos la primera

Vg = Vy — U1
para sustituir en la segunda. Obtenemos

2 _ 9 2 2, 2
vy =] + (v, — v1)” = 207 + vS — 20,04

y luego

v1(v1 —v,) =0
Tenemos dos soluciones
v=0 — vy=1,
v =v, — vV3=0

La segunda relacion no tiene sentido a menos que la masa 1 pase por encima de la masa 2. Por lo
tanto tenemos que

vy =10 — Vg = U,

Las particulas intercambian momento. Lo cual tiene sentido porque trivialmente se conserva el
centro de masa y la energia cinética. Esta relacion solo se da si las masa son iguales y una esta en
reposo.

Problema: Supongamos que tenemos dos masas iguales y un resorte como se muestra en la Fig.
8a. Cual es la distancia a la que vuelve la masa que parte de una altura h si la colisién es elastica.

En este caso podemos usar el teorema de energia-trabajo para obtener

1
5l = mgho = = fAz = —pmgh,

Por lo tanto

v% = 2gho(1 — ug)

La colisién es elastica entre masas iguales, por lo tanto la segunda masa adquiere una velocidad
v1. Asumamos que mientras esta en contacto con el resorte no hay friccion. Por lo tanto al volver
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tiene la misma energia cinética. Luego de la segunda colisiéon tenemos que la velocidad de la masa
inicial es ahora —wv;. Usando el teorema de trabajo-energia nuevamente tenemos la velocidad justo
antes de empezar a subir,

v = v} — 2ghoix = 2gho(1 — 24u)
Si esta valor es positivo (i < 0,5) entonces llega a una altura

2
Y

1
§mv§ = mghy — hy = —= = ho(1 —2pu)

_2g

m
m

ho
L=ho

Figura 8: (a) Situacién de interés.

3.2. colisiones en 2 dimensiones

En dos o mas dimensione tenemos que establecer el mismo principio de conservacién pero con
vectores

mMV1,4 + Mol 4 = M1V1 p + Mals p

El problema es que tenemos dos ecuaciones y cuatro valores que resolver (2 componentes por
vector).

1. Colisiones completamente inelasticas: son colisiones donde los dos cuerpos quedan pe-
gados luego de la colisién. Por lo tanto tenemos

N S MiUy,A +MaU24  Drot,A
1,D =V p = =
my -+ mo my -+ meo

Notemos que en este caso estamos imponiendo dos restricciones, una para cada componente de
la velocidad final. En este caso la energia cinética no se conserva (se pierde en la deformacién
del los objetos).

2. Colisiones elasticas: En estas colisiones tenemos no solo conservacién de momento, pero
también conservacion de energia cinética (acordemonos que las fuerzas externas no importan
durante la colision). Ahora tenemos 3 relaciones y 4 variables que resolver.
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miU1,4 + Mals A = mUi,p + Mal2p
1 2 1 2 _ 1 2 1 2
3MIVY 4 + 5M2V5 4 = 5TV p + 5Tl

Supongamos que tenemos dos masas iguales y una colisién eldstica. Supongamos que vy = 0
como se muestra en Fig. 10a. Aunque no podemos resolver completamente el problema, podemos
encontrar el angulo final entre las velocidades.

U1, = Ui,p +V2p
V2, = 2 42
LA = Uip 2,D

La masa salio del problema ya que son iguales. Vemos que el vector A + B satisface el principio de
Pitagoras, como se muestra en la Fig. 10b, por lo tanto el angulo entre el vector U3 p y ¥ p es 90°.

Problema: Supongamos que tenemos una colision completamente inelastica entre dos autos de
masa m; = 1000 kg y my = 1500 kg como se muestra en la Fig. 9a. El angulo final es 6 = 30° y los
autos se deslizan una distancia L = 100 m. Quien tiene la culpa? Asuma que p = 0,5

En este caso tenemos

mavy = (my + mg)vyscost
mivr = (mq + mg)vssind
Por lo tanto
v m
- = 2 tanf = 0,86
(%) mi

Por lo tanto sobemos que v, > vy. Para calcular la magnitud de la velocidades necesitamos encontrar
v¢. Usando el teorema de energfa-trabajo tenemos

1
§(m1 +ma)v} = fAz = py(my +ma)gL

Por lo tanto

vy = %;“2\/2%9[1 cosf =45m/s
T— ml;;’”%&ukg[/ sinf = 39,5m/s

3.3. Masas puntuales vs finitas

Vimos arriba que aun si asumimos que la colisién es elastica, no tenemos suficientes relaciones para
resolver el problema completamente. Esto no esta bien, entonces las ecuaciones de Newton dan
una descripcion incompleta? NO. La razon es que estamos considerando los objetos como masa
puntuales, pero en la realidad los objetos tienen forma. Por ejemplo, en la Fig. 10d tenemos una
colisién elastica entre dos pelotas de billar, una inicialmente estacionaria. Vemos que el parametro
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ml

Figura 9: (a) Situacién de interés.

de impacto b controla el angulo de salida de la pelotas, y por lo tanto las condiciones finales de las
pelotas quedan completamente determinadas por las ecuaciones de Newton.

Si tenemos colisiones de masas puntuales, o masas de las cuales no tenemos informacién sobre
su forma, entonces tenemos que conocer alguna informaciéon extra después de la colision para
poder reconstruir los momentos finales. Por ejemplo, si nos dicen que la colisién es perfectamente
inelasticas, entonces podemos resolver los momentos finales inmediatamente como vimos arriba.

Si decidimos jugar billar (asumiendo que son masas iguales) nosotros controlamos el pardmetro
de impacto, para que la pelota 2 salga en la direccion que queremos. Por otro lado, dado que la
colisione es razonablemente eldstica, tenemos que la pelota 1 sale en un angulo de 90° con respecto
a la direccion de la pelota 2. En realidad, uno puede controlar este angulo incluyendo otro termino
en la energia cinética. Uno puede incluir la energia rotacional en el problema al darle un spin a
la pelota 1, pero esto lo veremos mas adelante

3.4. colisiones en el centro de masa

Supongamos que queremos resolver el problema de dos masas colisionando elasticamente en una
dimension, tendriamos que resolver las siguientes ecuaciones

A A _ D D
mivy g, + Moty = MUy + Mavy

%ml(UﬁLV + %m2(U§§L)2 = %ml (UEL>2 + %mZ(Ui}L)Q

donde hemos hecho explicita referencia a nuestro sistema de referencia, que lo llamaremos del
laboratorio. Esto implica resolver por vP; en la primera ecuacién en termino de v, vy luego

insertar en la segunda ecuacién y resolver la cuadratica por v} .

Supongamos que tenemos una masa m; = 3 kg con velocidad v, = 4 m/s y una masa my = 2
kg con velocidad ve, = 2 m/s. La masa m; golpea elasticamente con la masa ms. Cuales son las
velocidades finales?
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Figura 10: (a) Colisién dos pelotas iguales. (b) Teorema de Pitagoras. (¢) (c¢) Parametro de impacto.

La forma mas facil de trasformar al sistema de referencia del centro de masa

U1, = V1,com + Vecom,L

donde la velocidad del centro de masa (la cual no cambia durante la colisién) es

v o mivie —f—mg?}g’o . 16 m/s
com,L — - =
my + Mo 5

Por lo tanto las velocidades en el centro de masa son

4
Ul,0,com = Vi, L — Ucom,L = j5 m/S

_ _ _ 6
V2.0,com = U2,0,L — Ucom,L = ~5 m/S

en el sistema de referencia del centro de masa tenemos que conservar momento y energia cinética.
Notemos que

M1U1,0,com = —MM2V2 0,com

Y si queremos conservar energia cinética también necesitamos que

P1,f,com = —P1,0,com - U1, f,com = —U1,0,com

P2,f.com = —P2,0,com - V2, f.com = —U2,0,com

por lo tanto al volver al sistema de referencia del laboratorio tenemos
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_ 4 16 12
U1,f,L = U1,f,com + Vcomn, L 5 + 5 5 m/S
_ _ 6 16 __ 22
Ul,f,L - vl,f,com + Ucom,L — 5 + 5 — 5 m/s

Por lo tanto existe una forma facil de resolver este problema en el caso general y es ir al sistema
de centro de masa. Primero tenemos que transformar al sistema que se mueve con el centro de masa

V1,1 = V1,com + Vcom, L — V1,com = V1, — VUcom,L

donde esto aplica tanto para la particula 1 como para la 2, y también antes y después. Ya que en
la colisiones se conserva el momento, la velocidad del centro de masa es la misma antes y después
de la colision

A A
mivy g, + M3 |,

Veom,L = my +m
1 2

En el sistema de referencia del centro de masa tenemos que tanto antes como después de la colisién
A A _ A _ A
M1V com + M2V com — 0 — MIVT com — — T2V com
D D _ D _ D
M1V com + M2V com = 0 — MIVT com = —TM2V3 com

Esto es ficil probar usando la relacién para v; com ¥ V2,com de arriba. También tenemos conservacion
de la energia cinética en el centro de masa con

1 1 1 1
A 2 A 2 D 2 D 2
§m1 (Ul,com) + §m2<v2,com> - Eml (Ul,com) + imQ(UQ,com)
Intuitivamente sabemos que la tnica posibilidad es que
A D _ A
pllq,com — Plcom — _pkcom
D —
Pocom 7 DP2com = TP2.com

En el centro de masa los momento cambian de signo luego de la colision. Probemos esta matemati-
camente utilizando

KE = 1mv2 = L p?
2 2m
para re-escribiendo las 3 ecuaciones que tenemos
pfcom = _pQA,com
p{),com - _pgcom
27}11 (pﬁcom>2 ﬁ(pécom)2 - r;“(pfcom)2 ﬁ(pgcorrJZ

Podemos escribir la ultima relacién solo en termino de la masa m; utilizando las dos relaciones

anteriores y obtener
1 1 1 1
A 2 — (D 2
(pl,com) |:2m1 + 2m1:| (pl,com) |: + :|



Por lo tanto

(pf?com)z = (17114,00771)2 - pl?com = j:pllq,com

Pero como m4 no puede pasar por encima de msy entonces se devuelve con la velocidad que tenia

D A D _ A
Picom — Pl.com = Vicom = U}q,com
D _ D _
Pocom = TP2com 7 V2com = TV2.com

como habiamos intuido. Ahora tenemos que volver al sistema de referencia del centro de masa y
obtener

D _ D D
ULL - Ul,cj(z‘m + Uconlm),L
~ VT com + Ucom,L

_(va — Veom,L) + chom,L

_ D A
- 2Ucom,L — UL
mivi +mavg A
— , Loy
mi+ma 1,L
mi—mg, A 2ma A

mi+mg “1,L mi1+ma U27L

De la misma forma tenemos

D _ D D

Vo, — UZ,com + Ucom,L

_UQﬁom + vcom,L 5

= _(U2,L - UCOW,L) + Veom,L

_ D A
- 2'Ucom,L — UL
o mlvﬁL+m2v27L A
- mi1+mo U27L
_ 2my UA 4 mao—mi ,,A
—  mi+me “L,L mi+ma 2,L
Podemos resumir
D mp — Mg 4 2m2
V= — UL VoL
my + mo mi1 + Mo
. 2m1 A mo — M1 4
Vor = —7VU1L 2.L
my + Mma my + Mo
Veamos algunos limites interesantes.
1. Sim; = ms, entonces
Ui =Y
D _
UL = V1L

Las particulas intercambian velocidades como ya sabiamos. Ver Fig. 11b.
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2. Simyq >> mo, entonces

D _ A
Ui =V
D _ o A A
VoL = 2“1,1: — VL
Esto quiere decir que la m; no cambia su momento, mientras que la velocidad relativa de ms
con respecto a my cambia de signo luego de la colision, esto es (ver Fig. 11c.)

D D _ A A D _ o A A
Voo — V1L = _(UQ,L - U1,L) - - VoL = 2UI,L — U

Notemos que si vﬁ 1 = 0 la velocidad de la masa mq cambia de signo, esto es, se devuelve con
la misma rapidez. Ver Fig. 11d.

P P, V) V)
M ] G S,
Pl Pl Vl Vl
Vo -\
e —
V-Vo Vv V

Figura 11: (a) Colisione en el sistema del centro de masa. (b) Colisién si m; = msy. Notemos que
en este caso las velocidades se intercambian. (c¢) Colisiones con m; >> my. (d) Colisiones con
my >> My ¥ My €N reposo

Si tenemos colisiones en dos dimensiones, entonces podemos hacer el mismo anélisis pero ahora la
velocidad del centro de masa es en principio un vector. El el sistema del centro de masa nuevamente
tenemos un problema indeterminado si las masas son puntuales como discutimos arriba.

Problema: Una situacion de interés son los péndulos en colisiones. Por ejemplo, supongamos que
tenemos un péndulo de masa m; en reposo como se observa en la Fig. 12 y una masa my que
dejamos caer desde una altura de h.

1. Supongamos que no hay friccién y la colision es perfectamente inelasticas. A que altura llega
el péndulo? En este caso usamos conservacién de energia para estimar la velocidad de mo
justo antes de la colisién

E; = magh,
Ef = %mQU%,A
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Por lo tanto justo antes de la colisiéon tenemos que

V2,4 = 29h0

Dado que la colisiones es completamente inelastica, podemos encontrar la velocidad de los
dos cuerpos

ma

vp = 2gh,

my + Mo
y ahora vemos cuan alto llega usando nuevamente conservacion de energia
_ 1 2
Ei = 5(7711 + mg)U D
Ey = (mq+my)gh

y obtenemos

1, my 1 9 m;

h=—v)=——"—>-"myv5 4 =
29 b g(m1+m2)22 272,4

con lo cual h < h, como es esperado.

Que cambia si la colisiones es elastica con m; = msy.

En este caso la unica diferencia es que la velocidad de m; despumes de la colisiones es
v1,p = V2,4 Mmientras que vy p = 0. Usando conservaciéon de energia podemos encontrar cuan
alto llega el péndulo (my se queda abajo).

Ei = %mlviD
E; = migh
y obtenemos que
L,

h - %Ul’D - hO

lo cual tiene sentido ya que ha conservacién de energia en cada instante.

Que cambia si incluimos un coeficiente de friccién dindmica uy, que actia solo sobre la distancia
L de la Fig. 12. En este caso tenemos que incluir en el principio de conservacién de energia
antes de la colision, el efecto de la friccién,

Ef — E, = —fAx = —ppmagL

Notemos que necesitamos que la energia inicial sea mayor que la energia disipada por la
friccién, esto es
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magh, > prmeogL — ho > L

Seguimos el mismo anélisis que antes, pero con (asumimos colisiones elasticas con m; = my)

v1,p = V24 = \/29(ho — L)

Nuevamente usamos conservacion de energia para obtener

1
h = %U%VD =h, — L

My

\
\
\
\
\

ho

L m;

Figura 12: (a) Problema con péndulo

4. Apéndice I:Masas variables y el problema del cohete

Supongamos que tenemos el problema de una masa variable, como es el caso de un cohete. En
este caso conviene mirar el problema con pequenos cambios de masa Am.

1. Supongamos que tenemos inicialmente a la masa m y Am juntos a una velocidad v.

2. Supongamos que tenemos finalmente a la masa m a una velocidad ¢ + |deltat. La masa Am
se mueve a una velocidad o

Podemos entonces usar el movimiento del centro de masa y escribir

FUAt = Py s — Proyi = [m(T + AT) + Amid] — [(m 4+ Am)7]
Al dividir por At tenemos

-, AU Am
Fea:t — = =7 _ =
may + A7 (4 — V)

Por lo tanto al tomar el limite tenemos
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dv  dm

Fel = m— 4+ — (i — ©)
dt dt
donde el vector © — ¥ es la velocidad relativa al cohete
UA,com = UA,c + Ve,com - VA,e = UA,com — VUecom = U — VU

lo cual tiene sentido. La combinacién

d
e

es equivalente a una fuerza y se le denomina el “thrust” del cohete.

\'

v

- m  am LT

U=\
—

Figura 13: (a) Cohete antes. (b) Cohete después.

Problema: Supongamos que viajamos en en “Enterprise hacia la estrella mas cercana d = 4 anos
luz) donde nuestra turbina del cohete (de materia-antimateria) expele esta masa a la velocidad de
la luz. Cuanta masa de combustible necesitamos para llevar my = 1 kg de masa 1til en nuestro
cohete (asuma que el resto del cohete tiene masa muy pequena) para llegar a a-centauro si queremos
mantener una aceleracién igual a g(esto resuelve muchos problemas de salud debido a la ingravidez
durante viajes largos ya que los astronautas sienten como si existiera una gravedad artificial y

estuvieran en la tierra)

Sabemos que la fuerza externa en este caso se puede considerar como cero. Donde

dv _
a Y

(4 — ) = —c = —300,000km/s

Por lo tanto

dm  m
dt c g
La solucién a este problema es una exponencial, ya que si f(t) = Aexp at, tenemos que
df (t
% = Aaexpat = aAf(t)

donde o = —g/c y A = f(0). Por lo tanto

m(t) = mee™ et

27



Es facil darse cuenta que esta es la solucion ya que si le tomamos una derivada obtenemos lo de
arriba. La ecuacién de movimiento del cohete es

9,9
T ==t
2

!

yt = +/2x/g

Resolviendo por m, tenemos

2xg -
me = meV @ = meV?06d

Donde m es la masa que nos queda cuando estamos en la posicién x = d, donde d esta en unidades de
anos-luz. Al final cuando x = d tenemos m = my, lo que implica que necesitamos llevar combustible
Mme = m, —my = m(e2%4 — 1)

Por lo tanto para llegar a a-centauro necesitamos llevar m. = 16,64my. Claro que esto no incluye

el frenar.
La verdad es que es mas conveniente acelerar la mitad del trayecto y frenar la otra mitad. Vemos
de inmediato que tenemos la misma ecuacién

dm m
iy
ya que
dv B
a7
y

(@ — T) = 4¢ = +300,000km/s

Por lo tanto para llegar a la mitad del camino necesitamos

m, = m1/2€\/2,06><d/2

y de la mitad al final tenemos

\/2,06xd/2
m1/2 =mye /

y por lo tanto

m, = ml/zew/2,06><d/2 _ mfe\/2,06><d/2€\/2,06><d/2 = m;57,94

Por lo tanto para llegar a a-centauro necesitamos llevar m. = 56,94m, mucho mayor que antes.
Segun estos célculos nos demorariamos en anos

tr=2v/z/g =394

Esto no es correcto cuando incluimos el principio de relatividad, ya que el cohete sobrepasa la
velocidad de la luz, lo cual no es posible. Veremos esto mas adelante.
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5. Apéndice II: Descripcién microscopica de roce

Supongamos que tenemos una masa m, de area efectiva A, que se mueve con velocidad v en la
direccién x a través de un gas de particulas con densidad p. Cual seria la fuerza que el gas ejerce
sobre la masa en movimiento?

Supongamos que una particula del medio (aire) a una velocidad v, = —v que choca contra la masa.
Si asumimos que la masa m es mucho mayor que la masa de las particulas del aire y que la colisién
es eldstica, entonces vy = —v. Por lo tanto en un intervalo At cada una de las particulas

N = pAvAt

en el volumen Vol = AvAt chocan contra esta masa m y cambia su velocidad a

Av=2v
generando una fuerza de la masa m sobre cada particular

Av
Fomp = Ky

Si sumamos la fuerza de todas esta colisiones sobre m, por la tercera ley de Newton, generan una
fuerza de roce sobre la masa m

Av 20
F,. = NmpE = —pmpAvAtE

Por lo tanto las fuerza de friccién es bv* con b = 2pm,, A.

= —(2pm,A)v?

El resultado de arriba aplica solo en la situacion que las particulas en el medio estan en reposo. Si
las particulas tienen una temperatura y una distribucion de velocidades

1 v2
Uy) = ——=€xp ——=
f(o) = —o=mexp =57

con T como la temperatura del medio. Entonces tenemos que hacer el mismo analisis que arriba,
ver Fig. 14a.

1. Una particula con velocidad v, > v golpea desde atrés a la masa m y le genera un cambio de
velocidad positivo dado por 2(v, — v). El numero de particulas capaces de colisionar con la
masa m es Nx = pA(v, — v) f(vy).

2. Una particula con velocidad v, < v es golpeada desde atras por la masa m y le genera a la
masa m un cambio de velocidad negativo dado por 2(v, —v). El numero de particulas capaces
de colisionar con la masa m es No = pA(v — v,) f(vy).
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Esto genera una fuerza sobre la masa m

| pmpAvy — ) f(0,)2(vy — ) Uy > v
Fm = [ pmpA(vy — ) f(ve)2(v — vy) Vy < U

Ahora tenemos que sumar sobre todas las posibles velocidades v,, osea integrar, y obtenemos

F, =2pm,A /OO f () (v — v)?dv, — 2pm, A /_v f(ve)(ve — v)dv,

Con la definicién de la funcion de error

2 [
Erflx] = ;/ e Vdy
0

v? 2 v?
(1"‘ ETf(\/_,UT) \/ieXp—ﬁE]

donde v = T'. El grifico es mostrado en la Fig. 14b. Lo interesante es que para pequetias velocidades
v < vy la fuerza de roce es linear en v, F,. ~ v, mientras que para grandes velocidades la fuerza de
roce es cuadrdtica en v, F, ~ v

tenemos que

F. = —-2pm,A

(Vx=V) —V N
—

o~

(Vx-vpt — F

V—  _v-vy) :
m — 1

G —
F (V-VxAt 0.5 1 L5 5 Vvt

Figura 14: (a) Diagrama de fuerzas, (b) Fuerza de Roce
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