Capitulo 8: Momento Angular
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Hasta ahora hemos trabajado con cuerpos que rotan con su eje fijo en el tiempo y en el espacio.
En ese caso era conveniente definir el momento de inercia con respecto a este eje y el torque con
respecto a este eje. Cuando tenemos situaciones mas complicadas es mas 1til definir las rotaciones
con respecto a un origen especifico. De alli sale naturalmente la definicién vectorial de momento
angular y torque.



1. Producto vectorial
Anteriormente definimos el producto escalar. Ahora definiremos el producto vectorial
C=AxB
como el vector que tiene magnitud

A= 4] Blsin6

donde 6 es el dngulo entre A y B como se muestra en la Fig. la. Notemos que su magnitud es
precisamente la superficie del paralelogramo que definen los vectores A B ya que la altura del
paralelogramo es h = |A|siné y su base |B|.

La direccién de C es perpendicular al plano formado por A y B , pero todavia nos toca definir cual
de las dos posibles direccion, hacia adentro o afuera del plano. En el mundo occidental se usa la
convencion de la mano derecha: La palma de la mano se mueve de AaB , v el pulgar define la
orientacién del vector.

AxB

Figura 1: (a) Producto vectorial. (b) convencién de la mano derecha.

Por lo tanto algunas propiedades del producto vectorial son:

1. Si los vectores son paralelos, entonces

2. Por la regla de la mano derecha

como se observa en la Fig. 1b.



3. Claramente el producto cruz obedece
Cx(A+B)=CxAt+CxB
4. Claramente tenemos en termino de vectores unitarios
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5. Con esta definicion es facil probar que el producto vectorial entre 2 vectores se puede escribir
facilmente como el siguiente determinante
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Problema: Pruebe que la expresion en termino de determinantes funciona para las 3 relaciones de
vectores unitarios.

Tenemos entonces

ixj=|100]|=0+0j+1k=k
010
y
Jxk=1010|=1+040k=1
001
y
kxi=|001|=0i+1j4+0k=]
100

Problema Calcule la derivada del producto vectorial.

Ya que es un producto de vectores, su derivada es
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2. Velocidad angular como vector

A medida que el eje de rotacién de un cuerpo esta cambiando de orientacion, es conveniente
considerar la direccién de este eje de rotacién construyendo el vector & de velocidad angular. El
cual tiene magnitud

_do

dt

Acordemonos que el signo de w depende de nuestra definicion de @, pero en general utilizando la
definicién que se muestra en la Fig. 2a tenemos que w > 0 si se mueve en contra de las manecillas
del reloj, y w < 0 si se mueve con las manecillas del reloj. De la misma forma la direccién del
vector @ depende de la convencion que usemos para definir 6.

w

En el mundo occidental se usa la convencion que si tenemos un cuerpo rotando como se observa en
la Fig. 2b, la direccién de w es en el plano perpendicular a los vectores p'y ¢, donde el vector g es
con respecto al eje de rotacién. En este caso claramente la convencién de la mano derecha
aplicada a p'x ¥ nos dice inmediatamente la direccién de w que es consistente con la convencién de
las manecillas del reloj.

Notemos la diferencia entre el vector 7 (con respecto al origen) y el vector p' (con respecto al eje de
rotacién).

G

Figura 2: (a) Definicién de 6. (b) Direccién de w.
El vector ¢ se puede entonces encontrar como
V=W XT
Problema: Cual es la velocidad de un cuerpo en la superficie de la tierra como funciéon de la latitud
Ay longitud ¢.

Partimos con & = w,Z y con un cuerpo en la superficie de la tierra como



7 = R(cos Asin ¢, cos A cos ¢, sin \)

Por lo tanto la velocidad es

vT=dx7=10 0 wo ZwoRcos)\[—sin¢i+sin¢j]
RcosAsing RcosAcos¢ Rsin A

WX T =w,Rcos A\t

lo que dice que los objetos se mueven en un circulo de radio R paralelo al Ecuador con magnitud
[v| = weR cos A

Problema: Cual es la velocidad en Bogota? Usando R = 6300 km

B 2tR B 21 R
"~ 1dia  24hrs

U] =wR = 1700km/hr

ya que A ~ 0.

3. Momento angular y Torque

Hasta ahora hemos trabajado con cuerpos que rotan con su eje fijo en el tiempo y en el espacio.
En ese caso era conveniente definir el momento de inercia con respecto a este eje y el torque con
respecto a este eje. Cuando tenemos situaciones mas complicadas es mas ttil definir las rotaciones
con respecto a un origen especifico, no un eje. De alli sale naturalmente la definicién vectorial de
momento angular y torque.

3.1. Momento Angular

El momento angular se puede definir como

=

L=rxp

de tal forma que si 7y ' estan en un plano L es en la direccién perpendicular. Pero 7y por lo tanto
L depende del origen que elijamos.
Supongamos que tenemos una particula que se mueve en un circulo

7(t) = po cos 0i + posinbj = pop

donde p es en la direccion hacia el eje de rotacién. Entonces usando



. do o . .
U= pPo—0 <— sin 67 + cos 9]) = powt
dt
donde £ es la tangente al circulo. Podemos calcular el momento angular con respecto al origen del
circulo y por lo tanto

—

2 2o
L = mp wk = mp
ya que el vector & = wz. Entonces

—

L=1&

para una particula en movimiento circular con el origen en su centro de rotacién (el cual esta fijo
en el espacio). Si sumamos sobre muchas masas m;, el momento angular alrededor del centro de
rotacién es

-

L=1o

por lo tanto L es paralelo a w. El problema esta en que los cuerpos tienen tamano en la direccion
z, y ahora no buscamos la distancia al eje de rotacion, sino a un origen particular.

Que pasa si consideramos otro origen? (diferente al centro del circulo) Notemos que si calculamos
el momento angular con respecto a otro origen

(1) = pop + 7o

usando

U= powt

tenemos

7 2 — — ~
L =mp:& — mpw(ry X T)
ya que el vector sigue siendo & = wk. Notemos que el vector w no se construye con el vector 7 sino

mas bien con p,p que es el vector al eje de rotacién. Por lo tanto en este caso el momento angular
no es paralelo al vector w.

Notemos eso si que si tenemos un anillo de masa m y radio R que da vueltas alrededor de su eje
de simetria, en este caso el eje z, entonces

L = sz; X Di

mR%5 +mRw ., (7 x 1)
mR2G + mRwry x Y, (L)
mR*3

= IJ



dado que ), t; = 0 para un objeto simétrico. En forma similar, para un disco tenemos

.M .

L= 73%/&: =1
el momento angular es paralelo al vector & siempre y cuando el disco este rotando alrededor de
su eje de simetria. Lo mismo aplica para cualquier objeto simétrico rotando alrededor de su eje de
simetria.
3.2. Teorema del eje paralelo

Supongamos que tenemos un cuerpo que rota alrededor de un eje paralelo a una distancia dy de su
centro de simetria o centro de masa. El centro de masa hace un circulo alrededor de este nuevo eje

7 = dgcos 07 + dg sin 9}'

Si la velocidad angular es constante tendriamos 6(t) = wt. La masa m; que inicialmente esta a un
angulo inicial 8; y distancia p; con respecto al centro de masa se mueve en el nuevo circulo

#(t) = [do cos 0 + p; cos(0 + 6;)] i + [dosin 6 + p;sin(0 + 6,)] £ + 7

Primero asumamos que 7, = 0 osea estamos en el nuevo eje de rotacién como origen. Para la masa
m; podemos calcular el momento angular

I_;i =my [d% + p? + 2dyp; cos Qi] W

dado que W = wk.

Si el objeto es simétrico con 6; en [0, 27|, entonces

L = (Iom + md?)3

Notemos que esto funciona para cualquier objeto rotando alrededor de un eje paralelo al de simetria.

Esto mismo aplica para el caso de una barra al pasarnos del eje del centro de masa a un borde
L= (Teom + md3)&

lo cual es consistente con la transformacién al eje paralelo del momento de inercia.

3.3. Torque

Calculemos la derivada temporal del momento angular
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lo que define el torque con respecto a un origen (ya no es con respecto a un eje de rotacion).
Tenemos

Notemos que para un cuerpo en rotacién alrededor de un eje de simetria que se mantiene fijo en el
tiempo, tenemos que

dw
dt

I
~
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Problema: Resuelva el problema de la maquina de Atwood anteriormente descrito usando momento
angular y torques.

Podemos calcular el momento angular con respecto al eje de rotacion de la polea. Si el plano de la
maquina de Atwood es el plano x-y, vemos que L = L. k. Entonces
L,=—miRvy + maRvs + Tw

Aqui es importante considerar los signos correctamente ya que y; e yo aumentan hacia arriba. Estos
signos se pueden encontrar directamente de

o= —Rityj
FQ = Rl+y2]
y
171 = Ulj
Ty = (Y]

Los signos los impondremos con las restricciones después. Notemos que estamos asumiendo que el
origen es en el eje de simetria de la polea (asi podemos usar que L = &), en este caso en el centro
de la polea. Podemos también calcular el torque viendo las fuerzas sobre cada objeto

F:1 = —mlgj + Tlé'
Fy = —mogj+ 1)
F, = -Tyj—"1Ty

8



Notemos que los torques producidos por las tensiones se cancelan en este caso y tenemos

~

7= (migR — magR)k

Por lo tanto

% [—mlel + ngUQ + IW] = (mlgR — ngR)
—miRa; + moRas + T = (migR — magR)
—myRa; + maRas + Ta = (migR — magR)
ya que a; = —as = a y asumiendo que no se resbala y usando la convencién de la mano derecha
a = —Rw tenemos
mo — My
a =

gm1+m2+I/R2

que fue el resultado anterior.

3.4. Separacion del momento angular

Supongamos que tenemos un cuerpo donde el centro de masa se esta moviendo con respecto a otro
origen

i, L = Ti,com + Teom

entonces
Lcom - Zz mgri L X Vs L
= Zz m; [ri,com + Tcom] X [Ui,com + Ucom]
= ZZ miri,com X Ui,com =+ Zz MiTcom X Ucom + Ez m; [Ti,com X VeomTcom X Ui,com+]
= Zz mM;iTi com X Vicom + Zz MiTcom X Ucom
- Lrel,com + Mrcom X Vcom
ya que

§ mM;T; com = § mM;iVi.com = 0
7 7

ya que son variables con respecto al centro de masa. Con
Lrel,com = Z miﬁ,com X 77i,com

7
Esto dice que el momento angular se puede separar en el momento angular del centro de masa y
el momento angular con respecto al centro de masa. En el caso de la tierra tenemos el movimiento
translacional alrededor del sol y el movimiento rotacional alrededor de su eje. Esto sera 1til cuando
calculemos el movimiento de una rueda.



Problema Encuentre la aceleracién del centro de masa del yoyo que se muestra en la Fig. 3a.

Podemos calcular el momento angular como

~

L= (Iw+ MRV, k

(dejaremos que las ecuaciones den los signos) y las fuerzas

T Tj
F, —mgj
actian en
Fro= —hj
T, = Ri—hj
y por lo tanto solo el torque gravitatorio
7, = —mgRk

es diferente de cero. Por lo tanto tomando una derivada temporal de momento angular tenemos
la+ MRacy, = —mgR

Con la restriccion

Aeom = Ro

porque tiene el mismo signo y asumiendo que no resbala. Entonces
1
Qecom = —(
14 -L;
mR

y la esfera cae primero.

mg

Figura 3: Yoyo
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4. Conservacion de momento angular
Supongamos que separamos

Fi= B+ e

Entonces podemos observar que dado que las fuerzas internas vienen en pares

Al sumar el torque de las dos fuerzas

’7_"1 +’7_"1 = (7?1 _FQ) X -Fi,j + [7’1 X Ffzt+T2 X F;zt]

Dado que generalmente las fuerzas de accién-reaccién son en la direccion entre los dos cuerpos,
tenemos que

(Fl—FQ)XE’j:O

Si ademas las fuerzas externas son cero, tenemos que

1

dL
— =0 — L = const

dt

Problema: Supongamos una persona de masa m, esta al centro de un disco que rota con velocidad
angular wy, masa my y radio R. La persona camina hacia el exterior del disco y salta. Cual es la
velocidad angular final. Que paso con la energia.

Si saltamos en forma radial, esto no produce un torque sobre el disco, y por lo tanto hay conservacion
de momento angular desde que camino del origen hasta el borde del disco.

Idu}Q = Lzﬂ' = Lz,f = Idwf + mpszf

Por lo tanto

L4
W= w
! O[d + mpR2
La energia cinética inicial era
1., L? 1
KEZ = 5_[(,() = ﬁ = §Idw0

mientras

11



por lo tanto la energia disminuye. Claro que al saltar también se pierde la energia cinética de la
persona.

Problema: Supongamos que tenemos N-+1 personas paradas en el borde del disco. Existe una
fuerza de friccién estatica que mantiene a estas personas en contacto con el disco. Si N personas se
mueven hacia el centro del disco, que condicién se tiene que dar para que la persona en el borde
salga volando.

. Primero hagamos el diagrama de fuerza. La persona en el borde se mueve en un circulo, por lo
tanto tenemos

mRw? = fs — w? < s

ISy

en todo instante para mantenerse en contacto con el disco. Al caminar personas de masa m,, desde
el borde hacia el centro del disco aumenta la velocidad angular

(Ig+ (N +1)m,R*)wo = L.; = L. ; = (Ig + m,R*)wy

I;+ (N + 1)m,R?
Id —|— mpR2

wWr = Wo

Por lo tanto las persona en el borde se quedaran alli mientras

y Ii+ (N + 1)m,R? - |9
0 I;+m,R? - R”S

lo que define el numero de personas que deben de moverse hacia el centro.

Problema: Supongamos que tenemos un péndulo formado por una barra de masa my, y largo L, y
una masa puntual m,, al final de la barra. Una masa m, que parte de una altura hy golpea en forma
completamente inelastica con la masa puntual. Cual es la velocidad angular luego de la colision.
Ver Fig. 4.

Tenfamos inicialmente una masa m, que colisiona a velocidad v, = v/2gh, contra un péndulo de
momento de inercia

1
I, = gmbL2 + m, L?

El momento angular inicial y final inmediatamente antes y después del choque con respecto al
origen de rotacion del péndulo

mevoL = L,; =L, ;= (I, + myL*)w;

12



Por lo tanto

Por lo tanto en la colisién se perdio

1
KEf = 5([1) + moL2)wJ2c = KEom =
P o

El dngulo donde llega este cuerpo se puede resolver por conservacion de energia (usemos el origen
en el origen de rotacién)

1
Ei = 5([]) + mOLQ)w]% + (mb + my + mo)ghcom,i

E¢ = (my 4+ my + mo) gheom,r = (M + my 4+ my) gheom,i cos 6
donde
L

(mp 4+ my + mo) heom;: = —Myy = myL —m,L

”“ T L-hi

\ L—hi \ hi

h

ho

hi

L my

Figura 4: (a) Colisién con el péndulo. (b) Diagrama para calcular h

5. Girdscopo

Es interesante estudiar el problema del girdscopo, ya que aqui el momento angular y la velocidad
angular no son paralelos.

Supongamos que tenemos un cuerpo de momento simétrico de momento de inercia I que esta
inicialmente rotando alrededor de un eje como se muestra en la Fig. 5a. Vemos que la tnica fuerza
que efectiia un torque (con respecto al origen de la Fig. 5b es

T =mgRt
Por lo tanto esta claro que el momento de inercia en la direccién radial p o en la direccién Z no
cambia ya que el torque es en la direccién perpendicular. Pero el torque genera un movimiento en
la direccién t, dado por

13



st

dt
Esta ecuacion no es facil de resolver ya que no conocemos L. explicitamente, pero si asumimos que
esta movimiento es pequeio y no cambia mucho el momento angular total del sistema (L, << L,),
entonces podemos usar el siguiente truco. En la practica asumamos que en un intervalo de tiempo
pequeno At el vector cambia su momento angular de el dngulo 8, al angulo 6;. Si es asi, podemos
utilizar (aqui asumimos que L en magnitud no cambia mucho)

=mgR

|AL| B |T| At _ mgR
L L] Iw,

Por lo tanto la velocidad angular de precesion es entonces

A0 mgR

PTAL T T,
Es interesante darse cuenta que esta es una forma de navegar en el espacio en forma inercial. Si
el satélite cambia de direccién se genera una fuerza ficticia sobre el gir6scopo (en general hay 3
giréscopos rotando en direccién perpendiculares) y por lo tanto una precesién. Notemos que la
precesion se detiene cuando la aceleracion se detiene. Siguiendo estas precesiones es factible seguir
el movimiento del satélite. Esto se usa también en aviones.

o

Figura 5: (a) Gir6scopo (b) Diagrama de fuerzas. (¢) Cambio de momento angular

Al = At
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