Capitulo 9: Leyes de Kepler, Gravitacién y Fuerzas Centra-

les
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1. Las 3 leyes de Kepler
Después de muchas observaciones, Kepler escribio sus tres leyes:

1. Los planetas se mueven en orbitas elipticas alrededor del sol
2. La orbita barre areas iguales en tiempos iguales

3. La relacion entre el periodo T y el eje mayor a de la elipse satisface

T? = ca®

La primera y segunda ley se pueden observar en la Fig. 1

2a

Figura 1: Movimiento eliptico

Las mediciones de Kepler para llegar a la 3ra ley, se pueden apreciar en esta tabla y la Fig. 2a-b.
Acordemonos que la aceleracién centripeta para movimiento circular tiene magnitud

a. = wir

En la Tabla 1 tenemos los valores del periodo y la distancia de los planetas al sol. En la Fig. 2a
y Fig. 2b tenemos el gréafico de a.r? vs r y a.r? vs w respectivamente. Por lo tanto podemos decir
que la fuerza que mantiene a los planetas dando vuelta alrededor del sol satisface

T2 = or?

esta relacién fue utilizada por Newton para escribir su famosa fuerza de la gravedad.



Planeta | Periodo Distancia
Mercurio | 87,97 dias 57.910.000 km
Venus 224.7 dias 108.200.000 km
Tierra 365,256 dias | 149.600.000 km
Martes 686,98 dias | 227.940.000 km
Jupiter 11,86 anos 778.330.000 km
Saturno | 29,46 anos 1.429.400.000 km
Urano 84,01 anos 2.870.990.000 km
Neptuno | 164,8 anos | 4.504.300.000 km
Plutén 248,54 anos | 5.913.520.000 km
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Figura 2: (a) w?r3 vs r. (b)w?r® vs w

Para orbitas circulares, la fuerza que mantiene a los planetas girando alrededor del sol se puede
escribir entonces como

aO
a. = —
r2
donde a, es una constante que se puede encontrar. Por lo tanto la fuerza que ejerce el sol sobre un

planeta es en la direccién radial entre los dos cuerpos y con magnitud

My
r2

|ﬁ5”p| = mpac =

donde m,, es la masa del planeta. Si asumimos que el principio de accién y reaccién se da, entonces
podemos decir que la fuerza que siente el sol debido a un planeta deberia tener la misma forma

pero como las dos fuerzas tiene la misma magnitud, entonces

Gmgmp

|Fps| = |Fsp| = =

con la direccién definida por ser una fuerza de atraccion entre los cuerpos y por la linear entre los
dos cuerpos (radial). Esto se le denomina una Fuerza central. La constante G se puede derivar si
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conocemos la masa del sol (mg = 1,989 x 10%°), la masa de la tierra (mp = 5,98 x 10** kgs), y la
distancia entre la tierra y el sol, lo que da G = 6,67 x 107!,

La fuerza de gravitacion universal, propuesta por Newton, es

7 1 — T3
Fip = —Gm1m2_,—_.2 = —Gmimyi—— 3
|7“1—7“2| |7‘1—7"2

independiente si la trayectoria es circular o no.

Problema: Cual es el periodo en anos de Jupiter, si su distancia del sol es a =~ 5,2 AU.

Dado que para la tierra tenemos Ty = 1 ano y a = 1 AU, podemos usar

3
T2 = T2 ~ Ty =1185
g

2. Campo gravitacional

Supongamos que tenemos una distribucién de masas, podemos escribir la fuerza sobre la masa i
como

—7’
G J
Z mm]‘rz_rj‘g

Generalmente, se define el campo grav1tac10nal producido por una distribuciéon de masa como la
fuerza por unidad de masa que sentiria una masa puesta en algin punto del espacio 7. Esto es

(i) = —F

1
m
En términos de una distribucién de masa

— . 7’ 7‘]
g(fj - Z Gm] ‘r 7‘ |2
= -G Z T 2T
-G dm A
El caso de dos masas puntuales, inmediatamente nos dice que la fuerza es en la direccién entre las
dos masas. Lo mismo aplica para el campo en el eje de un circulo como se ve en la Fig. 3a. Por lo

tanto el campo fuera de una esfera es en la direccién radial como se ve en la Fig. 3b, ya que es la
suma de muchos circulos. De hecho fuera de la esfera tenemos

GM




Hay un caso que es extremadamente interesante. Supongamos que estamos dentro de un cascaron
hueco de masa M y radio R. Podemos demostrar que el campo gravitacional § adentro es cero
usando el siguiente argumento. Miremos la Fig. 3¢, vemos inmediatamente que la relacion entre las
masas m;j y msy €s

my 1l

mo T’%
y como estas masas generan fuerzas en direcciones opuestas, obtenemos que el efecto neto es cero.
Sumando sobre el cascaron nos da finalmente

g =0 r<R
Para r > R sabemos que el potencial cae como 1/r? y es en la direccién radial. Entonces para el
cascaron tenemos

|0 r<R
—== r>R

lo cual se puede escribir como
GM(r)

5(7?) = - r2

donde M(r) es la masa dentro del radio r. Para el caso de una esfera llena (un planeta) tenemos
entonces

Mz r<R
M(r) = RS
() [ M r>R
y el campo gravitacional es
GMr
N e r<R
g(r) = { _T@; r>R
: : : % rm, .
Figura 3: (a) Dentro del cascaron. (b) Fuera del cascaron.

El campo gravitacional en la superficie de un planeta define su aceleracion gravitacional



GM

R2
y para el caso de la tierra tenemos gr = 9,8. Recordemos que la masa del planeta esta relacionada
con su densidad

g:

4
M = p%R?’

con lo cual uno puede relacionar aceleraciones gravitacionales en varios planetas.

Problema: Cual es la aceleracion de gravedad en la superficie de la luna si su densidad promedio
es la mitad de la tierra y tiene un tercio del radio terrestre.

Usando

M (e
9r Mr \ R,
)
My pr \ Rr

g_L:P_L<ﬁ):1
gr  pr \Rr 6

3. Conservacion de energia

dado que

podemos encontrar

Usemos el principio de conservacion de energia

1, 1 T
oMUy = 5MU, = [ mg - dr

Para el caso de un cuerpo cerca de un planeta esférico, podemos usar

Por lo tanto

1 1 "1 1 1
imv; - §mvg = —GMm/ —dr = —=GMm (— - —)

lo que define el potencial gravitatorio



y el principio de conservacion de energia

1 o, GMm 1 5, GMm
2 Ty 2 ¢ ro

Notemos que cerca de la tierra r = R + h tenemos

_GMm N_GMm+GMmh+
R+h R R2

que aparte de la constante es U(r) = mgh como tenfamos anteriormente.

U(r) =

Problema: Calcular la velocidad de escape de la tierra.

La velocidad de escape es la velocidad inicial necesaria en la superficie de la tierra para que el
cohete llegue al infinito con velocidad cero. Osea

1 5 GMm , 2GM

—mv* = ——— — Vi = ———

2 R 3 R
Por lo tanto desde la superficie de la tierra

GM
v =1/2R 2 11 Km/seg

Problema: Calcule el horizonte de un hoyo negro de la masa de la tierra.

El horizonte de un hoyo negro se define como el radio donde ni siquiera la luz puede escapar. Esto,
la velocidad de escape de vy = ¢, y por lo tanto

_2GM

2

Rg

=0,8 cm
c

Problema: Cuanto cambia la velocidad de escape si el objeto parte del centro de la tierra

En este caso tenemos que hacer la integral en dos partes porque

GMr
- . —~Pp3 r<R
g(r) = _C;'QIJE/’ r>R



Y por lo tanto

R )
W0 — o) = _gj\%mf%]\f_ﬁldr_GMmfR Ldr
; _3(2}5\%4m R
2R

Entonces, usando

1
—§mvf =W(0 — )
obtenemos

2 _ 3GM
*" R

4. Movimiento circular

En general cuando tenemos un cuerpos haciendo un movimiento circular alrededor de otro, en
general los dos hacen el movimiento circular como se muestra en la Fig. 4a. Dado que el centro
de masa no acelera (porque no hay fuerzas externas) podemos darnos cuenta que el centro de los
circulos es el centro de masa y los radios se relacionan como

r1 mo

T2 my

En el caso en que una de las masas es mucho mayor que las otras (como el sol y los planetas),
podemos asumir que la masa mayor esta en el centro del circulo y

s, GMm

lo que relaciona

Esta es realmente la relacion de Kepler como hemos visto anteriormente.

Problema: Cual es el periodo de un satélite dando vuelta cerca de la tierra (r ~ R)

La frecuencia es

GM R? 1
2 _ —
W = R2 F 9,8
por lo tanto
2
T = o 1.4 hrs



Problema: Cual es el radio para tener una orbita geoestacionaria (7' = Tp = 24 x 3600 s). En este
caso

9.8R2\ /3
TI( ’ ) :6,6RE

con R como el radio de la tierra. Lo que corresponde a una altura de H = 5,6 Rg ~ 35000 km.

~

Figura 4: (a) Movimiento circular. (b) Galaxia espiral.

Notemos que esta es una de las razones por la cual tenemos galaxias espirales, ya que el material
que esta mas lejos tiene una frecuencia angular w menor que el materia que esta mas cerca del
centro, ver Fig. 4b.

Cuando tenemos un objeto en un circulo con

con v = rw, obtenemos que

pot2 GMm _ _GMm
2 r 2r

que también se puede escribir como

E:%:—KE

Por ejemplo la energia que tenemos que proporcionar para cambiar de una orbita circular r, = 2R
a una orbita ry = 3R es (con v = rw)



W=E;—E, = GMm [_LJFL]

5. Diferentes trayectorias

Cuando la masa de uno de los cuerpos es mucho mayor que el otro, entonces podemos asumir que
que el cuerpo mas masivo esta en el centro de masa sin moverse, y el segundo cuerpo siente una
fuerza central.

— GMm

F=_

,
El torque producido por fuerzas centrales es cero ya que la fuerza es en la direccion de 7

—

T=rxF=0

y por lo tanto L es constante. La trayectoria sucede en el plano perpendicular a L.

La trayectoria se puede entonces describir como

7= 1r(t)cosO(t)i 4+ r(t)sin(t)j = r(t)7

dr(t)
dt

7= P4 r(t)w(t)t

Notemos que

\mwvz(ff§2+mw%2

La conservacién de momento angular puede ser calculada como

L = mr(t)w(t)k — |L| = L = mr(t)%w(t) = const
y por lo tanto

LT = L (2 4 r(02?) = Tz 1 2
2 2 2 2mr?
El principio de conservacion de energia nos permitira demostrar el tipo de trayectorias que tenemos,

y la clasificacion se hace con la energia total mecénica

1 GM 1 L? GM
E = smla(t)] - mz—mﬁ+< - m)

2 r 2 2mir? r
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Por lo tanto tenemos un potencial efectivo

B L? GMm
 2mir? r

Uep(t)

En la Fig. ba vemos este potencial efectivo para un valor especifico de L. Observemos que tanto el
valor de L y E se pueden evaluar con las condiciones iniciales ¢(0) y 7(0), y nos permiten clasificar
las posibles trayectorias:

1. La situacién de minima energia es la orbita circular que tiene

WUess _ B L

dr Gm2M
dando

2r, 212
No existe una solucién de energia menor.

2. Silaenergia E. < E, < 0 entonces tenemos orbitas elipticas con un radio mayor r y un radio
menor 71, donde 2a = r; + 9. Estos valores se pueden obtener de

dUess
dr 0
o de
Ueff =F,

Esta situacién aplica para los planetas. El caso del movimiento circular sucede cuando r. =
r = To.

3. Si E =0 tenemos la situacion de una orbita parabdlica tal que la trayectoria se acerca desde
el infinito, llega al punto de maximo acercamiento r, y luego se devuelve al infinito llegando
con Vs = 0.

4. Si E > 0 tenemos la situacion de una orbita hiperbodlica tal que en infinito v > 0. Esto aplica
para algunos cometas.

Las diferencias se pueden observar en la Fig. 5a.

Las trayectorias se pueden escribir como
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"y
Eh>0

r r

1 0 2 r Ep=0
\ Ee<0
Ec

Eo

Figura 5: (a) Potencial efectivo.

T 1
ro 1+ecosh

en coordenadas polares, donde € es la excentricidad de la orbita. Si € = 0 tenemos un circulo, si
€ < 1 tenemos una elipse, si € = 1 tenemos una parabola, y si € > 1 tenemos una hipérbola.

6. Demostrar Leyes de Kepler

Ahora usando la fuerza gravitacional es facil probar las leyes de Kepler;

1. La primera ley la demostramos en la seccion anterior. Para los planetas aplica la elipse.

2. La segunda ley en realidad determina la ley de conservacién de momento angular. El torque
producido por fuerzas centrales es cero ya que la fuerza es en la direccion de 7

T=rxF=0

y por lo tanto L es constante. La trayectoria sucede en el plano perpendicular a L. Para el
caso del circulo, en un intervalo dt barremos un area

dA = =|F x ¥]dt

DN | —

Por lo tanto

el cual es constante.
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3. El caso de la tercera ley, la demostramos varias veces arriba. El caso general de cuando las
dos masas son comparables es

A
T2 — CL3
G(m1 + m2)

Vemos que observando las trayectorias de un sistema binario podemos averiguar las masas de
las estrellas.

7. Cuantizaciéon de momento angular y Atomo de Bohr

El momento angular desempena un papel importante en la teoria de atomos. En general en la
mecanica cuantica se parte observando que el modulo del momento angular solo puede tener valores

L =({+1)h  £=0,1,2,...

donde

h=1,05x10"3 Js

Dado que h es muy pequenio la discretizacién del momento angular es muy dificil de observar, ya
que la separacién entre estado y estado es muy pequena. Por ejemplo, si tenemos una masa de
m = 1 kg, dando vuelta en un circulo de radio r = 1 m a una velocidad de v = 1 m/s, tenemos que

L
L = mor — K%ﬁwlom

Esto también implica que la energia esta cuantizada, dado que

2 2

L h
KE— 2 _ nv
o7 — (157

Durante mucho tiempo existié un problema que no se le veia solucién y que tenia que ver con el
movimiento de un electrén alrededor de un protéon. Cuando una particular se mueve en un circulo,
deberia radiar, y por lo tanto los 4&tomos no deberian ser estables. En la mecénica cuantica se dice
que el problema se resuelve al existir probabilisticamente estados discretos donde el electrén puede
estar sin perder energia. Asumamos que tenemos la atraccién de un nucleo de carga Z positivo y
un electrén, donde el potencial se escribe como

kZe?

r

U=-—

Este potencial es muy parecido al potencial gravitacional, por lo tanto para orbitas circulares
tenemos
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1 k7 e? kZe?
E = —mv? — - _
2mv T 2r

el cual es negativo, ya que representa la cantidad de energia que tenemos darle al 4tomo para
separar el nucleo y el electron. A esta energia se le denomina también energia de ionizacion

B, — kZe?
2r

Si asumimos que el momento angular esta cuantizado como se sugiere arriba, entonces para una
orbita circular

mur = nh
Dado que
1, kZe , kZe?
—mu* = — VT =
2 2r rm
podemos encontrar que
nh\’ o, kZe?
_— = =
mr rm
lo que implica que
2
_ 2% _
Tn—TL7 — ao—W—O,E)A
en unidades de Angstroms (107'% m). La energfa del 4tomo es entonces
kZe? E, 1ke?
E,=-2S—_7220 L EB=———136eV
2r, n? ao

donde la unidad de energfa es eV = 1,6 x 107.J.

Por ejemplo, ahora nos damos cuenta que si queremos que el atomo pase del estado n = 1 al estado
n = 2, tenemos que darle la cantidad

AE =FE, — E, = —-Z7°E, F — 1} = 322%
4 4
de energia. El signo positivo indica que esta energia tiene que ser proporcionada al atomo. Si
estamos en el estado n = 2, el atomo puede hacer la transicion al estado base n = 1 liberando esta
energia en la forma de un fotéon que podriamos observar. La energia de ionizaciéon para pasar del
estado n =1 al estado n — oo es
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Eion = _ZQEO
Para esta energia tenemos un foton ultravioleta dado que

AE . 2
w=5-=2x10"rad/s - A= 154
w

Esta energia podria parecer minuscula, pero es importante notar que si esta energia es proporcio-
nada por un electréon a través de una colisién inelastica con el atomo, este electron necesita tener
al menos una energia cinética

1 2F,
KE = §mev2 = 7°E, — v = ~2x 10°m/s
Me

para Z = 1. Osea el 1% de la velocidad de la luz.
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