Polinomio de Interpolacion

Supongamos que queremos generar un polinomio de interpolacién

p(z) = Bo + Pz + Por®

que pase con los puntos

(@1,91) (72, 92) (73, y3)

El punto (z1,y;) se puede incluir facilmente re-escribiendo el polinomio cuadratico como

p(x) =y + iz — 1) + gz — 1)?
ya que p(x1) = y;. Evaluando en los dos puntos que faltan, tenemos que garantizar
Yo = plx2) =y + (2 — 1) + (s — 21)?
ys = plzs) =y +ai(zs — 1) + as(ws — 21)?

o en forma matricial

(w2 —x1) (w2 —21)° Q| _ | Y%2—0
(13 = m1) (w3 —21)* | | a9 ys —yl
Notemos que el determinante de la matriz es

‘ (w2 — 1) (29 — 71)?

(1’3 — :L‘l) (1'3 — $1)2 ‘ = ($2 - .Tl)(xg - 371)(.’13'3 — Z’Q)

Usando la formula de Cramer, tenemos

‘ (2 = v1) (22— 11)?
o — (ys — 1) (23 — 1) _ (y2 —y1) (@3 — 21)% = (y3 — y1) (w2 — 21)?
' ‘ (z9 — 1) (22— x1)? (w2 — 1) (3 — 21) (23 — T2)
(w3 —a1) (23 —21)?
y también
' (2 —21) (y2— ’
(z3—21) (5 —v1) | _ (ys—y)(@2 — 1) — (32 — y1) (w3 — 71)

)
)
(xg —x1) (22 — 961;2 (29 — 1) (25 — 21) (23 — T2)

(iL'3 - 56'1) (513'3 — I




Ahora construyamos la forma mas tradicional del polinomio de interpolacién como

p(r) = wi(x)yr + wa(2)ys + ws(x)ys

Para la tercera funcién ws tenemos

—(zy — 1)} (x — 11) + (22 — 11) (T — 71)?
(w2 — 1) (x5 — 21) (23 — 2)

(22 —m1)(x — 1) [= (22 — 1) + (x — 21)]
(2o — 1) (23 — 1) (73 — 72)

(2 — 21)(z — 1) (2 — @)

(1’2 - 171)@3 - 551)( T3 — xz)

(x — 1) (x — 29)

(

(953 - $1) T3 — 962)

w3

Para la segunda funcion tenemos

(r3 —21)%(x — 1) — (23 — 1) (T — 21)?

(1‘2 - $1)(333 - x1)<x3 - $2)
(23 —21)(z — 1) (w3 — 1) — (x — 21)]
($2 - $1)(I3 - 1101)($3 - xz)
—(x3 — 1) (x — 21)(x — 23)
(!102 - $1)(3U3 - IE1)($3 - 352)
(x —z1)(x — x3)
(w2 — 21) (22 — 73)

Wy =

Para la primera funcién tenemos



—(z3 — 21)%(x — 21) + (22 — 21)*(x — 1) — (22 — 21) (x — 21)® + (23 — 1) (7 — 21)?
(21 — 2)(21 — 23) (73 — 72)
[ (23 —21)* + (w2 — 20)*] (# — 20) + [~ (32 — 21) + (w3 — 21)] (¥ — m1)?
(w1 — 22) (21 — 33) (23 — 72)
(1 — xo)(x1 — w3) (13 — m2) + (w3 — 22) (221 — 29 — x3)(x — 1) + (23 — 22)(x — 21)
(1 — w2) (21 — 33) (23 — 72)

(r3 — m2) [(z1 — z2) (@1 — 23) + (271 — 2 — 23)(x — 21) + (2 — 21)?]

(21— x2) (21 — 23) (W3 — 72)
(1 — @) (11 — 23) + [(207 — 19 — 23) + (x — 21)] (x — 21)

(x1 — @2) (21 — 23)
(1 — xo) (21 — w3) + [(227 — 22 — 23) + (z — 21)] (. — 29)

(551 - 132)(331 - 553)
(21 — @) (w1 — 3) + [(x — 22) + (21 — 33)] (x — 1)

($1 - Iz)(ﬂfl - $3)
(1 —22) [(21 — 23) + (v — 21)] + (v — x3)(x — x1)
(351 - $2)($1 - 353)
(w1 — @2)(x — a3) + (x — a3)(x — 21)
(@1 — @2) (%1 — 23)
(x — a3) (21 — 22) + (z — 21)]
(55'1 - 952)(151 - 55'3)
(x — z3)(x — 29)

(371 - 1‘2)(%1 - xs)

wp = 1+

= 1+

2

En caso de querer interpolar con un polinomio de orden mayor, por ejemplo de orden n, tendriamos que
tener n puntos para encontrar los n coeficientes [3;.



Funciones generales de Interpolacion

Notemos que podriamos usar otras funciones para interpolar los 3 puntos, por ejemplo

f(z) = a1 g1(x) + a2 go() + a3 g3(x)

donde ¢;(z), g2(x), y gs(z) son funciones que conocemos. Evaluando en los tres puntos, tenemos

yl f(21) = ay g1(71) + a2 ga(21) + a3 g3(21)
Y2 = f(22) = a1 g1(w2) + g ga(w2) + 3 g3(2)
y3 = f(x3) = a1 gi(z3) + a2 go(w3) + a3 g3(w3)

o en forma matricial

g1(z1) g2(21) g3(w1) o%1 n
g1(z2) go(w2) g3(x2) Qg [ = | Y2
91(x3) g2(w3) gs(w3) Q3 Y3

Usando la formula de Cramer, podemos resolver por los coeficientes

Y1 92(331) 93(331) 91(1’1) W 93(%’1) 91(331) 92(351) Y

v g2(x2)  g3(x2) g1(z2) 12 g3(x2) g1(x2) g2(w2) 12

o Ys g2(x3) gs(xs) o 91(x3) ys gs(x3) e — 9i(x3) g2(73) Y3
' g1(z1) g2(x1) g3(71) ’ 91(r1) ga(z1) g3(1) ’ gi(z1) ga(w1) g3(:1
g1(z2) g2(x2) g3(72) 91(z2) g2(w2) g3(2) gi(w2)  ga(w2) g3(xo
91(963) 92(5153) 93(5U3) (51 (-Ts) 92(953) 93(333) 91(963) 92(5153) 93(5U3



Splines Cubicas

Supongamos que tenemos una funcién evaluada en los puntos z,, = nAx, con valores y,,, paran =0,...,N.
Nos gustaria escribir una funcién cubica que interpole todos estos puntos. Esto implica usar la interpolacion
cubica entre z, < x <,

Pn<x) =UYn + Q‘n,1<m - xn) + an,Z(x - xn)Q + Oén73(l' - xn)g
con los pardmetros o, 1, 2 ¥ Qng para n = 0,..., N — 1. Primero debemos exigir continuidad en zj,
dando
P, 1(zn) = yn n=1,...,N
pero nos faltan otras condiciones para poder determinar el sistema. Una posibilidad es exigir primera y
segunda derivada continua en z,,, esto es
P (x,) = P,_(zn) Pl(xn) = Py_y(x,)

paran =1,...,N — 1. Las 2 condiciones que faltan, por lo general se exigen asumiendo que Py (z9) =0y
P{_,(xzx) = 0. Estas relaciones se tienen que invertir, lo cual se puede hacer con un método matricial, o
con un método directo.



