Capitulo 3:
Métodos Numeéricos Avanzados

Una descarga electrostatica fractal
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1. Ecuacion de Laplace

Estamos interesados en resolver numéricamente la ecuacién de Laplace y la de Poisson

V20U = —47p

con condiciones de borde.

Problema: Resolver el problema de

p(x) = sin(cos[z]) v(0) =1 U(l) =4

Notemos que NO es un problema de condiciones iniciales que se pueda integrar con métodos estandar como
Runge-Kutta, ya que no tenemos ¥’(0).

1.1. 1D: Interpolaciéon vs Splines vs Fit

En una dimension, por lo general estamos interesados en evaluar la funcién f(x) y sus derivadas en una
grilla z,, (n =0,...,N) donde

fn = f(xn)

y en el caso de una discretizacion homogénea tenemos x, = nAxz. En su formulacién mas simple, las
derivadas se pueden evaluar en forma discreta usando

df flz+Az) = f(z — Aa)

dr () =~ 2Ax
d d
d2f é(aj“'%vy)_d_i(x_%’y)
@(@ ~ dx
L Tt Any) = 2f(zy) + flz - Az,y)
~ dx?
Dado que
Az) — - A
[+ x)QAxf(x x) ~ +ﬁ {f(x) + f(x) Az + %f”(m)AxQ + éf’”(x)Ax?’ + O(Am‘*)]
_ﬁ {f(x) — fl(x)Ax + %f”(I)Aﬁ — %f’"(I)Axg + O(AIA‘)}
= fl(z)+ O(AxQ)
y



flz+ Az) + f(z — Az) — 2f(z)
Az?

Q

+AL:1:2 [f(x) + f(z) Az + %f”(:U)AxQ + éf’”(:ﬁ)Aﬂ?3 + O(Al’4)]

+§ [f(m) — f'(x)Az + %f”(x)Aarz — %f’”(@ﬁmg + O(Aﬁ)}
1

 Az?

2/ ()]

— f'(2) + O(Aa?)

vemos que el error en nuestra aproximacion es O(Az?). Notemos que estas aproximaciones funcionan cuando
tenemos una grilla homogénea, con una separacion constante. Ahora buscaremos otro tipo de aproxima-
ciones para evaluar estas derivadas en el intervalo x, < x < x,.1, que ademas pueden servir para el caso
de una grilla no-homogénea.

1.1.1. Interpolaciéon Cuadratica

Supongamos que queremos generar un polinomio de interpolacién

p(z) = Bo + Bz + Por®

que pase con los puntos

(xn—hfn—l) (:L‘nafn) (xn-i—lafn-‘rl)

El punto (z,, f,) se puede incluir ficilmente re-escribiendo el polinomio cuadrético como

p(z) = fu+ (v —z,) + ap(r — xN)Q
ya que p(z,) = fn.

A

Xn-1 Xn X+l
Figura 1: Interpolaciéon cuadratica usando 3 puntos.

Evaluando en los tres puntos que faltan, tenemos que garantizar
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fn—l = p(xn—l) = fn + al(xn—l - xn) + a?(xn—l - xn)Q

fn+1 = p(xn—i-l) = fn + al(xn-i-l - In) + QQ(In+1 - xn)Q

e e [ ] = [k ]

Notemos que el determinante de la matriz es

o en forma matricial

‘ (Tt — ) (Tnog — x0)?

(«Tn—l-l - CUn) (xn—l—l - «Tn)z ‘ - ($n+1 a I'Tb)(xn—l a xn)<xn+l a xn_l)

Usando la formula de Cramer, tenemos

‘ (fn 1 — ) (xn—l - In)2
o (forr = fn)  (Tng1 — xn)2 _ (fam1 = fa)(@pg1 — xn)Z — (far1 — fu)(@p1 — mn)Q
b ‘ (a1 = n)  (@no1 — 2n)° (a1 — 2n) (a1 — 20) (Tag1 — Tn1)
(Tny1 — ) (Tny1 — l’n)Q
y también
‘ (xn—l - xn) ( n—1— ) ‘
oy = (xn—l—l - I’n) ( n+1l = n) (fn+1 - fn)(xn 1 In) (fn—l - fn)(xn—i—l - In)

2

(xn—l - gjn) (xn 1= xn) (In—i-l xn)(xn—l xn)(xn—&-l - xn—l)

(Tns1 = Tn) (Tng1 — $n)

Vemos que para una grilla no-homogénea es entonces trivial construir las derivadas

df( ) = (fn1 = fa)(@np1 — "En)z — (far1 — fu)(@pq — xn>2

dx («Tn—i-l - CUn)(xn—l - xn)(xn—&-l - xn—l)

d2_f T _ (fn+1 fn)(xn 1= ) (fn 1 fn)(xn—l-l —an)
a2 S ) et — )@t — Tnt)

mientras que para una grilla homogénea con x,, — x,,_; = Ax obtenemos el resultado anterior

/ o fn+1 - fn+1
flan) = 2Ax
f/(mn) _ fn+1 _ii;—i_ fnfl

Notar: En nuestros problema con condiciones de borde vamos a tener que exigir muchas veces algunas
condiciones en la derivadas en los bordes, las cuales pueden ser encontradas a partir de estas expresiones.

El polinomio de interpolacién ahora se puede construir en su forma tradicional



p(x) = wn—l(x)fn—l + Wn(x>fn + Wn—l—l(x)fn-i-l
donde

(:E - xn)<m - xn—&-l)

W =
e (xn—l - xn)<xn—1 - xn-{—l)
@ -z (@ — )
Wn =
(In - xn71)<xn - anrl)
i (x — xp_1)(x — 2p)

(a:nJrl - xn71)<xn+1 - xn)

En caso de querer interpolar con un polinomio de orden mayor, por ejemplo de orden n, tendriamos que
tener n puntos para encontrar los n coeficientes f;.

Notemos que podriamos usar otras funciones para interpolar los 3 puntos, por ejemplo

f(x) = a1 g1(x) + az ga(2) + a3 gs()
donde ¢;(z), g2(x), y gs(z) son funciones que conocemos. Evaluando en los tres puntos, tenemos
foor = flan-1) = a1 gi(zn-1) + a2 g2(Tn-1) + as g3(2n-1)

fn f(xn) = 01 gl(ajn) + Qo 92('1711) + Qs 93($n)
fosr = f(@nn1) = a1 g1(@ng1) + @2 g2(Tny1) + @3 g3(Tns1)

o en forma matricial

(751 (xn—l) 92(%-1) 93(%—1) aq Jn1
gl(xn) 92(1‘”) 93(mn) %) == fn
91 (Tnt1) Go(Tns1) 93(Tns1) as Jni1

Usando la formula de Cramer, podemos resolver por los coeficientes

Joe1 g2(xn—1)  g3(@n—1) g1(xn-1) fo-1 g3(wn_1) 91(xn—1) g2(xn—1) fo-1
fn g2(xn) 93(xn) g1(wn) In g3(wn) g1(wn) go(n) In
o = | It 92(Tn+1)  g3(Tn41) N 91(@ns1)  Jor1 g3(Tns1) N 91(Tnt1)  g2(Tn41)  Sn
' 91(Tn-1) g2(Tn-1) g3(Tn-1 2T g1(Tn-1) g2(Tn-1) g3(zn-1) ° 9g1(Tn-1) g2(Tn-1) g3(zn-1)
g1(xn)  g2(zn)  g3(zn) g1(@n)  g2(zn)  g3(xn) g1(xn)  g2(zn)  g3(xn)
g1(Tnt1)  G2(Tnt1)  g3(Tnt1) 91($n+1) 92(Tn+1)  g3(Tnt1) 91(Tn+1) 92($n+1) 93(Tn+1)




1.1.2. Interpolaciéon Cubica

Supongamos que queremos generar un polinomio de interpolacién

p(x) = Bo + Bz + Por® + B32°

que pase con los puntos

(:Bn—lv fn—l) (l’n, fn) ($n+17 fn-i—l) ($n+2> fn—i—?)

El punto (z,, f,) se puede incluir ficilmente re-escribiendo el polinomio cuadréatico como

p(z) = fo+or(z — ) + oz — 2,)* + as(z — z,)?
ya que p(z,) = fy.

K\

e

Xo-1 X Xorp  Xne2

Figura 2: Interpolacién cubica usando 4 puntos

Evaluando en los tres puntos que faltan, tenemos que garantizar

foor = p@n1) = faot+ar(zeg —xn) + (w1 — 20)%) + az(Tn1 — 2,)°
for1 = p(xn-l-l) = fnt+ o (xn-i-l - xn) + O52(35714-1 - ajn)z) + a3(xn+1 - xn)g

fn+2 = p(xn-l—Q) = fn + (1/1(1'n+2 - xn) + a2(xn+2 - xn)z) + ()ég(l'n+2 - xn)g

o en forma matricial

(xn—l - xn) (In—l - xn)2 (xn—l - xn)g (0%} fn—l - fn
(xn-‘,-l - :L‘n) (mn—l-l - xn)Q (xn—&—l - xn)g (6%} = fn+1 - fn
(xn+2 - xn) ($n+2 - xn)Q (xn+2 - $n)3 asg fn+2 - fn

Usando la regla de Cramer, podemos resolver este problema para el caso general. Para una grilla homogénea
con z, = nAx podemos evaluar



_2fn71 + 3fn - 5fn+1

o =

6Ax
a _ fnfl_zfn—i_fn%»l
2 2A 2
az = _fnfl_gfn+2fn+1
6Az3
y por lo tanto las derivadas son
ﬁ(l‘ ) — _2fn71+3fn_5fn+1
dx " 6Az
d2—f($ ) _ fn—1_2fn+fn+1
dz2 " Ax?
ds_f(gj ) — _fn—1_3fn+2fn+1
dx3 " Ax3

Notemos que la segunda derivada es la misma que en la interpolacién cuadratica.

1.1.3. Splines Cubicas

Supongamos que tenemos una funciéon evaluada en los puntos z,, = nAz, con valores f,, paran =0,...,N.
Nos gustaria escribir una funcion cubica que interpole todos estos puntos. Esto implica usar la interpolacién
cubica entre z, < x < ;11

Po(z) = fu+ ani(z — 2) + apo(z — 2,)* + ap sz — 1,)°

con los pardmetros o, 1, 2 ¥ Qng para n = 0,..., N — 1. Primero debemos exigir continuidad en z,,
dando

Pn(xn—i-l) - fn—H — fn + Oén’lAl’ + an,QA‘r2 + a”:3Ax3 = f”‘H
paran =0,..., N — 1. Aun nos faltan otras condiciones para poder determinar el sistema. Una posibilidad

es exigir continuidad en z,, en la primera

Pr/z(xn) = PT{L71<I”) — Qp1 = Qp—1,1 + ZOén_LQA.T —+ 3an_1’3A$2

y segunda derivada

P!'(z,) = P! |(x,) — 2000 = 200,12 + 6,1 3Ax
paran =1,...,N — 1. Las 2 condiciones que faltan, por lo general dependen de las condiciones de borde

que queramos exigir:

1. Si el problema exige una condiciones particular en el borde, ya sea sobre la funcién, o alguna de sus
derivadas, esta se pueden implementar directamente



2. Si el problema es periddico, entonces podemos asignar xy — xg e imponer que fy = fn. Para poder
encontrar una solucién tenemos que también incluir una condicién sobre las derivadas

P]/Vfl(xN) = Pé(l‘o) — aN-1,1 + 204N,172Ax + 304N,173Ax2 = Qp,1

P]I\lf_l(xN) = Pél(l‘o) — QOéN_LQ + 6O[N_173AZE = 20(072

3. En el caso de no haber restricciones podemos exigir

By (z0) = Py _y(xn) =0

Estas relaciones se tienen que invertir, lo cual se puede hacer con un método matricial, o con un método
directo. También podemos notar que el caso de una grilla no-homogénea sigue un procedimiento muy
similar.

1.2. Laplace en 1D

Supongamos que para el caso en una dimension tenemos que resolver

657\12/ = 0(x) = —4m sin(cos|x]) v(0)=1 U(L=1)=4

En principio la solucién se puede escribir como

U(z) = B(0) + T(0)x + /0 i /Oze(y)dy

con lo cual requerimos poder realizar la integral y evaluarla sobre la grilla, por ejemplo usando el método
del trapezoide

Fn) = i 0@ = Sy 5 Bam) + Olam-1)) (o = )
oen) = [ de 70y = sy 5 o) + Flam)] (o — )

Con esto podemos evaluar

W(0) = 7 [¥(E) ~ ¥(0) — gy

con la grilla definida en x, (n =0,...,N) con xy = L. El caso de condiciones periédicas se puede resolver
en forma similar.

1.2.1. “Shooting Method”

Este mismo problema lo podemos resolver usando un “método de disparo”. Notemos que si supiéramos ¥’(0)
podemos integrar esta ecuacién en forma numérica usando Runge-Kutta directamente. Para una ecuacién
diferencial en cualquier dimension
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Figura 3: Solucién al problema en una dimensién usando la formulacién integral para N = 5 (azul) y N = 10
(rojo).

y=F(y,x)
A partir de y(t) podemos escribir una solucién numérica
1
y(x + Azx) = y(x) + 6 (k1 + 2ko + 2k3 + ky]
donde

ki = Az Fly(t), ]

Si ahora tomamos un arbitrario para ¥'(0) podemos integrar numéricamente usando el método de Runge-
Kutta directamente para obtener una solucién numérica W(W'(0), L = 1) en x = L. Si definimos y; = V()
y y2 = V' (z), podemos definir

dys

&
2 p—

e 0(x)

con lo cual podemos encontrar el valor de s = W(1) dado un valor inicial ¥/(0). Tenemos que encontrar el
cero de la funcion

g(s)=V(s,L=1)— (1)

que equivale encontrar el valor de s = U/(0) que de W(1) = 4. Esto se puede hacer con el método de la
secante dados dos valores iniciales s = 1, s; = 3,

10



Sp — Sn—1

9(sn) = g(sn-1)
el cual converge rapidamente a s — 7,2, y la solucion se muestra en la Fig. 4.

Sni1 = Sn — 9(Sn)

Figura 4: Convergencia de la soluciéon de “shooting method” al problema en una dimensién para N =5y
N = 10.

En el caso que la solucién sea muy inestable numéricamente, es factible construir un “multi shooting
method” en el cual por ejemplo se puede integrar numéricamente desde x =0 — L/2 y de x = L — L/2.

Asi, dado
» s =¢/(0) obtenemos WM (L/2) y (d/dx)¥ ) (L/2)
» 5(2) = ¢/(L) obtenemos V3 (L/2) y (d/dx)V P (L/2)

La solucion a nuestro problema se puede lograr encontrando un cero de

dw) dw®
(L/2) -

g=[vO(L/2) - v (L/2)]" + -

sobre las condiciones iniciales st y s,

Esto también se puede lograr minimizando la distancia

q (5(1)75(2)) — |\I/(2)(L/2) _ \Ij(l)(L/Q)‘

sobre sV y s Aunque existen muchos métodos para lograr esto, una forma eficiente de construir una
solucién para un problema simple como este es usar un minimizador en la direccién de la gradiente, esto es

g (853)7 853)) —g <S£Ll—)17 822_)1>

57(15) - 551521

= lP —a

para [ = 1,2 con un valor « a elegir. Notemos que este método se puede mejorar adaptando «,, en cada
iteracién o usando diferentes valores de a?) para cada variable . Por ejemplo si en una iteracién no logramos
bajar la funcién, a puede ser multiplicado en forma iterativa por un factor 0 < v, < 1 hasta que la funcién
decrezca. Cuando la funcion decrece podemos multiplicar o por un factor ; > 1.

11



1.2.2. Relajacién

Este problema también se puede resolver por relajacién. Primero descretizamos ¥, sobre la grilla x,, = nAx
(n = 0,...,N) garantizando que ¥y = ¥(0) y Wy = W(L). Usando nuestra para la segunda derivada
podemos escribir

Ui + VU, — 20, = Az, n=1,...,N—1
Podemos re-ordenar esta expresién como

1
v, = 5 [\Dn+l + W, — A:Lzen]

y plantear la solucion como una convergencia a “punto fijo”. Para esto planteamos una semilla inicial lineal

y luego iteramos la expresion

‘I’;mﬂ) _ 1

2
hasta que converja. La convergencia se puede medir como

[\y;’i’l Lol Aﬁen}

n—

e(m) = maz, |9 + 0 — Az%6, — 2\1/571)‘ = maz, [P — Y
y se observa

40+
351
30
251
201

15f

012 0‘.4 0.‘6 0‘.8 1.‘0 1[‘)0 2[‘)0 3[‘)0 400 5[‘)0
Figura 5: Convergencia de la solucién de relajacion al problema en una dimensiéon para N = 10 (rojo) y

N =20 (azul).

1.2.3. Elementos finitos

Podemos tratar de escribir la funcién f(x) en termino de funciones localizadas
U(z) = W;hi(z)

donde h;(x) es el elemento finito alrededor del punto de la grilla (x;). Por ejemplo,

12



|z —z;| < Ax
0 |z — ;| > Az

con x; = iAx. Pero hay otras posibilidades como una cuadrética centrada en x; o una Gausiana centrada

- (2]

La idea es calcular la integral de arriba en funcién de f;.

Ejemplo: Supongamos que queremos resolver el mismo problema de arriba

>V

o7 = 0(z) = —4m sin(cos|x])

con

T0)=1  U(1)=4

Para los elementos finitos Gausianos, podemos definir
i
Si multiplicamos la ecuacion de arriba por

/OL dz hy(x) x {‘% _ 9@)}

para j =1,..., N — 1, podemos escribir en forma matricial

Z U, / dx b (x / 0(x
Ademads tenemos las condiciones de borde
= " Wihi(0) U(L) =) W;hi(L)

Podemos por lo tanto invertir estas relaciones para obtener la Fig. 6.

Ejemplo: Supongamos que queremos resolver el mismo problema de arriba

d*v

= 0(z) = —4m sin(cos|x])

13
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Figura 6: (a) Definicién de los elementos finitos Gausianos. (b) Convergencia de la solucién por elementos
finitos al problema en una dimensién para N =5 (rojo) y N = 20 (azul), para o = 0,2.

con

TO) =1 (1) =4

Es posible escribir este problema como el funcional

:/fdx

L = %\IJQ + 0(z)¥

donde

Luego de optimizar esta expresion sobre los valores desconocidos de f;, obtenemos la solucién esperada. Por
lo tanto re-escribmos la accion como

S} = Z\w /ldxh’ +Z\I//d:vh’ )0(x)

’l]O

Con la definicién

Ay = /0 1 dahl ()b, (x)

bi = /0 1 dzhl(2)0(z)

donde ¢t =0,...,Ny j=0,...,N. Entonces se puede escribir como una matriz actuando sobre el vector
U= (Uyp,...,Uy),

S[¥] = %@Tm + 0T

Notemos que las condiciones de borde tienen que ser satisfechas por

14



W(0) =) Wih(0) T(1) =) W;h(1)

que se usan para despejar dos ;. Para nuestros elementos finitos triangulares tenemos

Vy=1 Uy =4

Con estos elementos finitos podemos calcular inmediatamente

por lo tanto

1 N N
S=3 E:qumgm,+;%mwn

n,m=0

Si ahora buscamos el éptimo

dS
d\pl O Z ) )
obtenemos
N
> AU+ b =0 i=1,.,N—1
n=0

porque la matriz A es simétrica. Notemos que las condiciones de borde estan incluidas aqui ya que la
sumatoria va de n = 0 hasta m = N. Separemos los términos correspondientes a condiciones de borde

N-1
Z AinWn=—=b; — AW — AinTUN = bi 1=1,..,.N—1
n=1
Podemos re-escribir entonces esto como
AU =
v la solucion es entonces

U=A"

Problemas mas complicados también se pueden enfrentar.

15
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Figura 7: (a) Definicién de los elementos finitos. (b) Convergencia de la solucién por elementos finitos al
problema en una dimensién para N = 5.

1.2.4. Solucién directa

Notemos que también podemos plantear el problema en forma directa, ya sea usando la expresién en termino
de elementos finitos

o en termino de las derivadas discretas que definimos arriba. Por ejemplo en termino de diferencias finitas
podemos escribir

U, — 20, + 0, = Az?0,

paran =1,..., N — 1. Si ademds imponemos las condiciones de borde

Podemos escribir la matriz
-2 1 0 0
1 -2 1 0
A= .
o 0 1 -2 1
0 0 1 -2
y el vector
A$291 — \IIO
A$202
b= ..
A{L’29N_2
AZEQQN_l — ‘;[JN

la solucién es entonces

AU =1 — U=A1p

16
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Figura 8: Solucién directa al problema en una dimensién para N =5 (rojo) y n = 10 (azul).

1.2.5. Transformada de Fourier

En el caso de una solucion periddica, o incluso con condiciones fijas, es viable expandir la solucion as

7TmZL‘>

U(z) = T(0) + (T(L) — @(0))% +3 A4, sin ( -

Notemos que la funcién

. /Tmx
f(x) =sin ( 7 >
satisface f(0) = f(L) = 0 que es lo apropiado para resolver nuestro problema. Dado que
z/Ldavs.in (me) sin (@) _| ! nem

podemos encontrar de la ecuaciéon de movimiento que

L\*2 [* . (TMmT
Am——(%) z/o Q(x)sm( 7 )dm

y por lo tanto obtenemos la soluciéon de la Fig. 9.

v

4+

I I I I Lox
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 9: Solucién por serie de Fourier al problema en una dimensién para N = 5.
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1.3. Problema en 2-D y 3-D

Para el caso de una dimensién tenemos que resolver

*U PV
W+d—y2:—4ﬁp($,y) \I/|Q

en el borde.

1.3.1. Solucién por relajacién

Si asumimos una discretizacion para el Laplaciano podemos intentar resolver el problema por relajacion.

(1) _ L g (n) (n) (n) L2
= 1 NN o S o S o e ZAI 0:,

asumiendo una condicién de borde conocida, la soluciéon converge a la actual solucién de la ecuacion de

Poisson. En otros sistemas de coordenadas es necesario discretizar apropiadamente. La extensién a 1D o

2D es trivial.

Problema: Descargas fractales

Asumamos que definimos una descarga fractal como un sistema de puntos adyacentes que estan en un
potencial fijo ¥ = 1, y el infinito (en este caso, un circulo de radio R) en ¥ = (0. Dada esta configuracién
de potencial, podemos usar el método de relajaciéon para calcular el potencial el cualquier lado. En dos
dimensiones el método de relajacién es

1) _ L g (n)
V= 1 [\I’iﬂ,j + Wi,
Por lo tanto conocemos el campo eléctrico en cualquier lado, y especialmente en los puntos adyacentes a la

descarga. La descarga se desarrollaré agregando en los puntos adyacentes a la descarga. Un punto tiene la
probabilidad de ser agregado a la descarga proporcional a un poder 7 en el campo eléctrico local

(n) (n)
+ W, + \Iji,jfl]

. n
Pw ~ Ei,j

Una vez que el punto es agregado, recalculamos el potencial y repetimos la operacién, Usamos el codigo de
potencial escrito en C++ para calcular el fractal siguiente. El resultado estda dado para n = 1,0

El potencial es mostrado como los contornos de color. Obviamente si n = 0 tenemos una estructura en dos
dimensiones, en cambio si 77 va hacia infinito tenemos una linea de una dimensién.

1.3.2. Solucién directa

También es posible construir una solucién numérica resolviendo la ecuacién de Laplace en forma directa des-
de su discretizacion. Esto funciona correctamente para condiciones de borde razonables. En forma implicita
podemos escribir en la aproximacién a primer orden de las derivadas
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Figura 10: Descarga Fractal

Wigrj +Winy = 2% Wi + Vi1 — 20
2 + 3 = —4mpi;
Az Ay
Tenemos que resolver este set implicito de relaciones, pero donde estan mezclados condiciones de borde
con valores que desconocemos. La idea se separar los valores que conocemos de los valores desconocidos en

forma explicita

AU — B — U =A'B

La tinica complicacion es ordenar correctamente los indices en la Matriz. Notemos que otras discretizaciones
son también posibles. Lo interesante, es que en principio una vez que resolvemos un problema, todos los
otros problemas (con condiciones de borde similares) estan resueltos.

Problema: Lente electrostatico. Pretendemos resolver el problema

U(r<l,y==405)=VY(r>4,y==105)=-1 V(2 <z<3,y==205)=0

en [0,5] x [—0,5,0,5] con una interpolacién lineal entre los electrodos en el borde. Al invertir la matriz
podemos encontrar la solucién, la que se muestra en la Fig. 11.

Para ver la efectividad de este lente, como parte de un microscopio electrénico, tenemos que calcular las
trayectorias de los electrones

e
— =——VVU
dt mV

y ahora podemos programar el calculo de la trayectoria de electrones, para lo cual necesitamos el interpolar
el campo eléctrico en todo el espacio. Podemos utilizar una interpolacién en 2 dimensiones para tener el
potencial, y por ende el campo eléctrico en toda la regién de interés.

O mejor aun, interpolando directamente el campo eléctrico en la grilla

‘Ifi+1 j Wiy j \Ijijﬂ — \Ijijfl
> , E. . = J J
2Ax (Ey)i; 2Ax

(Er)ij =
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La interpolacién mas trivial para z; < x < i1, ¥; < Y < Yj+1

flo,y) =V +on(r —25) + oy — yi) + as(w — 23)(y — i)

la que requiere resolver

Az 0 0 1 Vit15 — Vi
0 Az 0 ay | = | Wi — Yy,
Ax Az Ax? a3 Vit1 1 — Wiy

para una grilla homogénea. El caso de una grilla no-homogénea (por ejemplo si Ax # Ay se puede construir
usando las ideas descritas arriba para estas grillas. También se pueden construir interpolaciones de mayor
orden usando un mayor numero de puntos. También se puede hacer una spline en 2 dimensiones.

La distancia focal se puede calcular numéricamente a partir de electrones que vienen de la izquierda en
forma horizontal como se ve en la Fig. 11, que muestra que el lente electrostatico es convergente.

Figura 11: Solucién al problema en dos dimensiones con las trayectorias de electrones superpuestos. La
trayectoria de los electrones en un lente electrostatico definen la distancia focal del lente. Esto es un lente
convergente.

Las trayectorias en rojo se calcularon numéricamente utilizando

d*r q
— =——VV
dt? m
Notemos que podemos normalizar
- v T
\If = — = — T = UOt
v, 'L

con lo cual todo el problema queda determinado en termino de un parametro a-dimensional. Es factible
entonces graficar la distancia focal y la magnificacion del lente electrostatico como funcion de este parametro.

1.3.3. Solucién por elementos finitos

En realidad el método de elementos finitos tiene que ver con un procedimiento mas general para resolver
problemas de este tipo. Notemos que la ecuacion de Laplace viene de un principio de optimizacion
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_mmz/avwf—mmgm3 — L =0— V2V = —4rp

Por lo tanto uno puede asumir una forma de interpolacion

\I/(ZL', y) = Z \Ijz,jh(xu Y, Zq, y])
i,
donde h(x,y, x;,v;) es el elemento finito alrededor del punto de la grilla (z;,y;). Usando una aproximacién
lineal

h(%%%‘;%) = h(xvxz)h(yayz)
donde
|z — x4

0 |v — x| > Ax

|r — x| < Ax

con x; = tAx, se puede calcular la integral de arriba. Luego optimizamos esta expresién sobre los valores
desconocidos de V¥, ;. Aqui lo importante es ordenar apropiadamente los indices para poder escribir este
problema como

AU =b
y la solucion es entonces
U=A"

donde b contiene informacion sobre las condiciones de borde, y A es una matriz conocida.

Si tenemos condiciones de borde donde otro sistema de coordenadas es razonable, tenemos que evaluar el
funcional en forma apropiada.

Cuando las condiciones de borde no son regulares o rectangulares, es conveniente usar una grilla no rectan-
gular. Para estos casos es muy comun utilizar una grilla triangular (la mayoria de las veces se utiliza una
grilla variable con en la Fig. 12.

Para estos casos, conviene utilizar una interpolacién lineal dentro de cada triangulo

U, (2, y) = a;o+ a1 + a; 2y

donde los coeficientes van variando en cada triangulo de area A; y dependen de la posicion de los tres
puntos que definen cada triangulo. Es posible hacer una transformacion de una interpolacion dentro de
los triangulos a una descripcién en termino de elementos finitos sobre cada punto de la grilla, pero estos
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Figura 12: Grilla triangular variable

claramente dependen de la posicién de los otros puntos del triangulo. El caso de una grilla regular es mas
facil. Notemos que el Lagrangiano en dos dimensiones es

/ (VO)2da? = 37 Ai(a?, + a2y)

donde la suma es sobre los triangulos. Notemos que puede ser mas facil organizar computacionalmente los
triangulos en termino de un método de refinamiento de la grilla, en lo que se llama un método adaptivo.

2. Dieléctricos

Hay una manera simple para resolver la ecuacién para el potencial cuando incluimos dieléctricos

V - (eVV) = — =4mp

Integrando sobre el volumen de una esfera de radio Ax, podemos encontrar que

4
]f eV - AdS ~ —XﬁxAyAzpi,j,k
o0
con lo cual podemos estimar numéricamente la integral de superficie
$o0 €V -1dS = €110 1(E-R)ip12jx + €-1/2jk(—E - X)i1/2jx
+ €ijrjek(E-ijraex +6i126(—E-9)ij1/2xk

+ € nr12(E-2)ij1/2 + €5k-1/2(—E - 2)ijx-1/2
donde

22



A ov U, in— Wi
(E-X)it1/2jk = 7 = H:J’A Js
T |iv1/2,5k x
5 ov Uik — Vi
(E ) Y)i,j+1/2,k = Y 9>
Y |i 12k Ay
. ov P
(B-2)ijx+1/2 = —— _ Zig, J
02 |; jryry2 Az

Esto corresponde a la discretizacién a primer orden de la ecuacién de arriba. Podemos resolver esto por
relajacion o por un método directo.

El caso de elementos finitos tenemos que minimizar el funcional

S[®] = / [(eV®)? + 4mp| da

usando elementos finitos como describimos anteriormente.
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3. Ecuacion de Difusion

La ecuacion de difusién que tenemos que resolver es

04 _ 0 0
ot Ox  Ox

con una condicidn inicial

Al,t = 0) = f()

y condiciones de borde en x = 0 y x = L. Por ahora utilizaremos una grilla homogénea en el tiempo y en el
espacio A? = A(mAx,nAt) (m =0,...,N), y una discretizacién hacia adelante en el tiempo y centrada
en el espacio

DAt
AL = A7 4 A2 [A?—H —2A7 + A?—l]

para D = 1 = const. Por ahora asumiremos condiciones de borde constante
Az =0,t) = fo=1 Alz=0,t)=fi=2.
y una condiciones inicial

g

f@F#hHﬁ—ﬁ%+mu—@mpP<

con o = 0,1. Notemos que es implica que

Ax <o

ya que tenemos que por lo menos ser capaz de resolver esta escala.

Notemos que con la condiciones inicial y las de borde es factible integrar esta ecuacién en el tiempo. Por lo
general es mejor graficar

A(z)— > fo+ (fi — fo)% + A(x)

En la Fig. 13b vemos el caso para N = 50 que requiere un At,,,, = 1/5000 y en la Fig. 13c vemos el
caso para N = 10 que requiere un At,,,, = 1/400. Aunque si podemos integrar “mas rapido” nos damos
cuenta que nuestro calculo no es muy preciso ya que Ax ~ ¢ y no tenemos suficientes puntos para evaluar
la condicién inicial apropiadamente. Esto se traduce en un coeficiente de difusion efectivo mayor, como
se puede observar en Fig. 13c. Hay que ser muy consiente de este balance entre precision y velocidad de
integracion.
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Figura 13: (a) Condiciones inicial. (b) Varios instantes 1000 x ¢t = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. Hemos usando
Ax = L/50 y At =1/10000, tal que r = 1/4. (c¢) El caso con N = 10.
3.1. Estabilidad de Von Neumann y Condicion de Courant

Para que la solucién sea numéricamente estable, deberia haber una cierta relacién entre Az y At. Asumamos
con una perturbacién de la forma

n n _itkmAx
Ay = M"e

y con la definicién

nuestro integrador da

M =1+ rcos(a) — 1]

para M y a = 2kAxz. Sabemos que espontaneamente, la solucién no deberia crecer, y por lo tanto la
condiciones de estabilidad de Von Neumann es

Ml <1 V(a)

Con lo cual vemos que la la solucién es estable si satisfacemos la condicién de Courant

Az?
<1 — At < Atpae = —
" 2D
En la Fig. 13 hemos usando el valor de
At — 1 A B Az? 1
27" 4D 10000

Es muy instructivo tratar de correr la simulacién con un At > At,,.. y ver como la solucién se hace

inestable. Es importante notar que la restriccién es proporcional a Az? por la segunda derivada espacial de
esta ecuacion.
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3.2. Transformacion de Fourier

También podemos expandir en una seria de Fourier

N
Az,t) = Y An(t) sin (”mx)
m=1
Notemos que la funcién
. (TMmx
f(x) =sin ( 7 )

satisface A(0,t) = A(L,t) = 0 que es lo apropiado para resolver nuestro problema. Dado que

2/Ld , (7rm:c> _ (7rn:c> 1 n=m

— x sin sin|— ) =

L J, L L 0 n=+#m

podemos encontrar de la ecuacién de movimiento para cada modo A,,

En este caso particular, con una ecuacién lineal como la ecuacién de difusién, obtenemos modos indepen-
dientes. Esta ecuacion se puede integrar numéricamente usando por ejemplo Runge-Kutta o analiticamente

mi

Ap(t) = Ay (0) exp [—D (7)2 t]

y por lo tanto obtenemos la solucion de la Fig. 14, donde

7rmx>

Am(O):%/Ode f(z) sin< T

La Fig. 14a muestra la solucién con la formulaciéon analitica, mientras que la Fig. 14b muestra la solu-
ci6n usando Runge-Kutta con un At = 1/1000. Notemos que aqui obtuvimos una solucién muy similar a
la Fig 13 donde usamos N = 50 posiciones en la grilla, mientras que en la Fig. 14 solo usamos N = 10 modos.

La condicién de Courant sugiere que podemos integrar con un At mayor dado que tenemos un numero
menor de modos con una separacién de grilla efectiva

Az, = L/N

en ambos casos.

Problema: Es muy instructivo integrar este problema para diferentes At, ver que efectivamente para
At > At,,q2 la solucion es inestable numéricamente.
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Figura 14: (a) Solucién por serie de Fourier para 1000 x t = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. Hemos usado N = 10
y At = 1/1000. (b) Solucién integrando por Runge-Kutta en el espacio de Fourier.

3.3. Condiciones de Borde

Otras condiciones de borde que se pueden estudiar son

%(w = 0,t) = f() %(z =0,t) = g(t)

Las cuales se pueden resolver de la misma manera, ya sea por diferencias finitas o usando una expansion
en modos de Fourier. En este caso conviene usar la condicion inicial

:B—L/2>2

g

flz) = a*(1 - 2)’exp [— <

con o = 0,1.

Notemos que si las condiciones son f(t) = g(t) = 0, podemos expandir en

7T77”L£B>

Az,t) = Ag(t) + Y An(t) cos( -

donde

Ao(0) = %/OL f(z)da A,n(0) = %/OL F(a)cos (770 dr

En el caso de diferencias finitas tenemos que implementar estas condiciones de borde, que por lo general se
logra agregando “elementos fantasmas” a la grilla. Por ejemplo la derivada en borde (al mismo orden que
la segunda derivada) es

C0A, o Ap A LA, AR - AR
0= 5@ =00 =55~ o) =5, (o =Lt) = =50
Por lo tanto podemos definir
A = AT — 2Axf(nAt) AS,n) = A%, + 2Azg(nAt)
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en todo instante para asegurarnos que las primeras derivadas evalien a cero en todo instante. La solucion
se muestra en la Fig. 15 para el caso f =g = 0.

Si la condiciones de borde en la segunda derivada tenemos que hacer el mismo analisis pero con

0?A AT —2A0 + A 0A AY —2A% + AR
ft) = (e =0.1) — g(t) = (e = L1 —
y por lo tanto
A" =2A0 — AT — Ax? f(nAt) ANy = 2A% — Ay + Ax?g(nAt)

006F ’/\\ 006p /’\
005k “f ﬁ 005 /J

004F [ \
0.03F | \

0.02-

001 — = ———

I I I I
02 04 06 08 10

Figura 15: (a) Varios instantes 100 xt = 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10 de la solucién por diferencias finitas. Hemos
usando Az = L/50 y At = 1/10000, tal que r = 1/4. Los elementos “fantasmas” estdn incluidos en el
grafico. (b) Solucién por series de Fourier con N = 10 y At = 1/1000.

3.4. D variable y Método conservativo

Notemos que existen algunas relaciones globales

Bi(t) = /OL Az, t)dz By(t) = /OL Az, t)*dx

Por lo tanto tenemos
L L L
dB, _ [7o04 . :/ 9 [D%} dr — {D%}
dt o Ot 0
y también

dBs L 94 L 9A T _0A L 19477 0AE
2 _9 | AZdr =2 A= DI dr=-2] D= d DAZZ
dt /0 ot /0 (%c{ 8:6] ! /0 [ } ”{ }

Si la condicién de borde es

0A 0A
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entonces

L
By (t) = / A(z, t)dz = const
0

y también

L 2
ae- D{%} di
dt 0 ox

Podemos utilizar estas expresiones para ver nuestra precision numeérica. También podemos escribir explici-
tamente un cédigo conservativo que garantice estas expresiones. Por ejemplo

A\" A\"
(%), (°%)
dx m+1/2 dx m—1/2

Ax

AL = A" 4 At

claramente garantiza la integral

L
By (t) = / Az, t)dx = const
0

Al mismo tiempo vemos que este expresién es también igual a

m+1/2\ T Ay ) TUm=12\ T Ar
AT = An 4 At ‘ ’
Ax
si utilizamos una aproximacion centrada
(84 s
Ly Az

para la derivada. Si D = const en el espacio y tiempo, entonces tenemos la misma expresién que teniamos
antes en termino de diferencias finitas. Es por esto que la integral B (t) = const en el tiempo como se observa
en la Fig. 16. Pero al mismo tiempo vemos que la expresioén de conservacion es un poco mas complicada en
el caso de un D que varie en el espacio y tiempo.

3.5. Meétodo de Linea

El método de Linea consiste en discretizar la ecuacion de movimiento en la grilla espacial, por ejemplo
usando diferencias finitas, convirtiéndola en un set acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias
dA m+1/2
m

A:LYH*I - A:Ln . Dm A?VL - A:Lnfl
Ax m=1/2 Ax

dt Az

en la grilla, para m = 0,.., N. Esto es equivalente a expandir en elementos finitos en el espacio. Ex-
pansiones mas complicadas se pueden lograr utilizando la metodologia anterior: (a) grilla no-homogénea o

Dm

29



B
0.020

0015

0.02 0.04 0.06 008 0.10

0.005

0.000F

Figura 16: Leyes de conservacion para soluciéon por diferencias finitas y por series de Fourier mostradas en
la Fig. 15.

adaptativa, (b) que incluyen la interaccién de elementos mas alejados de la grilla, (¢) etc. Este sistema
ahora se puede integrar utilizando por ejemplo Runge-Kutta o variantes de Verlet que son mas barato de
calcular en forma computacional.

Notemos que la solucién por diferencias finitas presentada anteriormente es la integracion por el método de
Euler. Es interesante notar que aumentando el orden del método de integracién (por ejemplo Runge-Kutta)

no podemos ganarle a la condicién de Courant.

En el caso de D(x,t) tenemos que garantizar que la condiciones de Courant se satisface en toda la grilla

At < min [
m

Ax? }

m

Figura 17: Comparacion de la soluciéon usando el método de linea con N =5y N = 10.
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4. Propagacion de Frentes

La ecuacién

DA DA

E“}‘C%—O

tiene como solucion en el espacio infinito

Az, t) = A(x — ct,0)
La solucion por diferencias finitas se puede escribir como

At
At = A = o A = A

Para que la solucién sea numéricamente estable, deberia haber una cierta relacién entre Az y At. Asumamos
con una perturbacién de la forma

ikmA
AZL — M'ﬂel MAT
Con la definicién
cAt
-

Az
nuestro integrador da

M =1 —irsin(«a)

para M y a = 2kAx. Sabemos que espontaneamente la solucién no deberia crecer, y por lo tanto la
condiciones de estabilidad de Von Neumann es

M| <1 V(a)

Con lo cual vemos que la solucién es estable si satisfacemos la condicién de Courant

r=20

con lo cual reconocemos que esta discretizacion no permite una solucién estable de la ecuacion de con-
veccién. Usa solucion a este problema es re-escribir

1 cAt
art = ) S L - )

con lo cual el integrador, llamado método de Lax, da
M = cos o — irsin(«)
Con lo cual vemos que la la solucion es estable si satisfacemos la condicién de Courant

A
r<1 N At < At = =%
C
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4.1. Condiciones de Borde

Para resolver la ecuacion de arriba, tenemos varias opciones de condiciones de Borde, estas son
1. condiciones sobre la funcién
Az =0,1) = f1(t) Az = L,t) = fo(t)
2. condiciones sobre la derivada

g—f;‘(xzo,t) — g1 (1) 0@ = L.t) = galt

3. condiciones periddicas

4. condiciones libres (Lagrangianas)

DA DA

E—FC%—O

Por ahora integraremos usando el método de Lax con la condicién de borde peridédica y la condicion
inicial

L 2
x —_— —
Alx,t=0)=1+2°(L —x)*exp | — 2
o
El método es entonces
n+1 1 n n 1 n n
1
At = % (A +An_y) — 5" (Apir — Ami)
1
A = 3 (Af + A%_y) - 57 (A = A%_y)
lo cual garantiza la condicién de borde
A% = A

para todo tiempo. Notemos que la condicién de Courant éptima es

A
Atopt:—l‘ — Tzl
C
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que es lo usamos para integrar la soluciones que se muestran en la Fig. 18. Vemos que no hay disipacion
numeérica.

Podemos re-escribir la solucién por diferencias finitas

Antt — AL — ¢ An —Ana Ax? [Af 1+ AL — 247
At 2Ax 2At Ax?

por lo cual vemos que hemos agregado una disipacién numérica (viscosidad numérica) con

Ax?
Dt = —
LAY’
que es eficiente para escalas del orden de Az. Esto lo vemos en el hecho que el factor de amplificacién
M =1parar=1,0

A
Mo = =

13865 t=0 t=01 t=02 t=03 t=04 13805 t=0 t=01 t=02 t=03 t=04 130} t=nl/c n=0,.,100

125

120r

1151

110f

02 o4 06 08

X L L X
0 0.2 04 06 08 10 02 04 06 08 10

\
\

\

—

Figura 18: Solucién de la conveccién usando el método de Lax con N =10y N =100 en t = 0,1 x L/c.
(c) Solucién evaluada en t =n x L/c (n=0,...,100).

Es interesante notar que la ecuacion de onda

0?A , 0% A
o~ a?
se puede escribir en una forma para ser integrada por el método de Lax, donde hemos usado
ou  Ov
o~ ‘o
ov  OJu
o~ ‘o
con
~ 0A _0A
u = C% v = E

El método de Lax da
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cAt o,

1
uptt = 2 (UZH + Uy, 1 2@ ?nfl]
n+1 ]' n n t n
Um = 5 (Um+1 + Upmn— 1) QAZL’ Upi1 umfl]
Podemos estudiar la estabilidad numérica
|: U’Zn :| Mn imkAx |: 0 :|
v )
Lo que implica
cosa — M irsina w0
irsin « cosa — M W0

y por lo tanto
M = cosa irsina

y obtenemos la misma condicién de Courant que antes

4.2. Ecuacion no-lineal

La ecuacién
0A 0A
S U@ = gla)

es una de las ecuaciones mas complicadas en la fisica, pero al mismo tiempo es la mas comun. Si usamos el

método de Lax con g = 0, podemos escribir

1 1
A%H ~ 95 (An 1+ AL ) §T:Ln (A:LnJrl - Afn—l)
donde
. ULAL
m = Az

El problema esta en que no podemos garantizar

en todo el espacio, y por lo tanto en general vamos a tener un método disipativo con

M| <1

por ejemplo si utilizamos

Az

max,, UY

At =
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tal que la condicién de Courant esta garantizada en toda la grilla.
Consideremos

U=A

y por ahora integraremos usando el método de Lax con la condicién de borde periddica y la condicion
inicial

,l'g!;‘%%j-‘

V
@)
0.2 04 0.6 - 08 10

12§

. . X
02 04 06 08 10

Figura 19: Solucion de ecuacion no-lineal de conveccién usando el método de Lax con N =10y N = 100
ent=0,1x L/e. (c) Soluciona evaluada en t =n x L/c (n=0,...,100).

4.3. Método de conservacién de flujo

Consideremos el problema de conservacién de flujo

OA  OF(A)

ot ox =0

El método de Lax es

1 At
A = 5 (A + (A30) = 1 (P = Fi)

En el caso anterior

Podemos calcular la derivada temporal de



lo cual nos da
By _ 1, t
d |2
Dado que el sistema es periddico, podemos ver que
By (t) = const

lo cual se da solo en forma aproximada con el método de integracién de Lax como se puede observar
en la Fig. 20.

119r

118

117¢

116

I I I I I
00 02 04 06 08 10

Figura 20: Evaluacién de B;(t) para N = 10 (azul) y N = 100 (rojo).

4.4. Caracteristicas hacia atras
La ecuacién

0A 0A
U@ ) = gat)

Puede ser resuelta por el método de las caracteristicas definidas por la curva

dr(h)  _
A= w6
dr(\)  _
dt !
de esto obtenemos para A(\) = A(r(\), 7(N))
AN _ 9D OATT e, 7()

d\  Ord\ Ot d\

Supongamos ahora que queremos integrar ambas ecuaciones desde z(t) hasta z(t + At)

2(t+ At) = 2(t)+ Uz(t), AL
Aln(t + At), t+ At = Alz(t),t] + gla(t), ] At
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Notemos que si z(t) corresponde a un elemento de la grilla xz,,, este se desplazo a x(t + At) que ya no
corresponde necesariamente a un punto en la grilla. A nosotros nos interesa obtener

AMY = Alx,,, t + At]

en la grilla. Para volver a nuestra grilla hay dos alternativas:

1. Integrar un elemento de la grilla z(t) = =z, hacia adelante y luego interpolar (elementos finitos
moéviles). Este método serd descrito més adelante

2. Buscar un elemento x(t) = Z que se propaga a un elemento de la grilla z(t + At) = x,, en t + At

En este ultimo caso tenemos

T, = 2+ U(z,t)At
Al t+ At] = Az, t] + g[z, t]At

y por lo tanto tenemos que interpolar A[z,t], con la definicién
T =ux,—Uxt)At
Esta ultima relacién generalmente se resuelve por iteracién a partir de 2(¥) ~ z; hasta que converja
D) — g —U@W 1At
Una vez que tenemos esta solucién, podemos evaluar

Az, t+ At] = AV = Alz,t] + g[z, t|At

Este es el método mas usado en las grandes simulaciones, por ejemplo de clima o tiempo.

4.5. Caracteristicas hacia adelante: Moving finite elements

El método de elementos finitos moviles consiste en usar integrar de t — t + At a partir de un elemento
de la grilla

T (t + At) = Ty + Uz, t)At
Alxy,(t+ At), t+ At] = Alzm, t] + glom, t]AL

El problema esta en que z(t + At) no va a coincidir con un elemento de la grilla y por lo general tenemos
que preocuparnos de interpola a partir de los elementos ., (t + At) usando lo métodos de interpolacién ya
mencionados. Esto implica que no podemos permitir que 2 elementos adyacentes de la grilla se crucen, y
por lo tanto la condicién de Courant es

1 Az
At < —min
2 m (UL

En mas dimensiones
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podemos definir las caracteristicas

;L; = Uy(ra(\), 7(A), 7(N))
e~ UL (re(N), (), T(V))

& o=
Por lo tanto para A(A) = A(r,(A), 7z(A), 7(A)) tenemos
= T U, ()9A0r, + U.(NIASOr. = glra(N), ra(N), 7(N)

Por lo tanto tenemos tenemos que integrar de t — t + At, r,(t) = x — 74, 7.(t) = z — r,,usando elemento
finitos moviles

Alrg, ot + AL = Az, 2,8) + [T g(ra(V), . (A), 7(\)dA
ro(t + At) = a4 [0V, (N, T(N)
ro(t+ At) =z [ UL (V) (), T(V)dA

que a primer orden pueden ser escritos como
A(rg,rot + At) = Az, z,t) + g(x, 2, t) At

ro(t + At) = o+ Uy(z,y,t)At
r.(t + At) = o+ Ug(z,2,t)At

Por lo tanto, el punto inicial en la grilla (z;,y;) se mueve a la posicién (r,,r,) en t + At, mientras que A
evoluciona a A(ry,7,,t + At). Dado que estamos interesados en A(x;,y;,t + At)podemos interpolar en el
punto (z;,y;) usando los valores en (7, 7).

Por lo general la condicién de Courant requiere

A
At < 0,5 * min ’
w5 ||Uigll

donde U representa todas las velocidades naturales del sistema.

4.6. Fast Fourier Transform

Condiciones de borde periédicas
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5. Ecuacién de Burgers

La ecuacion de Burgers es

8_A+A6_A— aZ_A
ot &r_y(?x?

Esta ecuacién tiene una solucién que se propaga

B f2_|_f1€n(t—ct)

A(I,t) o 1 _}_g{(t—ct)
donde
1 1
C—§(f1+f2) H—E(fz—f1)>0
y
fi = A(~00,0) fo = A(+00,0)

Numéricamente, esta ecuacion se puede ahora integrar por el método de Lax, método de linea o un

= A = = (A + AR) — (A + A3

Antl —An H(AQ)Z@H/z — (A1 n At
" "o Az 2 Az

At
toaz (Vi + Vi) (A =A%) = (0 + vmoan) (A7 = A5

donde hemos usando

n A = An

o m—1

La solucion se muestra en la Fig. 21, la cual claramente falla cuando el frente se acerca a x = L.

20

0
18} \ \ \ \ \ 18]
\ \\ \\ \\ \
\ \ “‘\ \ \\\
16f \ \ \ \ \ \ 16f
\ \ \ \ \
‘\\ \\ \\ \ \ '
14} \ \ \ \ \ 14f
\ \ \ \\ \
\
12t \ \ \\4 \\ 12f
I \\g X I
2 6 8 10 2 4 6

4

Figura 21: (a) Solucién analitica. (b) Solucién numérica con N = 100 y At = Az?/2v.
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5.1. Condiciones de Borde libre y método de caracteristicas

La solucién analitica representa una solucién en todo el espacio (sin bordes), lo que implicaria implementar
condiciones de borde libres (Lagrangianas)

a_A_|_A8_A— aZ_A
ot “or Vorz

La cual podemos implementar usando caracteristicas hacia adelante en el ultimo elemento de la grilla

| N+ A%At AR; >0
IN(t—f-At)— TN AN<O
y
- 0?A At
A= Alw(t+ A0+ A1) = Aloy, t) + VA5 (on, 1) = A + b (A% + Ay o — 2A5_1)

lo que garantiza que el frente no rebote (cuando A < 0) y siga derecho. Podemos interpola a la grilla usando
una interpolaciéon lineal

A— Ay,
zn(t+ At) — (L — Ax)

Al = AT+ Ax

A

18¢
16f
14t
12t
.
2 4 6

Figura 22: Solucién numérica con N = 100 y At = Axz?/2v y condiciones de borde de salida.

Notemos que en principio se puede construir un codigo en base a caracteristicas en todo el espacio, pero
esto requerirfa interpolar la funcién en todo el espacio, por ejemplo usando una spline. También notemos
que hemos evaluado la segunda derivada en xy como igual a la segunda derivada en zy_1, lo cual no es una
buena aproximacién. Es viable construir mejores descriptores de la segunda derivada en el borde usando,
por ejemplo, un polinomio de interpolacién de grado 3.

5.2. Meétodo Pseudo espectral

condiciones de borde periddica

anti aliasing (matar 1/3 highest modes)

5.3. Spliting de los operadores
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6. Ecuaciéon de ondas

La ecuaciéon de onda escalar

1 0%A
V2A — EW = —47Tf(l’, t)

se puede discretizar en forma andloga a la anterior. Por ejemplo en 1D tenemos

2AL2 (n+1)At
ApT =240 — AL 4 o (AR — 240 + AL 4 / flai t)dt
nAt

donde la integral se puede aproximar como

(n+1)At
47r/ Flas t)dt ~ AL
nAt

o incluso como

(n+1)At 1
47T/ f(z;, t)dt =~ §At (f:fl + ffjfl)
nAt

Notemos que A” depende de la funcion 2 instantes anteriores, esto es A" !y A"~2 1o que complica el inicial
la simulacion. Las condiciones iniciales son

A(z,t=0) = g(x) Ai(z,t =0) = h(x)

las cuales permiten implementar

AY = g(mAT) = g, m=0,...,N

y tambien

Al =A% — At h,, m=0,...,N

Es posible tambien implementar una derivadad inicial centrada en forma consistente con la discretizacion
de la ecuacion de onda.

La generalizacion a 2 y 3 dimensiones se puede hacer de la misma forma.

Se debe tener cuidado con la especificacién de las condiciones de borde, las cuales nuevamente pueden ser

1. condiciones sobre la funcion

Az =0,7) = f1(t) Az = L,t) = fo(t)
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2. condiciones sobre la derivada

%(zzo,t) = g1(t) %(FLJ):gz(t)

3. condiciones periddicas

4. condiciones libres (Lagrangianas)

DA DA

E—FC%—O

Para que la ecuacién sea numéricamente estable, es importante considerar cierta relacion entre Ax y At,
para la ecuacién de ondas sin fuentes. Comenzamos con una perturbacion de la forma

A:ln, — MnezkmAz
y con la definicién

e
Az

r

da origen a la ecuacién

M?=2M — 1+ 2r*M(cosa — 1)
para M y a = 2kAz. Es importante notar que

[M] =1

con r < 1 para todos los valores de a ya que

(1+7%(1—cosa)?)) <1

y por lo tanto, la solucion es estable. Esto tiene sentido, ya que esto significa que debe calcular con mas
rapido que la propagaciéon de la onda. No nos podemos mover delante de la onda.

6.1. Interferencia y difraccién
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7. Fluidos 1D y 2D

-derivacién navier-stokes
- turbulencia
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8. Ecuacién de Shrodinger

L

ZE = _W + V(JI)\I/
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9.

9.1.

guias de onda

problema del valor propio
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10. Modelos simples de magnetizacién

Como vimos abajo, la energia de una coleccién de N spins puede ser escrita como

H:Zh'si+ZJi7ij'Si
i 1,j

con H como la energia o el Hamiltoniano y J como la interaccién entre los spins, el cual es en general una
interaccién de dipolo que decae como r~3. Usando un rango corto de interaccién dando solamente a los
vecinos mas cercanos contribucién, tenemos

[ePHS"s; dudp
M(h, {s;}) = i
( 7{8 }) f e_BH dxdp

Esta formula puede generar interesantes dinamicas, transiciones de fase, etc. La transicion de fase no se
convierte hasta que vamos en dimensiones mds altas (el modelo en dos dimensiones ising de Onsager).
Usando una aproximaciéon mala del campo en una dimensién en “equilibrio” segin la mecénica estadistica,
tenemos

e PEN s, dx
M (h,{si}) = (D2 824) = / fe—% d:;di v _ N tanh[(h + JNM)S]

el ultimo resultado es obtenido asumiendo que s, es discreto y puede tener valores 1,-1. Notemos que este
problema implica resolver una ecuacién trascendental, el cual se puede resolver por ejemplo usando un
método de Newton para encontrar el cero de la funcion

g(M, 8,b,) = M — N tanh[(b, + JNM)]
M[bo]
7.5}

5t

bo

Figura 23: (a)Solucién de M, usando el campo medio en 1-D para diferentes temperaturas, para N = 10 y
J=0,1
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De la Fig. 23a podemos observar el caso de paramagnético con J > 0, donde los espines se alinean con
el campo. Aqui también observamos una transicion de fase exactamente en el limite § — 0. El caso de
diamagnético J < 0, los espines se alinean con los vecinos. El caso ferromagnético, en el limite B, — 0, aun
tenemos una magnetizaciéon si la temperatura T' < T..

10.1. Método de MonteCarlo

En general tenemos que evaluar la integral de arriba en el equilibrio, consistente con fluctuaciones a cierta
temperatura T. Tomemos el Hamiltoniano con s=1,-1, y podemos utilizar el método de monte Carlo para
encontrar la magnetizacion en equilibrio con un bano termal. En cada instante t, tenemos la configuracién
{sgt)} con interaccién vecino mas cercano. Repetir la siguiente receta para cada valor de f = 1/T la
temperatura

1. Tomar un spin al azar y hacer un flip en z = {sgt)}
2. Calcular la energia AE = E(y) — E(z)
3. X=y si AEj0 o si r < exp(—FAE), con r un numero al azar

4. Repetir N veces

Podemos entonces calcular la Magnetizacién < sgt) > y repetimos para otros valores de T y B, estimando
la curva M(T, B). Se puede observar una transiciéon de fase en 2D. En la Fig. 23b vemos como se da esta

transicién de fase para ciertos valores.

Magnefizacion Medida
Solucion de Onsager
Datos suavizados

Magnetizacion
=
-

10 15 2 25 30
Temperatura (J/k)

Figura 24: (a)Solucién de Monte Carlo para el modelo de Ising (400x400) mostrando dominios claros para
T = 2. (b)La magnetizacién como funcién de la temperatura, mostrando la transicién de fase a temperatura
finita. Hecho por Paul Blackburn.
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10.2. Dinamica de Espines

Hasta ahora hemos trabajado con situaciones en equilibrio, pero también podemos estar interesados en
la dindmica de los espines. Para ello podemos asumir un modelo para un espin que puede orientarse en
por ejemplo 3 dimensiones. Utilizando la expresion candnica para la evolucién de la variable, utilizando el
paréntesis de Poisson, tenemos que

ds;

dt
Esperamos ver cosas interesantes con este modelo, denominado de Heissenberg. Hasta donde yo se este es
un problema interesante que puede dar origen a publicaciones.

Para el caso de orientacion en 3 dimensiones, tenemos

J

dt

y si usamos interaccién con vecinos proximos se puede hacer la simulacion. La temperatura se puede forzar
desde los bordes.
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11. Método de Minimizacion local

- simplex - Stepest descent - Gradiente conjugada

12. Métodos de minimizaciéon global

- algoritmo genético

13. Redes Neuronales

49



