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1. En dinamica relativista, el Hamiltoniano de una particula que se mueve en una dimensién, en presencia
de un campo externo, es

H = +/p*c +m?*ct +V(r),

donde p es su momento, m la masa en reposo, ¢ la velocidad de la luz y V' el potencial externo.

2. Tomemos un anillo de masa M que ademas es un péndulo. En este
anillo hay una masa m que puede resbalar libremente (sin friccion)
a lo largo del anillo como se muestra en la Fig. 1

a) Encuentre el Lagrangiano del sistema.

)
b) Encuentre las ecuaciones de movimiento @
m
)
)

¢) Encuentre los estados estacionarios.

d) Cuales son las frecuencia de pequenas oscilaciones y los modos

del sistema para los estados estables?

3. Tomemos 2 masas m puntuales conectados por 3 resortes de tamano en equilibrio z,. El sistema esta
entre dos paredes separadas por una distancia L. Encuentre el punto de equilibrio y los modos de
oscilacién. Hay alguna diferencia entre L > 3z, y L < 3z,

4. Tomemos un péndulo de masa m y largo R sobre un carro de masa
M que se puede desplazar en una dimension sobre la superficie como
muestra la Figura. Encuentre las ecuaciones de movimiento. ;Qué
constantes de movimiento hay? ;Son la energia y el Hamiltoniano
constantes de movimiento? ;Es el Hamiltoniano igual a la energia?
Describa el movimiento cerca del punto de equilibrio estable. ;A
qué corresponden los modos? Construya la solucién completa cerca
del punto de equilibrio. Vea si su solucién tiene sentido en limite
M > m.




5. Tomemos una masa m que cuelga de una cuerda de largo ¢ que esta

atada a un resorte (con largo de equilibrio (g tal que {p << L). N L ;

Este resorte esta atado a un eje que rota con frecuencia w como :

se muestra en la Figura. Encuentre las ecuaciones de movimientos. 139 N
Encuentre el equilibrio relevante. Es estable? Encuentre la frecuen- m

cia de pequenas oscilaciones para el caso { = 3(g y L = 20g. ;Qué Péndulo con resorte rotando
constantes de movimiento hay? ;Son la energia y el Hamiltoniano a frecuencia w

constantes del movimiento? ;Es el Hamiltoniano igual a la energia?

6. Tomemos una vara de largo L que resbala tocando el suelo y la
pared como se muestra en la Figura. Encuentre las ecuaciones de y
movimiento en termino de variables generalizadas. Encuentre para
que angulo la vara pierde contacto con el suelo usando el método
de multiplicadores de Lagrange si parte del reposo en un angulo 6,. Gl —
Ayuda: Utilice 6 y x. X

7. Considere un tubo cilindrico de masa M y largo L que se puede

deslizar sin friccion en un alambre horizontal. De los extremos de

este cilindro cuelgan 2 pendulos de masa m, y largo ¢ (masa de las

cuerdas es m, ) como se ve en la figura. Encuentre el Lagrangiano M
y las ecuaciones de movimiento (1 puntos). Encuentre el Hamilto-
niano y la energia, vea si se conservan y si son iguales (1 puntos).

m

Para el equilibrio estable, encuentre la frecuencia de pequenas os-
cilaciones, y describa los modos. Ademas describa el significado de
cada una de las frecuencias y su modo en termino de las constantes
de movimiento (4 puntos).

m

8. Considere una masa m esta atada por una cuerda de largo [ a un
pivote. El pivote recorre un anillo de radio R a frecuencia (). Pase a
las variables generalizadas que representan el sistema de referencia
que se mueve con el pivote. Muestre que el Lagrangiano se puede
reescribir sumando una derivada total como el de un péndulo bajo
la accién de una aceleracién de gravedad g¢(£2). Encuentre g(£2), el
Hamiltoniano, los puntos de equilibrio y las frecuencias naturales de
oscilacion jEs el Hamiltoniano igual a la energia? ; Es una constante
de movimiento?




9.

10.

Considere un sistema formado por un bloque de masa M que esta
conectado a un resorte de constante k y largo natural ¢, = 0 fijo a
una muralla. Sobre este bloque rueda sin resbalarse una pelota de
radio R y momento de inercial I como se observa en la figura. En-
cuentre el Lagrangiano en variables generalizadas y las ecuaciones
de movimiento. Encuentre un equilibrio y calcule las frecuencias de
pequenas oscilaciones y los modos normales. Grafique a que corres-
ponden estos modos. Calcule el Hamiltoniano, la energia, senale si
son iguales y cuales son constantes. Use el método de multiplicado-
res de Lagrange encuentre las ecuaciones de movimiento y calcule
la fuerza de restriccién. Describa cuando la pelota comienza a des-
lizarse.

Tomemos un numero N de péndulos de masa m y largo L, que se
mueven en forma transversal a una barra e interactiian con resortes
angulares a través de una fuerza (k(6,,1 — 6,), con 6, como la
desviacién angular con respecto a la vertical del péndulo n.

a) Encuentre el Lagrangiano y las ecuaciones de movimiento pa-
ra este sistema.

b) Tomemos la distancia entre péndulos como d y tomemos el
limite d — 0,m — 0,k — oo, con p = m/d,n = kdconstante
y encuentre la ecuacién de sine-gordon para el dngulo 6(z,t).

c) Demuestre que la ecuacién tiene una solucién soliténica con
la| <1

wxr
— + awt

O(z,t) =4tan ' Eap |4
1—a?

Que valor tienen 6, v y a?

d) Construya la simulacién numérica para los pendulos discretos
y encuentre la solucion soliténica.

Az (2 1)

Util: Sin [ATan1x] = (221 1)°
x

Péndulo y dos masas

I+1



