Capitulo 1: Calculo Funcional

Calculo de Variaciones se refiere a la optimizacién de funcionales. Las ideas fundamentales fueron desarro-
lladas por Euler (1701-1783) y por Lagrange (1736-1813).

El calculo variacional esta basado en una generalizacion del problema basico de célculo diferencial en
el cual estamos interesados en encontrar minimos (o méaximos) de funcionales. Para nuestros intereses,
los funcionales asignan un numero real a cada funcién de una clase bien definida. Para ser mas precisos
definamos el conjunto A de funciones. El funcional S asigna a cada miembro feA un numero real definido

por S(f)

S:A— R

El problema basico que vamos a encontrar en la Mecanica Analitica es encontrar la funcién feA que permite
un minimo (minimo local) de S. Este tipo de problemas se da en Geometria, Fisica, Ingenieria, Teorfa de
Control Optimo, etc.

En pocas palabras re-formularemos la mecanica Newtoniana de fuerzas en términos de minimizar un fun-
cional S. Entonces una trayectoria esta dada por la funcién tinica que minimiza este funcional S.

Notacion: En este libro usaremos la siguiente notacion:

1. font negrita x para describir una lista de ntimeros, que por lo general representan los componentes
de un vector en una representacion o sistema de referencia dado.

2. font negrita con flecha X para describir el objeto geométrico vector que es independiente del sistema
de referencia o representacion.

3. font normal para describir un escalar que podria ser por ejemplo un componente x; de una lista.

4. la magnitud de un vector se escribe como ||
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1. Ejemplos de Funcionales

Hay muchos tipos de funcionales. Por ejemplo,

SIf] = f(1)e’

Pero en general estamos interesados en funcionales dados por integrales de funciones.

Ejemplo: Cual es la distancia minima entre dos puntos? ]

Este problema implica encontrar la funcién y,(x) que minimiza el

funcional
[x2,y2] T2
Sly] = / ds = / V1+y(z)2dx [x1,7]
[z1,y2] T1

El camino mas corto

entre los dos puntos en el plano (x1,y1) v (22, y2) entre dos puntos

Sabemos intuitivamente que la solucién de este problema es la linear recta entre los dos puntos. La idea es
encontrar un método general para probar que este es el caso.

Ejemplo: Cual es el camino que toma menos tiempo bajo la fuerza de gravedad?

Este es un problema de gran importancia en el siglo XVII. Una masa se mueve sin fricciéon bajo la fuerza
de gravedad desde el punto [z1,y;] al punto [x2, y»] por un alambre definido por la curva y(z). ;Cual es la
curva que toma menos tiempo? Este problema implica encontrar la funcién y,(x) que minimiza el tiempo
definido por el funcional

127y(12)

T ds i 1+ y'(z)
Sly| = dt = — = dx
Y /o t / v V29 —y(@)

Esta relacion se obtiene gracias a la conservacion de energia, dsea

xlvy(xl)

1
§mv2 + mgy = mgy

Ejemplo: Principio de Fermat

El principio de Fermat (la aproximacién WKB de las ecuaciones de Maxwell’s) dice que las ondas electro-
magnéticas, definidas por su normal o rayo, satisfacen el principio de minimo tiempo. La velocidad de la
onda se define como v = ¢/n, por lo tanto el rayo se define por el minimo del funcional



5= /Q@
p U

Ejemplo:Un problema entretenido es el de la propagacién en una fibra optica que tiene un indice de
refracciéon dado por n(x) = n,(1 — y(x))% El rayo parte del centro de la fibra.

Problema: Use el principio de Fermat para probar la relacion de

optica 1

) ) 112
nysin@; = ngy sin 6y

La Ley de Snell

Ejemplo: Camino que un satélite consumiria la menor cantidad de
combustible bajo la fuerza de gravedad? Cual es la funcién r(0) que
minimiza el gasto en combustible para llegar de r1(61) a r9(62).

Mo,

A%wﬂ:7hm:g@%@w
) =1

r(0) = r, r(m ‘
La Orbita menos cos-
tosa
Ejemplo: Tiempo mas corto para cruzar un rio que fluye con una
velocidad v(z,y) = v(z)z? T
v

La rapidez del bote es c. El funcional es (¢* >v?)
b dx b 1+ y/ T 2
Sl = [ 2= [ — G dz
0 G b /A1 +yY(2)?) -0 +uy(x)
y(0) =0 y(b) mo especificada

Cruzar el rio



Ejemplo: Cual es el camino mas corto entre dos puntos sobre la superficie de una esfera.

En este caso hay que minimizar el funcional

ds? = r?(df* + sin 6?d¢?)

2
S = Tj\/(%) + sin #2d¢

/
Y

Ejemplo: Encontrar la funcién y(x) que minimiza la superficie de
revolucién.

b b
S=[dA= af27r:cds = af27r:c\/1 + v/ (7)%dz -

y(a) = Ya y(b) = yp

Volumen de revolu-
cion

2. Calculo Funcional en una dimensién

Antes de empezar con el calculo funcional revisemos como encontramos el minimo o maximo de una funcion.

2.1. Calculo diferencial
En calculo diferencial usualmente estamos interesados en el minimo de una funcién en un intervalo (abierto).
Osea, la funcién f(x) tiene un minimo local si existe un § > w, tal que

f(z,) < f(x) Ve |z —x,] <6

para funciones diferenciables (C!), esto se traduce a

Alwo) . fwe+Ar) = f(z,)

=0 1
dz Az—0 Az ( )

Es importante notar que Ec. (1) es una condicién necesaria, pero solo

df (w,) —0 and d2f(x0)

0
dz dz? -

garantiza un minimo local.



Una muy buena analogia para lo que necesitamos hacer en calculo funcional se puede encontrar en calculo
diferencial en R". La funcién f : R™ — R tiene un extremo en x si

lim f(x+ev)— f(x)

e—0 €

=0
para todas las posibles variaciones v. Si la funcién es suficientemente suave podemos expandir

f(x+ev)= f(x)+ev-Vf(x)+ ..

y por lo tanto el limite anterior exige que V f(x) = 0. Esto es equivalente a la ecuacién que estamos
buscando pero en el espacio de las funciones A.

Nosotros estamos interesados en establecer el equivalente diferencial de V f para extremos (méximos o
minimos) de funcionales. Es muy importante darse cuenta que se necesitan dos cosas.

1. Primero, para establecer uno nocién de limite (continuidad), dsea cercania en A, necesitamos definir
el concepto de espacio linear con norma (Normed Linear Spaces).

2. Segundo, necesitamos definir el concepto de derivada en A si esta existe.

El primer punto se satisface con el concepto de norma y espacio linear, tal que funciones como f(x)+ch(z)eA
para todo ¢ suficientemente pequeno. Estos detalles matematicos son importantes, pero vamos suponer que
nuestro conjunto A satisface las necesidades de diferenciabilidad que ameriten.

2.2. Derivadas Funcionales

La derivada funcional de

b
S = | Ll g0
con feA (subset de un espacio linear normado) en la direccién de heA se define como

05(f;h) = Lim S(f+d.i> —-5() _ dS(fdz—sh)

e=0

De aqui en adelante supongo que todas las condiciones de continuidad y diferenciabilidad son satisfechas por
las funciones f y h. Por ejemplo, para garantizar la existencia de este limite, se necesita que el funcional sea
uniformemente continuo, etc., etc., etc. Estos detalles matemaéaticos son importantes, pero vamos suponer
que nuestro conjunto A satisface las necesidades de diferenciabilidad que ameriten. De esta forma podemos
avanzar para los temas que necesitamos tocar.

Si la funcién f, € A es un minimo local de S (dada una norma), entonces

5S(foah) =0 (2)



para todas las variaciones h(z) admisibles. En general vamos a exigir que las variaciones satisfagan

h(a) = h(b) = 0

ya que en este subset tenemos suficiente flexibilidad para encontrar la funcién 6ptima.

0.z 0.4 [ 0.8 1
Figura 1: La funcion y dos variaciones.

La importancia de esta declaracién, Ec. (2), es que veremos muy luego que f, satisface una ecuacién
diferencial muy especifica. Esta ecuacién diferencial (la ecuacién de Euler-Lagrange) es la base de la mecénica
analitica.

Ejemplo: primer intento:

Considere el funcional

1
S(f) = [ V1+ f'(x)de
0
fO)=0  f(1)=1
Intuitivamente sabemos que la solucién deberia ser f,(z) = z. Asi que calculemos el valor del funcional

para la familia f(x,¢) = f,(x) + eh(x) =  + ex(1 — x). Es importante notar que en este caso A son las
funciones (C!)que satisfacen las condiciones en = 0 y o = 1, 6sea h(0) = h(1) = 0. Obtenemos

1
2
€
S[f(z,e —/ 14 (f'(z,€)%dz 2 V2 + —— + O(e*
Fa.0 = [ VIF(7w9) 5O
0
como deberia ser para un minimo. Por lo tanto tenemos

5S(f,h) =0

Es muy importante darse cuenta que hemos probado que la funcién f,(z) = x satisface §S(f,, h) = 0 solo
en la direccién h(x) = z(1 — x), pero aun no hemos probado que esta funcién minimiza este funcional para

toda funcién h e A con h(0) = h(1) = 0.



Figura 2: Linea recta y dos variaciones.

Ahora desarrollaremos un método general para encontrar la funcién que optimiza un funcional. De pasada
probaremos que efectivamente y(z) = x es la funcién que optimiza el funcional de este ejemplo. Por lo tanto
tenemos que encontrar una ecuacién para la funcién f(z) que garantice que

dS[f,h] =0con f,he A
para todas las posibles variaciones V f(x) 4+ ch(z) € A
tal que A(0) = h(1) =0

2.3. La ecuacion de Euler-Lagrange

Estamos interesados en optimizar funcionales del siguiente tipo

SI] = / L, f, )z fa)=fi ) = fo

donde L es denominado el Lagrangiano. Usaremos la nocién de que tanto f, h son por lo menos C?, tal que
f + eh también es C? y que satisfacen las condiciones de borde h(z1) = h(z2) = 0. Expandiendo

2

U +2h) = SUf1 % [ (o . £+ Lyt £ 4] e d

podemos encontrar que

T2

) = [+ Lyt g g0 =0

x1

Lim (S[f—i-sh] — S/l

e—0 g

Integramos por partes para deshacernos de A/, utilizando (®¥)" = ®'¥ + ®¥’ | podemos obtener

2

d r=x2
/ |:$f(x7f7 f/) - @"%f’(‘ra f7 f/>:| h dz+ ff’<xaf7 f/)h|x:x1 =0

1



Es importante darse cuenta que esta ultima derivada es completa, no es un derivada parcial como las otras.
Dado que h(x1) = h(x2) = 0, tenemos que

x2

[ |ws.0 - o] nae=o

1

Esta relacién debe de ser satisfecha para todo h € C? que cumpla con h(z;) = h(xs) = 0. Notemos que en
particular si tenemos que

/g(x)h(x) de =0

x1

para todo h € C? con h(x1) = h(xy) = 0, es facil demostrar que

g(x) =0
por contradiccién. Supongamos que g(x) > en el intervalo (1, x3), entonces podemos encontrar una funcién

h que tiene soporte positivo en (xy,z3) (por ejemplo h = (1 — x)3(x — x2)3) y que es cero fuera de este
intervalo. Entonces la integral daria un valor positivo, lo cual no es posible. Por lo tanto g(z) = 0.

Usamos esta ultima demostracién para probar el siguiente teorema. La funcién f(x) € C? que optimiza el
funcional

szfzwﬁﬁm

con las condiciones de borde f(z1) = f1 v f(x2) = f5 satisface la ecuacién de Euler-Lagrange

a4
dx

para x € [r1,xs]. Se dice que la funcién f(x) que satisface la ecuaciéon de Euler-Lagrange, es estacionaria
para el funcional S. A esta expresion también se le llama la derivada funcional

6z _
5f

gf’(x7faf/)_$f(x7fvf/):()

0.

Solucion Ejemplo

Usemos la ecuacion de Euler-Lagrange para el Lagrangiano

L =1+y(x)? y(r1) = y(x2) = 12



Ccon las expresiones
"E/ﬂy(x> y7 y/) = 0

N 2y'(x)
-iﬂy'(x,y,y) = m

Podemos ahora mostrar que la funcién y(x)satisface la ecuacién de Euler-Lagrange

d 2y'(v) _0
dr | \/1+y'(x)”
Esto implica que
2 /
_Y (z) = const — y'(z) = Cy
1+ y'(z)?

De esta forma concluimos que la distancia mas corta entre los dos puntos [z1,y1] ¥ [%2,, 2] es la linea recta
dada por la ecuacién

(yz - yl)

y(r) =y + (x — 1) P

2.3.1. Constantes de movimiento

De la solucion de este problema, aparece naturalmente el concepto de las integrales o constantes del mo-
vimiento. Las ecuaciones de Euler Lagrange son de segundo orden en general, lo que implica que hay dos
constantes de integracion, las cuales estan determinadas por las dos condiciones de borde en x = x1 y 5.

Por ejemplo,

2@ f) = L) =0
Lz, f) = Lp(z, ') =const
L) — L, )= 1Lp(f, f') = const

2.3.2. Existencia de una solucién

Sabemos que existe una solucién para problemas en que L depende en forma cuadréatica en f’, como serd
en mecanica.

3. Generalizaciones

En esta seccion nos dedicaremos a la generalizacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange

10



3.1. Caso 1: Derivadas de alto orden

Definamos el funcional S : A — R, con AeC?"
= fi”(:v,f, Fofs e £ dx

Es facil demostrar que la ecuacién de Euler—Lagrange es

d
Ly, £, )+ (= Ly =0
m=1

para T € |21, T2).

3.2. Caso 2: Varias funciones

Definamos el funcional S : A — R!, con AeC?

Slfi, fay .. = Tf(x,fl, ooy frs J1s oy f1)dx

xr1

filxz1) = fia filxa) = fio i=1,..,d

Para esta prueba se usa las variaciones f;(x)+¢eh;(z), con h;(z1) = h;(x2)=0. Dado que las funciones h; son
arbitrarias e independientes, se puede probar que las funciones f;(x) que optimizan el funcional satisfacen
las ecuaciones de Euler-Lagrange

para x € [x1,29] y parai=1,...,d.

3.3. Caso 3: Integrales miiltiples

Definamos el funcional S sobre un volumen en z € R

S[4] = / a2 2 2, A, {A,})

con la notacién

da® =19 da;

donde las condiciones de borde estan dadas sobre la curva cerrada 0€2, tal que
A@)50 = 9()

11



Usemos la notacién

0A
Ai -
’ 5’@
Usando la variacién A + eh, con
h(z)|50 =0
tenemos

S[A + €eh] — S[A] :e/dx

Q

d
Lah+ ) gA,th]

Notemos que para un campo vectorial A en d dimensiones

d d
D 0(Aih) =Y Aidih+ 1Y 0A;
i=1 i=1 i

(esto es equivalente a V - (Ah) = A-Vh+ hV - A) y ademés

/V-Fdxd:/ F - ndS?
Q o0

Con lo cual ahora podemos integrar por parte para obtener

d
0
d —
dz [gA ;1: axifAJ] h

usando las condiciones de borde para h. Por lo tanto obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange

S[A + ch] — S[A] = e/

Q

d

Z 0

Q%A— 81‘~$A’i20
i=1 !

En el caso de varias funciones de varias variables tenemos (campos vectoriales) A;(x) la ecuacién de Euler-
Lagrange es

d

0
gAi —Za—x]gA” :O

J=1

para ¢ = 1,...,d, con la notacién

A=
)] axj

12



Es posible encontrar una constante de movimiento para el caso que el Lagrangiano no dependa explicita-
mente de x; para ¢ = 1,...,d. Ahora usaremos notacion de Einstein donde indices repetidos implican una
sumatoria tal que

d
=1

Con esto podemos calcular

0 0
—_ = A, oA
axkg ,?AZ i,k + "?Az,] 8xk 1,7 + gxk
0 0
|:8$J gAz,] 17k‘ + gAl,j axk ] + gxk
0

= 8_% [D%AZ’] Al,k] +‘$Zk

donde hemos usado que

) 0
a_{L'kAi’j = 8_%Ai’k‘

Por lo tanto

0
8_xj Z L, Aipg — Ljp| = =L,

Hemos usando

0 0
a—%g = 8_@{3(%’]""

Con lo cual podemos definir el tensor de energy-stress

Tik = Z L, Aig — Ljk -

Si .Z no depende explicitamente de algin x; entonces

0

Con esta expresién se pueden construir constantes de la dindmica cuando una de las variables no esta
explicitamente en el Lagrangiano. Notemos que hay una constante de movimiento por cada variable x
(k=1,...,d) que no aparece explicitamente en el Lagrangiano.

13



3.4. Condiciones naturales de borde

Hasta ahora hemos discutido problemas en los cuales las funciones deben de satisfacer una condicion de
contorno muy especifica. Que pasa si la condicion de borde no esta especificada, como en el ejemplo de arriba.
Este caso particular se denomina, condiciones naturales de borde. Supongamos que no condicién es
especificada en x = x4. La variacién nuevamente esta dada por

T2
d —
1
excepto que las condiciones en x5 no esta definida y por lo tanto el ultimo termino no es cero a priori. Pero

por el otro lado, ya que h(z;) = 0, tenemos

2
d
/ |:$f — %gfl h dfl?—l—gf/(xg, f(.CEQ), f/($2))h(g;2) =0 (3)
1
Es importante darse cuenta que esta relacion esta definida para todas as variaciones h tal que h(z;) = 0.

En particular podemos elegir el subconjunto de h que satisfacen h(zy) = 0,
/2 < d Ly hd 0
PR — / xr =
f dx f

y por lo tanto tenemos nuevamente que f debe de satisfacer
d
Ly ——ZLp =0
f dx f

pero ya que Ec. (3) debe de ser satisfecha para todo h, incluso h(z3) # 0, tenemos que la condicién de borde
natural es

Ly (w9, f(x2), f'(22)) =0

4. Teoremas fundamentales del calculo funcional: transforma-
cion de coordenadas

Primero, es casi intuitivo darse cuenta que podemos sumarle a .Z la derivada completa de un funcional

M(x,f)

dM(z, f)
dx

y obtendremos las mismas ecuaciones de movimiento dado que

L =L+

0. =0 — 0. = 0.

14



Esto se llama una transformacién de Gauge (veremos mas detalles de esto en el capitulo 5 sobre trans-
formaciones canénicas). Es importante también darse cuenta que esto no funciona si el funcional M depende
de las derivadas f’.

Consideremos la siguiente transformacién (biyeccion) de coordenadas

r=G(T)
Asumamos que £ es un escalar tal que
N 0z 7l = 2 (= F/=\ I/
L e, [ (@), f'(@)] = £ |G(@), [(@), 5—['(2)| = Z [z, [(2), ['(z)]
con
f(z) = f(x) = f(G(@))
Yy
df(x) _ 0z df(z)
de — Or dx
donde 07 /0x es una matriz. Asumamos que
(5/.,2%[% =0
da origen a la ecuacion de Euler-Lagrange
d
— = 0,

a través del principio variacional producido por f + eh. Dado que .Z es un escalar, podemos escribir

/ Ldr = / Ldz a—:f ,
0z
y si utilizamos la variacién f + eh podemos evaluar
oz - _ d -
Esto implica que también tenemos
_d -
ff — %gp =0.

15



4.1. Restricciones

Para el caso de varias funciones
x2
S[fl7f27"'7fd] - /g(l',fl,...,fd,f{,...,f:l)dﬂf,

el principio variacional producido por f; + eh; da

T dy d
/ a3 h [zfi - %gﬁ} 0,
x1 i=1

Por lo tanto para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange, necesitamos que las funciones fi, fo,... sean
independientes para garantizar que las hq, ho, ... también lo sean, y podamos exigir que los paréntesis sean
nulos en forma independiente, esto es

2,4

. Ly =0  =1,...,dy.
P d:E fl ¢ ? y Of

Por ejemplo, podemos definir restricciones Holonomicas (Holonomic constraints) como las cuales pueden
ser descritas por un conjunto de m de ecuaciones independientes que relacionan las funciones

gj(l’,fl,...,fn):Cj j:]_,...,m
Como mencionamos arriba, no podemos aplicar el método de Euler-Lagrange a las variables dependientes,
fi (i =1,...,n), ya que las variaciones (descritas en termino de listas)
0
gz, f+eh) —g(z,f)=0  — a—fhzo

no son independientes y no podemos garantizar que cada paréntesis sea nulo en forma independiente.

Supongamos que existe una transformacion a las funciones generalizadas 6(x) (que son independientes)
f=1£(6,2)
tal que las dimensiones satisfacen dy > dyp = dy — m y ademads

ar_ordo  of
de  00dr  Ox’
Nuevamente asumimos que .Z es un escalar tal que

L(2,0,0") = L(x,f, 1),

y ademas que .Z satisface el principio variacional

5/dx$:0.

16



Entonces, usando el hecho que .Z es un escalar, podemos aplicar la variaciéon 0 + ehy para obtener

do
T2 T2 _ T2 d
o:(s/ d:cg:(s/ dx.,zﬂ:/ dz ) hy, {xgi—d—ggg} = 0.
1 1 1 i=1 € '

Dado que las funciones 6; (i = 1, ..,dy) son independientes, y por lo tanto hy, (i = 1,..,dy) también lo son,
podemos obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange

d
Ly, — — Ly =0 i=1,....dy.
der 7

Por lo tanto, en general las funciones en las cuales estamos interesados tienen restricciones. Podemos evadir
este problema encontrando “funciones generalizadas” que incluyen las restricciones. Por ejemplo, en la
superficie de una esfera tenemos 3 variables dependientes, (z,y, z) que tienen la restriccién z2 4 y* + 2% = r?
por lo cual uno utiliza dos variables independientes (6, ¢), denominadas “variables generalizadas”, con las
cuales debiéramos ser capaces de re-escribir £ en termino de variables independientes a las cuales les
podemos aplicar el formalismo de Euler-Lagrange. El analisis anterior nos garantiza que las soluciones en
los dos sistemas de coordenadas son consistentes.

Veremos mas adelante que esto es fundamental cuando utilicemos el principio de Hamilton para refor-
mular la dindmica Newtoniana.

Problema: Considere el Lagrangiano

1
. 12 12
=5+ )+ b
con la restriccion fZ + f2 = 1. Encuentre una ecuacién de movimiento que represente el sistema. Veremos
en el préximo capitulo que esta ecuacion representa el movimiento de un péndulo.

Z

Solucién: Hagamos la transformacion f; =sinf y f, = cos6 a la funcién generalizada 6(x). Con lo cual
fi=0cosb fl = —0'sinb,
y por lo tanto
L(x, fr, [, fo, f5) = ZL(x,0,0") = %RQH'Q + cos 6.

La ecuacion de Euler-Lagrange es
0" = —sin.

Una vez que resolvemos (x) obtenemos inmediatamente

fi(z) = sinf(x) fo(z) = cosf(x)

Supongamos que no podemos o no queremos re-escribir el Lagrangiano en termino de variables generalizadas.
Nos damos cuenta de inmediato que el conjunto de variaciones h;(z) no son independientes y se deben regir
por las restricciones.

17



Por ejemplo, tratemos de minimizar el funcional L(z, f1, fa, f1, f4) sujeta a la restriccién g(x, f1, f2) = const.
Intuitivamente debiéramos poder usar la técnica de Multiplicadores de Lagrange, por lo cual debiéramos
minimizar el funcional

L=2L—-\Ng—-0C)
lo que nos da

d dg

para ¢ = 1,2, ademas de la restriccién. Tenemos 3 ecuaciones y tres variables que resolver, fi, fo, A

Miremos esto desde el punto de vista variacional evaluando las variaciones del funcional

S[f1 + €hy, fa + €ho] — S[f1, f2] = /dIZh [Zfz——ff}

Aqui no podemos forzar los paréntesis a cero en forma independiente porque las variaciones de h; se
relacionan por

g g }
0=dg = hi + h .
g 6{(%‘11 af, "

Podemos resolver por h, para obtener

1 0g 1
ho = —h h
2 3g o/, 1= gf29f1 1
0f2
y por lo tanto
d 1 d
S[fl + Ehl,fz + Ehg] - S[fl,fg] =€ dmhl gfl - d—gf{ — — 95 gfz — _gfé

T 92 dx

y la ecuacién de Euler-Lagrange es

d 1 d
2y — %Xf{ - ngl («fh - %c%&é) =0

ya que hy si se puede elegir en forma independiente. Esto es lo mismo que obtenemos por el método de
Multiplicadores de Lagrange observando que

1 d 1 d
— | Z — %y | =— L, — — L )| == t
9f ( e dx f) 9t < & dx f2> cons

Notemos que es relativamente facil generalizar esto a mas funciones y mas dimensiones.

Problema: Que pasa si tenemos una restriccién global? Por ejemplo, encontremos f que optimiza
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S1f] = / La. [ [')d fe)=f S = fo

sujeto a la condicién
2

W(f) = /g(:c, I, [dx = C(xy — x1)

1

De nuevo, asumimos que estas funciones admiten todas las condiciones de continuidad y diferenciabilidad
(6sea C?) requeridas. Es facil de probar que este problema es equivalente a minimizar el siguiente funcional

2

SIf) = / L o)+ MC — gl f, )] da

1

La funcién f(x) que minimiza esta integral esta dada por la ecuacién de Euler-Lagrange

L=%—)\g
4
Y — — L =
i 0

Esta ecuacién es segundo orden, por lo tanto requiere 2 constantes mas \. Estos valores se pueden calcular
de las dos condiciones de borde y de la funcion de restriccién. Es muy interesante darse cuenta que la
ecuacion de restriccion se puede derivar directamente de la Ecuacion anterior haciendo una variacién en A.
Esto tltimo parece sugerir que A tiene un valor fisico.

Ejemplo Encontrar la funcién que optimiza el funcional

swl= [ [h (Vo(@)? + V()p(e)?] dr

2m

/wzdx =1

Este problema implica que necesitamos minimizar el funcional

Bajo las condiciones

&

h2
S (V) 4 V2 = d?

Del cual obtenemos
h2
—— V2 + Vip = M\
2m
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Este es el problema caracteristico de mecanica cudntica. Es muy interesante darse cuenta que los problemas
de la fisica se pueden formular como un problema de optimizacién. Esto es fundamental para dar el paso
a la fisica moderna. También es relevante notar que \ adquiere un significado fisico. Veremos mas de esto
cuando re-formulemos la mecanica en el préximo capitulo.

Para el caso general de n variables f(x,yi,...,y2) con m condiciones de restriccién g;(z, y1,...,y, = C}
tenemos
L =2L(x,y1, . Un) + (@) (95(, Y1, un) — C5) i=1,...,n n
gj(xvyla“'ayn)_Oj<$2_xl) =0 j=1,...,m

5. Soluciéon Numeérica

En general muchos de estos problemas quedan explicitos como problemas con condiciones de borde, no
como un problema inicial que se puede integrar con métodos estandares.

5.1. Shooting method

Para esto debemos formular un “shooting method”.

Problema: Supongamos que tenemos que resolver

d*v

i —dmp(z)

que en principio se puede encontrar como

U(z) =U(0)+ V' (0)r — 47 /090 dz /02 p(y)dy

Podemos notar que para integrar esta ecuacion necesitamos ser capaces de hacer la integral y ademas tener
las condiciones de borde en x = 0.

Muchas veces la integral no se puede resolver en forma analitica y en otras no tenemos las condiciones en el
mismo punto, sino mas bien tenemos condiciones de borde ¥(0) y W(L). Para estos casos, podemos utilizar
un “método de disparo” para encontrar la solucién en forma numeérica.

Por ejemplo, si queremos resolver el problema de

p(z) = sin(cos[z]) v(0)=1 U(l) =4

Para eso definimos una funcién fun(s) que encuentre ¥(1) numéricamente a partir de un valor inicial
s = ¥'(0). Ahora tenemos que encontrar el cero de la funciéon
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g(s) = fun[s] = ¥(1)
Para encontrar el valor de ¥'(0) que de ¥(1) = 4. Esto se puede hacer con el método de la secante dados
dos valores iniciales sp = 1, s1 = 3,
Sp = Sn—1

9(sn) — 9(8n-1)
el cual converge rapidamente a s — 7,2, y la solucién se muestra en la Fig. 3.

Sn+1 = Sn — Q(Sn)

5
4

3

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3: Soluciéon al problema en una dimension

5.2. Elementos finitos en 1D

También es posible construir directamente una aproximacién numérica del funcional

Sm:/gm

discretizando la funcién f(x) en termino de funciones localizadas

f(x) = Zfz‘hi(l’)

donde h;(x) es el elemento finito alrededor del punto de la grilla (x;). Por ejemplo,

- |z — x4
hi(z) = Ax
0 lx — x| > Az

|z —x;) < Ax

con z; = iAx. Pero hay otras posibilidades como una cuadratica centrada en x; o una gaussiana centrada
en ;. Podemos calcular la integral de arriba en funcién de f;. Luego de optimizar esta expresién sobre los
valores desconocidos de f;, obtenemos la solucion esperada. En MATHEMATICA podemos utilizar NSolve
si el problema es polinomial, o FindMinimum si el problema es no-lineal en f;. Para discretizaciones mas
avanzadas, es posible que tengamos que usar un método mas global como algoritmos genéticos o CSA, ya
que pueden existir multiples minimos.

Ejemplo: Supongamos que queremos resolver el mismo problema de arriba
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con
p(z) = sin(cos[z]) v(0)=1 U(l) =4
En este caso sabemos que este problema se puede escribir como un funcional
L = %\11’2 — dmpW
Por lo tanto re-escribmos la accién como

SHw;} = Z\p\p / dahl(x —47rZ\IJ/d:z:h’ z)p(z)

’Ljo

Con la definicién

Ay = /0 dohl (@)W ()

b; = 47?/0 dzhl(z)p(x)

donde i = 0,...,Ny j=0,...,N. Entonces se puede escribir como una matriz actuando sobre el vector
U= (Vy,...,Uyn),

_ 1. _
S[W] = §\IJTA\IJ — '
Notemos que las condiciones de borde tienen que ser satisfechas por
= W;hi(0) T(1) =) Wihy(1)

que se usan para despejar dos ¥;. Para nuestros elementos finitos triangulares tenemos

‘Pozl QN:ZL

Con estos elementos finitos podemos calcular inmediatamente

por lo tanto
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1 N N
S=5 > U AT, — nz_o by,

n,m=0

Si ahora buscamos el éptimo

dsS
d\:[jz 0 Z ) )
obtenemos
N
> AU, = b =0 i=1,.,N—1
n=0

porque la matriz A es simétrica. Notemos que las condiciones de borde estan incluidas aqui ya que la
sumatoria va de n = 0 hasta m = N. Separemos los términos correspondientes a condiciones de borde

N-1
Z Ain V¥V =b; — Aj oV — A nVUyN i=1,.,N—1
n=1

Podemos re-escribir entonces esto como
AV =0
y la solucién es entonces
U=A"
Problemas mas complicados también se pueden enfrentar.

@

Figura 4: Solucién al problema en una dimension con elementos finitos

5.3. Elementos finitos en 2D

En realidad el método de elementos finitos tiene que ver con un procedimiento mas general para resolver
problemas de este tipo. Notemos que la ecuacién de Laplace viene de un principio de optimizacion

L[®] = / ((V®)* — 47p®) da® — SL=0— V*® = —dmp
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Por lo tanto uno puede asumir una forma de interpolacién
(I)(*Ta y) = Z (Di,jh<x> Y, Tg, y])
2%
donde h(x,y, x;,v;) es el elemento finito alrededor del punto de la grilla (z;,y;). Usando una aproximacién
lineal

h(x> Y, Zi, y1) = h(ﬂ?, x1>h(y7 yz)
donde

Az

11—zl g <A
h(z,x;) = o —ml < A
0 |v — x| > Az

con x; = iAx, se puede calcular la integral de arriba. Luego optimizamos esta expresion sobre los valores
desconocidos de ®; ;. Aqui lo importante es ordenar apropiadamente los indices para poder escribir este
problema como

A® =10
y la solucion es entonces
d=A"

donde b contiene informacion sobre las condiciones de borde, y A es una matriz conocida.

Si tenemos condiciones de borde donde otro sistema de coordenadas es razonable, tenemos que evaluar el
funcional en forma apropiada.

Cuando las condiciones de borde no son regulares o rectangulares, es conveniente usar una grilla no rectan-
gular. Para estos casos es muy comun utilizar una grilla triangular (la mayoria de las veces se utiliza una
grilla variable con en la Fig. 5

Figura 5: Grilla triangular variable
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Para estos casos, conviene utilizar una interpolacién lineal dentro de cada triangulo

U, (2, y) = a;p+ a1 + a; 2y

donde los coeficientes van variando en cada triangulo de area A; y dependen de la posicion de los tres
puntos que definen cada triangulo. Es posible hacer una transformacion de una interpolaciéon dentro de
los triangulos a una descripcion en termino de elementos finitos sobre cada punto de la grilla, pero estos
claramente dependen de la posicién de los otros puntos del triangulo. El caso de una grilla regular es mas
facil. Notemos que el Lagrangiano en dos dimensiones es

/ (VU)’da® = " Ay(a}, + al,y)

donde la suma es sobre los tridngulos. Notemos que puede ser mas facil organizar computacionalmente los
triangulos en termino de un método de refinamiento de la grilla, en lo que se llama un método adaptivo.
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