Capitulo 5: Transformaciones candnicas

En este capitulo estudiaremos las idea basicas de los sistemas candnicos y las simetrias subyacentes.
En un sistema de dimensién d, con un espacio de fase de dimensién 2d + 1, podemos definir

LA CRY)
9q
Notemos que hemos definido la gradiente en d dimensiones. Si esta relacién se pueda invertir,
podemos construir el Hamiltoniano a través de la transformacién de Legendre

— q(q,p,t).

Esta transformacién da origen a las ecuaciones de movimiento

oA .o A oH 0%

1= %p P="%q at ot ot

Un sistema que admite un Hamiltoniano se denomina un sistema canoénico. Estos sistemas tienen
su relevancia en mecanica cudntica, ya que la teoria se puede desarrollar solo desde el punto de
vista de sistemas candnicos (y operadores hermiticos).

Podemos escribir las ecuaciones candnicas en forma mas compacta definiendo el vector

x = (q,p)

y la gradiente del Hamiltoniano con respecto a x como

0 0
S = (a—q’%)

Con la siguiente matriz de dimensién 2d x 2d

(40

podemos definir las ecuaciones candnicas como

x = J I,
donde la matriz J tiene la propiedad de J? = -1y J~! =J7 = —J.
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1. Transformaciones Candnicas (TC)

Es posible obtener las ecuaciones de movimiento directamente del principio variacional de Hamilton
usando
g(t7q7q7p7p> =p- q_ <%(q?I:)?t)

para p y q independientes, ya que

dog oL ox
dt 0q¢  0q p= aq
dog oL _ox
dt op p 4= op

Es bastante claro que hay muchas formas de elegir las coordenadas independientes. Una transfor-
macién canénica (TC) se define como una transformacién difeomorfica (que sea uno a uno tal que
es posible encontrar el inverso) de

{p.a} — {p.aq 0}
que preserven el principio de optimizacién

5}2[q-p—<%”(q,p,t)]dt:() — 57[&-13—362(61,13,75)] dt =0

t1 t1

y la estructura canénica de las ecuaciones

. 0 Y
1= 1=
N I Y
b= Fa b=Tq

Es casi intuitivo darse cuenta que podemos sumarle a L la derivada completa de un funcional M,
que depende solo de viejas y nuevas variables pero no de derivadas, sin cambiar la estructura de
las ecuaciones.

d#

p-a-A(ap=[p a-A@pt)+- -

Es importante notar que .# solo puede depender de variables, viejas o nuevas, pero
no de las velocidades. Esto garantiza que las variaciones sean cero en los limites de
integracion.

Dependiendo de que combinaciones de nuevas y viejas variable que definen a .# tenemos las cuatro
TC y se pueden obtener una de otras con una transformacién de Legendre. La funcién .# es
denominada la funcién generadora de la TC. Es importante notar que solo dos variables se pueden
usar en . (una nueva y una vieja) para mantener la independencia de las variables.



La razén fundamental para definir una TC es para ver si es posible encontrar una transformaciéon
de variables en la que el Hamiltoniano sea ciclico en alguna de la variables, lo que implica que

oA _
pi=——F5—=0 — Di = o; = const
0g;
. O ;
G = —— = vi(t) — G = [ vi(t)dt + B;
api t1

lo que resuelve el problema completamente para la variable 7.

En principio podriamos multiplicar la relacién por una constante (scale transformation)

d#

Alp-d - (a,p.] = [p-d—A(apt)] + =

pero por ahora asumiremos que A = 1.

1.1. Los 4 casos (transformaciones de Legendre)
1.1.1. Caso: .# (q,q,t)

En este caso tenemos

dt o4 . oM . O

- = — 4 +q- —
a ot Y eq T ag
y debemos satisfacer la ecuacién de arriba

oM o# . OM

Q= =dq— Y - q- ——
P-4 Pq +8t+q 6q+q 94
lo que implica que
p= -2 a=alap)
p_ 8(_1 q qq7p7
oM

= Qa5 — = _7_7t
P= g Pp=p(q,p,?)

A (q,p,t) = (q(q,p,t),p(qQ,p,t),t) + .4 (a(q,p,t),q,1)

asumiendo que las relaciones se pueden invertir.

De la misma forma podemos definir los 3 restantes casos asumiendo que se pueden invertir las
relaciones.



%:Tl((%(_%t) —__% — Z 3 %
p= 9 p= H = H + 5
S op ot
- TZ(q7p7t) _q(qapat)p P

A = Tia@p.1).a.) q= T |5 =+ 2
_ _ 0 ot

= Ty(q,p,t) +a(@p,t) p P
_ _ o _ 0 ot

Todas estas transformaciones se relacionan con una transformada de Legendre como podemos ver.

Por lo tanto son en esencia la misma transformacién.

Problema: Demuestre que 75 incluye la transformacién de identidad

1.1.2. Ejemplo del oscilador armoénico

Hay una TC que hace ciclico el problema. Tomemos

p° 1 2 9
H(q,p) :%+§mw q

con

1
Ti(q,) = Smwq® cotq

con lo que podemos resolver

_ oTy 1 mwg? . [2p . _
= — = — - — Siln
b 07  2sin®q 1 mw o

aT, _ [ 2p _
= — = Tmwqgcot q = mw4{/ — cosq
dq mw

Ahora podemos construir en el sistema transformado

con lo que obtenemos




7 T, _
f%”—,%”—i-g—wp

y podemos encontrar las ecuaciones de movimiento

o

t+ 5

q(t) =1/ % sin(wt + )

solucion que ya conociamos. Cuando el momento p es constante y la coordenada asociada q lineal
en el tiempo, p se denomina la variable de acciéon y q la variable angular. Ya volveremos a las
variables de acciéon-angulo mas abajo.

_>

Q3
[l
ISl

y volviendo al sistema inicial

1.2. Estructura simpléctica

Los 4 tipos de transformaciones candnicas relacionan derivadas cruzadas entre los dos sistemas de
coordenadas. Por ejemplo para el caso 1 tenemos

op;  O*Ty  Op;

03  03;0¢  Oq;
similarmente para las otras TC. Por lo tanto podemos definir la matriz
g_;; - (MA)M - gz
Es interesante ver que toda la variedad escondida en las 4 transformaciones candénicas puede ser
resumida en la siguiente relacion

MIIM=J| - M'!'=-JM"J

M;; =

La importancia de esta relacién yace en que M es la matriz de segundas derivadas de generadores
de TC y le da cierta simetria al espacio de fase. De hecho todas la matrices que obedecen esta
relacién conforman el grupo real simpléctica S, al cual pertenece M? y M~!. Mas aun, de esta
relacién se puede probar que (detM)? = 1, M no es singular y tiene inverso. Mas aun, es posible
probar que det(M) = +1 para todas M. Podemos ademds ver que J es invariante bajo TC, por
esta razon juega el rol de una métrica en el espacio de fase.

Problema: Pruebe esta relacién para 1 dimension.

Partamos por



Podemos escribir

op 0q Op 0q
MT T M — p 0qa Jp 09
Jdp 0q 0q OJp

Ahora, usando las relaciones de la tabla
op _ 0 [o1) _ 0 [o1] __op

0q 04 | dq N
op 0 |:6T2:| 0 {8%} _0q

b 0p|0q] dq

podemos escribir

_0a dp  Op Oa_0qa Op 09 Op
0p 04  0p 0a 0p 0q 0p 0q
dado que
d dq 0q Oq Op
04 94 da 0p

vemos que es igual a

det(M) = —= —= — —— ——

Por lo tanto




Este resultado es general para cualquier dimension.

Problema: Si tenemos una transformacién linear, que necesitamos garantizar para que sea una
transformacién canénica?

En este caso tenemos

()= 3) ()

y para que sea una transformacién simpléctica, necesitamos que el determinante de la matriz sea
+1.

Problema: Pruebe que las transformaciones candnicas representadas por la matriz simpléctica M
forman un grupo.

Problema: Probar para la TC del oscilador arménico que det M = +1

2. Paréntesis de Poisson

Supongamos que tenemos una funcién de coordenadas generalizadas f(q, p,t), la variacién de esta
funcién en la érbita es

df of of of . Of of o 0of oA of
i E+aq Q‘i‘% P=5 <—'———' > +{f<%ﬂ}

lo que define el paréntesis de Poisson. Para dos funciones dinamicas tenemos

af dg dg Of
{f g} :Za_a_ = a0 Ioe = fx J 9x
o Y4k ODk qr OPk
Es facil probar que el paréntesis de Poisson es invariante bajo una TC.

d

of Ox; B of
8@ Z Oz, 8xz Z 8% Z<MT)”8_$]

J

x = T(x)

o en forma matricial

fi:MT fx

Ahora podemos demostrar que

{f7g}>_c:f):{Jg>_c:f;{ (MJMT>gx:f){JgX:{fag}x



La tltima relacién se consigue de la definicién de la estructura simpléctica de las TC, ya que M7T
también pertenece a S. De hecho es posible darnos cuenta que si 1" es una transformaciéon que
satisface esta relacién para todo f y g, entonces es una TC.

Si asumimos que

{ai, a5} = A{pi,p;j} =0 {ai,p;} = 0
es posible demostrar que una transformacion es una TC si satisface
Por lo tanto, hasta ahora tenemos 3 formas de determinar si una transformacién es candnica
= M es simpléctico
» El conmutador {f,g} es invariante

= Los paréntesis de Poisson de las variables satisfacen las relaciones de arriba

Note la similitud de estas relaciones y las relaciones canonicas de la mecanica cuantica. El paso a
la mecénica cuantica se hace justamente convirtiendo estos paréntesis de Poisson en conmutadores
de operadores (multiplicados por una constante). Veremos esto explicitamente mas abajo.

2.1. Propiedades de los paréntesis de Poisson

Ahora veremos algunas propiedades de las paréntesis de Poisson. En termino de la dindmica de las
variables candnicas, podemos escribir

g = {Qia%}

Ademas se puede demostrar que

{fidg: 13} +1{g,{h, f}} +{h.{f.g}} =0

Esta tultima se denomina la identidad de Jacobi. Esta relacion se puede probar usando la simetria de
los paréntesis de Poisson. De esta relacion obtenemos que si f(g, p) es una constante de movimiento,
entonces

{f,. £} =0

Obtenemos el teorema de Poisson: El paréntesis de Poisson de dos integrales de movimiento es
de nuevo una integral de movimiento. Por ejemplo, si



w={f g} 1,0y =1{9,2¢} =0

entonces

0=AA, 0} +{f {9, }} +{9. {7, [}} — w=A{w A} =0

3. Simetria y Leyes de conservacién

Supongamos que tenemos un Lagrangiano independiente del tiempo

£ =T(q,q9) —U(q)

Es facil demostrar que si la energia cinética es una funcién homogénea de 2do orden, entonces

qp=2T — HX=T+U=FE

lo que ademas implica que la energia se conserva en una trayectoria. Aca vemos que la existencia de
una simetria, en este caso el sistema es invariante en el tiempo (“time shift”), genera una constante

de movimiento, en este caso la energia. Esta observacion es muy general, y se determina el teorema
de Noether.

3.1. Punto de vista Lagrangiano: Teorema de Noether

Supongamos que tenemos .Z(q, ¢) independiente del tiempo (un sistema auténomo) que es invari-
ante bajo la transformacién continua q : h(q, s) del pardmetro s, con h(q,s = 0) = q, entonces
existe la integral de movimiento

) 0%(q,q) 0
I(q,q) = % : @h(q, s)

5=0
Prueba: si q(t) es una solucién de las ecuaciones de movimiento, entonces ¢(t, s) = h(q, s) también
es una solucién de las ecuaciones de movimiento, ya que

2 (¢(t.9),8(t,9)) = Z(a, )
dog oz | oz oz
dt 9q  dq dt o I
ya que .Z no depende de ¢(t, s) (mirar el capitulo sobre calculo de variaciones), y con la definicién

o(t,s) = ¢(t, s). Esto implica que

1((t.9). 9t.9)) = °Z éz’ 9) . 2¢ls)

dl(p,¢,5) d (0L\ 0¢p 0% d (0¢\ 0% 0¢ 0L aq's_a.z_o
(¢, ¢, 5) _(8_4)).§+8_¢a(%>_%.£+ . _

dt dt

op 0Os Os

10



para todos los valores de s. Por lo tanto

1(1.9).9(0.9).9)]_, = Tla.a) = 220D Tnyq

también es una constante de la trayectoria. Notemos que es trivial extenderlo para varias dimen-
siones

s=0

_0Z(aq) 9

I(q,q) 2 55

Ejemplo 1: Tomemos el Lagrangiano tradicional y asumamos que es invariante bajo una traslacion
en un eje

1
ZL=-mx-x—U(x
5™ (x) L 02 Oh(xs)

=mx-a =D,
h(x,s) =x+ sa ox ds

implica que si el sistema es invariante a una traslacion, por ejemplo si consideramos una particula
con U(x) = 0, entonces el momento es constante.

Ejemplo 2: Tomemos el Lagrangiano tradicional

..
Z = §mx-x—U(x)
y asumimos que es invariante bajo una rotacion en el eje z

COos S sins 0
h(x,s) = —sins coss 0 |
0 0 1

implica que si el sistema es invariante a una rotacion en un eje entonces la proyeccién del momento
angular en esta direccidn es constante ya que

0% 0h(x,s)
ox Os
Asi, si el Lagrangiano es invariante a un rotacién en cualquier direccién (con un potencial simétrico

en forma esférica como una fuerza central) entonces el momento angular total es constante. Para
mayor intuiciéon mirar el capitulo de rotaciones del cuerpo rigido.

1

s=0

Problema Que pasa si utilizamos la matriz de rotacién con un eje de rotaciéon en una direccion
general.

11



Ejemplo 3: Como se pasa al continuo? Para el caso de campos A,,, con la simetria h, (4,,s) tal
que hy, (A,,s =0) = A,, tenemos

I:/H,jd%l/gA a%
e Os

s=0

3.2. Punto de vista Hamiltoniano: TC Infinitesimales

Las simetrias y las constantes de movimiento también se pueden estudiar desde el punto de vista
de transformaciones infinitesimales. Primero S; = q - p genera la TC de identidad. Supongamos
que partimos por una transformacién infinitesimal mas alla de la identidad

T=q-p+er(q,p)

Con esta definicién tenemos

0T or _ or

%28—@:%—1-68@ — 5%:%_%:58@:{%’7}8
or or _ or

pi:a_%:pi+68qi — 5Pi=pi—pz‘=—58qi:{]7i,7}5

por lo tanto podemos escribir a primer orden en ¢ que £7(q, p) ~ £7(q, p).

Por ejemplo, si usamos 7 = H(p,q) y € = dt, obtenemos

dg; = {q;, A }dt
dpi = {piv %}dt
que es equivalente al resultado que obtuvimos anteriormente. Esto implica que la funcién Hamilto-

niana sirve para darle un boost al sistema en que la correspondiente TC infinitesimal corresponde
al movimiento actual del sistema en el intervalo de tiempo dt.

Para cualquier variable dindmica f podemos calcular la variacion producida por la transformaciéon
canoénica generada por T,
of af
. (5q + _

dT = a_ - 0p = )
f=% op P {f,}e
Supongamos que T deja ¢ invariante, esto quiere decir
dr
0=d, 7 ={H, 1}e — %:O

por lo tanto 7 es una constante de movimiento. Por lo tanto podemos definir una simetria como
una transformacién canénica que deja el Hamiltoniano # invariante (de la misma forma). Esta
TC infinitesimal generada por 7 hace a la funcion Hamiltoniana # invariante si y solo si 7 es una

12



constante de movimiento a lo largo de la érbita. Es importante ver la relacion con el teorema de
Noether para la funciéon Lagrangiana.

En particular dado que dyf = {f, #}dt, podemos comprobar que 7 es la transformacién
candnica que permite hacer la transformada t — ¢ + dt, evoluciona el sistema en el tiempo.

Volvemos a nuestros ya tradicionales ejemplos con el Hamiltoniano
2

_r
%—Qm—i—U(q)

Ejemplo 1: Asumamos que ¢ es invariante bajo una traslacién en la direcciéon a,

P=DP
q=q+ca

entonces tenemos que encontrar la transformacion candnica correspondiente,

T
oT — T(q,p)=q p+ea-p
=qtea=_—
Ip

que hace € es invariante, lo que implica que

{ea -p, '} =0 — a-p = const

implica que la proyeccién de p en la direccién a es una integral de movimiento.

Ejemplo 2: Asumamos que 5 es invariante bajo una rotacion en el eje z. En forma infinitesimal
tenemos

1 6 0 )
T
g—_:q: -0 1 0 |q p
p 0 01 0 0
— T(q,p)=q-P+p-| =0 0 0 |-q
T 1 600 0O 0 0
q 0 0 1

y esto implica que el generador es una constante de movimiento
7(q,p) = (p1 @2 — P2 1) = L3

13



Por lo tanto si el sistema es invariante a una rotacion en un eje entonces la proyeccion del momento
angular en esta direccion es constante.

Problema Que pasa si utilizamos la matriz de rotacién con un eje de rotacion en una direccién
general.

4. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Consideremos el caso de #(q, p,t). Supongamos que queremos encontrar la TC, con T(q,p, 1),
que fuerce a

H(q,p,1) =0.
Las ecuaciones de movimientos son
q==0 — q(t) = Qo
p=-,=0 — p(t) = Po
Dado que esta transformacion candnica exige que
B oT _ oT
obtenemos
- 0T(q,po,t _
Qo = % — q(t) = a(qo, Po, t)
Po
y también,
OT(q, Pos t L
p(t) = % — P(t) = d(Qo, Po, 1)

La ecuacion que tiene que satisfacer T, es la ecuacién de Hamilton-Jacobi

orT 9T (q,p,t)

aq =0.

para el generador de la TC. Una vez que tenemos T, se puede obtener q(t) y p(t) de las relaciones
de arriba.

Ejemplo 1: Para una particula libre

14



tenemos que resolver

lo que nos da

_ D,
T(X, P, t b X — =2 ¢
(X, Do, t) = Po - X — 5 -t 4 ¢
con lo que podemos escribir
aT 70 70
T:X—p—t:)_(o — r(t):)_(0+p—t
op m m

que es precisamente la solucién que esperariamos.

4.1. 7 independiente del tiempo t

Consideremos el caso de ##(q, p) independiente del tiempo. Esto se puede pensar de dos maneras.

4.1.1. Meétodo 1

Supongamos que queremos encontrar la TC, con T'(q, p,t), que fuerce a

A (q,p) =0.
tal que
q = =0 - q(t) = a,
p=—Jg=0 - p(t) = Po

Esta claro, mirando el ejemplo anterior, que si .7 (q, p), T' va a ser lineal en el tiempo ¢, con una con-
stante de proporcionalidad igual al Hamiltoniano h. Por lo tanto pensemos en una transformacion
canonica T'(q, p, t) tal que

donde
h = (qm po)
Dado que esta transformacion candnica exige que
or oS 0T 0S oh
p = — = — q = — = — — — t
dq  0Jq Opo  OPo  OPo

15



obtenemos

__ 0S(q,p,)  Oh I
°= " op, b, | — qa(?) = a(Qo, Po, t)
y también,
95(q, P o
p() = R )~ g bt

La ecuacion que tiene que satisfacer T', es la ecuacién de Hamilton-Jacobi

oS
%”<q,p=—) =

para el generador de la TC. Una vez que tenemos T, se puede obtener q(t) y p(t) de las relaciones
de arriba.

Ejemplo 1: Para el caso de la particula libre tenemos

S(Xapo) =Po-X+c

y por lo tanto

_ 05
P—aq—Po
i—x—tah =%, — x(t) 5{+aht
B opo -7 0p,
donde
8h_8h _
opo Opo °

es la velocidad inicial constante.

Ejemplo 2: Para una particula

_ P
%”—Qm—l—U(x)

tenemos que resolver

1

o (VS +U(x)=h=E

lo que implica resolver

16



ta
(VS)? =2m[E —U(x)] = p? — S:/p~dx—l—50
t1
donde la integral es hecha a lo largo de la trayectoria x(t) con energia E. Notemos que esta ultima
relacion no se puede integrar exactamente sin conocer la direccién del vector p que tiene magnitud

V2m(E — U(x)) como funcién de x. En este caso el generador de la TC se puede relacionar con la
accion usando

dT(q7 I_)O7t) _ 8T a_T

@ ot Toq A= tPa=~

lo que implica que

t
T(q(t)> Po; t) = /iﬂ(q, q, t/)dtl
t1

donde la integral debe de ser integrada a lo largo de la trayectoria real q(t), donde ¢ no es inde-
pendiente de q(t). Variaciones de esta integral solo se puede hacer en termino de pardmetros en
los bordes (t1,a,p1) o (t2,b,pa) v esto puede ser un maximo, un minimo o un ”saddle point”. En el
caso de un problema en 1D, podemos entonces escribir

T

S = i/d:B\/Qm(E —U(x)

To

4.1.2. Método 2

Supongamos que queremos encontrar la TC, con T'= S(q, p), que fuerce a

2(q,p) = Q(p)
para una funcién arbitraria Q(p) tal que
_ 00 _ _
— =% o an=wt+a,
p=-,=0 — p(t) = P
donde
o)
w =
9P,
Dado que esta transformacion candnica exige que
08 _ 08§
P 0q 17 96,

17



obtenemos

_ . 05(q,po,t _
CI(t) =wt + Qo = (g_p ) q(ﬂ = q(qoa Po, t)
Po
y también,
05(q, Po o
p(t) = —(g qp ) — P(t) = 4(Go, Pos t)

La ecuacién que tiene que satisfacer S, es la ecuacién de Hamilton-Jacobi

oS
Jf(q,p:a—> =0.

para el generador de la TC. Una vez que tenemos S, se puede obtener q(¢) y p(¢) de las relaciones
de arriba. Notemos que esto es similar al Método 1, con h = ().

Ejemplo 1: Particula en un potencial harménico
2 2

p q
= 4L
2+2

en una dimensién. Asumamos f = p, y por lo tanto tenemos encontrar S(q, p), resolviendo

(oSN 1,

donde hemos elegido Q(p,) = p, lo que implica resolver (antes del punto méximo de oscilacion)

q
S(q,p0) = / V2D, — x?dx
0

Notemos que

-2 - V-7

08 X dx —sin1< q )
1 op, 0 /2P, — 22 V2D,

ol

donde

0) y

3

Por lo tanto

q = /2P, sin(t + q,)

y ademas

18



q = +/2psinq p=/2pcosq
que ya vimos que representa una transformacion candnica que resuelve el problema del oscilador
harmonico.

Notemos que lo que hicimos en el problema anterior fue rectificar la trayectoria en el espacio (g, p),
que corresponde a lineas rectas. Por supuesto esto se puede hacer mientras la solucién no sea un
punto de equilibrio (¢ = p = 0).

4.2. Rectificaciéon global de la trayectoria

Notemos que para el caso de un Hamiltoniano independiente del tiempo en general podemos elegir
Q(p,) tal que la ecuacién de Hamilton-Jacobi es

H <q, 6_2‘) = Q(P,)

La dinamica esta descrita por

. __ 95(q,P,) , _
A=wt+q="—p— =  dlt)=a(@+wtpo)
Vemos que en la practica hemos rectificado la trayectoria. En el caso del oscilador harmoénico,
transformamos una trayectoria eliptica cerrada en el espacio de fase (¢, p) a una trayectoria lineal

en el espacio de fase (g, D).

Pregunta: Es posible rectificar las trayectoria tal que en el espacio (q,p), correspondan a lineas
rectas? al menos localmente?

Asumiendo que podemos invertir la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, podemos encontrar

%(qlw'?qmpla"wpd):Q(po) — pd:_h(q17'"7Qd7p17"'7pd—179)

Vemos que dado que

o
Opa
podemos ver a ¢; = 7 como una variable temporal del nuevo Hamiltoniano h que es ahora “tiempo

dependiente” y que tiene formalmente d — 1 grados de libertad. Ahora tomemos una derivada de
la ecuacion de Hamilton-Jacobi

qd
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%<q1a ->4d,P1, - - - Pd—1, _h(q1a cvyqdyP1y -+ -y Pd—1, Q)) = Q(po)

con respecto a p; (i = 1,...,d — 1) para obtener
0 070ps . . Oh
0=+ g,
Opi  Opa Op; Op;
pero ademas
do i Oh
dr da B Ip;
Los mismo se puede hacer para
dr N 8%‘

Por lo tanto h es un Hamiltoniano, tiempo dependiente, para las d — 1 variables. Vemos que
efectivamente, hemos rectificado las trayectoria.

En particular, notemos que si elegimos Q(p,) = pg, entonces

=0 pi =0
para:=1,...,d — 1. Mientras que

da=1 Pa =0

lo que efectivamente permite rectificar la trayectoria. En este caso invertir la ecuacion de Hamilton-
Jacobi fue trivial.

Ejemplo 4: Particula en un potencial harmoénico en una dimension. En este caso tenemos que

encontrar S(q,p) y resolver
1/0S 2+ 1,

donde hemos elegido Q(p,) = p, lo que implica resolver (antes del punto méximo de oscilacion)

q
S(q,p0) = / V2P, — 22dx
0
Notemos que

s 1
8qapo 2]50 — q2

#0
por lo tanto podemos encontrar una solucién. Ahora
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oS

-2 - V-7
2

oS

1 ) q
q = = [1 ———— —sin! (—)
K aﬁo fO \/ 2}30 — X V 2]50
pero
. 09
q = =1
1 op,

por lo tanto

q = +/2p,sin(t —t,)

y ademas

q = 2150 Sin(j b= 2]50 cosq

que ya vimos que representa una transformacion candnica que resuelve el problema del oscilador
harmoénico.

5. Sistemas integrables (variables de dangulo — accién)

Sistemas que se puedan integrar completamente y globalmente son por lo general la excepcion. En
general el encontrar esta soluciones globales, no infinitesimales, depende de cuantas constantes de
movimiento se puedan encontrar.

Definamos un sistema auténomo donde H no depende del tiempo. Ademads definamos que d
funciones estan en involucién si

{9i,9;} =0  d,j=1,...d

Problema: Tomemos el problema de una particular en un potencial en d = 1 dimensiéon. Notemos
que ¢ es constante, y vemos que este problema es integrable donde la trayectoria se mueve en el
espacio de fase sobre las curvas ¢ = const.

Problema: Un caso interesante es el caso de una particula en d = 3 dimensiones bajo un potencial
central. El sistema es globalmente integrable en termino de cuadraturas. Ademas hay varias inte-
grales de movimiento dados por la energia .7 = E, el momento angular L, y L2. Es ficil comprobar
que no todas las constantes de movimiento estan “in involution”, ya que

{LSw%} =0 {L?n L2} =0 {L37 Ll} = _LZ {Lc}aLZ} = Ll
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pero que tenemos por lo menos d = 3 en involucion

{Ls, #} ={Ls, L’} ={L* H} =0

Problema: El caso de 3 particulas en un potencial central. En este caso podemos reducir el
problema a d = 6 variables independientes con la conservacion del centro de masa. En este caso
tenemos las mismas 3 constantes en involucion, y sabemos que el sistema no es integrable en general.

Problema: Notemos que si logramos encontrar la solucién a la ecuacion de Hamilton-Jacobi para
un sistema de d grados de libertad, obtenemos las d integrales de movimiento independiente g;
que satisface trivialmente la propiedad de {g;,q;} = 0. Por lo tanto la existencia de d integrales
de movimiento “in involution” sugiere que es suficiente para lograr que el sistema de 2d variables
candnicas sea integrable.

5.1. Teorema de sistemas integrables:

Supongamos que tenemos d funciones independientes {g; = 2, go, . . ., ga} que estan “in involution”
de un sistema auténomo de 2d variables candnicas. Entonces (mirar Arnold 1988):

1. Las ecuaciones de movimiento se pueden resolver por cuadraturas

2. La superficie de movimiento definida por las constantes {q; = 4, g, .. ., ga} se puede mapear
a un d-Dimensional torus T'= 5 x S x § x ...S (d veces) donde S es el circulo de radio 1y
donde el movimiento en S es cuasi-periédico con una solucién transformada como

do;
d—;:wi ’L:L,d

Notemos que las variables que estan en involucion, aparte de que g; son constantes de movimiento,
no varfan sobre las otras variables g;. Este restringe la solucién lo suficiente como para lograr que
el sistema sea integrable.

Ejemplo 1: Dos osciladores acoplados. El Hamiltoniano es

1 1 1
A = it )+ gmwli(at a2)® + gme? (g - a)?
= L ) e (@ )P+ | (- po)? e (@ — )2
Am b1 T P2 5 Tld1 T @2 am P1— P2 5 g1 — @2
= A+
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Sabemos que . es una constante de movimiento. Pero ademas .7 estan en involucién

(A, A} =0

Podemos encontrar los modos ortogonales de este sistema, pero en este caso los podemos leer
directamente de los paréntesis, los cuales son constantes de movimiento (claro que solo 2 son
independientes)

{0, A} =0
Definamos las siguientes variables y la transformacién canoénica
by = p1Ep2
V2
G+ = @ £

1 1
T(qs,q+) = Emerqi cot g4 + émw_qz cot q_
lo que nos da las ecuaciones de movimiento

p+ = Mmwiq cot gx

2py | — A =w.p _p_
P is wipy +w-p

q+ =
mw+

con lo cual finalmente tenemos

g+ =01 = wit + By

por lo tanto la trayectoria se desenvuelve en un torus T=SxS. El movimiento es cerrado si las
frecuencias estan relacionadas por un numero racional

e P

wo q

sino, el movimiento es cuasi-periddico y por lo tanto la 6rbita es densa en el torus. Estas variables
son un ejemplo de variables angulo-accion.

Problema: Tomemos el caso de un péndulo esférico

_ 2z
2mR?  2mR2sin® 6
Notemos que la coordenada ¢ es ciclica, por lo tanto

+ mgR(1 — cos )

Dy = const

Por lo tanto tenemos dos constantes de movimiento, y ademas podemos ver que
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{H,ps} =0

por lo tanto el sistema es integrable. Notemos que podemos re-escribir la conservacién de energia
como
1 a? 1
€= —pi+ ——— + (1 —cosq) = —pi+U(q)
2 2sin” qq 2

y por lo tanto la solucion es facil de expresar como una cuadratura

_ dq
B / V2(e—=Ulq))

5.2. Condicion Simpléctica y variables de accion-angulo

En el caso de sistemas Hamiltonianos podemos escribir

T=F=JJ,
con la matriz J, y por lo tanto

V- (JA) =0

Supongamos que tener un punto de equilibrio x}. La evolucién de una trayectoria cercana al punto
de equilibrio x(t) = x* + n(t), con |n(t)| << 1, esta dado por

n = DF(x;)n
Tenemos que la estabilidad del punto de equilibrio esta determinada por los valores propios (expo-
nentes de Lyapunov)) A\; ¢ = 1,...,d (si la base existe) de la matriz
DF(x})

y por lo tanto vemos que 3¢ \; = Tr(DF(x*)) = 0. Este concepto de exponentes de Lyapunov
también se pueden definir de forma similar para ciclos limites y para orbitas cadticas (que de alguna
forma corresponden a ciclos limites de duracién infinita) asumiendo una trayectoria infinitesimal-
mente cercana x(t) = x*(t) + n(t), con |n(t)| << 1.

Estudiemos en mas detalle la estabilidad cerca del punto de equilibrio x}. La ecuacién para la
perturbacion es

n = DF(x;)n
y la matriz es

P
N 0;1:18:16]

DF(x}) = J (Hyx)ij

o

24



Dado que %y es simétrico, tenemos que

DF(x*)" J = —J DF(x})

y por lo tanto DF(x?) es infinetisimalmente simpléctico. Esto inmediatamente implica que si
A es un valor propio de la matriz DF(x}), entonces

det(DF(x%) — A) = det(DF(x}) + AJJ)

= det(JDF(x3)TJ — \JJ)

= det(J) det(DF(x:)T + \) det(J)

= det(DF(x}) + \)
Por lo tanto los exponentes de los punto de equilibrio vienen en pares +\. Esta es una de las
consecuencias mas importantes de la condicién simpléctica. Esto demuestra que en flujos Hamil-
tonianos no podemos tener atractores (por ejemplo puntos de equilibrio estables), ya que esto
implicarfa que todos los Re(\;) < 0 (por ejemplo para un punto de equilibrio) , lo cual no es per-
mitido. El caso de puntos elipticos AL = £i|Q| esta permitido, lo que genera movimientos similares

a un oscilador harmonico, esto es un torus (también llamados centros). También esta permitido
los puntos hiperbdlicos donde Ay = +(R + iw) con R # 0.

Mas adelante veremos que (teorema de Liouville) el volumen de cualquier set de condiciones en el
espacio de fase se conserva en el tiempo, y esto debe a que

dt V()

Pero hay una propiedad mas interesante aun para flujos generales (no necesariamente puntos de

equilibrio). Tomemos 3 orbitas x = (q(t), p(t)), (q(t) +dqi(t), p(t)+Ip1(t)) v (q(t) +dqa(t), p(t) +
dp2(t)), que determinan el drea

§A = 6py - 0qy — Ops - Oqy = x| - J - 0%,
Dado que

dj—;(:DF(X)'ész%(x(SX

podemos derivar que

déA

= ox!{[DF(x)" J + J DF(x)]|0%x, = 6x! [0 (J1T) 4+ (T )] %x5 = 0
porque J* = —J y 4 es simétrica. Dado que este resultado funciona para cualquier direccién,
vemos que las areas se conservan en pares en el espacio de fase, incluso para la definicién mas

general de exponentes de ciclos limites o trayectorias cadticas.
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Este resultado se puede escribir también como

d

donde el camino cerrado §2(t) se mueve con las trayectorias. Este teorema de Poincare-Cartan
es la base de los invariantes adiabaticos.

Notemos que

I(E) = 74 b dq
0

es una constante de movimiento segun el teorema anterior y una funcion de E, al igual que p si es
que podemos resolver la ecuacion de Hamilton-Jacobi.

En una dimension nos gustaria usar las variables § = 8 y p = I, que de ahora en adelante llamaremos
variables de angulo-accion, y asi poder definir

H(0,1)=2(1)
e integrar la ecuacion de Hamilton-Jacobi
0S
H — | =F
<q’ dq )

para encontrar la solucion ¢(t). El problema esta en que necesitamos invertir la relacion de arriba
y encontrar E(I) tal que
H(I) = E(I).

Notemos que usando s#(I) podemos integrar inmediatamente las ecuaciones de movimiento, si es
que somos capaces de integrar la ecuacion de Hamilton-Jacobi, ya que

0
9= =S o ao).])
y ademas
. 0
con la frecuencia definida por
_dE
W=7

Por lo tanto dE/dT es la frecuencia, y por lo tanto dI /dE corresponde al periodo de la orbita.

Problema: El caso del oscilador harmoénico en una dimension
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Tenemos que construir

y por lo tanto

La ecuacion de Hamilton-Jacobi es entonces
1/95\* 1,
= —ag° =171
2 (aq) T =t

q
S(q,I) —/ V2I — 22%dx
0

la cual tiene solucién

con

p=00 = I ¢
q

=5 = K== ()
ol 0 V2I — 22 V2rI

Al mismo tiempo

OF

== =1
ol —

0=w
por lo tanto

q(t) = V2I sin(t — t,)

Notemos que el espacio de fase definido por (6, I) corresponde a torus S de los sistemas integrables
discutido mas arriba. Por lo tanto este metodo nos permite integrar el sistema y encontrar el mapeo
al torus S, descrito por las variables de accion-angulo.

Consideremos el caso de una orbita periodica de un potencial mas complicado en d = 1, de periodo
T(E) y con energia E en un sistema auténomo. Definamos la variable de accién

1
I(F) = — d
(E) 27Tﬁpq
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relacionada con el area de la superficie encerrada por la trayectoria de energia E en el espacio de
fase. Asumamos que dI/dE = T'(F)/2m > 0 en un intervalo [Ej, Es]. Por lo tanto podemos invertir
la relacion y encontrar F(I), lo que nos permite definir una TC {q,p} — {0, I} de tal manera

_08(g, 1), 95(¢,1) 95(q, 1)

Con esta definicién I = const en un intervalo [E,, Fj] tenemos

) = E(I)

OF(1
6:—(:w1:const,

oI

rectificando la trayectoria.

Consideremos un sistema separable en d > 1 grados de libertad y d constantes “in involution”,
tal que

1
Iu(E) = %ﬁ Zpid%
k

donde P corresponde a cada torus descrito en el teorema. Un ejemplo puede ser varios resortes
acoplados, donde su descripcion en modos normales representa los estos torus.

Para el ejemplo del péndulo esférico tenemos

1 1
Ii(e,a) = o $prdg = o $/2(e = U(qu)dg

1
Ir(e,a) = — dgs = a
2( ) ) o f b2aq2
Notemos que tenemos que resolver por €(Iy,a), y podemos calcular

: Oe
0— 2%
ol

= const

Como volvemos a ¢; dado 67
Problema Encuentre las variables accién-angulo para el péndulo esférico.

Problema Encuentre las variables accién-angulo para 2 resortes acoplados entre ellos y a murallas
fijas.
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5.3. Invariantes adiabaticos

Supongamos que tenemos una solucién ¢(¢,t) = cos(wt + k). Por lo tanto vemos que tenemos una
familia de soluciones

P =P(k,t) Q = Q(k, 1)

parametrizadas por ke[0, 27] (equivalente a la fase en el caso de arriba). Con la definicién
0Q
=¢pP-dQ= ¢ P- dk
1= frie- fr g

dJ P 0Q 0dQ]

Fr Ll el s

podemos escribir

B 0.7 9Q 0% 0Q

= 450 o T g 8k]
(0.

= $k |5

-0

Ahora asumiremos que q = Q (w()t + k(t),t) donde w(t) y k(t) varfan en forma muy lenta. Por lo
general podemos escribir

k(t) = ko + f(t)
Por lo tanto podemos definir ahora

_ _9Q
J(t)= ¢ dkP - —
0 = f k-
y de la misma manera podemos demostrar que
dJ
T 0

lo que define el invariante de Poincare.

Problema: Tomemos el Lagrangiano

1 : :

L= g™ [7’“2 + r2¢2} + gr¢A¢
c

con Ay = B(t)r/2 y un campo magnético B(t) que varia lentamente en el tiempo. Las ecuaciones

de movimiento son
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Dy = M7 mit = mré? + gB(t)rgb
c

P = mri¢ + %TZB(IS) Ps =0
Esto implica que a primer orden en variaciones temporales tenemos
: B(t
r & const O~ _4B) = —Q(t)
mc

y por lo tanto tenemos la solucién

El invariante adiabatico es entonces

or ¢
J = fdk [pr%—l-pqg%}
= —27rp¢
= 1amr)
2mme
= n
q
donde
mr2?
D
=B~ "B

Problema: Consideremos un campo magnetico dipolar, similar al campo magnetico cerca de la
tierra. Considere una particla con v, y v, , cerca del ecuador conr = L R (Mcllwain L-parameter
L > 1 describe las lineas de campo). Describa el movimiento de la particula y determine bajo que
condiciones esta particula cae a la atmosfera contribuyendo a las auroras boreales o auroras australes

En este caso tenemos 2 variables conservadas

E
E=E, +E| M:f.

Dado que v, > 0 las particulas se mueven a lo largo del campo magnetic hacia los polos magneticos,
pero a medida que esto sucede el campo magnetico aumenta a costa de Ej. En algun valor de la
latitud magnetica A. donde ( v, = 0) la particula se devuelve. En un campo magnetico dipolar
centrado en el origen, la linea de campo puede ser descrita como

r
— = Lcos® )\
E
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mientras que la magnitud del campo dipolar es

3
B| = B, (@> V1+3sin? A
T

donde X es la latitud magnetica. En el ecuador tenemos |B| = B,/L?, por lo tanto

o EL,O

3.
B,

E = EJ_,o + E||,o = ,U/Bc M

Resolviendo tenemos

BC 1 Eo 4 — 2)\0 Eo
— —\/1+3sin2)\c—L3(1+—’) — &—Lﬁ(ﬂrL)

B, L3cosb )\, E , cosi? )\,

Este tiene que ser comparado con la latitud a la cual

r=1= Lcos\}

Si Ag > M. la particula no cae a la atmosfera. Pero si A\ < ., entonces la particula cae a
la atmosfera. Dado un valor de E, es posbile encontrar el valor critico de Ej,/E. ,, tal que un
valor de E, mayor las particulas precipitan a la atmosfera produciendo las auroras boreales o
australes.

5.4. Perturbaciones y Teoria de KAM

Supongamos que tenemos d constantes de movimiento, de tal forma que el sistema esta restringido
por fi(q,p) = k;. Si ademads estan en involucién, entonces la dindmica es en un torus de dimensién
d. Esto implica que podemos usar la ecuacién de Hamilton-Jacobi

951, q) 7
H | ——, =7(1
(“era) =)
para transformarnos a un sistema donde 4# es independiente de ¢. Por lo tanto podemos escribir
en termino de las variables de accién-angulo 8 — I,

oS
0=—
ol
Las ecuaciones de movimiento son
I=1,
con
OH
W= ——
o1



donde las soluciones cuasi-peridédicas son posibles si no existe un vector de numeros enteros que
satisfagan la condicién

m-w=2>0

Estas orbitas son densas en el espacio de fase, y estos torus son parametrizados por I y w.

Perturbemos este sistema integrable

#(0.1) = A1) + e (1, 0)

Tratemos de construir una solucién por expansion

0:00+€01+€202... I:IQ+611+€212...
con
90 = Wyl + /6
usando
A primer orden podemos escribir
' 0.0y, To)
0ri =400, 0} ~ ——F——
e = {Bos HA} 1o
: 07(00, 1)
I ={lop 5} ~ 20
1 = os A 000
parai = 1,...,d. Dado que asumimos que 77 da origen a trayectorias periédicas, podemos expandir
en series de Fourier
Z %7m€im'9

La solucién es entonces

014(m) ~ Z —nll -<w >€ o

y por lo tanto da origen a términos seculares para soluciones periédicas

m-w,=20
del sistema original. Para el caso de soluciones quasi-peridodicas podemos usar la aproximacion

0

6, ~ L (74(00,10))
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y también

. 0

I, &/ — (96(00,1y)) =0

L~ s (60, 10)
ya que el promedio de una funciéon F sobre la orbita cuasi-periddica es equivalente a un promedio
sobre el torus de periodo 27 /w,;. Es importante notar acd que tenemos una separacién en las

escalas de tiempo, para que este promedio tenga sentido.

Problema: El oscilador anarmonico

1, 1
H = -p*+ ¢ + pg*

2 2
con p << 1. Para 1 = 0 tenemos
qO(t) =/ 2[Osin90 90<t) :t+¢0

ya que

2 dmazx

Io:_ dq 2Eo_q2:Eo

27T dmazx

Tomando

A = ¢* =4I sin*

Ahora podemos calcular su promedio sobre el torus usando € = p

1 [ 3
< I >= 417 — sin® 0y dfy = = 1I?
2m Jo 2
y por lo tanto
Y
1~ 310 1 - 0

La solucién a primer orden es entonces

0(t) ~ (1 +3E,u)t+ ¢,

claro que solo para las orbitas cuasi-periddicas.

Pregunta: Que le pasa al numero denso de torus que estaban presentes en el caso € = 0. Son
destruidos o sobreviven?

Para estudiar este punto, podemos hacer una transformacién canénica (8,I) — (0,1) para ver que
le pasa al torus definido para el valor I,
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S=5,+€S;=1-0+¢S,

con la ecuacién de Hamilton-Jacobi

- 07 05, - >
I — - — L,o) = I
A0 + e 5p Te/(10) =21
Hagamos una transformacién usando funciones periddicas
% — Zm %,m@imﬂ ,%,ﬂ m(_

S, =i 1, ) im-0
Sl = Zm SLmeimﬂ o ! ; m - UJo<I)6

con

Vemos que los torus resonantes son los que satisface m - w = 0, y estos serdn destruidos por la
perturbacion. Pero aun hay una mayor cantidad de torus no-resonantes que no seran destruidos
a primer orden.

Vemos que la respuesta a nuestra pregunta es que la mayoria de los torus sobreviven a primer
orden en €, y que el volumen en el espacio de fase no ocupado por torus tiende a cero cuando
e — 0. Los unicos toros que se destruyen son los que resuenan con el driver €.74. Pero que pasa
con los torus resonantes a medida que aumentamos e.

Problema: El péndulo perturbado periédicamente (the kicked pendulum)

Un buen ejemplo es el péndulo golpeado sin gravedad, que es una perturbacién del sistema Hamil-
toniano

p = const

O=pxT+80,

Vemos que las soluciones son lineas rectas en el espacio 6 — p. Este sistema es claramente integrable
y se muestra en la Fig. 2a. Tenemos trayectorias periddicas y cuasi-periodicas.

Si perturbamos el péndulo periddicamente en la direccion vertical podemos integrar entre golpes
como

2
p

H = — —
2

DPnt1 = DPn + eSin (9n+1)

2
p

H = — + cCosBo(t — t,, —
2 Zn: ( ) 0n+1 =0, +p.T

Podemos normalizar este problema a

Pnt1 = Dn + €Sin (en + pn)
en—‘rl = 971 + Dn
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Figura 1: (a) El péndulo perturbado. (b) El péndulo doble perturbado.

Para ¢ = 0, los torus resonantes (acéd una orbita cuasi-periddica es una trayectoria que se mueve
de izquierda a derecha sin repetirse), estan definidos por p = 2rm/n con lo cual 6 es un punto fijo
para el mapa M". A medida que perturbamos el sistema, los puntos fijos del mapa se mueven

p=2nw

Ak = L@ (1) 4 e e ()

0 =mm 2

por lo tanto en el rango 0 < € < 4 tenemos puntos elipticos para 8 = nw e hiperbdlicos para 6 = 0.
para € > 4 los puntos elipticos se convierte en puntos hiperbdlicos. Dada la naturaleza eliptica del
punto fijo, las orbitas tiene que quedarse un tiempo largo cerca de ellas, generando una isla, pero
como no son atractores las trayectorias eventualmente se alejan. Esto se muestra en la Fig. 2b,
donde una isla esta claramente definida alrededor de un mar cadtico. Notemos que para € = 2 esta
isla aun sobrevive, y la orbita gasta largo tiempo cerca de esta isla, con saltos esporadicos entre
islas. Gente ha desarrollado teorias basadas en integrales y derivada fractales para entender este
movimiento.

Las trayectorias en el espacio de fase se muestra en la Fig. 2 para diferentes valores de e. Vemos la
existencia clara de las orbitas elipticas, y el efecto de las islas o superficies de KAM, aun cuando
e = 0,5. Notemos que esto implica que tenemos muchas orbitas no-resonantes que aun sobreviven
y que se mueven de izquierda a derecha en el espacio de fase. Vemos que luego de la destruccién
de las orbitas resonantes aparecen estas curvas KAM. Pero también aparecen orbitas cadticas que
se mueven entre estas curvas, y que en el caso de sistemas con un grado de libertad restringen el
movimiento de las trayectorias (las curvas son invariantes).

A medida que aumentamos € las islas desaparecen y la region cadtica se agranda. Para ¢ = 4
desaparecen todos las islas de KAM y solo tenemos movimiento cadtico.
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Para el caso de este péndulo forzado podemos estudiar el efecto de la difusion anémala en el
espacio de momento

AP2 2
Apn =Pn+1 — Pn = ESinenzl — % = % <sin 9721+1>

En el régimen cadtico, podemos tratar § como una variable no correlacionada , y esperariamos que
Dy = €2/4, lo cual no es observado porque la trayectoria tiene que pasar un largo rato cerca de las
islas afectando fuertemente el coeficiente de difusion.

P P
3

2

1

-1

'-.u

e
[A{¥23

R E.z,

?v::z»

Figura 2: Trayectorias en el espacio de fase par (a) e =0, (b) €
muchas condiciones iniciales.

Aun no entendemos como obtenemos el caos. Miremos alrededor de un punto eliptico. Alrededor
de este punto eliptico podemos observar tres torus que se pueden describir por los tres circulos
como se muestran en la Fig. 3 representados por I; < I, < I3. Dado que

p
IQ = 21—
q
es racional, vemos que el mapa MY deja invariante esta curva Cs, mientras la curva C5 es rotada

contra las manecillas del reloj, mientras que C; a favor con respecto Cs. Al aplicar la perturbacion
al mapa MZ
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In—i—l = [n + Eg([na en)

0n+1 = 9n + wo(In) + Eh([na en)

Figura 3: Deformacion del torus

el mapa va a deformar estas curvas, pero existe una curva roja C, cerrada que evoluciona los
puntos en forma puramente radial para e muy pequeno. Al aplicar este mapa M? nuevamente, va
a deformar esta curva en la curva azul. Como el volumen se conserva, estas dos curvas tienen que
intersectar generando puntos fijos elipticos e hiperbédlicos. De hecho aparecen en pares si miramos
con cuidado el flujo (Teorema de Poincare-Birkhoff). Notemos que cerca de orbitas elipticas, y sus
curvas (o superficies en dimensiones mayores) podemos usar nuevamente este mapa. Por lo tanto
esto se repite ad-infinitum formando fractales de puntos fijos elipticos e hiperbdlicos, denominadas
franjas estocasticas alrededor de los puntos elipticos. Interesante!

Figura 4: La variedad inestable de puno hiperbdlico (0,0) y algunas trayectorias de referencia para
(a) e=0,5,(b)e=1

Que dinamica tenemos cerca de los puntos fijos? Lo que pasa es que las variedades estables e
inestables de las orbitas hiperbdlicas se intersectan en una interseccién heteroclinica generando
caos transiente, ya que como no podemos tener atractores, tiene que ser transiente. En el caso de
nuestro péndulo forzado los puntos hiperbdlicos son el mismo punto (0,0) = (27,0)), por lo tanto
podriamos decir que la interseccion es homoclinica también. Notemos que el caos ocurre cerca
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de las curvas de KAM, y el ancho de la franja estocastica crece con €. La trayectoria emigra lejos
de (0,0) pero pasa cerca de otra curva de KAM, moviéndose en un caos transiente. Hay tantas de
estas superficies o curvas, que la trayectoria pasa de isla en isla en forma cadtica.

En la Fig. 4 tenemos la franja estocastica cerca de la separatriz que forman las variedades estables
e inestables del punto hiperbdlico en el origen. Vemos claramente la curva de KAM y la franja
estocastica pe se ensancha a medida que € aumenta.

En dimensiones mayores a d > 1, las superficies de KAM no restringen el paso de las trayectorias
en el espacio de fase, como sucede en d = 1. Por lo tanto incluso para ¢ muy pequeno podemos
tener una trayectoria que visita gran parte del espacio de fase. Una dinamica muy interesante!

6. Teorema de Liouville

Tomemos un ensamble de condiciones iniciales que ocupan un volumen V,. El teorema de Liouville
dice que el volumen de este ensamble de condiciones iniciales después de un tiempo t es V; = V.
La forma es probar esto a tiempo t =0y ¢t = dt

d dx
7 de = s -1 dS
Vi St

= fJ%m~ﬁdS=/V~<J%m)dx:o

St Vi

0 oA 0 oA
v =g ()t (o) 0

y por lo tanto el volumen del ensamble de sistemas no cambia en el tiempo. Ademadas ya que el
numero de sistemas tampoco cambia en el tiempo es bastante trivial demostrar que la densidad de

sistemas p definida por
N = / pdx

Vi

ya que

tampoco cambia en el tiempo. Por lo tanto

dN dp
= =0= pdx—/ dx+j§ o -ndS = /[E—FV-(pJ%”m) dx =0

Vi
Dado que el volumen es arbitrario, podemos escribir

dp
ot

) B
Py p - THog+ pV - (JH) = ai

£V (pI A ) =

+{p, 7} =0
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y por lo tanto el teorema de Liouville

dp  Op

dt ot
De este resultado parte toda la mecéanica estadistica, tanto clasica como cuéntica. Requiere una
vision desde el punto de vista Hamiltoniano y del espacio de fase. Por ejemplo, si queremos escribir
la densidad de estados en el equilibrio en el espacio de fase descubrimos que

+{p, 7} =0

Op _

5 =0 = »Hr=0 = p=p(H)

Para el caso del oscilador arménico, las trayectorias en el espacio de fase son elipses alrededor del
origen, y el volumen de V; no cambia en el tiempo como es de esperarse.

Problema: Confirmar numéricamente para el caso de péndulo.

6.1. Geometria Diferencial

Veamos este mismo teorema desde otro punto de vista. Consideremos las trayectorias como

y(t) = e, (x) Propt,(X) =X
El volumen en el espacio de fase es
Vt:/dy:/dccdet[a—y} 8—y:Dgott0
Vi A aX aX ’

notemos que

bir,(2) = x + F(x,t) dt + O(dt?)
donde

F(x,t)=J,

y por lo tanto

.DQOtta =1 —+ D:F()(7 t) dt

Notemos que

det[l + Ae] = 1+ Tr[A] + O(e?)

Pero
Tr[DF(x,t)] =V - (JJ,) =0
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y por lo tanto

Vi=1V,
Esto es equivalente a decir que .77 hace una TC en el tiempo, y por lo tanto el mapa

_ Oy

M=%

es simpléctico con detM = 1.

Podemos ademas mostrar que el flujo es simpléctico. Veamos que

0
&%,to =JHy [‘Pt,to (x)]

con

0
o DPrt. = D(J A z) Depy s, (x)

Por lo tanto podemos calcular

9]
It [Dy}, JD@,,,| = Do/, [D(JH)" J + JD(JHy)] Doy,

pero

D(J#)" J + JD(JH#y) =0

porque D7, es simétrico. Esto implica que

D(,o;":toJDgomo = const

y dadas las condiciones en t = 0, obtenemos

Dy, JDgy, = J

Miremos ahora la densidad

N(t) = / oy, t)dy

En un intervalo At, las trayectorias se mueven a

y = x(t + At) = x + JHEAL + O(AP)
Usando
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dep(x + JHx, t + At) det {8_y]

N(t+At):/ o

Vit

p(y,t+ At)dy = /
Vi

podemos expandir a primer orden

N(t+ At) ~ / p(x,t)dx + / dz <8p () , dplx.1) -J%”w) At

con lo que obtenemos en el limite At — 0
dN ., N(t+ At) — N(t) Op(x,t)  Op(x,t)
it Ats0 At /w "o Tk T

Dado que el numero de trayectorias no cambia en el tiempo y como el volumen es arbitrario,
podemos ver que

dp  Op _Op B
2= TP I e =g A {p A} =0

que es nuevamente el teorema de Liouville.

6.2. Formas y tensores

7. Mecanica como el Limite de una ecuacion de onda

Técnicas para resolver la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi se pueden encontrar en Goldstein. Pero en
esta parte queremos investigar mas a fondo esta relacién entre una ecuacién de Hamilton-Jacobi y
la mecénica.

En estos ejemplos podemos ver que la el momento p del sistema es perpendicular a las superficies
S = const en el caso de sistemas independientes del tiempo. Esto es muy parecido a la aproximaciéon
optica de las ecuaciones de Maxwell, donde tenemos la Eikonal S y la ecuacién del rayo

d dr
—|n— | =Vn
ds ( ds)
que describe los rayos que nos normales a las superficies de fase constante

— =VS§S
nds

donde n es el indice de refraccion. Esta aproximacion funciona cuando A << L el tamano del
sistema.

Miremos el sistema independiente del tiempo en la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi

41



08 1 05
ff(ﬁ”a—q)—%(a—q)*U(q)—E

que es la ecuacion que determina la transformacion

T(g,a,t) = S(q, ) — Et

Esta tultima relaciéon sugiere que T esta relacionado con una fase de una onda que se propaga,
en forma similar a las dptica en electromagnetismo. Claramente las superficies de fase constante
cambian en el tiempo y espacio.

Entonces nos hacemos la siguiente pregunta: si las ecuaciones de la mecanica representan
una aproximacion “6ptica” de una teoria de ondas, cual seria la ecuacion que describe
esta teoria mas general?

Miremos la analogia con la ecuacién de onda que se puede derivar de las ecuacion de Maxwell

n(@)? 6 _
2 o

V3p — 0

Hacemos la siguiente expansién (éptica)

¢~ exp(A(r) +iko(L(z) — ct)) — V2A+ (VAP +E (02— (VL)?) =0

Si ademds asumimos que el indice de refraccién n varia lentamente en una longitud de onda (k,L >>
1), entonces tenemos la ecuacién Eikonal de 6ptica geométrica

(VL)* =n?

Inmediatamente vemos la similitud con la ecuacion de Hamilton-Jacobi, ya que

n(z) —  p*z)=2m(E-Ul))

Asi vemos que las ecuaciones de Hamilton-Jacobi sugieren que la mecanica clasica es el limite de
una ecuacion de onda en que los rayos, definidos por las perpendiculares a los frentes de onda S,
corresponden a las trayectorias del sistema. Esta es la razén por la cual Newton y Huygens fueron
capaces de explicar el fenémeno de reflexion y refraccién a través de caminos diferentes. Por lo
tanto el principio de minima accién (principio de Fermat) estaria relacionado con el principio de

Hamilton
(5/Ldt:0 — 5/nds:()

en la 6ptica. Nosotros sabemos que esta ecuacién proviene de la ecuacién de onda (ecuaciones de
Maxwell). Pero también podemos observar que la ecuacién de onda que tiene como aproximacion
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la mecénica no es exactamente una ecuacion de onda como en el electromagnetismo, ya que no
optimizamos p, sino L.

Tenemos que relacionar el Eikonal L con el generador de las TC, T'. La ecuacién de Hamilton-Jacobi
sugiere que las dos cantidades podrian ser proporcionales. Ademas, aun no sabemos que representa
la longitud de onda de la onda que en su limite representa la mecanica clasica. Como sabemos
la ecuacién de Hamilton-Jacobi es

(VS)2 =2m(E —U(r))

Esta relacion es el equivalente a la ecuaciéon Eikonal para la mecéanica. Por lo tanto vemos que T
deberia ser proporcional a la fase de la onda

L omi ori
ori ()\—O—I/t) :%Z(S—Et):%zT

donde h es la constante de proporcionalidad. Podemos entonces definir

E=hv

ds

Figura 5: El campo de la superficie de fase constante.

Una vez que tenemos la frecuencia de la onda, podemos definir la velocidad de los frentes de la
onda y su longitud de onda. El frente de onda se define como la superficie de fase constante. Por
lo tanto en un intervalo dt, esta superficie cambia

dS=FEdt — dS=1|VS|ds=+/2m(E—U)ds

y por lo tanto la velocidad del frente de la onda es

ds FE U h
dt 1/2771(E—U) v \/2m(E—U)

pero si la transformacion a las variables generalizadas no dependen del tiempo, entonces la energia
cinética es cuadratica en las velocidades y por lo tanto
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para una particula. Es muy interesante darse cuenta de esta dualidad entre particula y onda.

Con esto tenemos lo que finalmente sugiere que 7', la solucion de la ecuacién de Hamilton-Jacobi,
representa la solucién Eikonal de una ecuacién de onda

T
U =V, exp {%]

con h = h/2r. La ecuaciéon de Schrodinger

oV h?
h—— =V = —— VU + UV
) Y I QmV +U

presenta exactamente esta solucién formal.

Pregunta: Es la ecuacién de Hamilton-Jacobi el limite de la ecuacién de Schrodinger? Substi-
tuyendo tenemos

1 oT
— VT = |— (VT +U| + =
[2m< '+ ] * ot
lo que sugiere que la mecanica clasica es la aproximacién para pequenas longitudes de onda de la
ecuacion de Schrodinger con
ih ih T
VAT
2m 2m R

Esto significa considerar A ~ 0 lo cual es bastante razonable para sistemas microscopico, pero
también implica que cuando esto no se da (sistemas microscépicos) hay que usar la ecuacién de
Schrodinger. Esta dualidad onda-particula se hace mas importante a mediada que este termino

th T
2m R
toma relevancia. Esto implica pequenas distancias R, la fisica microscépica.

Esta ecuacién fue derivada por de Broglie y Schrodinger en 1926. Notemos primero que para obtener
la ecuacién de Hamilton-Jacobi de

U = U, exp {%]

necesitamos que la ecuacion de Schrodinger tenga una derivada temporal de primer orden tal que
¢ = FE. Esto marca una diferencia con la ecuacion de onda que se obtiene de las ecuaciones de
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Maxwell, pero como ¥ es compleja, vemos que hay soluciones propagantes. Podriamos preguntarnos
por que no supusimos una ecuacién de la forma

) S

que daria directamente la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi sin aproximacion. Para empezar esta es una
ecuacion no-lineal y ademas hay razones muy particulares por la cual se considera la asignacién

p — —ithVV

(la multiplicacién por i garantiza que p sea Hermiticos). Notemos que esto garantiza que el conmu-
tador

[z, p|¥ = ik

y vemos que el paso a la mecanica cuantica se hace trivialmente convirtiendo paréntesis de Poisson
en conmutadores y multiplicando por ¢A. Lo mismo para derivadas temporales. A su vez esto

garantiza que
() =) e =&

Ccomo esperariamos.

Notemos el paralelismo entre la aproximacién optica y la mecanica clasica:

Ecuaciones de Maxwell Ecuacién de Schrodinger

Ecuacion del rayo Ecuacién de Hamilton (Newton)
Eikonal S = | ;o "nds Accién A = ftif ZLdt

Principio de Fermat §S = 0 Principio de Hamilton A = 0
Propagador ) Exp|ik,S] Propagador ) ExplihA]

Ecuacién Eikonal (VS)? = n? Hamilton Jacobi (VT)? = 2m(E — U)
Limite k,L >> 1 Limite pL >> h

onda Explik,S — iwt] onda Exp[(ik,T — iEt)/h]
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Por lo tanto vemos que en 6ptica las trayectorias estan dadas por la normal k alas superficies de S
constante. Mientras que en la mecanica la transformacion canénica p = V.S es perpendicular a las
superficies de fase S constante. Esto ultimo es equivalente a superficies de fase A constante ya que

ar oT o7 . .
EZWjL@_q = - +pj=2L

va que T'(q,p,t), pero p = const. Por lo tanto

Tlo(t), p.1] = /t " 2

1
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