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Capitulo 0

La crisis de la fisica clasica.

versién 8 mayo 2007

En este primer capitulo mencionaremos los principales hechos que condujeron al desarrollo
de la Mecanica Cuéntica.

A fines del siglo XIX se hizo cada vez més evidente que la fisica desarrollada hasta entonces
era completamente incapaz de dar cuenta de varios hechos experimentales. El estudio de
estos problemas llevé a un conjunto de principios y descripciones, a veces bastante forzados,
conocidos hoy en dia con el nombre de Mecdnica Cudntica antigua. En el presente capitulo
analizaremos algunos de estos problemas.

0.1. La radiacién del cuerpo negro.

Consideremos una cavidad cerrada con solo un pequeno agujero y cuyas paredes se man-
tienen a una temperatura constante 7. La energia emitida por las paredes en equilibrio
termodindamico llenarda la cavidad. Una porcion despreciable de la radiacién escapa al exte-
rior por el agujero. La radiacién emitida por este agujero se denomina radiacion del cuerpo
negrd|

Experimentalmente se encuentra que el espectro emitido por el agujero sélo depende de
la temperatura T' y no del material de la que esta hecho la caja.

Veamos brevemente con qué dificultades se encontro la explicacion clasica de este fenémeno.

0.1.1. Teoria clasica de Rayleigh-Jeans.

Consideremos una caja de paredes metalicas y de tamano L,, L,, L, (ver figura .

. Cudles son los modos electromagnéticos posibles dentro de esta cavidad? Para respon-
der a esta pregunta, consideremos el campo eléctrico de la radiacién. Que las paredes sean
conductoras significa que el campo eléctrico paralelo a la superficie debe anularse. Al interior

1Se denota cuerpo negro a cualquier cuerpo que absorbe toda la radiacién que choca contra él. Toda la
radiaciéon que incide desde el exterior sobre el agujero de la caja penetrard al interior, no siendo reflejado
nada.
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A

Lz

N
o ] |
. Ly

Lx

D
X

Figura 1: Caja metalica usada para analizar la radiacién del cuerpo negro.

de la cavidad el campo eléctrico satisface la ecuacién de ondas libres

.1 0% o
2 —

Busquemos soluciones del tipo
E = E.(z,y,2,t) + Ey(z,y,2,t)y + E.(x,y, 2,t) 2,

con

wt

E.(x,y,2,t) = cos(k,x) sen(kyy) sen(k,z)e™" |

twt

E,(z,y,2,t) = sen(k,x) cos(kyy) sen(k,z)e“" ,
E.(z,y,2,t) = sen(k,z) sen(k,y) cos(k,z)e™" .
El campo debe satisfacer las siguientes condiciones de borde

V,y,t

Va, z,t

( ) ( )=0

( ) ( )=0
E,0,y,2,t) = E,(Ly,y,2,t) =0 Vy,zt

( ) ( ) =0 Va,y,t

( ) ( )=0

Yy, z,t

E.(2,0,2,t) = E,(z, Ly, 2,t) =0 Vx,z,t
Estas ecuaciones se satisfacen si elegimos k de manera que

sen(k,L,)

) =0,
sen(k,L,) =0
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sin(k.L,) =0 .

En otras palabras, los vectores de onda k; (i = x,y,z) no son arbitrarios, sino que deben
satisfacer o

Sea k* = k2 + k2 + k2 el médulo al cuadrado del vector de onda. La relacién entre el vector
de onda k y la frecuencia angular w de la onda electromagnética es

2
w . . .,

k* = —  (relacién de dispersién) .
c

., Cuantos modos hay que poseen un vector de onda con magnitud entre k y k+ Ak? A partir
de la ecuacion se deduce que, para cada componente, la separacion entre vectores de onda

contiguos es
s T T

Akx:— Aky:L—7 AkQZL—,

Yy z
ya que An; =1 (ng, n, y n, pueden variar sélo en un entero). Luego cada modo de oscilacién
electromagnético “ocupa” en el espacio k£ un “volumen”

7T3 7T3
Ay Ak, Ak, = I~V
K,
> Ak
Kk
0] S

kx

Figura 2: Cascardn esférico en el espacio k.

Para encontrar el nimero de modos con vector de onda entre k y k+ Ak basta calcular el
volumen de la cascara esférica mostrada en la figura [2| y dividirlo por el volumen que ocupa
cada modo. En la figura 2 se considera sélo un octante de la esfera, ya que n; sélo toma
valores enteros positivos. Sea n(k) Ak el nimero de modos con vector de onda entre k y
k + Ak, entonces se tiene que

147k Ak VEK2Ak
kY Ak = = = . 2
n(h) Ak = 55 — (2)
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El factor 2 que aparece en la ecuacién anterior se debe a que, para cada E, existen dos
estados de polarizacién. (Una vez elegido k= (kz, ky, k2), quedan sélo dos grados de libertad
para el campo eléctrico ya que E necesariamente debe ser perpendicular a E) A partir de
y usando las relaciones

Ak
p— k—
() = (k) o
y
Ak 1
Aw ¢’

se obtiene, para la densidad de modos de frecuencia w

n(w) -~

S NOE:

w2 c c) w2’

Para encontrar la densidad de energia u(w) hay que multiplicar la densidad de modos n(w)
por la energia promedio E, que posee un modo con frecuencia w:
u(w) = n(w)E, .
Segun la teoria estadistica clasica, la probabilidad de que un oscilador tenga la energia entre
E vy E+ dFE, si la temperatura es 7', viene dada por
exp (—E/kgT)dE
I, exp (—E'/kgT) dE"

(Distribucién de Boltzmann)

Usando este resultado podemos evaluar el valor promedio de la energia para el modo w. Se
obtiene

5 fOOOE exp (—E/]{ZBT) dFE _ _i |:10g /oo 6_56 d€:|
¢ I exp (—E'/kgT) dE ag 0
a1t
a3 =5 B’

donde 3 = (kgT)™' y kp es la Constante de Boltzmann. Con este resultado se obtiene para
la densidad de energia la expresion

N w2VkBT

u(w) = Férmula de Rayleigh-Jeans (3)

m2c3

La energia interna total U de la radiacién al interior de la caja se obtiene integrando la

densidad u(w)
U:VkBT/ w? dw = 00 ,
0

m2c3

resultado obviamente absurdo. La ecuacién no puede ser correcta. Esto se observa con
mayor claridad en la figura [3) donde se grafica la densidad de energia en funcién de la
frecuencia w. Para pequenos valores de w el resultado de la teoria de Rayleigh-Jeans concuerda
bastante bien con los datos experimentales. Para valores grandes de w la teoria estd en
completo desacuerdo con los datos experimentales: Rayleigh-Jeans diverge, mientras que
experimentalmente se encuentra que la densidad de energia tiende exponencialmente a cero.
Esta dificultad se conoce con el nombre de “catdstrofe ultravioleta™.
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U@)A

Rayleigh—Jeans

%

Resultado Experimental

_ hw
Ow3e kel

oo kg T h

Figura 3: Densidad de energia en funciéon de la frecuencia. La linea sélida corresponde al
resultado experimental mientras que la linea cortada corresponde al resultado de la teoria de
Raleigh-Jeans.

0.1.2. Teoria de Planck.

Para evitar la aparicion de la divergencia ultravioleta es necesario lograr que la energia
promedio E,, de un modo con frecuencia w, sea menor que kg7 para frecuencias altas. Max
Plank logré precisamente esto introduciendo una hipétesis bastante revolucionaria. Planck
supuso que la energia de un oscilador siempre es un multiplo entero de hw, donde h es una
constante y w es la frecuencia angular del oscilador, es decir,

E =nhw (n ntmero cudntico € N*).

Ahora, para calcular E,,, en (17) hay que usar sumatorias, en lugar de las integrales.
Luego:
nhw
_ * nhwe kBT d >
E, = Zn:On € = —hw— logze—nx
Dm0 BT o] 5

= hw

=RpT
hw
kgT si < 1, Rayleigh-Jeans
kthT -1 — e . hw ;. .
€ hwe FBT si T > 1, Ley empirica de Wien
B

Esta es la distribucién de Planck.
Usando se obtiene una densidad de energia que estd en completo acuerdo con los

resultados experimentales:
Vw? hw
u(w) = 3.2 hw
Cc°Tr ekT — 1
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si i toma el valor:

A = 1,0545887 x 107" [erg:s]

0.2. El efecto fotoeléctrico.

Al iluminar una placa metdlica con luz, escapan electrones del metal (efecto fotoeléctrico).
Este hecho por si solo es facil de explicar: la luz que incide sobre la placa transporta una cierta
energia que la traspasa a los electrones. Algunos electrones adquieren suficiente energia como
para sobrepasar la barrera de potencial que los mantiene dentro del metal. El estudio méas
cuantitativo de este efecto trajo sin embargo algunos resultados completamente inesperados.
Lenard encontré que la energia de los electrones emitidos no dependia de la intensidad de
la luz incidente; al disminuir la intensidad de la luz, sélo disminuye el nimero de electrones.
La energia de los electrones emitidos sélo depende de la frecuencia de la luz y del metal
considerado. Otro hecho experimental interesante es que aparecen electrones tan pronto como
se hace incidir luz sobre la placa metalica.

La teoria electromagnética clasica es completamente incapaz de explicar estos resultados.
La intensidad de la luz es proporcional al cuadrado del campo electromagnético. Clasicamente
la energia irradiada por una carga oscilante es proporcional a la energia del oscilador y
viceversa. Por lo tanto, la energia absorbida por una carga es proporcional a la intensidad
del campo electromagnético a la que esta expuesta. Luego se espera que la energia de los
electrones emitidos sea proporcional a la intensidad de la luz.

Evaluemos el tiempo que requieren los electrones para absorber la energia observada de
~ 1 [eV] = 1,60219 x 107'? [erg], al ser iluminada una placa metdlica por una ampolleta de
1 [W] = 107 [erg/s] situada a 1 [m] de distancia.

1[Watt]
atomo l
-8
®~2x10 [cm]
T
N

100 lcml

Figura 4: Atomo absorbiendo energfa.

Sobre un atomo de la placa metélica inciden

o 12 (Sepa) o< 0[]

El término en paréntesis es el angulo sélido sustentado por el atomo.
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Luego para absorber 1,6 x 10712 [erg] se requiere un tiempo de al menos

1,6 x 10712

Esto esta en contradiccién con los hechos experimentales, pues los electrones aparecen inme-
diatamente. Pareciera ser que la energia de la luz no se distribuye homogéneamente sobre
toda la placa (como lo requiere la teoria electromagnética clésica), sino que “la onda colapsa”,
concentrando toda la energia y entregandosela a un electron.

Planck tuvo que suponer que un oscilador de frecuencia w sélo puede tener energias E, =
nhw con n € N*, luego al absorber energia de un campo electromagnético la energia del campo
electromagnético sélo puede cambiar en un multiplo entero de hw. Estas consideraciones
hicieron postular a Einstein la siguiente hipotesis para resolver el problema planteado por el
efecto fotoeléctrico.

Hipdétesis: Una onda electromagnética de frecuencia w y energia nhw colapsa en
(estd compuesta de) n particulas (llamadas fotones) de energia hw.

De esta hipdtesis se deduce inmediatamente que la cantidad de particulas que aparecen
por el colapso de la onda es proporcional a la intensidad de onda electromagnética. Note que
la energia de las particulas, sin embargo, depende sélo de la frecuencia.

Si ¢ es la funcién de trabajo del metal (es decir, la energia necesaria para remover un
electrén de la superficie del metal) entonces la energia del electrén emitido viene dada por

Eo=hw—¢.

[0) hw

Figura 5: Energia de los electrones emitidos en funciéon de la frecuencia.

Este comportamiento lineal de E, con w (ver figura[5)) predicho por Einstein, fue més tarde
verificado experimentalmente por Millikan. La teoria de Einstein explica completamente todos
los hechos experimentales del efecto fotoeléctrico.

Al iluminar una placa metdlica con luz coherente proveniente de un laser y medir el tiempo
transcurrido entre la deteccién de dos electrones emitidos por el metal se encuentra que éstos
estan distribuidos segin una distribucion de Poisson.

El hecho de que la distribucion observada sea de Poisson indica que el proceso de colapso
es un proceso que ocurre completamente al azar (o sea intrinsecamente irreproducible).
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distribucion
de Poisson

[Lasef WMWY

luz coherente

> >
E=Eocoskz—wt) | detector dee
(Reproducible) Multicanal

Figura 6: Distribucién temporal de electrones.

0.3. Calor especifico de un gas de moléculas diatémicas.

Cada atomo de un gas monoatémico posee 3 grados de libertad traslacionales. De acuerdo
con el teorema de la equiparticion de energia de la mecdnica estadistica clasica. (Ver por
ejemplo Reif: Fundamentals of Statistical and Thermal Physics, pag. 248) cada uno de estos
3 términos contribuye con 1kgT a la energfa total (no relativista) del dtomo:

3
U= =kgT
2Bv

donde kp es la constante de Boltzmann y 7' la temperatura.
De (25) se obtiene para el calor especifico:

oUu 3
Cv = (8_T>U = §kB ;

valor que coincide con el resultado experimental para gases monoatémicos.

Para una molécula diatémica hay 6 términos de energia cinética, 3 de traslacién, 2 de
rotacién y uno de vibracién, y un término de energia potencial (vibracién). Luego, de acuerdo
con el teorema de la equiparticion de la energia se deberia tener

7
U= —-kgT
23 )
y por lo tanto
7
C, = =kp .
5B

Sin embargo, experimentalmente se obtiene que a temperatura ambiente, la mayoria de los
gases diatémicos tienen un calor especifico.
5
Cv - 5]@3
Esta contradiccién desaparece al considerar el hecho de que un oscilador (vibracién) de fre-
cuencia w so6lo puede tener una energia que es un miultiplo entero de Aw. De acuerdo con la
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ecuacion (4)), el grado de libertad vibracional contribuye en promedio, con una energia

hw
exp (%) —1

a la energia total de la molécula. A partir del espectro vibracional de la molécula se puede
obtener el valor de Aiw. Para moléculas diatémicas tiene un valor del orden de 5000 [K]. Luego
a temperatura ambiente (7" ~ 300 [K]).

<En>:

o >1
kT '

Luego, el grado de libertad vibracional no contribuye a la energia total de la molécula (el
grado de libertad vibracional estda “congelado”), lo cual explica el valor experimentalmente
observado del calor especifico para moléculas diatémicas.

0.4. Los rayos X y el efecto Compton.

En 1865 Rontgen observa por primera vez los rayos X. Experimentos posteriores demues-
tran que los rayos X no son otra cosa que radiacion electromagnética igual que la luz pero de
frecuencia mayor. Particularmente importantes son los experimentos de Von Laue y los her-
manos Bragg, quienes obtienen diagramas de difraccién de rayos X al hacerlos incidir sobre
cristales. De acuerdo con estos resultados, la longitud de onda para los rayos X es similar a

las dimensiones atémicas:
c 2re

A=—="—~10"%[cm],
v w
considerando que la longitud de onda de la luz visible es del orden A ~ 5 x 107° [cm].
Compton en 1923 retoma las ideas de Einstein y le asocia a los rayos X de frecuencia
angular w una particula (fotén) de energia hw y de masa nula y estudia la colisién eldstica
entre tal fotén y un electron.

Suponiendo al electrén inicialmente en reposo en el sistema de laboratorio se tiene:

- he -0 7
P=re ? {f E= hos
fotén -
E= hw E=m,c? e;\
Antes de la colision Después de la colis

Figura 7: Colisién foton-electrén.

Sea v la velocidad del centro de masas. Realizando una transformacién de Lorentz desde
el sistema del laboratorio al sistema del centro de masas se obtiene para la energia del foton
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antes y después de la colision el resultado
hw(l—g) M/<1—3C080>
hio = ———FC~ = ho' = c - : (5)
- (2) - (2)
c c

En el centro de masas la descripcion de un choque elastico de dos particulas es particularmente
simple; las energias de las particulas antes y después de la colisién son las mismas, o sea

ho=ho! (6)

luego, reemplazando en @ se obtiene

w(—%)zu'(l—%cos&) : (7)

De se obtiene que

A)\Z)\'—)\:%rc(%_l) 2rc [ 1—cost

w w w €

v

Ejercicio: (Problema 1. Demuestre que la velocidad del centro de masas v viene dada por

2
c moc

~ =1 . 8
v + hw (8)

Usando la ecuacién , A\ se puede reescribir de la forma
AN = A(1 —cosf) , 9)

donde A. es una constante, denominada longitud de onda de Compton para el electrén,

La ecuacién @ concuerda plenamente con las mediciones realizadas por Compton. Mas
adelante incluso se midié la energia de retroceso del electrén en una camara de Wilson,
confirmando que se trata de un choque elastico entre fotones y electrones.

Lo anterior reafirma el cardcter corpuscular de la radiacion electromagnética, entre ellos
la luz y los rayos X, en aparente contraposicion con las propiedades ondulatorias obtenidas
de los experimentos de Von Laue. Paradojalmente fue el mismo Compton quien hizo uso
de estas propiedades ondulatorias de los rayos X, al medir directamente sus longitudes de
onda mediante el uso de una red de difraccién 6ptica (1925). Este tltimo trabajo llevé a una
determinacion precisa de las dimensiones atémicas al combinarse con los resultados de Von
Laue, W. Bragg y L. Bragg.

Ejercicio: (Problema 1{2) Demuestre la ecuacién (9) usando directamente la conservacion
de la energia y el momento lineal.
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0.5. La hipétesis de Louis de Broglie.

Los experimentos y efectos descritos en las secciones anteriores demuestran que la luz
tiene un comportamiento ondulatorio o corpuscular segin la situacién en que se observa.
Para la luz se tiene

E = hw (Postulado de Einstein) , E =pc,
luego
fuw hv  h
=—=hk=— =~ 10
p=- P (10)
donde

k = vector de onda = k = w/c
v = frecuencia = w/(2m)

A = longitud de onda = ¢/v

h = 2nh .
En 1924 Louis de Broglie aventura la hipdtesis de que una particula material cualquiera
(electrén, protén, ...) se comporta también como onda, siendo la longitud de onda
h
A=—, (11)
p

en concordancia con la ecuacién (10)) para fotones. Tal hipétesis no era més que una espe-
culacion, pero en 1925 Davisson y Germer descubren accidentalmente que al hacer incidir
electrones de 40 [eV] sobre un monocristal de niquel se observan efectos de difraccion.

~s—Planos
cristalinos

Jd

Figura 8: Experimento de Thomson, Davisson y Germer.

En la Fig. [§ hay interferencia constructiva si
2dcosf =n\, conn €N .

Casi al mismo tiempo que Davisson y Germer, Thomson hace incidir electrones de alta energia
(~ 10,000 [eV]) sobre ldminas muy delgadas de oro, observando las mismas imégenes que
aquellas obtenidas por rayos X. Por ultimo Rupp mide la longitud de onda de un electron
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mediante una red de difraccién, confirmando la ecuacién (L1). {Y sin embargo el electrén
muestra masa y carga definida, como cualquier particula!
Johnson observa propiedades ondulatorias de dtomos de hidrogeno y mas adelante Stern
y Frish (1937) observan difraccién de dtomos de He sobre cristales de fluoruro de litio.
También se ha observado la tipica difraccion de Fresnel en la difraccién de neutrones
lentos por un borde bien determinado (ver Am. J. Phys. 295, (1977)).

LI

neutrones
" Absorbente

Intensidad

Figura 9: Difraccién de Fresnel de neutrones.

Estos experimentos confirman la idea de que las particulas poseen también propiedades
ondulatorias (difraccién). Por otra parte el efecto fotoeléctrico y el efecto Compton muestran
que las ondas electromagnéticas manifiestan adicionalmente propiedades de particula. Asi es
como se llego6 a la formulacion del principio de complementariedad.

0.6. Principio de Complementariedad (dualidad onda-
particula).

“La materia posee naturaleza de particula y de onda. Cual de ellas se manifiesta en un
experimento particular depende de qué propiedad es medida por el aparato”.
El siguiente diagrama representa al principio de complementariedad

Aparato que mide propiedad de

particula
"colapso”
onda particule

"evaporacion”

Aparato para ondas

Figura 10: Diagrama de complementariedad.

Apartémonos de la secuencia histérica que llevo a la construccion de la Mecanica Cuanti-
ca, y analicemos el significado de la dualidad onda-particula. Consideremos por ejemplo el
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siguiente experimento de interferencia: enviemos un onda luminosa sobre una lamina con dos
rendijas.

intensidad

>

direcciones en las >

ﬂue se superponen
maxim
0S Maximos pantalla

onda plana

Figura 11: Experimento de interferencia.

En el caso de dos rendijas es particularmente simple encontrar las direcciones de interfe-
rencia constructiva; éstas deben satisfacer

d senf =n\A, neN.

Figura 12: Geometria del experimento de interferencia.

La difracciéon de Bragg-Von Laue no es més que una versién microscopica de este efecto;
alli la luz se reemplaza por rayos X y las rendijas por la estructura periédica del cristal [ver
Ashcroft-Mermin, en Solid State Physics (Holt, Rinehart and Winston 1976) pég. 96].
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A nivel de la Fisica Clasica son totalmente incompatibles las caracteristicas corpusculares
y ondulatorias; en efecto, imaginemos la onda ubicada a la izquierda de las rendijas como
una distribucién homogénea de fotones que viaja hacia la derecha; supongamos el flujo sufi-
cientemente bajo, de modo que en cada momento se tenga a lo més un solo fotén cruzando
la rendija. De acuerdo a la imagen clésica de una particula, parece razonable suponer que los
fotones que formaran la imagen de interferencia cumplen con la siguiente proposicion logica:

P1 “Cada fotén cruza o por la rendija A o por la rendija B ”.

Tal proposicién parece confirmada al poner una fotocélula justo en frente de una de las
rendijas; se detecta o bien un fotén completo (de energia fiw) o bien no se detecta nada.
Nunca se detecta un fotén de energia hw/2.

Sin embargo, si suponemos cierta esta proposiciéon debemos concluir que el diagrama for-
mado sobre la pantalla no es mas que la suma de los diagramas asociados a una y otra rendija.
El diagrama de intensidad obtenido por la proposicion P1 no concuerda con el experimen-
talmente observado (ver figura); es decir, la proposicion P1 no contempla la interferencia
(superposicién) de las ondas provenientes de cada una de las rendijas.

intensidad intensidad

777777777 Intensidad si la rendija Intensidad total en e
A esté abierta y la caso que P1 sea cie
rendija B esta cerrada.

Intensidad si la rendija --------- Intensidad total en e
B esta abierta y la caso que P2 sea cie
rendija A esta cerrada.

Figura 13: Experimento de dos fotones.

Planteamos la proposicion alternativa a P1 adecuada a la imagen ondulatoria de la luz
(pero incompatible con el concepto cldsico de particula).

P2 “Cada fotén cruza a la vez por ambas rendijas ”.

Esta hipdtesis describe correctamente el diagrama de interferencia experimentalmente
observado pero no resulta adecuada para describir otros experimentos, por ejemplo, montar
una fotocélula contigua a la rendija A, de acuerdo a lo indicado anteriormente.
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Resumiendo: Si colocamos un fotodetector sobre la pantalla (alejada de las rendijas), es
util la imagen del fotén como onda hasta el momento de la mediciéon (momento en el cual se
comporta como particula), y por lo tanto pareciera cumplirse P2. Pero al montar el fotode-
tector contiguo a una rendija pareciera cumplirse P1. Este es el gran misterio que presenta
la microfisica: no es posible hacerse una imagen (dnica) de los procesos microscépicos; la
Fisica Cuantica nos exige renunciar a la intuiciéon. Tan sorprendente situacién requirié un
cambio fundamental de actitud en los fisicos de la década de 1920; ya no podrian seguir
buscando interpretaciones de la realidad microscépica-cuantica en términos de concepcio-
nes provenientes de nuestra experiencia macroscopica; en cambio habia que construir nuevas
concepciones fisicas capaces de describir esta nueva realidad. El enunciado del principio de
complementariedad de Bohr mostraba este cambio de actitud; segin Bohr el hecho de que
un objeto cudntico tenga comportamientos diversos (aparentemente incompatibles desde el
punto de vista de nuestra intuicién cldsica) ante operaciones de medicién mutuamente exclu-
yentes entre si, no debe ser visto como contradictorio, sino que la informacién asi obtenida
debe considerarse como complementaria para el conocimiento del objeto cuantico.

La mecénica cudntica plantea una situacion nueva; ya no es posible tener imagenes intuiti-
vas de los distintos procesos cuanticos; en cierta medida los distintos experimentos parecieran
proporcionalmente imégenes de “algunas facetas” del mundo cuantico; sin embargo, si trata-
mos de aunar toda la informacién experimental mediante una unica imagen clésica, nuestro
esquema resulta inevitablemente incoherente.

Los aparatos de medicién sélo son capaces de darnos facetas parciales de un objeto cuanti-
co, dado el caracter clasico de los primeros. Soélo tenemos acceso a la interrelacién objeto
cuantico-aparato de medicion; no tenemos acceso al objeto cuantico “en si”.

0.7. Principio de correspondencia.

En la éptica fisica, al considerar ondas electromagnéticas de longitud de onda A mucho
menor que las dimensiones tipicas de los elementos con que interactiia se obtiene lo que es
conocido como “Optica geométrica”. En la optica geométrica la naturaleza ondulatoria no
entra en juego y perfectamente se puede considerar a la luz de naturaleza corpuscular. De la
misma forma se puede pensar que la mecanica clasica de Newton es el limite de longitudes
de onda corta de la mecanica cuantica.

, . , . A—0 . .
Optica fisica —— dptica geométrica
, . . A—0 , . , .
mecanica ondulatoria —— mecéanica clasica

Recordando la relacién de de Broglie

h
A=, (]
; 1]

se obtiene que si h — 0 entonces A — 0.
Podemos entonces enunciar el Principio de correspondencia en la siguiente forma:
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Consideremos un fenémeno clasico. Si en el problema cuantico andlogo que le
corresponde se realiza el limite A — 0 (es decir, en el limite en que la mecanica
se vuelve continua), los resultados cudnticos deben coincidir con los resultados
clasicos.

El proceso limite h — 0 de la mecdnica cudntica tiene varias sutilezas (en otras palabras,
no es trivial), a las cuales nos dedicaremos en un capitulo posterior.

Ademas, es conveniente hacer notar que no todo fenémeno cuantico tiene un analogo
clasico. Por ejemplo para el spin ¢ de un sistema cuantico que sélo posee dos niveles, no
existe un analogo clasico.

Consideremos un sistema cudntico descrito por un niimero cuantico n, entonces una forma
equivalente de enunciar el principio de correspondencia es:

Al realizar el limite de grandes ntimeros cudnticos (n — o0) en un problema
cuantico, los resultados cuanticos deben coincidir con los resultados clasicos.

El principio de correspondencia asegura que no haya contradicciones al aplicar la mecanica
cuantica a problemas macroscopicos bien descritos por la mecénica clasica.

0.8. El atomo de hidrégeno.

A principios del siglo XX se afianz6 la idea de que la materia macroscopica estd en ultimo
término formada por dtomos, principalmente a raiz de los trabajos de A. Einstein sobre el
movimiento Browniano. Posteriormente Rutherford (1911) logr6 determinar la naturaleza de
estos atomos como resultado de sus experimentos de dispersiéon de particulas por delgadas
laminas de oro. En efecto, al combinar sus resultados con experimentos anteriores sobre la
carga y masa de un electrén (Millikan, 1910, Thomson y Zeeman 1897) emergid la siguiente
imagen de un 4tomo: su centro (ntcleo) tiene una dimensién del orden de 107'? [cm], estando
alli concentrada la mayor parte de su masa (mas del 99.9% de ella). La carga nuclear es
positiva y a su alrededor giran electrones de carga negativa, en 6rbitas de unos 1078 [em] de
didmetro (i.e. unas 10.000 veces mayor que el didmetro nuclear); en total la carga atémica
es neutra.

La imagen anterior estaba en principio de acuerdo con las leyes de Newton (esto al hacer
una analogia entre atomo y el sistema planetario), pero no asi con las ecuaciones de Maxwell,
segin las cuales una carga en movimiento circular deberia irradiar luz (visible o no visible),
perdiendo constantemente energia hasta precipitarse al nticleo. La luz irradiada no formaria
un espectro discreto (como el observado en los tubos de descarga), sino que uno continuo, es
decir, el &tomo de Rutherford no explica ni la estabilidad atémica ni su espectro de emision.

Evaluemos el tiempo que tarda un electréon para precipitarse al nicleo. La potencia irra-
diada viene dada por

dw  2¢€* ,
dr 3¢
(ver “Classical Electrodynamics”, Jackson, ec. 14.22), donde a es la aceleracion.
La fuerza centrifuga y la fuerza Coulombiana atractiva vienen dadas por

(12)

2 2
muv e

Fcent: ) Fcoul:_ 5 -
T T
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a0 ~10°[cm]

nucleo

Figura 14: Electrén precipitandose al ntcleo.

Al imponer
Fcent+Fcou1:O7

se concluye

e
mu° = —
,
La aceleracion a viene dada por
2
v
a=—
r
De , y se concluye que
dw 266
= Potencia irradiada).
dt 3c3m2rd ( )

Por otra parte, la energia del sistema es

1 2 2 1
E:—mvz—e—:—e—:——mUQ,
2 r 2r 2
luego
dFE 2 d
= = % d—: (Variacién de la energia del sistema) .
Como, por conservacién de energia,
aw N dE
d — dt
se obtiene, sustituyendo y en ((18) que
3c3m?r?
dt = —Tdr

Finalmente, integrando, el tiempo de “decaimiento” resulta ser

~ 107" [s] .

/t(r:0) 1 3m2 5 r=0 c3m2ag
t

dt = — r =
(r=ao) 4 et r=ao 4et

17

(16)

(17)

(18)
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2s
% ~107[s]

1s
Atomo de H

Figura 15: Vida media del primer estado excitado del hidrégeno.

Es interesante hacer notar que la vida media del primer estado excitado en el atomo de
hidrégeno es aproximadamente igual a la vida media cldsica (principio de correspondencia).
Los problemas planteados por el atomo de Rutherford se pueden resolver introduciendo las
siguientes hipdtesis (d&tomo de Bohr):

1. Existen 6rbitas (n =1, 2, 3, 4, ...) que no irradian.

2. El atomo irradia cuando el electron cambia de una orbita a otra. La frecuencia de la
radiacion en tal caso viene dada por:

hw =AFE , diferencia de energia entre las 2 drbitas.

=F,—FE,_1, para Orbitas contiguas.

3. Para n — oo la frecuencia de la radiaciéon debe coincidir con la clésica (Principio de
correspondencia), o sea
En - Enf]_ n—oo dE(?”L)

ho=E, — E, ;= —
Y- (n—1) dn

con v
w = —, frecuencia del electrén orbitando.
r

Usando (|13 esta ecuacién se puede escribir de la forma

3

. mw
Se tiene
dE(n) o hmuv? _ hm iE?’/Q
dn e2 e?2 ' m3 ’

donde la primera igualdad corresponde al principio de correspondencia, la segunda igualdad
a la ecuacion y la ultima a la ecuacién . Despejando

2
E*PdE = —h—Q L
€ m
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Integrando se obtiene

2
e2Vm
o0 sea . | .
e*m
donde R, la constante de Rydberg es
etm 2
R=—=—=13,6[eV]. 21
= e 1306V (21)

En ap es el radio de Bohr y viene dado por
hQ
apg = — ~ 0,53 x 107° [em].
m
Los radios de las distintas érbitas de Bohr vienen dados por
2
— QGEn = Cbgnz.

Ty =

(Si el nicleo tiene carga Ze hay que reemplazar en todas las ecuaciones e por Ze?).

Energia

Figura 16: Radio clasico de una érbita de Bohr.

Al cambiar un electrén de la 6rbita con nimero cuantico ny a la 6rbita nq, la energia del
fotén asociado a la radiacién electromagnética es

sp=to=R (- )

2 2
ny N

Evaluemos el momento angular para las distintas érbitas:

2 2
e e —-m
L=rp=—mv=— =4/ —¢>
p mu? v V' 2F

2,2

_[hPn® o,

= e =nh,
oA
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E o

Pacchen N=3 —1.51 [eV]
s n=2 -3.30 [eV]
n=1 -13.6 [eV]

Lyman
Atomo de Hidrégeno

Figura 17: Atomo de hidrégeno, transiciones entre niveles.

o sea, obtenemos el siguiente sorprendente resultado:

L, =nh (Cuantizacién del momento angular). (22)

En lugar de la hipotesis iii, también se podria haber postulado para encontrar la ecuacién
(20) para la energia de los estados excitados del 4tomo de hidrégeno.
Hacemos notar que el resultado resulta totalmente concordante con la hipdtesis de

De Broglie sobre la naturaleza ondulatoria de los electrones. En efecto, usando la hipdtesis
de De Broglie se obtiene

h
rxzrp:L:nh:n%,
0 sea 5
n:¥ n=1,2,3,... . (23)

Es decir, la longitud de onda de De Broglie asociada al electrén esta contenida un nimero
entero de veces en la longitud de la érbita electrénica. Lo anterior es una condicion necesaria
para ondas estacionarias. De no ser asi, la onda auto-interferiria, aniquilandose. Resulta
bastante dificil compatibilizar la idea de particula en una érbita definida con la de onda. Con
el establecimiento definitivo de la Mecanica Cuantica (1924-1926) esta dificultad desaparecio,
pues se abandono6 completamente la idea de “trayectoria del electrén” u “érbita electronica”.

0.9. La regla de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld.

El razonamiento que nos llevé a la ecuacién (23]) lo podemos generalizar para cualquier
movimiento periddico.
El nimero de ondas a lo largo de una trayectoria peridédica viene dado por la integral

5w
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Figura 18: Orbita electrénica como onda estacionaria.

donde ¢ es la coordenada que mide la distancia a lo largo de la trayectoria. Para que la
onda auto-interfiera constructivamente se debe tener que el niimero de ondas a lo largo de la
trayectoria sea entero, es decir

d
7{—q:n conn € N.
Ag)

Usando la relacién de De Broglie (L1]) se obtiene la asi llamada regla de cuantificacion de
Bohr-Sommerfeld:

]{ p(q)dg = nh (24)

Poniendo
dg = vdt p=mu,

la ecuacién queda de la forma

p(q)dg = ¢ mvidt =2 ¢ Tdt = 27(T) = nh | (25)
fotata= §mia=2¢

1
donde (---) representa al promedio temporal, T' = §m112 es la energia cinética y 7 es el

periodo del movimiento.

Si el potencial es del tipo V(q) = A¢” (con A y S constantes), podemos usar el teorema
del virial (ver por ejemplo Berkeley Physics Course I, pag. 202 y 296). Segtin el teorema del
virial, para movimientos en un potencial del tipo arriba mencionado, se tiene que:

(T ==F, (26)

donde E es la energia total.

A partir de , y se deduce que

2T E =nh,

S+2
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O sea

B, = hug, (52_22> | (27)

En (27)) vg, es la frecuencia de la oscilacion que estd relacionada con el periodo por la ecuacién

Vg, — — .
o T

Apliquemos estas ultimas relaciones a algunos casos particulares:

1. Oscilador arménico.

El potencial para el oscilador arménico es

1
V(Q) = §mw2q2 )

es decir en este caso S = 2. La frecuencia del oscilador arménico es independiente de la
energia. Usando (27) con S = 2 se obtiene la forma en que estéan cuantizados los niveles
de energia de un oscilador arménico:

E, =nhv =nhw ,

resultado que esta de acuerdo con la hipotesis de Planck. Este resultado, de la mecanica
cuantica antigua, difiere del obtenido rigurosamente dentro de la Mecanica Cuantica
sélo en la energfa del punto cero, es decir un término aditivo adicional de tamano hw/2.

2. Particula en una caja.

Consideremos el potencial

I

o
O
Oy
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En este caso S =ny n — oc.

Para la frecuencia se obtiene en este caso (usando un argumento puramente cldsico)

que:
1 4e m
4 VE v C\/ 2F (28)

Usando con S — +00 y sustituyendo se obtiene

E, = hﬂn: h_n 2L,
2 8¢ m

Despejando E,, de esta tltima ecuacion se obtiene finalmente para los niveles de energia
cuantizados la ecuacién ) -
- h 2o I 2
32mc? 8mc?
resultado que, como veremos mas adelante, coincide con el obtenido rigurosamente
dentro de la Mecanica Cuantica.

3. El atomo de hidrégeno.

Para el 4&tomo de hidrégeno el potencial es

En este caso S = —1.
Del teorema del virial con S = —1 se obtiene que

(T)=—-FE. (29)
Consideremos las partes radial y angular separadamente:

(T = (1) + (Tp) - (30)

Para (Tj) se tiene que

1 , L{f

(1) = gm(erdy?) = 22

mientras que (7,.) se obtiene usando para la parte radial:

nh B hvegn

T,) =— = 32
() =50 == (32)
Como ya sabemos el momento angular viene cuantizado por la ecuacion:

L=/(th, (=0,1,.... (33)

También se tiene que ‘
0y = wg =27mvg , (34)
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luego a partir de , y se obtiene
h£27TVE . héyE

Ty) = = 35
() = =2 = (3)
De las ecuaciones , , y resulta
h h
Ey=-—"Ent0)=—""EN, (36)
2 2
donde
N=n+t¢ (=0,1,..., n=1,2,....
Falta evaluar vg. El periodo 7 = 1/vg se obtiene de la tercera ley de Kepler:
1 m2n?
== R’ 37
g vy 2Ze? (37)

donde R es el semieje mayor de las trayectorias elipticas. Ademas, se sabe que para el
potencial coulombiano, el semieje mayor R y la energia E estan relacionados por

g 20
R
luego, de , usando y se obtiene

_ R2N? R2N? 27

(38)

E? =
472 4 mm2R3’
o bien
B _mZQe‘lL |
2h2 N2

El espectro de energia que se obtiene es idéntico al que se obtuvo anteriormente, pero
el significado de los niimeros cuanticos es diferente:

N n ( degeneracion
1 1 0|1
2 1 1|3
2 01 } 1
3 1 2|5
2 1|3 } 9
3 01

Como se desprende de la tabla, en la presente solucién se puede tener ¢ = 0, mas
aun, los niveles excitados del &tomo de hidrégeno son degenerados, teniendo los estados
varios momentos angulares orbitales distintos. Esta soluciéon del problema del dtomo
de hidrégeno se asejema bastante mas a la solucion cuantica rigurosa que la solucién
presentada en la seccion anterior.

[Ver también L. Gottdiener, Am. J. Phys. 45, 771, (1977)].
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0.10. El principio de incerteza.

Un concepto muy importante de la Mecanica Cuantica es el de “observables complemen-
tarios”. Esto se refiere a dos parametros fisicos tales que la medicion del primero altera el
resultado de una mediciéon simultanea del segundo.

Un caso tipico de observables complementarios son la posiciéon y el momento lineal en
una determinada direccion. Para ilustrar esto consideremos una rendija de didmetro d sobre
la que incide un fotén con momento lineal p en la direccién x.

Al llegar a la rendija la “onda plana” asociada al fotén, ésta se difracta. Como es bien
sabido de la optica fisica, la direccion de propagacion de la onda no es estrictamente en la
direccién x, sino que se difracta en un angulo 6 dado por

izsenﬁ con/\:ﬁ .
2d D

intensidad

onda pl Ln

[

X

RS I >

Figura 20: Experimento de difraccién.

El hecho de que un fotén particular cruce la rendija representa una medicién de la coor-
denada y del foton, aunque con una imprecision d, i.e. el error Ay en la determinacion de y
es

d
Por otra parte el momento en la direccion y tampoco estd bien definido. En vez de ser nulo
(como antes de traspasar la rendija), ahora estd acotado aproximadamente por los valores
py = Epsend, i.e.
Ap, =~ psenf . (40)

De y (40]) se obtiene

AyAp, ~ gpseHQ = %hsen& = % .

Siguiendo un camino més riguroso se obtiene (como veremos mas adelante) que siempre se
cumple

St

AyApy = 5 (41)
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Esta relacién se conoce como el principio de incerteza de Heisenberg (1926). Su aceptacién

elimina automaticamente el concepto de “trayectoria” en Mecanica Cuantica: sélo se puede

conocer la posicién y el momento de una particula en una direccién cualquiera con una preci-

sién maxima acotada por . Tal indeterminacién no es un problema de error experimental,

sino que, de acuerdo al formalismo de la Mecanica Cuéntica, es una indeterminacion esencial.
Como ilustracién consideremos:

1. Un electron localizado en una zona de dimensiones atdomicas.

En este caso
Az ~ag~0,5x107% [em] ,

Av:Ap:(f)(ii):o( n )
Me Axm, agMe

e? e? km

lo que corresponde aproximadamente a la velocidad promedio de un electrén atémico.

luego

2. Un protom localizado en una zona de dimensiones atémicas.

=0 () <1 3]
Aoy s

Esta velocidad es del orden de la velocidad térmica para el hidrégeno, obtenida de la
“Teoria cinética de gases” para la temperatura ambiente.

En este caso

Otra forma de visualizar el origen del principio de incerteza es el siguiente: Consideremos
una particula libre (en una dimensién) con un momento p; bien definido. De acuerdo a
la hipétesis de de Broglie, a tal particula se le asocia una onda (plana) de longitud de
onda A; = h/p; bien definida. Es claro que tal onda no estd localizada. Para localizar la
particula en una region del espacio x hay que formar, como es bien sabido, un paquete
de ondas, es decir, hay que superponer ondas con distinto momento lineal.

Consideremos la suma de 2 ondas planas (Fig. 21)).

Para obtener una interferencia destructiva en los extremos AB es necesario que el
niumero de ondas de las 2 ondas difiera en 1 en el intervalo Az, o sea

Ax Az

~ 1
A A2

Y

es decir

1 1
Azr - A (X) —%Axprl ,
de donde nuevamente se deduce que

AxAp ~ h .
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N RA N

YRAVAVAVA!

AN
VALVARVARY

) /\ A A N\ Superposicior
VY

A AX 1

Figura 21: Superposiciéon de ondas.

El principio de incerteza no sélo rige para la coordenada espacial y el momento li-
neal respectivo, sino que se cumple para cualquier par de coordenadas generalizadas
canonicamente conjugadas, por ejemplo:

h

ALAO > 5 AtAE >

DO | St
bo | S

, ., AyAp, > -, etc.

Consideremos un observador situado en un lugar fijo que “ve” pasar un paquete de
onda (Fig. . Para este paquete se tiene que AzAp, ~ h. Por otra parte

< AX

Figura 22: Paquete de ondas.

B P
2m

)

O sea

= v, Ap, . (42)
El observador esta inseguro del instante en que pasa el paquete en la cantidad

_A:C

Vg

At (43)
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De y se obtiene
AEAt = AxAp, ~ I . (44)

Otra circunstancia en que interviene la relacién (44]) es en el decaimiento de estados
cuasiestacionarios.

V(X)
estado cuasi estacionario

s 1 BE
TN

Figura 23: Estados cuasiestacionarios.

Tanto mas demora el sistema en decaer tanto menor es AFE. La razon de esto reside en
que si el sistema se encuentra poco tiempo en el pozo no es necesario que la regla de
cuantificacion de Bohr-Sommerfeld se cumpla con toda precisién. Si el sistema queda
durante un tiempo 7 en el pozo y el periodo del sistema en el pozo es T, entonces lo
unico que debe satisfacerse es que al cabo del tiempo 7/7', la onda no se desincronice
en més de 7/2. Luego, tanto mayor es 7, tanto menor es la desincronizacién de la onda
dentro del pozo.
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0.11. Problemas.

0-1) En la colisién de Compton, demuestre que la velocidad del centro de masa v viene dada

por
2

c
— =1+ —.
v +hw

0-2) Colisién de Compton, demuestre la ecuacion @
AN = \(1 — cosf) , ©
usando directamente la conservaciéon de la energia y el momento lineal.

0-3) Muestre que en un scattering de Compton, producto del cual, respecto a la direccién de
incidencia del foton, el electron es dispersado en un angulo ¢ y el fotéon en un angulo 6,
la relacion entre estos angulos viene dada por:

hv

wno= (1522 o)

MeC
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Capitulo 1

Introduccion matematica.

versién 5 junio 2007

En el capitulo anterior revisamos ciertos hechos experimentales y tedricos basicos que
condujeron a la conclusion de que era necesario reformular la Mecanica en el dominio de los
fendmenos microscopicos. Asimismo, se introdujo, de una manera heuristica, una teoria que
permitia describir dichos hechos experimentales, pero en realidad atin necesitamos desarrollar
un formalismo matematicamente satisfactorio. Por razones que seran evidentes mas adelante,
dicha teoria matematica se establecera en términos de espacios vectoriales. En este capitulo,
se recopilaran, entonces, algunos resultados matematicos —sobre todo del algebra lineal—
que seran de mucha utilidad para el desarrollo del formalismo. Muchos resultados no seran
demostrados, suponiéndose que el lector ya los conoce de los cursos de matematicas.

1.1. Espacio vectorial sobre el cuerpo complejo C.

Consideremos un conjunto de elementos

H={|z), |y),...}.

Supongamos que existen dos leyes de composicién tales que:

1) A todo par |x) € S, |y) € J, la primera ley de composicién (para la cual usaremos
el stmbolo +), asigna un objeto (|z) + |y)) € . y se cumple:

a) |z)+|y)=ly)+|z) (Ley conmutativa).
b) lz)+(ly) +12)) = (lz) +1y)) +[2) (Ley asociativa).

¢) Existe un elemento nulo |0) € 5, tal que
|2) +10) =]z) .

d) Todo |z) puede ponerse en correspondencia con un elemento de 7, que denota-
remos por | —x ), denominado opuesto de |z ), tal que

|z) +|—2)=10).

31
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11) A todo elemento |x) € J y a todo nimero a € C la segunda ley de composicién (para
la cual usaremos el simbolo -), asigna un objeto o - | x ) € J, y se cumple:

a

b

) 1) =|a).

) a-(B-|z))=(aB) [z), BeC (Ley asociativa).

c) (a+pB)-lx)=a-lz)+p-|z) (Ley distributiva para la adicién de escalares).
d) a-(Jz)+|y))=a-|z)+a-|y) (Ley distributiva).

Diremos en tal caso que ¢ es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros complejos C.
Es inmediato ver que

0-]z)=10) y (=1)-|z)=—[z)=]-z).

Es usual ignorar el simbolo - para la multiplicacién por un escalar.

1.2. Operadores lineales.
A es un operador lineal en € si es una aplicacién de 2 en J que cumple con
D) Aly)esAt, Vv)e,

m Va,feCy |o) |y)e, Alalz)+5ly))=aAlz)+ FAly).

1.3. Vectores duales y producto interno.

A cada vector | 7) € # le asociamos un vector dual {| )} = (x|. Esta asociacién define
un espacio dual de J#, denotado por J#7, si tal asociacién cumple con:

{ala) + By} = a(z]+ 5 (y] .

Introducimos, ademds, una aplicacién de #t x # — C, un producto interno entre los
elementos de 7 y 1 por:

(zlesd’, |y)et — (z|y)eC.
La aplicacién 7 x s — C debe cumplir con las condiciones siguientes:
D) (e |+ B(a2|) |y) = alz|y) + B(z2]y).

m) (x| (afyr) +8ly2)) = oz |y) + 6{z|y2)-

ur) (x|z) > 0.

V) (x]x)=0siysolosi|z)=1]0).
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1.4. Base de un espacio vectorial.

Un conjunto de vectores {|my )} de J€ es una base de 5 si V |¢) € S existen
coeficientes unicos C}, € C, tales que

[¥) =Y Cilmy) .

Como aqui se trabaja siempre en espacios con producto interno, se dispone de una métrica
y luego de conceptos adecuados de convergencia e integracion. Esto nos permite escribir sumas
como la anterior atin en casos en que los Cj son no nulos para un conjunto infinito numerable
de indices k. Siempre que se escriba una tal suma, se supondra implicitamente que ésta
converge.

El nimero de elementos de la base de .77 se denomina la dimensién de 5 o bien la
cardinalidad de 7.

Sea A una aplicacién lineal de # en . Al conocer el efecto de A sobre los vectores de
una base de %, podemos determinar ficilmente el efecto de A sobre cualquier vector | ).
En efecto, sea

Almg) =" Anlmy)
¢
y supongamos conocidos los coeficientes Ag,. Si [¢) = >, Ci| my ), se tiene

Aly) =) CpAlmy) =D CrAu|my)
k 0k

Una base {|my )} de J es ortonormal si cumple con
<mi‘m]’>:(5¢j, i,jzl,...,n,

donde n es la dimensién del espacio 7.
En una base ortonormal {| m; )}, el producto interno o “producto punto” de los vectores

‘1’):Z$i’mi>, |y>zzyj‘mj>a
i J
puede expresarse como sigue:
(xly) =D wiy (milmy) = iy ,
i i

o sea,
(zly)=> =y

De esta ultima ecuacion se deduce inmediatamente que

(zly) = ((ylz))".
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1.5. Espacios vectoriales de dimensién continua.

La dimensién de un espacio vectorial puede ser finita o infinita. En este ltimo caso la
dimensién puede ser numerable (en cuyo caso el indice k que rotula los vectores de una base
es discreto) o no numerable (siendo el indice k que rotula un conjunto completo de vectores
del espacio vectorial una variable continua).

Para un espacio de dimensién no numerable, las ideas anteriores deben generalizarse. En
este caso la sumatoria debe reemplazarse por una integral, escribiéndose la expansion de un
vector | 1)) en la forma

|w:/%ammww

A los valores que puede tomar el producto interno hay que agregarle el co. La ortonorma-
lidad de un conjunto completo de vectores base de un espacio de dimensién continua queda
expresada por

(m(k) [m(k)) =o(k —F) ,

donde 0 es la “delta de Dirac” (ver seccién siguiente).
Consideremos los dos vectores

o) = [dka) lm()) . y) = [ o) ()

Si las funciones x(k) y y(k) son de cuadrado integrable, entonces es posible introducir una
métrica. En tal caso el producto interno de los dos vectores queda expresado por

<ww://%wﬂwmmmmmmm>
- //dkdk’x*(k)y(k’) Sk — k)

es decir,
<ﬂw:/%ﬁwmm:umwr.

Cuando un vector | x) es no normalizable, impondremos al menos que |z(k)| sea acotado.
Si bien este caso puede presentar dificultades formales, en lugar de presentar una teoria
demasiado general que pueda sobrepasar el margen de interés fisico, trataremos de resolverlas
en la situacion especifica donde ellas surjan.

1.6. La ¢ de Dirac.

La ¢ de Dirac no es una funcién en el sentido convencional, sino que esté definida como
una distribucion. Esto significa que d(x) no viene definido por su valor en cada punto, sino
que solamente por los valores de la integral

—+00

f@) o(z =) dt
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que se obtienen para un x arbitrario, cuando f(t) es cualquier funcién continua. La “fun-
cién” o0(z) se puede interpretar como el limite de una sucesién de funciones f,(z), con
[ da | fu(x)| < A, con A fijo, y que satisface

+o0
lim folz —a')yda' =1,

n—oo
—00

y que tienden a anularse en todo punto z, salvo para x = 0. Es facil mostrar que tal “funcién”

cumple con
+oo
lfm da' g(a') fu(z — 2') = g() .

n—oo
—00

Algunas sucesiones que generan a la ¢ de Dirac son:
1)

S(z) = lim {2l Lo
0 lz| > 1/a ’

1)

111)

v)

1 ., 1 x?
i(z) = 7 lli% %exp (—?> :

Sea f(x) una funcién con derivada continua en x = xy. Entonces algunas propiedades de
la ¢ de Dirac son:

D12 8@ = wo) f(w) dz = f(xo).
) [0 (@ — @) flx) dr = —f(x0).

fj;o 5 (x — o) f(x)dx = (—1)" f(n)(ﬂfo)-

d(z) = 6(—z) = 0*(x), o sea, la 6 de Dirac es par y real.

f(x)d(x) = f(0)d(x).

)
)
v)  d(z) = 0 en cada intervalo cerrado que no contenga el 0.
)
) Como caso particular de la propiedad anterior: z §(z) = 0.

vil)  d(ax) = %.
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IX) O(f(x)=>_, M, donde z; son ceros simples de f, es decir, f(z;) =0, f'(z;) #

» | () |
0Vi.

X)  [T8(x —t) (s —t)dt = 5(x — s).

o0

X1) ¢'(x) = —4¢'(—=z). La derivada de la 6 de Dirac es impar.
o @)

XII
) T

es una funcién continua en x = 0, entonces

/_+OO 5(@) f(z) do = — /joo L) f)do

[e.9] OO:'U

En tal caso se puede escribir

XI1I)

1 o tk(x—x0)
6(x—xo):%/ e o) dk .

—00

Esta relacién es delicada. Sélo tiene sentido si se usa en una integral y luego se inter-
cambia el orden de integraciéon (o si se usa con un factor de convergencia, como por
ejemplo, exp (—|k|n) con n — 0).

X1v) Es cémodo imponer (y asi se supondré durante el curso) que
o 1
dz f(x)o(x) = Ef(O) :
0
Algunas relaciones ttiles de la ¢ en tres dimensiones son:

5(7) = 6(x) 8(y) 8(2) = ﬁ / e i

L 0(r)
o) = 272
S~ 1) = 500~ ) (' 7).

donde
6(¢—¢")d(0 -0

send

5(Q— Q) =6(¢—¢)d(cosf —cost) =

La integraciéon de la variable radial, como es usual, se realiza partiendo de r = 0.
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1.7. Norma.

La norma de un vector |z ) viene definida por

\ /ZZ. | ;]2 caso discreto,

[ dk |x(k)|? caso continuo.

|z| = v{z|z) =

La norma de | z) es siempre positiva o cero, y lo ultimo ocurre sélo si |z ) =0).

1.8. Ortonormalizacion de una base de dimension dis-
creta.

Una vez definido el producto interno, una base discreta cualquiera puede ser ortonormali-
zada usando el método de Gram-Schmidt. Para ello se procede como sigue: Sea {| m; ) }; una
base arbitraria. Comenzamos normalizando | m; ):

| M)

[my) — M) = TR

A continuacién, se construye un vector | my ), que sea una combinacion lineal de | my ) y | ms )
y sea ortogonal a |m; ). Es facil mostrar que el vector
[ma) = [ma) — (M1 [me) | M)
cumple con esos requerimientos. Normalizamos | my ):
_ | m2)

|my) — | hy) = (a7 ) .

Introducimos ahora |m3) dado por
|75} = Cte - [ | ms ) — (75 | ms )| 77 — (733 | s )| 73) |
Este vector es ortogonal a |my) y | mg ), etc. ...

~

1.9. Operadores de proyeccion P.

Consideremos un espacio J# provisto de una norma. Sea |m) € 5 y (m/| € 1.
Definamos el operador P = |m )({m'| como sigue:

V|v)ed, Pt — i,

Pl = {m)(m' 1} ) = [m) {(m' 1)} € ¢ .
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El operador |m)(m’| es lineal. En efecto,

[m)(m'|(a]¢) + Bl¢)) = (a{m|d) + B(m"[¢))[m)
=a([m)(m'[)[¢)+ B(|m)(m'[)[¢) .
Demostremos que cualquier operador lineal A es una combinacién lineal de operadores de

proyeccién. Sea A un operador lineal que sobre los vectores de una base ortonormal {|my )}
actua de la siguiente forma:

Almy) ZZAMTW) ;
¢

entonces, A se puede expresar en la forma
A= Aglme)my] . (1.1)
1]

En efecto,

Almy) ZAEJ|me><mJ\mk>

= ZAMme = ZAMTW

Los conceptos aqui desarrollados se pueden extender (en la medida que las expresiones
involucradas se mantengan con sentido) para casos en que los vectores de la base estén
normalizados a la § de Dirac.

1.10. El operador identidad.

Consideremos un vector |9 ) € # en la base ortonormal {| my )}:
k

Se tiene que

(me| ) Zl/)k melmi) = Yedor =
o sea, '
o= (melt) . (1.3)

El resultado anterior nos dice simplemente que los coeficientes de la expansion de un vector
en una base se obtienen como el producto interno entre el vector y cada elemento de la base.

Reemplazando ([1.3]) en , se obtiene
[0) =D (mu| ) [mi) =D [mi) (ma | 4)

K eC en k
—E {1 ) mk|}|¢>
—_————

operador eH

= {Z|mk><mk|}|¢>:i|¢>-

k



1.11. OPERADORES UNITARIOS. 39

Esto nos permite identificar

Z |me ) (my | =1 Operador identidad. (1.4)
K

Esta ultima ecuaciéon también se llama relacion de completitud o de clausura y es valida al
usar una base ortonormal completa.

Si la dimensiéon del espacio vectorial es continua, el operador identidad se escribe en la
forma

/dk|m<k>><m<k>\ =

1.11. Operadores unitarios.

Consideremos los operadores U que “preservan” el producto punto, es decir, V|1, | ¢) €
¢ cumplen con

(Vlo)=(v]o), (1.5)

donde, B ) B )
[v)=Ulv) v |¢)=Ulg).

En tal caso decimos que U es un operador unitario. A partir de lo anterior podemos concluir
que los operadores unitarios transforman una base ortonormal en otra base ortonormal.
Sea A un operador y (1| € #T. Definimos el vector dual (¢ |A por

(V1A = (9| {ZA€j|m€><mj|}

0
_ZA@ Y lme)} (my]
—~ ————

eC et

Sea A un operador y |¢)) € S y evaluemos {A| )} :

A = A
{Alv)} = Z el me) (my | ¥)

eC

:ZAzj{<mj|w>}*<mg|

4
= > Ayt m ) (e
:<w|{ZAzjrmj><mg|} ,

es decir,

{Alv)} = (v|AT,
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donde ;
= {ZAEJ|W><mj \} = Aplmy)(m .
£j 4
Resumen (del efecto de la operacién 1):

) {le) = (vl

) (el =1v).

m)  {lo) (v [} =1v)(s]
)
)

I

IT

{{olv)} ={(olv)} =(v]d).
(AT} = A

v
\%
Consideremos ahora la expresién (¢ | { A|¢) }. Tenemos
> Aglma){my |] |¢)
ij

N~~~
et eH

(V[ {Al¢)} = (V]
W—/

\Q/LL [Z Aij |mz (m;| ) ] :iZinj<¢|mi><mj’¢>

ewt LY eC eji” eC

_ {ZAij<w|mz-><mj|} 16)
- {<w| (ZA,»j|mi><mj |>}|¢> — {(vA}]9) .

luego
(V{A[¢)} ={(v|A} o) = (¢|Alg) .

El trabajo recién realizado muestra las distintas posibilidades de la notacién que se
estd empleando. Esta poderosa notacién, que no presenta ambigiiedades, fue introducida
en la mecanica cuantica por Paul Dirac.

Evaluemos {m;| A | m; ). Tenemos

(mi| Almy) = (m; (ZAMW (mk|> |m;)
—ZAEk my | me ) (my | m; ) ZA£k5é5k37
k

y finalmente,
(mi| Alm;) = Ay .

Estas son las componentes de un operador en la base {|m; )}



1.11. OPERADORES UNITARIOS. 41

Expresemos ahora en componentes la accién de un operador sobre un vector:

Aly)=1-A-1|¢) = Z\me (mel|)
—Z|mk (i | A g ) = Z|mk Arethe

Note que la expresion en el tltimo paréntesis no es otra cosa que un producto matricial.
Evaluemos ({(¢| A|$))*. Se tiene

(w]A]19)) = (v [{Al¢)}) = {A]¢)}[)
= (¢|AT|v) ,

de lo cual concluimos § .
(pIA]9) = (o|AT|¢) .

Usando esta relacién se obtiene

Ay = (mi | Alm; ) = (my [Al]m;) = (AT)

gt

es decir,

(AN = A5 .

Ejercicio: (Problema 2 Sean A, B, C tres operadores. Demuestre que:

) (ABC)! = CIBfAT,
Definicién 1.1 Un operador A es autohermitico si AT = A.

Usando componentes se tiene:
Ay = (AN = 4

gt

es decir, un operador A es autohermitico sélo si las componentes del operador en una base
ortonormal cualquiera cumplen con

AL = Ay

Consideremos nuevamente un operador unitario U y una base ortonormal {| m; )}. Deno-
temos por |7, ) a los vectores que resultan al operar con el operador U sobre los vectores de
la base, es decir, |77; ) = U|m; ). Se tiene, usando (1.5)),

0ij = (my|my) = (m; | my)
= {Um; )} {U|m; )} = {(m; [U}{U|m;)}
= (| OO0 |my)
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luego,

Por otra parte se tiene
1= fmi)(mi| =) |m;)(m;|my){m,|
i ij
= dylmi)(my] . (1.7)
ij

Reemplazando (1.6 en (1.7]), se obtiene
L= m){m;|({m;| U |m;))
]

= [mi){(m; [OTU|m; ) (m; |

ij

= (Z\mﬁ(mﬂ) U'u (Z!mj)<mj ’)
i J

=1iU'Ui =U'U .
Concluimos que el inverso U~! de un operador unitario U es igual a su hermitico conjugado:

Ul=U". (1.8)

Reciprocamente, si un operador satisface la relacién (1.8)), entonces U es unitario. En efecto,
sea [1) =Ul¢) y|¢)=Ul|¢), entonces

(Vo) =(v|UU|¢) = (¢[1]|¢)

(P]o) -

1.12. Cambio de base.

El poder de la notacion de Dirac se pone de manifiesto al cambiar de base, proceso que
en la notacién habitual resulta a veces un poco confuso.

Sean {|m;)}; v {|tx)}r dos bases completas y ortonormales de . y A un operador.
Entonces se tiene

El superindice m se usa para recordar que ("™A);; son las componentes de A en la base | m; ).
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Por otra parte,

IZ‘tk><tk|mi><mi‘A|mJ><mJ’tl>< |

lo que nos permite identificar
(A=Y (tr|my ) ("A)y(my | 1) . (1.9)
tj
Analicemos ahora la forma del operador U que realiza el cambio de base. Se tiene
Ulmy) = |te)
por consiguiente
U™l te) = [my) .

Por otra parte
U= [ti)(te | U m)(m
= St ) Oma | = 3 TS|
por lo tanto,

U=>[ty){ms] .

El “ket” |tx) crea un vector |t;) mientras que el “bra” (my| aniquila un vector |my ).
Analogamente
=D m ) (|
k

Adicionalmente, podemos escribir

U= Z]mj><mj\tk>(mk| = (U enlabase {|m;)}),

U=

=i

= ZW (mg |t ) (te| = (U en la base {|t,)}) .

U7t = 107 = 3105ty )

U'=U"'1= Z!mj><tj|mk>(mk| :

I



44 CAPITULO 1. INTRODUCCION MATEMATICA.

De las relaciones anteriores se deduce que
("U)je = (my [tr) = (‘U)jw = Uje (1.10)

y
(MU g = (L |me) = (U e = Ut = Uy (1.11)

es decir, las componentes del operador unitario U que realiza el cambio de base son las
mismas en las dos bases.

Al reemplazar las ecuaciones ((1.10)) y (1.11)) en ((1.9) se obtiene
("Ape =D (U )i(™A)y(U)e

ij

recuperando asi un resultado conocido del Algebra Lineal.

1.13. Notacion de Dirac y la notaciéon convencional de
matrices.

Consideremos, por simplicidad, un espacio vectorial de dimensién finita N. Sean los vec-
tores {|1), |2),..., |[N)} = {]i)}, ¢ = 1,..., N, una base ortonormal. Sin pérdida de
generalidad, los vectores base pueden ser considerados como la base candnica, en cuyo caso
podemos escribirlos como vectores columna:

1 0 0
0 1 0
1) = A2)=1.| .- IN)=
0 0 1
. Como escribimos ahora la base del espacio dual, {( 1|, (2],..., ( N |}? Puestoque ((1])(]1)) =

(1]1) =1, es inmediato que lo que corresponde es asociar a (1| un vector fila:
(1|=1 0 --- 0).

De este modo, usando las reglas usuales de multiplicaciéon de matrices,

1
0
(1[1)y=1Dh(1r)=1 0 --- 0 f=1-14+0-04---+0-0=1.
0
Ahora es inmediato notar que un vector arbitrario [¢) = > . ;|i) se escribe, en la
notacion usual,
1 0 0 (03]
0 1 0 Q9
) =ar| . | +a| |+ Fan|. | =] |,
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y sudual (¢ | =" ;(i| en la forma

(Pl=(a7 az -~ ay).
Y el producto interno entre un vector |¢) = . o;|i) y un vector dual (¢ | =>_. 3 (i|:
(€3]
* * * Q2 *
(olv)y=(1 B -+ DBy . :Zﬁiaia
anN Z

lo cual es consistente tanto con nuestros resultados anteriores como con la notacién usual de
matrices.

Ya hemos visto vectores (| 1)), vectores duales ({ ¢ |), y el producto interno ({ ¢ | })). Sélo
nos faltan los objetos de la forma | ¢ ){ ¢ |. Como ya hemos visto, estos objetos corresponden
a operadores. Ahora podemos reencontrar ese resultado con la notacion convencional. Consi-
deremos, por ejemplo, | 1)(2|. Escribiendo | 1) como vector fila, y (2| como vector columna,
y usando las reglas usuales de multiplicacion de matrices,

1 01 --- 0

0 00 --- 0
= o - o=|. . |,

0 00 0

lo cual es evidentemente una matriz, es decir, un operador. Es claro que, en general |i)(j |
serd una matriz donde todos los elementos son nulos, excepto a;; = 1.
Consideremos ahora un operador general A. Como ya hemos visto, A se puede expresar

de la forma )
A= ay|i)jl.
ij

Usando el resultado anterior,

A =an|[1)(1]+aw[1)(2]+ - +axn|N)(N|
10 -0 01 -+ 0 00 - 0
00 -~ 0 00 - 0 00 - 0
= n Lo . : + a12 oo . : +ooFann oo .. :
O0 --- 0 00 --- 0 o0 --- 1
a1 Qa2 - G1IN
_ 21 Q22 -+  A2N
ani anz -+° QNN

Asi, los coeficientes a;; forman una matriz cuadrada, que es la matriz de A en la base

{li) %
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Ejemplo: En un espacio de dimensién 2 considere el operador A = | 1)(2]|. La matriz de
coeficientes en este caso es

X 0 «

A= :

Consideremos ahora el producto de operadores. En la notaciéon matricial, éste deberia
escribirse simplemente como el producto de las matrices asociadas a cada operador. Reob-
tengamos ese resultado con la notacién de Dirac. Sean A, B dos operadores que en la base
{| )} se expresan por

Azzaz’j|i><j| ,
Bzzbzﬂiﬂﬂ -

Para el operador AB tenemos entonces:

AB = (Z‘“j’”“‘) (memw)
=3 aibeel )51 k(]

ijke

:Z<Z%bﬂ> i) (L] .

J

Por otra parte,

AB=C= Zcig\i)(ﬂ .
De las expresiones anteriores se deduce que

Cip = E Clijbje )
J

o sea, la matriz de C es simplemente el producto de la matriz de A y la matriz de B, como
esperabamos.
1.14. Autovalores de un operador.
Dado un operador A, decimos que | z) es un autovector de A, con autovalor \ € C, si
Alz) = \z). (1.12)

Si |x) es un autovector, entonces a|z ), con a € C, también es un autovector. Usualmente
se considera a |x) y a|z ), como “un mismo autovector”.
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Para el caso de un espacio de dimensién n finita, usando una base arbitraria del espacio
la dltima ecuacién se puede escribir de la forma

Ay A A o0 Ay, Ty €

Ay Ago Ao T2 X2
=

A . Ann Tn Ty

De acé se deduce la ecuacion para A:

Esta ecuacion, conocida como ecuacion secular, da lugar a un polinomio de grado n, llamado
polinomio caracteristico, que satisface

N AN =0

En los complejos C, esta ecuacién tiene n soluciones; cada solucién distinta da lugar a un
autovector, de modo que si todos los autovalores son distintos también hay n autovectores.
Si hay autovalores que coinciden (en cuyo caso se dice que el autovalor es degenerado), puede
ocurrir que el nimero de autovectores sea menor que la dimension del espacio. En todo caso,
siempre existe al menos un autovector para cada autovalor.

Veamos ahora el problema desde otro angulo. Partamos con un operador diagonalizable,
y por simplicidad elijamos la base en que ya es diagonal, es decir,

A 0 0
5 0 X
A= . s
Tenemos
AN — 0 0 0
0 )\2 — X 0

=M —z)(N—x) (N —2)
~ P(@).

donde P(z) es un polinomio de grado n. Las raices de P(x) dan los n autovalores de A.

Si A no es diagonal, pero diagonalizable (luego veremos que todo operador autohermitico
es diagonalizable), entonces se tiene que existe un operador S tal que SAS™! es diagonal, es
decir,

A1 0
. A
SAS! = ’

0 An
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Nuevamente calculemos det (A — 21). Usando dos de las propiedades de los determinantes:

det S~' = (det S)~' y det (AB) = (det A)(det B), se obtiene:
det (A — z1) = (det S) det (A — 21)(det S7)
= det (SAS™! — 1)
AN — 0
Ao —
0 | Ap — T
= —z)(de—z) - (A — 1),

o sea,

det (A —z1) =\ —2)(Ng —2)---(Ay — ) = P(z) .

Asi pues, sea 0 no sea diagonal, al extraer las raices del polinomio P(z) se obtienen los
autovalores de A.

Ejemplo Encontremos los autovalores y autovectores de
< 0 1/2
A= ( /2 0 ) '

N 4 2 2/

es decir, los dos autovalores son A\; = 1/2 y Ay = —1/2. Para encontrar los autovectores | A )
y | A2 ) procedemos de la siguiente manera: Expresemos el vector |A\;) = «a|1) + (]2) en

notacion matricial:
o

Entonces la ecuacién de autovalores A| ;) = \| Ay ) se escribe de la forma

(o 0)(5)=2(5)

Para el autovalor A\; = 1/2, la dltima ecuacién da la relacién

(3)=3(5)=er

Como |af> + B> =1 (silos | \;) estdn normalizados), se concluye que

Solucidn:

det(A—xi):‘ —z 1/2
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o0 sea,

1 1 1
A =D +i2n — o (1) -

Andlogamente, para el otro autovalor, Ay = —1/2, se obtiene

1 1 1
)= 51— — ()

Note que no siempre una matriz no autohermitica es diagonalizable. Por ejemplo

no es diagonalizable. Demuestre como ejercicio (Problema 2 que M # M y que sélo el
. 1 .
vector proporcional a ( 0 ) es autovector de M.

Ejercicio: (Problema 2{3)
Demuestre que si A = AT y B = BT, entonces los siguientes operadores son autohermiti-
cos:

Concluya de acd que AB = C + iD, con C y D autohermiticos, no es autohermitico aun
cuando A y B lo sean.
1.15. El caso de operadores autohermiticos.

Si A = Af, podemos hacer afirmaciones més fuertes que en el caso general. En efecto:

Proposiciéon 1.1 Los autovalores de A son reales.

Demostraciéon Tomemos el dual de la relacién ((1.12)):
(z]AT=(Na)" =2 (z].

Realizando el producto punto con |z ) y usando el hecho que A = A se deduce que

q.e.d.
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Proposicién 1.2 Si \; y A; son autovalores de Ay )\ # Aj, entonces los autovectores
asociados, digamos |a;) y |a; ), son ortogonales.

Demostraciéon
(ai|Alay) = (ai|N]a;) = Aj{ai| aj) (1.13)
((ajlAlai))' = ((a5]Alai)" = (a5 Xilai) = Nilaglai)) = X ((aj] @) = Nilai|a;) -
Pero
((aj| Alai))t = (ai| ATla;) = (a;[Alay) .
De las dos ecuaciones anteriores se deduce que

(ailAla;) = Nfaila;) . (1.14)

Restando ([1.14)) de (1.13)) se obtiene
0=\ =X)(aila;) .

Como A; # A;, se tiene que

q.e.d.

Proposicién 1.3 Los autovectores de A forman una base completa de 2.

Demostracién Sea J4 el espacio generado por todos los autovectores de A y supongamos
que tal espacio no coincide con 7. Sea 45 el complemento, es decir, & = J6 & 5.
Mostraremos que con esta hipotesis se llega a una contradiccion.

Partimos construyendo una base ortonormal en .77, es decir, en el espacio generado por los
autovectores de A. Si los autovectores corresponden a autovalores distintos, los autovectores
ya son ortonormales. Si algunos autovalores coinciden, por ejemplo, A\ = Ay = -+ = A,
entonces decimos que el subespacio con base {|a;), |az), ..., |as)} es un subespacio de
degeneracion del autovalor \;. Mediante el método de Gram-Schmidt, siempre es posible
encontrar una base ortonormal de vectores en el subespacio de degeneracion. Asi pues, todos
los {|a; )} los podemos considerar ortonormalizados.

Usando nuevamente el proceso de Gram-Schmidt, completamos ahora la base de . con
vectores {|b; )} que sean ortogonales a los {|a;)}. Tales vectores pertenecen al espacio ..
Mostraremos a continuacién que el operador A deja al espacio /% invariante, es decir,

VIb) e, Alb)e .
En efecto, sea |a; ) un vector de la base del espacio .77, entonces
(a; | A1b) = ((a;]4) [0)
= XAj{a;[b) =0,

o sea, A|b) no tiene componente en el espacio 7. Asi pues, tanto % como % son espacios
invariantes ante A. Esto permite operar con A por separado en ambos espacios. Pero en
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ese caso, resolviendo la ecuacién secular del operador A en el espacio % podemos encon-
trar autovalores y, al menos, un autovector. jContradicciéon! ya que supusimos que todos los
autovectores estdn en 7. Luego la hipdtesis inicial, que 7% # (), es falsa. Concluimos que
JA = J, y por consiguiente la base {| a;)} es completa, es decir,

Z\@H(aj’:i-

q.e.d.

Resumen:
La base formada por los autovectores de un operador autohermitico A es completa y siempre
se puede elegir de manera que sea ortonormal.

Los conceptos anteriores, aunque analizados para espacios de dimension finita, pueden
extenderse a espacios de dimensién infinita numerable o no numerable.

1.16. Conmutadores.

Definicién 1.2 El conmutador [A, B] de dos operadores A, B viene definido por
-~ BA .

A,B] = AB
Se dice que dos operadores A, B conmutan si [A, =0.

Teorema 1.1 Sean A, B dos operadores autohermiticos, entonces [A, B] = 0 si y solo si
existe una base en  en que ambos operadores son diagonales (es decir, existe una base de
A cuyos vectores son simultdneamente autovectores de A y B).

Demostracién

1) Supongamos que {|m; )} son simultdneamente autovectores de A y B, es decir,
Almi) = ailmy) |
Entonces
AB|¢> = ABZ¢i|mi> = Z¢iAB|mi>
= Z wiAbﬂ mi) = Z Yiaibi| m; )
= sz’aiB| m;) = B Z%M m;)
BZw@-A\mﬂ = BAZ¢¢|mi>

(2

BA|vy) .
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Luego, se deduce que

[A,B] [¢)=0, Vjp)e# — [AB]=0.

Supongamos que [A, B] = 0. Sea {|m; )} una base en que A es diagonal, es decir,
Entonces

BA|m;) = AB|m,) }:>A<B|mi>>=ai(13|mi>>,

es decir, B| m; ) también es un autovector de A con el autovalor a;. Si el espectro de A
no es degenerado se debe tener que B|m; ) es miltiplo de | m; ), es decir,

Se concluye que | m;) también es autovector de B. En el caso en que el espectro de
A sea degenerado hay que buscar la combinacion lineal adecuada en el subespacio de
degeneracion.

q.e.d.

1.16.1. Propiedades de los conmutadores.

D
)
n
v)
V)
v)
vin)

VIII)

IX)

Si [A, [A, BH = 0, entonces se tiene que
[B,A"] =nA" ' [B,A] . (1.16)

(A, f(A)] — 0 para toda funcién analitica f de A.
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;Qué significa f(A)? Para comprender mejor el significado de esta composicién de funcién
y operador, tomemos la expansion de Taylor de f,

n

—
=2
n
n=0
y reemplacemos © — z A, obteniéndose
. d " .
) =32 T 0A

Este operador plantea dudas de existencia, pero supongamos que esta bien definido, al me-
nos dentro de cierto radio de convergencia |z | < R. Sea A un operador autohermitico y
consideremos la base que lo hace diagonal. Entonces tenemos

A=) "ajla;)(a;| = A" = (a;)"|a;){a;|

J J

=22

Haciendo una prolongamon analitica, podemos poner z — 1 y escribir

ZZf(&jﬂaj)(aﬂ -

|a] a]|—Zf:Ba] aj)(a;| .

Ejemplo:
et => "€ a;)(a;].
j
Si bien la primera parte del analisis parecia delicada, hemos llegado a una forma plenamente
satisfactoria que legitima la composicion de funciones y operadores.
A continuacién, demostraremos algunos resultados importantes que involucran conmuta-
dores y funciones de operadores.

Proposicién 1.4

*Be® =B+ [AB] + 5 [A [AB]] + 3 (A [A [AB]]]+ . (1.17)
Demostracion Consideremos el operador
fA) =M Be | (1.18)

Expandimos tal operador en serie de Taylor

=\ y o -
—Zﬁfn’ con f, = {3)\” f()\)})\zo.

n=0
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Tenemos 5 ) )
% _ <6;;A> Be A | AR <a€a%> '
fere 9 A A DA AA X
8_/\6 = Ae™ =e"A
luego §
% ~ AAAB - BA)e M = M A, B] e (1.19)

Iterando esta relacién, es decir, cambiando B — [A, B] — [A, [A, BH en las relaciones

" y |D sigue:
155 S (af

W = a a) = GAA [A, [A,B]} 6_)\A s

etc. La proposicion queda demostrada al reemplazar estas relaciones, con A = 1, en la expan-
sion de Taylor.
q.e.d.

Supongamos que A y B conmutan con el conmutador de A y B, es decir, supongamos
que

e introduzcamos la funciéon de operadores
f(r) = A" B
Evaluemos sus derivadas. Tenemos

af _ 8 Az Bz Az 8 Bx )\ _ Az/} 5\ Bz
8_1'_(%6 >e +e <8x6 =e"(A+B)e™"

es decir, )
of - Ao~ x.]
— = A + eA“”Be_A“’} f(x) .
ox [ (z)
Usando la proposicion anterior se encuentra que
df B oo )
= ((A+B)+[AB] z) f(z) . (1.20)
Como (A + B) y [A,B} conmutan, estos operadores se pueden tratar como nuimeros, es
decir, la 1ultima relacion es simplemente una ecuacién diferencial del tipo

du(z)
dx

— (a+ Bz u(x) |

cuya solucién es
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La solucién de (1.20)) viene, por lo tanto, dada por
f(ZE) _ C@(A+B)$+%Iz [A,B] '

La constante C' es igual a 1 ya que f (0) = 1. De esta tltima relacién y la definicién de f se

obtiene: o o
(AreBr — ((A+Bla+ 3o [AB] (1.21)

A partir de este resultado ahora es facil demostrar las siguientes proposiciones:

Proposicién 1.5 Si A y B conmutan con [A, B} entonces:

ABeA=B+ [A,B] .
Demostracién Problema 2]

Proposicién 1.6 Si A y B conmutan con [A, B] entonces:

AB — ATBH3[AB| _ A+B 3[AB| _ BA [AB] (1.22)

Demostracién Problema 2451

1.17. Valor esperado y varianza.

Definicién 1.3 El valor esperado de un operador A para un vector | 1) normalizado estd da-
do por

(A), = (VIA|v) . (1.23)
Cuando esté claro cudl es el vector |1 ) que se usa, se puede omitir el rétulo y poner <A>

Mostremos que el valor esperado de un operador hermitico es real. Sean A un operador
autohermitico, {| a, )} una base ortonormal completa de autovectores y |1 ) € . Entonces

(Ayy = (|Alg) =D (V]| Ala;)(a;|v)

J

:Z(Q/;]aj>aj<aj|¢> ;

es decir,
X 2
(A)y = a; |{a;|v)[> €R. (1.24)
J
De (1.24) también se sigue que el valor esperado se puede interpretar como un promedio
ponderado de todos los valores posibles de a;, donde a cada a; se le asigna un peso | (a; [¥) |*.

Definicién 1.4 La varianza ((AA)?), de un operador A para un vector | ) viene dada por

(AA)*)y = (A?), — (A)] . (1.25)
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Mostraremos que la varianza de un operador autohermitico es siempre mayor o igual a
cero. Evaluemos ( (A — (A),1)?),. Se tiene:
((A—(A)y1)*)y = (A? —2A(A), +(A)}1),
= (A7) — 2A(A)) + ((A)?) .
Pero (a)y = (¥ |al|y) = a{y|¢) = a, si a € C, luego
(A —(A))%) = (A%) — (A)*.
De esta tltima ecuacion y la definicién ((1.25)), se obtiene
(AA)) = (A - (R))2) 0.

Cuando no haya duda para qué vector se estan evaluando los valores esperados, se usa también

la siguiente notacion:
AA={(AA)?) = /(A= (A))?) .

1.18. Desigualdad de Schwartz.

Teorema 1.2 Sean |v), |¢) € 7y (¢], (¢| € H#T los vectores duales respectivos, enton-
ces

(DY) (p|o) > (b)) P (1.26)

Demostracién Consideremos el vector | f) =|¢) + A|¢). Como ( f|f) > 0 se tiene

0<I=(f[f)
= (@[ + A (¢]) (1) +Al¥))
=(0]0) + X (P[¢) +A(o|¥) + XA (¢ ]¢) . (1.27)
Minimicemos I con respecto a A y \*:
O = 0= (o]v)+ X (8]0 (1.25)
O\
I o= w10+ M) (1.29)

Luego el minimo de I se obtiene al reemplazar en ([1.27)) los valores de A* y A que se deducen

de (129 v (C20)

= 164380 o (519 crom (1420 (458 e

Multiplicando por (% |1) se obtiene:
< (@lo){v]v) = (L)) (v|o) = (v} (W ]o)" + (]d)(¢]¢)
<{(oloNwlv) —(vlo)” .
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q.e.d.

Ejercicio: (Problema 2{6]) Poner A = a+ib, con a, b € Ry, en lugar de (1.28)) y (1.29), exigir
0I/0a = 0I/0b = 0. Mostrar que el resultado final es el mismo.

1.19. Teorema: Principio de incerteza.

En el Capitulo [0] vimos que el principio de incertidumbre de Heisenberg emerge como uno
de los hechos mas paraddjicos y, sin embargo, consistente con los resultados experimenta-
les con particulas elementales. Dentro del formalismo que hemos desarrollado, sin embargo,
aparece un resultado analogo, una mera consecuencia matematica de las definiciones que he-
mos introducido. Mas adelante sera clara la relacion entre el resultado que demostraremos a
continuacion y las observaciones del capitulo anterior.

Teorema 1.3 Sean A vy B dos operadores autohermiticos cuyo conmutador es [A, B] = ihC.
Sea |1) un vector arbitrario, pero normalizado, de . Entonces

(AA)(AB) >

N St

(C) . (1.30)

Demostraciéon Consideremos los operadores a, b definidos por

a=A—-(A),1=A—(A),
B

e ¢

3 (B),i=B-(B).

Si A y B son autohermiticos, también lo seran a y b. M4s atin, tienen el mismo conmutador.
En efecto,

[4,b] = [A — (A)I,B — (B)i]
= [A.B] - (B) [A,1] - (A) [1.B] + (A)(B) [1,1]
= [A,B] =inC

Evaluemos ((AA)?) vy ((AB)?):

((AA?) = ([ (A= (A1) |¢) = (v]a®[y)
=((va") (alv)) = (s|e),

donde | ¢) = a|v ). Andlogamente,

(AB)*) = ({(¢[bN) (b)) = (x]x) .
con | x) = b|e). Usando la desigualdad de Schwartz se encuentra que

(AA(AB)) = (o] o) (x|x) = [{o]x) . (1.31)
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Evaluemos (¢ | x ),
(o]x) = (alv))(blv)) = <¢|5T5|¢>

donde 2I" = (¢ | (ab + ba) | ¢ ). Entonces

-
%(C>+F.

(61x) = 5([AB]) +T =

Sustituyendo esta ultima relacién en (1.31]), y suponiendo que I' es un nimero real (lo de-
mostraremos a la brevedad), obtenemos

2

(AP (ABY) = | (6] x) | = \ e it

h2<é> +12 > h—Z(C>

y, extrayendo raiz cuadrada en esta expresién,

(AA)(AB) >

| S

(C),
demostrando el teorema. Sélo falta falta demostrar que I' es efectivamente real. Se tiene:

(v]ab|y) = ((¢]a) (b))
{((¢ BN @ v))}
((v|bale))*,

luego,

2T = (¢ |(ab+ba)|v) = (¢|ab|v) + (v|ba|y)

=(¢|baly)" +(v|baly) e R

q.e.d.
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1.20. Problemas

1-1) Sean A, B, C tres operadores, demuestre que:

1-2) Considere la siguiente matriz
- A b
M= 1)

Demuestre que M # M y que sélo el vector proporcional a (

é ) es autovector de M.

1-3) Demuestre que si A = Ay B = B, entonces los siguientes operadores son autohermiti-
COS:

m) C=-3i[A,B]=-1i(AB - BA).

2
m) I'=1{A B}, =1 (AB +BA).

Concluya de aca que AB = C+iD con C y D autohermiticos, no es autohermitico aun
cuando A y B lo sean.

1-4) Demuestre que si A y B conmutan con [A, B], entonces:

ABe A =B+ [A,B] :

1-5) Demuestre que si A y B conmutan con [A, B], entonces:

JAB _ AtBri[AB] _ A4B_L[AB| _ BA [AB] )

1-6) Poner A = a+ib, con a, b € Ry, en lugar de (1.28)) y (1.29), exigir I /0a = 0I/0b = 0.
Mostrar que el resultado final es el mismo en la demostraciéon de la desigualdad de
Schwartz.

1-7) Considerar los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que 4, definidos
en —1 < x <1, para los cuales se define el producto interno:

A partir de la base {1, z, 2%, 23, '} obtener una base ortonormal y representar el vector
Y¥(x) = 2% — 1 respecto a ella.
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1-8) En el espacio vectorial del problema anterior, considere el operador

< dpP,
AP,(x) = .

Encontrar la matriz A que representa a A en la base {¢, = z"/n!}.

Encontrar la matriz B del operador A? = d? /dz? y verificar que B = A%

1-9) Sea H un operador autohermitico definido positivo, i.e.
(w|Hlu)>0  V]|u).
Demostrar que cualesquiera que sean |u) y |v),
[(u|H]v)[” < (u|H]u){v|H|v) ,

y que la igualdad (u|H|u) = 0 implica necesariamente H|u) = 0. Demostrar, por
otra parte, que Tr( H) > 0 y que la igualdad no se cumple més que si H = 0.



Capitulo 2

Las ecuaciones basicas de la Mecanica
Cuantica.

versién 22 mayo 2007

2.1. Introduccién semiclasica para particulas libres.

En esta secciéon mencionaremos algunos resultados de la Electrodindmica Clésica y de la
asi llamada Fisica Moderna (la Mecanica Cudntica Antigua), resultados que motivaran los
postulados de la Mecanica Cuéntica desarrollados en la seccién siguiente.

Los trabajos de Max Planck sobre la radiacién del cuerpo negro (1900) y Albert Einstein
(1905) sobre el efecto fotoeléctrico llevaron a la conclusién de que la radiacién electromagnéti-
ca (luz) posee ambas, propiedades ondulatorias y corpusculares. La emisién y absorcién de
radiacién ocurre en quanta, llamados fotones.

Analicemos brevemente las ecuaciones basicas que se tienen para las ondas electromagnéti-
cas y/o los fotones.

La propagacién de las ondas electromagnéticas (luz), viene determinada por la ecuacién

de onda
1 02

V(7 t) = = =——1(F, 1) . 2.1
YT 0) = 5 o7 ) 2.1
Una onda electromagnética monocromética de frecuencia v que se propaga en la direccién k

viene representada por una onda plana del tipo
Yp(7) = AeFTen (2.2)

Aqui w = 27v es la frecuencia angular y k = kk el vector de onda. De (2.2) se deduce que la
magnitud del vector de onda k estd relacionada con la longitud de onda A por

A:Q%, k=|k (2.3)

Para las ondas electromagnéticas, cada componente del campo eléctrico y magnético viene
dada por una onda del tipo (2.2)). Las densidades de energia y de momento lineal vienen dadas

61
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respectivamente por

(7 t) = 8% [E2(7.1) + B2(7,1)] |

— 1 — —
S(rt) = RB x E  (vector de Poynting) .

Como E es normal a B y el promedio temporal de la magnitud del campo eléctrico es igual
a la del campo magnético, se tiene que

u(r) =c

Ahora recordemos las observaciones del Cap.[0] Las ondas electromagnéticas, en ciertas condi-
ciones, parecen comportarse como particulas. Si eso es cierto, los flujos de energia y momento
recién calculados corresponderian a la energia £ y momento p de ciertas particulas, los foto-

nes. (2.4) implica entonces que

—

S(1) (2.4)

E fotén — P fotén C - (25)

Este resultado es consistente con la mecanica relativista. En efecto, la relacién general entre
la energia y el momento para una particula con masa en reposo m, en la mecanica relativista,

es
E = c\/p?> +m?c? .

Para viajar con velocidad ¢, sélo es posible tener masa nula, en cuyo caso E se reduce
precisamente a . Es interesante notar que el modelo de la luz como fotones esta, en
germen, en un resultado como ([2.5)), puramente clasico.

Ya hemos conectado la Electrodinamica Clasica con la Relatividad Especial. Ahora agre-
guemos un tercer elemento: los fendmenos contradictorios con la teoria clasica, como la ra-
diacién de cuerpo negro y el efecto fotoeléctrico. De acuerdo a Einstein, la energia de un
“quantum” de luz de frecuencia v viene dada por

E =hw = hr (relacién de Planck-Einstein). (2.6)
Al sustituir la funcién de onda dada por (2.2)) en la ecuacién diferencial, se obtiene

k=" (2.7)

C

resultado conocido con el nombre de relacion de dispersion. El hecho de que la relacion entre
k v w para las ondas electromagnéticas sea lineal implica que la propagacién de las ondas es
no dispersiva.

De las ecuaciones (2.6 y (2.7) se deduce que
E = c(hk) ,

o sea, usando ([2.5])
p = hk .

Vectorialmente esta ultima ecuacion queda como:

7= hk (relacién de Compton). (2.8)
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Las magnitudes {E, pc} v {w, kc} son cuadrivectores. Las relaciones de Planck-Einstein y de
Compton simplemente dicen que estos cuadrivectores son proporcionales:

{E.pc} = he{w/e, k) . (2.9)

De la relacion de Compton y ecuacion ([2.3)) se deduce que
h . :
P=y (relacién de de Broglie). (2.10)

Todos los resultados anteriores han sido obtenidos para ondas electromagnéticas o, en el
nuevo lenguaje, para fotones, i.e., particulas de masa nula. Veamos ahora cual es la situacion
para particulas con masa no nula m. Numerosos experimentos mostraron que particulas como
los electrones, los protones, etc., bajo ciertas circunstancias manifestaban un comportamiento
ondulatorio. El experimento de Davisson y Germer demostré claramente la hipétesis de de
Broglie, es decir, mostré claramente que una particula de masa m manifiesta un comporta-
miento ondulatorio, con longitud de onda

A==,
p

cuando interactia con un dispositivo intermedio que pone de manifiesto propiedades ondu-
latorias. Pero

27 -
A=— (k=|k
k ( ) Y
luego la relacién B
p=hk,

también es valida para particulas con m # 0.

Aun cuando en estos apuntes comenzaremos desarrollando la mecanica cuantica no-
relativista, para no imposibilitar un posterior desarrollo de una teoria relativista, es sensato
postular también la proporcionalidad de la energia con la frecuencia angular, es decir,

E=ho.

Partiendo de la idea vaga de que la materia tiene propiedades ondulatorias, supongamos
que para el caso de particulas libres masivas la funcion de onda que las describe, igual que
para los fotones, viene dada por una onda plana del tipo

() = AeFr—en (2.11)

En el caso electromagnético, el médulo al cuadrado de la onda es la intensidad, que uno
puede reinterpretar como la probabilidad de que un fotén esté en un lugar dado. En aquellos
lugares en que la intensidad sea mayor, habra mas fotones. Guiados entonces por estas ideas
vagas, supondremos, igual que en el caso electromagnético, que el mdédulo cuadrado de la
funcién de onda serd proporcional a la densidad de probabilidad de encontrar la particula en
un punto 7

p(F) = (P 1) vy (Fot) = |A]” . (2.12)
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Hasta este punto, todo lo hecho ha sido una analogia exacta entre el caso electromagnético
y el de particulas. Sin embargo, hay una diferencia importante. La relacion entre p'y E para
particulas masivas, en el limite no relativista, no es (2.5)), sino

2
E=1
2m
Luego, usando ([2.6]) y (2.8)), la relacién de dispersiéon para particulas materiales toma la forma
2m
P =—uw. (2.13)
h
La dependencia cuadratica de w con k implica que la propagacion de la onda de la particula
serd dispersiva.

., Cuadl sera la ecuacién de onda, andloga a la ecuacién (2.1)), que determina la evolucién
temporal de la onda de una particula no relativista de masa m? Para encontrarla, procedamos
en la forma lo mas analoga posible al bien conocido caso de las ondas electromagnéticas. Para
obtener la ecuacién dindmica para las ondas de particulas, derivemos (2.11]) con respecto al
tiempo t y a las coordenadas 7. Se tiene:

0 o
V(7 t) = +ik (7, ) | (2.15)
V2 (7 t) = —k? (7 t) . (2.16)

Sustituyendo (2.13]) en (2.16)) y usando (2.14)) se obtiene la ecuacién buscada:

—h—zv%(ﬁ t) = ih%zp(ﬁ t) . (2.17)

2m

Esta es la Ecuacidn de Schréodinger para la particula libre.

Analicemos brevemente las diferencias mas importantes que tenemos entre las ondas elec-
tromagnéticas y las ondas de particula.

Una diferencia importante entre y reside en que en aparecen segundas
derivadas con respecto al tiempo, mientras que en s6lo aparecen sus primeras derivadas.
Asi, para obtener la evolucién de un sistema gobernado por la ecuacion basta con
conocer ¥ (7,t) en un instante ¢ = ty. Para un sistema gobernado por la ecuacién ([2.1)),
ademds de conocer (7, ty), también se requiere conocer (O (7, t)/0t)i—y,, VF.

Para las ondas electromagnéticas, tanto la velocidad de fase vy = w/k como la de grupo
vy = dw/dk, son iguales a la velocidad de la luz c. Para las ondas de particulas se tiene que

v U _L(BEY _p v
7k " k\2m) 2m 27

_dw A (RN b
TGk Tk \2m) " m
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donde v es la velocidad de las particulas. La velocidad de fase no transporta informacion,
por lo tanto, no importa que no coincida con la velocidad de la particula; lo importante es
que la velocidad de grupo coincida. Que vy sea distinto a v, para las ondas de particulas
es justamente el origen de que la propagacién de la funcién de onda (7, t) sea dispersiva
(como veremos mas adelante).

Especifiquemos algunas ideas que emergen de (o sugieren) los resultados anteriores.

1. Igual que en el caso electromagnético, en que se pueden construir paquetes de onda, se
espera que también con las ondas planas de de Broglie se puedan construir paquetes de
ondas que permitan localizar (dentro de ciertos limites) a una particula. Igual que en
el caso electromagnético, se espera que la probabilidad de encontrar una particula en
un volumen de tamaiio d®r centrado en 7, sea proporcional al cuadrado de la funcién
de onda en ese lugar. (Lo anterior prepara el terreno para el postulado de Born.)

2. La ecuacion ([2.15)) la podemos reescribir de la forma
— ihNg(F, ) = Bk Y7 1) = pg(7t) (2.18)

Este resultado es muy interesante. Observemos que el momento p es una variable me-
dible fisicamente (un observable), mientras que —ihV es un operador diferencial. Sin
embargo, la ecuacién (2.18)) nos sugiere que tiene sentido identificar el gradiente con
un operador diferencial asociado al momento: —ihV = 7(P) . Algo parecido ocurre con

la ecuacién (2.14)). Al reescribirla queda como

0
B (7, 1) = hw U7 1) = Bug(,1) (2.19)

La energia F es un observable mientras que —ifid/0t es un operador diferencial. Lo an-
terior prepara el terreno para el postulado 2 de la Mecanica Cuantica: A cada observable
hay asociado un operador.

3. Si el Hamiltoniano coincide con la energia (es decir, si 0H /0t = 0), entonces la ecuacién
(2.19) puede escribirse como sigue

0
ih— (7, 1) = Hyp(r, 1)
ot
preparando el terreno para el postulado 5.
4. Detengamonos en la relacion
(Operador) -1 = (Observable) - 9 .

Notando que un operador es escencialmente una matriz, y que un observable es un
namero, la relacion anterior se ve simplemente como un problema de autovalores. Esto
muestra la cercana conexion que habra entre la teoria cuantica y el algebra lineal. No
solo eso, sino que sugiere que una cantidad fisica medible, un observable, es siempre un
autovalor del operador asociado a tal observable. Esta observacion prepara el terreno
para el postulado 3. Resolver un problema cuantico serd, en algiun sentido, equivalente
a resolver un problema de autovalores.
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5. Sea 7P) = (z(oP) 4(P) »(P)) yn operador que actiia en el espacio de funciones sim-
plemente multiplicando tal funcién por 7. Evaluemos el conmutador [:L‘(Op), pg)p )}. Se

tiene

[x(op)’p(xop)} f(x) = (a:(OP)pg)p) _ pf;’p)x("p)) f(z)

. <—m%> Fz) — (—z‘ha%) @ f ()]
b ) |

Procediendo de manera analoga para los otros conmutadores se demuestra que

—1
(op) (op)| _
m [xap P } =00 -

Este es el mismo resultado que se encuentra en la mecdnica clasica para el corchete de
Poisson de z, y pg. Este comentario prepara el terreno para el postulado 4. Nos avisa
que hay una cierta estructura del sistema que se preservara al pasar desde la teoria
clasica a la cuéntica.

2.2. Los postulados.

Postulado 1:

Cada sistema tiene asociado un determinado espacio de Hilbert 7 sobre los complejos;
a cada estado posible del sistema le corresponde un vector de dicho espacio vectorial; a tal
vector lo llamaremos “funcion de estado”. Reciprocamente, cada vector de .77 tiene asociado
un estado fisico posible del sistema. Dos vectores |¢) v |¢) € H corresponden al mismo
estado fisico siy s6losi |1 ) = a|¢), con a € C. La funcién de estado de un sistema contiene
el maximo grado posible de informacién sobre el sistema. Usualmente se eligen normalizados
los vectores de estado ((¢[¢) = 1).

Postulado 2:

Cada observable fisico @ tiene asociado un operador autohermitico Q. Los tnicos resulta-
dos posibles de la medicién @ son los autovalores del operador Q. Denotemos tales autovalores
por {¢,}. Si, como efecto de una medicién del observable @, se mide el valor g,, el sistema
queda representado, tras la medicién, por un autovector | ¢, ) del operador Q, donde

Qlan) = gnldn) - (2.20)

Equivalentemente, si el sistema se encontraba “preparado” ya en un autoestado de Q, digamos
| ¢m ), entonces el proceso de medicién no alterard su estado, de modo que el resultado de tal
proceso de medicion sera ¢, .

Notar que los autoestados {| ¢, )} del operador Q constituyen un conjunto completo, es

decir,
Z’%Hqﬂ’ =1.
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Postulado 3:

Consideremos un sistema en el estado ¥ y sea | W) € % su vector asociado. Sea A
un observable fisico y A = 3 a,|a,){a,| el operador asociado; (acd a, y |a,) son los
autovalores y autovectores de A). Elijamos el vector correspondiente al estado inicial ¥
normalizado, i.e. (¥ | W) = 1. Entonces la probabilidad de obtener a,, como resultado de la
medicién es (Postulado de Max Born).

P, =1(a,|U)* . (2.21)

Observacién:

an:ZHan“/JHz:Z<¢|an><a’n|¢>
= (U1 Q_lan){an ) |) = (¢ ]v) =

es decir, la suma de todas las probabilidades parciales de los posibles resultados es 1.

Si (¢ ]¢) # 1, entonces (2.21)) se reemplaza por

[{an[9) " [{anl¥)|”
Sollan )P (W]Y)

Si el espectro de A es continuo, es decir, A = [dka(k)|k)(k|y | V) = [dk|k)(k|T),
entonces el rol de un aparato de medicién es seleccionar estados en un margen (k, k + dk).
Piénsese, por ejemplo, en un imén selector de velocidades de un haz de protones. En tal caso
dk depende de la colimacion elegida para el haz emergente, la cual no puede ser arbitraria-
mente chica. La probabilidad de observar los protones vendra dada por

n —

k+dk )
Pl db)= [ a0 [0)]
k

Luego resulta natural extender el postulado de Born a este caso como sigue: Para el caso de
un operador con espectro continuo, la probabilidad de que, como resultado de la medicién,
se obtenga un valor entre k y k + dk es

| (k|v) [ dk = P(k) dk .

Postulado 4:

Consideremos dos observables clasicos A(g;,p;), B(gj,p;j), cualesquiera. Acd ¢; son las
coordenadas y p; los respectivos momentos canénicamente conjugados, con j = 1,2,3,..., N,
donde N es el numero de grados de libertad del sistema. La asignaciéon de operadores A B
a los observables cuanticos asociados se efectiia de modo que en el limite de condiciones
macroscépicas del sistema (es decir, para A — 0) se tenga la siguiente correspondencia:

donde {A, B} es el corchete de Poisson de las variables clasicas, es decir,

{AB}_Z{@AE?B aA@B}

0q; Op;  Op,; Og;
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Postulado 5:
Sean |1 (t)) la funcién de estado y H el operador Hamiltoniano de un sistema fisico. La
evolucion temporal de la funcion de estado estd gobernada por la ecuacion

L d :
th—1¥(t)) = H|¥(t)) . (2.22)

Comentarios:

El postulado 1 establece el marco formal de la Teoria Cuantica. Todo estado de un sistema
fisico estd representado por un vector en un determinado espacio vectorial. Esto esta rela-
cionado con el principio de superposicién: en un experimento de difracciéon de neutrones por
dos rendijas, un unico neutrén puede presentar efectos de interferencia (Fig. , lo cual
unicamente tiene sentido si el neutron ha “pasado” por ambas rendijas al mismo tiempo.
Su estado (la posicién, en este caso) es la superposicién de otros dos estados posibles (la
posicién de cada una de las dos rendijas). Emerge entonces la posibilidad de que un estado
fisico sea la superposiciéon de dos o mas estados fisicos, y de ahi que el postulado 1 asocie
estados fisicos con vectores de un espacio vectorial, donde la suma de dos vectores es otro
vector. Matematicamente, se postula que dicho espacio vectorial es un espacio de Hilbert,
esto es, un espacio vectorial en el cual hay definida una norma, y que es completo respecto a
esa norma (es decir, que toda sucesion de Cauchy converge a un elemento del mismo espacio
vectorial). Esto es importante, pues permite asegurar, por ejemplo, que las series infinitas y
las integrales existen, lo cual es importante para asegurar el sentido de la teoria cuando la
dimension del espacio es infinita o no numerable.

El hecho de que la dimensién del espacio pueda ser infinita y no numerable contrasta
enormemente con el marco formal de la Mecéanica Clésica, que se sitia en el espacio de fase
{gj,p;} de dimensién 2N, donde N es el nimero de grados de libertad del sistema.

También es interesante el hecho de que la Mecanica Cudntica trabaje en forma necesaria
con numeros complejos. A nivel de teorias clasicas el uso de los complejos es simplemente un
artificio comodo, pero no es una necesidad ineludible.

La relacion entre el formalismo cuantico y los observables fisicos se hace en los postulados
2 y 3. Fisicamente, los tnicos resultados posibles de una mediciéon son nimeros reales. Esto
sugiere que tiene sentido, como dice el postulado 2, que los resultados de una medicion sélo
pueden ser los autovalores de operadores autohermiticos (ver Proposicién . Pero, ;por
qué deberian ser autovalores de algin operador? Supongamos un sistema en que una variable
fisica puede tener sélo dos valores posibles, que denotaremos + y — (pueden representar la
posicién de cada rendija en un experimento de interferencia de neutrones, o las dos polari-
zaciones posibles de un fotén). Y consideremos un proceso de medicién en que se mide el
estado del sistema dos veces consecutivas, usando el mismo experimento (Fig. .

La primera medicion tiene un resultado impredecible. Digamos que los dos resultados
posibles son equiprobables, y que el resultado de la primera medicién fue +. Es evidente
que si medimos por segunda vez el sistema, y no hay ningin agente externo que modifique
el estado del sistema, una segunda medicién arrojard nuevamente el resultado +, con total
certeza. Si representamos ahora cada estado como un vector, |+) y | —), el estado inicial,
corresponde a alguna superposicién de |+ ) y | —), y ello se refleja en el resultado incierto
de la primera medicién. Pero una vez obtenido un resultado (+), el estado del sistema ya no
es una superposicion, porque la segunda medicion serd siempre +. El experimento se puede
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|+>
50%
% 0%
50% —->
|—>

Figura 2.1: Dos mediciones consecutivas del mismo observable ) en un sistema con dos
estados posibles.

repetir muchas veces, y siempre el resultado sera el mismo, es decir, aplicar sucesivas veces el
mismo operador Q deja el estado invariante, lo que es consistente con (recordemos que
nos interesan los estados normalizados, de modo que multiplicar por un escalar no modifica
el estado).

En otras palabras, mientras el postulado 1 se relaciona con el hecho de que la medicién
de una variable fisica tiene un resultado en principio indeterminado (porque un sistema se
encuentra en general en una superposicién de estados), el postulado 2 nos asegura que dicha
superposicion se destruye en cuanto realizamos una medicion, y sucesivas mediciones de la
misma variable dardn siempre el mismo resultado.

El postulado 3, en tanto, establece claramente cudl es la probabilidad de una medicion,
cuando el sistema se encuentra en un estado arbitrario | V). Matematicamente, | ¥ ) es cierta
combinacién lineal de autovectores de un operador autohermitico A. Ello es siempre posible
porque los autovectores de A forman una base de . Los coeficientes de dicha combinacién

lineal corresponden fisicamente, a la probabilidad de medir el autovalor correspondiente. En
el caso de la Fig. el estado inicial serd

1
V2

ya que la probabilidad de medir + y — es 1/2. Pero tras la primera medicién, el estado es
necesariamente

V) = —Z=(+)+1-)),

V) =1[+),

pues es la tinica manera de asegurar que la segunda medicién arroje con 100 % de certeza el
valor +.

El postulado 4 tiene por objeto asegurar el Principio de Correspondencia de Niels Bohr,
entregando al mismo tiempo prescripciones precisas para asociar operadores con observables.

Finalmente, el postulado 5 indica la ley de evolucién temporal del vector de estado en
ausencia de medicion. En tal caso existe una ley perfectamente determinista que, conocien-
do el estado en ¢ = 0, permite predecir el estado del sistema en el instante ¢. En contraste
a esta ley determinista, el postulado 2 habla de una variacion brusca de la funcién de es-
tado al hacerse una medicién (| ¥) — |a,)); tal cambio no es determinista sino que de
naturaleza estadistica, pudiendo conocerse soélo la probabilidad de un determinado resultado
(postulado 3).
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Este “doble standard” (evolucién determinista, medicién probabilistica) de la teoria cudnti-
ca causo en un comienzo diversas controversias, presentandose hipdtesis sobre “variables es-
condidas” inobservables. El mateméatico von Neumann probd luego que tales variables no
pueden aparecer si mantenemos el marco formal de la Mecanica Cuéantica. Hoy en dia la
controversia ha cesado casi del todo, pues se entiende que la Fisica tiene por objeto central
la descripcién de los observables (si bien puede retener objetos inobservables directamente,
como la funcién de onda o el potencial, en la medida que le den elegancia al formalismo).
Dentro de ese contexto, los postulados son consistentes con todos los hechos experimentales,
y por ende constituyen una teoria aceptable fisicamente.

2.3. Conjunto completo de observables compatibles.

Diremos que {A,B,C,...} es un conjunto completo de observables compatibles si A,
B....son operadores autohermiticos tales que existe una base de autovectores comunes a
todos (en otras palabras, son diagonalizables en una misma base).

Para entender esta definicién, construyamos un conjunto de tales operadores, para luego
discutir su significado fisico.

Consideremos un sistema cuantico cualquiera y sea .7 el espacio de Hilbert asociado. Sea
A un operador asociado a un observable A. Como hemos senalado anteriormente, es posible
elegir la base de ## de modo que A sea diagonal. En principio, denotamos al autovector
asociado a un autovalor a como |« ). Sin embargo, pueden existir varios vectores base con un
mismo autovalor para A. Para distinguir entre si autovectores dentro de un mismo subespacio
de degeneracion, necesitaremos un indice adicional, 5. En general, serda necesario un cierto
conjunto de indices «, [, v, etc., para rotular de modo univoco los autovectores de A.

Consideremos entonces la base {|a, 3,7,...)}; esta base estd formada por autovectores de
A:

Alo,B,y,..)=ala,B,7,...) .

Es claro que

A= Z ala, 8,7y, . ) (a, By, ... -

afy...

Ahora definamos operadores B, C, ... , como sigue:

B: Zﬁ|a7ﬁava"'><a7ﬂ777”'|7

afy...

C: Z 7’0475777’”)(0[76777“" ,...etc.

afy...

Si (3, v, etc., son reales, entonces es inmediato que B, C, etc. son operadores autohermiticos.
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Ademas, se tiene

A|Oé,ﬁ,’)/,...>:OZ|OC,67’}/,...>,
B|Oé,ﬁ,"}/,...>:ﬁ‘()é,ﬁ,’)/,...>,

Cla, 8,7,y =7, B,79,...) ,
etc.

Es decir, {|a, 8,7,...)} son autovectores de todos los operadores. {A,B,C,...} es, por lo
tanto, un conjunto completo de observables compatibles.

Es evidente que los operadores construidos conmutan todos entre si:
[AB]=0, [B,C]=0, [C,A]=0, etc

La proposicién inversa también es cierta: si dos operadores conmutan entre si, entonces
existe una base de autovectores de ambos, es decir, una base en la cual ambos son diagonales
simultdneamente.

Podemos pensar entonces el problema a la inversa: Consideremos un sistema fisico, con sus
observables fisicos conocidos. Cada uno tiene asociado un operador autohermitico. Escogemos
uno (A). Existe una base de autovectores, y los autovalores respectivos permiten rotular la
base. Si existen autovalores degenerados, escogemos otro operador (B) que conmute con el
anterior. Entonces existe una base de autovectores comunes, pudiendo asi rotularse la base con
dos indices, lo cual rompera las degeneraciones. Si ain existen subespacios de degeneracion,
escogemos un tercer operador C que conmute con los anteriores, y asi sucesivamente. Al
final del proceso, obtendremos una base rotulada univocamente, construida con autovectores
comunes a todos los operadores compatibles. Observemos que en este proceso hay que evitar
las redundancias, como {A B, B?}. Aun cuando todos los operadores conmutan entre sf, un
subespacio degenerado de B es también degenerado para B2, luego los autovalores de B2 no
sirven como un rétulo independiente.

. Cudl es el significado fisico de dos observables compatibles? Recordemos la Fig. [2.1] pero
modifiquémosla para considerar la medicion de dos observables fisicos.

En la Fig. (a) se miden dos observables () y P, no compatibles entre si. Tras la primera
medicién, el sistema queda en un autoestado de Q, | @+ ) (Postulado 2). La segunda medicién
arroja un resultado P+, luego el sistema queda en el autoestado de P | P+ ). Sin embargo,
los operadores no son compatibles, luego no tienen una base comin de autovectores, y por
tanto | P+) no es un autovector de Q. Luego, al medir nuevamente @, el resultado no es
unico. Esto significa que al medir P, se ha perdido la informacion que ya teniamos sobre
(. En otras palabras, si dos operadores no conmutan, de modo que no son compatibles, es
imposible saber con precisién el valor de ambos observables simultaneamente. Observemos
que esto es consistente con el Principio de Incerteza enunciado anteriormente (Sec. .

Por el contrario, en la Fig. (b) se miden dos observables compatibles ) y R. Puesto
que los operadores conmutan entre si, un autoestado | @+ ) es también autoestado de R. Por
tanto, al medir R el sistema sigue en el estado | Q+ ), la informacién obtenida en la primera
medicion no se destruye, y es posible conocer el valor de ambos observables simultaneamente.
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+
) Py Q
Q+ 50%
50% —
R 50% 5 Q
— Q 50%
4 ;go Q+
50% P
Q —_
b +
(b) R+ Q
Q+ 100%
50% —
. 50% = Q |
' Q 0%
4 Q;o Q+
50% R—
O —_

Figura 2.2: Mediciones consecutivas de dos observables (a) @ y P no compatibles, (b) @ y
R compatibles. Cada observable puede asumir sélo dos valores posibles, ()4, P4, R+, con
probabilidad 1/2.

Veamos un ejemplo concreto: consideremos un sistema de una sola particula sin estruc-
tura interna (es decir, no posee spin ni se trata de una particula compuesta E[) En tal caso
todo observable fisico A es funcién de las variables canénicas conjugadas 7y p’ (afirmacién
vélida tanto cldsica como cudnticamente). Estos dos observables dan origen a seis operadores:
r= (X,¥,2)y p= (Pas Py, P2). Sin embargo, si se incluyen (%, ¥, z) dentro del conjunto com-
pleto de observables compatibles, ya no podemos incluir ni p,, ni p,, ni p,. (Efectivamente,
como en la mecanica clasica el paréntesis de Poisson entre x y p, es no nulo, de acuerdo al
principio de correspondencia se tiene entonces que los operadores cuanticos asociados X y p,
no conmutan.) Por lo tanto r constituye un conjunto completo de observables compatibles
del sistema.

Asi pues, para una particula sin estructura interna, una base completa del espacio de
Hilbert es {|7) = |z,y,2),7 € R3}, con %;|7) = x;|7), j = 1,2,3 (ver Sec. 2.4). Otras
posibles bases de . que se usan en ocasiones son la base de momento {|p,,p,,p.)} v la
base {ﬁQ,EQ,LZ}, donde L es el operador asociado al momento angular L=rx p. Otra
opcidn, algo artificial, pero ttil si 0H/0z = 0, es {X,y, D, }

Generalizando el razonamiento anterior a un sistema de N particulas sin spin, tendremos
que {f’l, Lo, ... ,?N} es un posible conjunto completo de observables compatibles, siendo la

'En realidad diversas particulas compuestas se pueden tratar como simples mientras las condiciones de
energia disponibles no pongan de manifiesto tal estructura. Tal es el caso, por ejemplo, de las particulas
«; para energias bastante menores que 20.1 MeV (la energia del primer estado excitado) la particula no
revelard su estructura interna.
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base asociada de J#: {| 7, 7s,...,7x ), con 7; € R3Vi}.

2.4. Los operadores f)’ y r.

Los observables p'y 7 tienen asociados, de acuerdo al postulado 2, operadores autohermiti-
cos p y r. Cada uno de estos operadores posee un conjunto completo ortonormal de autoes-
tados. Sean {|7)}rers ¥ {| D) }pers estos autoestados, es decir

)
)

ROl
I

TS

=y

=Sy

|7)
|7

Ambos conjuntos de vectores son conjuntos completos del espacio de Hilbert .7 asociado
al sistema de una particula sin spin. Es importante darse cuenta de que la dimensiéon de .77
no es 3, sino que, abusando un poco del lenguaje, “corresponde a R3”; es decir, asi como el
conjunto {1,2,3} permite rotular una base completa del espacio tridimensional ordinario, el
conjunto {R? = los puntos del espacio ordinario} sirve para rotular .. También es impor-
tante darse cuenta de que tanto {|7)} como {|p')} son bases del mismo espacio .7, por lo
tanto | 7) se puede expresar en términos de combinaciones lineales de los | ') y viceversa. La
completitud de estas bases la podemos expresar como sigue:

/d3r|f><f|=i=/ & 5) (5] .
R3 R3

Los vectores los supondremos ortonormalizados, es decir,

(F|r) =o(r—=r"),

(plp") =0(p—p") .

Si la particula tiene un momento py bien definido, entonces el sistema estara representado
por el vector |py ). Esto concuerda con el postulado de Born, pues

(Pl Po) = 6(F—po) (2.23)

de modo que la densidad de probabilidad | (7| p, ) |* de obtener un valor 7 # py es nula. Al
efectuar una mediciéon del momento se obtendréd con certeza el valor py.
Si la particula tiene un momentum p = py bien definido, la densidad de probabilidad de

encontrar la particula en el lugar 7 vendra dada por | (7|, ) |° (postulado 3). De acuerdo a
la seccién (2.1)), es razonable el ansatz:

(F|fo) = AetPT = 4y (7) . (2.24)
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Podemos verificar que ([2.24) es una eleccion correcta, reproduciendo ([2.23)):

= 142 25 (F5 ) = AP (a0 7).

De paso, este resultado fija la constante A. Eligiendo la constante de normalizacién de manera
que sea real y positiva se obtiene

1

A= Grpyr -

Resumiendo: La funcién de onda de una particula libre con un momento bien definido py
viene dada por

1 P

(7| po) = (2rh)i2 e = 4 () . (2.25)

Las expresiones y (2.25) corresponden a representaciones concretas de la funcién
de estado | pp ), en el espacio de momento y el espacio de coordenadas, respectivamente. Se
trata, simplemente, del mismo vector |pp), pero proyectado en dos bases distintas, {|7)}
y {|P)}. Ambas funciones tienen el mismo contenido fisico: son la funcién de onda de una
particula con momento lineal bien definido py. Notese que cada una de las funciones es la
transformada de Fourier de la otra.

Si una particula libre tiene la posicion bien definida, por ejemplo, si se tiene la certeza
de que la particula se encuentra en el punto 7 = 73, entonces el sistema viene descrito por
el vector |7y ) € 4. La densidad de probabilidad de obtener el valor p’ al medir el momento
de la particula, de acuerdo al postulado 3, es proporcional a | (|7 ) |°. A partir de se
obtiene que

1 i

—RPTo

<Z7|Fo>:<T0|P>*:W€ ’

Sea 1) € # una funcién de estado arbitraria y consideremos el estado |¢) = p|).
Conocido |1) en una representacion concreta, {qué podemos decir de | ¢ ) en tal representa-
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cién? En la representacion de coordenadas se tiene:

|Bl)
B )

(T ¢) =

1 —
(2m)3/2

:_mv/d3 / 3/2 T )

d3p/

| (FIB|w) = (—ihV) (F| o) | (2.26)

Esto es, el operador p opera sobre funciones complejas de 7 como el operador —ihﬁ, un
resultado que habiamos obtenido de modo menos riguroso en .

Repitamos el analisis, pero ahora en la representacion de momento. El operador 13 es
autohermitico, ya que corresponde a un observable fisico (postulado 2), luego:

(FIBlY) = @) v) = @15) )
=p(IP)'w) =5 (plv),
resultando, §
(Plp|v) =p(rlv), (2.27)

El operador 13 opera sobre funciones complejas de p simplemente multiplicandolas por p.

Podemos repetir lo anterior, pero ahora para el operador r. Sea |1) € S una funcién
de estado arbitraria y consideremos el estado |¢) = r|1). Conocido | ) en una represen-
tacion concreta, jqué podemos decir de | ) en tal representacién? En la representacion de
coordenadas se tiene:

= E7)H ) = (717D )
— P ) = 7 (7)) |
| (FIF|w) = 7(70) (2.28)

El operador r opera sobre funciones complejas de 7 simplemente multiplicandolas por 7.
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Finalmente, evaluemos (7| p) = (|| ), con ) € . Se tiene,

(FIF10) = [ @ (7177 |0)
= [ )
]_ 3 =) g —
- (27Th)3/2/dr’r/e (1)
]_ 3 . = _lﬂfg/ N
- (21h)3/2 /d ' (ihVy) e n?" (7 [1)
= (@55) [ @ (B |0) = @09 (7] )
es decir § B
(PIT[v) = (ihVp) (plv) . (2:29)
En (2.29) el operador diferencial 65 viene dado por
- 0 0 0
V=1t +y—+2Z

El operador ¥ opera sobre funciones complejas de p como el operador +ihﬁﬁ.

2.4.1. El conmutador F‘, ﬁ}

Denotemos por p;, con i = 1,2,3, a las componentes cartesianas del operador p, y anélo-
gamente para T

p= (P1, P2, P3) r= (F1,To,T3) .

Evaluemos el conmutador [f;, p;]. Sea |¢) € 5 un vector arbitrario. Se tiene:
(7] [F0 Dg] [0) = (72D [¥) — (7| DsEs [¥) - (2.30)
Evaluemos separadamente los dos términos del lado derecho de esta ecuacion:
(7[E:Dy | 9) = 17D [¢) = —ihri - (NW (2.31)
El otro término:
(FlBs5i] 0) = <r|pj<rz|¢>>=—ma%<<f|w>>
= b (7] )

——m{J( ~ (16}

—ihé;; (T'|Y) zﬁr, ( |) . (2.32)

) 7l) —l—n

or;



2.4. LOS OPERADORES p Y T. 77

Sustituyendo (2.31) y (2.32) en (2.30]) se obtiene

(7| [F, 5] [¥) = ihdi; (7 )
= (7| (ihd; 1) | ¥) .

Como (7| es arbitrario, se sigue que el efecto del operador [f;, p;| es igual al del operador
1h 5ij i:

[fi,D;] = ihdy;1 . (2.33)

Este resultado es consistente con el postulado 4. En efecto, en la mecanica cléasica el corchete
de Poisson de r; y p; es

or; Op;  Or; Op;
{m,pj}ZZ( Pt —J> = 0ij -
k

ory, 32% 52% ory,

En vista de este resultado queda plenamente justificado el ansatz sobre las autofun-
ciones de momento asi como los resultados f para las representaciones de los
operadores de posicién y momento, respectivamente.

Las relaciones de conmutacién, en forma explicita, son

X, Pa) = [¥, Dy] = [2,D.] = il .
De estos resultados se sigue, por ejemplo, que X y p, no pueden ser ambos parte de un

conjunto completo de observables compatibles, es decir, es imposible medir al mismo tiempo
la posicién x y su momento conjugado p,.

2.4.2. El conmutador [%X;,%;| y [Pi,Dj]-

El operador ¥ = (X,¥,2) = (X1, X2,%3) es un trio de operadores que es diagonal en una
misma base, luego cada uno de estos operadores conmuta con los demas. Es decir,

[)v(i,}vij] — 0 .

Esta relacion por supuesto es consistente con el postulado 4, ya que el paréntesis de Poisson
clasico de dos componentes de la posicion es nulo.

Por las mismas razones también las distintas componentes del operador momento conmu-
tan, teniéndose

Note que no siempre las distintas componentes de un operador vectorial conmutan entre

si. Por ejemplo, definamos el operador momento angular por L=7x f) = (f;l, Lo, Lg). Para
este operador se cumple que (Problema 3:
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2.4.3. Otras relaciones que involucran a r y ﬁ

A continuacién encontraremos otras expresiones utiles que involucran a los operadores
posicién y momento. Consideremos una funcién de estado |1 ) € ., normalizada (es decir,

con (¢[¢) =1).

Evaluemos el efecto del operador p sobre el vector | ). Se tiene:
Blo) =5 [ @17} v)
— [ @515 (')
= [ @ w1 1)
es decir, se puede hacer la identificacion
5= [ & 155 (5] (231

Comparando con , esto dice simplemente que el operador ﬁ tiene, en la base de momen-
tum, una representacién diagonal, con valores p” sobre la diagonal.

Otra expresién se obtiene al expandir | ) en términos de los autovectores del operador
posicién. En ese caso se tiene:

ﬁw>=ﬁ/frWMﬂw%
de donde,

1 i =2
1 = i o =

Integrando por partes se obtiene

hey h _iglE g o
(7 1B19) = g | #7710

Pero (7| )] =0 (de lo contrario | ) no estaria normalizada), por lo tanto

1 it -
(7'1010) = g [ e =in®) (710)

=00
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es decir, podemos hacer la identificacion
B — —ih/d3r (R (2.35)
Anélogamente, para el operador I se obtienen las relaciones

f=i [ &' |5) Vsl (2:36)

f’:/d3r|F>F<F| : (2.37)

Como ejercicio, usemos la ecuacion (2.36) y deduzcamos nuevamente la ecuacién (2.29)).
Tenemos:

(BT )

51 (in [ @ 175551 ) 1)
:m/d?’p' (B Vi (7| )
_ m/cﬁp' (G~ F) V(' |0) = (ih¥;) (] ) |

2.5. Uso del principio de correspondencia.

En esta seccién usaremos el principio de correspondencia (postulado 4), para asignar
operadores cuanticos a observables clasicos. Si bien es cierto este procedimiento no determina
de manera univoca el operador cuantico, serd suficiente para determinar la teoria cuantica
para los sistemas clasicos de interés.

Supongamos que tenemos los operadores cuanticos asociados a las variables canodnicas
conjugadas r — X, p — P, cumpliéndose

[%,p| = iRl . (2.38)

Proposicion 2.1
px" =x"p+ 0O(h) .

La demostracion de esta proposicion es directa.

Proposiciéon 2.2 Andlogamente a la proposicién anterior se tiene que

xp™ = p"x + O(h) |

o mas general:
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Proposicién 2.3 ‘ ‘
p[p,x'] = [p,x’] p+ O(R?) .

Demostracion Por induccion, para j = 1 se tiene

o sea, la hipdtesis se cumple para j = 1. Supongamos que la proposiciéon es cierta para j = n,
es decir, que se cumple
p[p,x"] = [b,X"] p + O(R%) ,

y demostremos que entonces también es valida para 7 = n + 1. Se tiene:

p [p,x""'] = p[p,x"X]
=px" [p,X] +p[p,X"]x
= px"(—ihl) + ([p, X" p + O(h?))x (2.39)
Por otra parte
[p,x""'] p = [p,X"%| P
=x"[p,x|p + [D,X"] Xp
= (—ih) X" p + [p,X"] (pX + ifil)
= —ihx" p + [p,X"| px + (pX" — X" p)ih
Pero
—ihX" p + (pX" — X" p)ih = —ihpx" + O(K?) ,
luego

[p, X" p = px"(—ihl) + ([p,X"] P + O(R?))% . (2.40)

Comparando las ecuaciones (2.39) y (2.40) se demuestra la proposicion.
q.e.d.

Proposicién 2.4 Sea B(z,p) un observable cldsico con el desarrollo

B('Tap> = ZBMJ?ICP[ .
k¢

Introduzcamos el operador B = B(x%, p). Entonces
[5.B] p=p [p,B] +0(*) .

La demostracién queda como ejercicio (Problema 3.
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Proposicién 2.5 Sea B(z,p) un observable cldsico con el desarrollo

B(z,p) = ZBM 2t pt
k.l

Introduzcamos el operador B = B(x, p). Entonces
[p".B] = ¢p" [p,B] +O(1°) .
Note que esta ultima ecuacion también puede ser escrita en la forma

[p',B] = {a%(p)@] [p,.B] +0(r?) . (2.41)

p

Demostracion Por induccion, es evidente que la proposicién se cumple para ¢ = 1. Supon-
gamos entonces que la proposicién se cumple para £ = n, es decir, que

[p",B] =np"! [p,B] + O(R?) .

y demostremos que entonces se cumple también para £ = n + 1. Se tiene:

=p" [p,B] + [p",B] p

=p" [p,B] + (np"" [B.B] +O(”*))p
=p" [p,B] +np"'p [p.B] +0O(R°)
= (n+1)p" [p,B] + O(n?) .

q.e.d.
Se tiene también una ecuacién andloga a la ecuacién (2.41)) para el operador x:
%", B] = {a%(a:)f} [%,B] +0(h?) . (2.42)
Proposicién 2.6 Sean A(x,p) y B(z,p) dos observables clasicos con los desarrollos
Az, p) = Z Ape z* p*
kit
Yy
B(x,p) = > Bra*p'.
kit
Introduzcamos los operadores A = A(x,p) y B = B(x, p). Entonces
. 0A . OA L
A.B|=— [p,B] +— [%x,B] +O(R%) . 2.43
AB) =2 [p.8)+ 5 [xB] + o) 249
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Demostracion
[A,B] = ZAszik p’.B
k0
= > Aw (x*[p",B] + [%", B] p)
k0
=S A (£00) B+ (54) o (xB] o0
i dp b ox N
k
_ (Z Akgxk%i> 5.8 + (Z A9 f) % B] + 0()
) %p k0 %p
B oA - oA L 2
— (8_])) [p,B] + (%) [x, B} + O(h%) ,
donde . .
A _ (9A(,p) 9A _ (9A(,p)
ap B 8p T—X, p—P 7 Or O T—X, p—p '

q.e.d.

Observemos que todos estos resultados son analogos a los correspondientes en Mecanica
Clésica, reemplazando A y B por sus variables cldsicas asociadas A y B, y los conmutadores
por corchetes de Poisson. En realidad, son iguales, excepto por términos de orden kA% Por
tanto, el principio de correspondencia (Postulado 4) sigue cumpliéndose, pero a nivel cudntico
los resultados difieren.

Proposicién 2.7 Sea A(z,p) un observable clasico con el desarrollo

A(z,p) = ZAM 2 pt
k.l

Entonces
. 0A
. OA
b, A] = —ih——. (2.45)

Demostracién Consideremos (2.44)). Se tiene

(%, A] = ;Akﬁck %, p'] .
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Notemos que

de modo que, poniendo A = p y B = x en (1.16)), la expresién anterior se escribe
%, A} = Z Ape X" 0p"1 [, D]
k

= Ap X" plin
k.0

demostrandose asi (2.44)). De modo andlogo se demuestra ([2.45)).

Para magnitudes vectoriales las ultimas relaciones quedan de la forma

£ 7(5.5)] = +in (Vo (7)) 1

B./EB)] = —in (Vi)

La Prop. es, nuevamente, una relacion entre operadores que es idéntica a la relacién
equivalente en Mecanica Clasica, reemplazando los operadores por observables y los conmu-
tadores por corchetes de Poisson. En este caso, las relaciones clasica y cuantica son iguales,
sin términos adicionales de orden A.

Notemos, finalmente, como todo lo que hemos dicho afecta la asociacién entre observables
clésicos y operadores cudnticos. Sea A(x, p) un observable clésico con el desarrollo

Az, p) = ZAkeIkpg ,
Y

y consideremos el operador A que se obtiene al reemplazar los escalares z y p por los ope-
radores X y p en el argumento. Esta es, por cierto, la elecciéon natural. Pero no es la tnica.
por ejemplo, consideremos A(x,p) = zp = pz; clasicamente el orden de los dos escalares p y
x no importa. Sin embargo, podemos construir dos operadores cuanticos:

Alzkp7

A, =px=xp—ihl=A; —ihi .
Ambos operadores son distintos, difiriendo en un término del orden de h. El limite clasico
serd el mismo, pero a nivel cuantico los resultados son distintos. Surge entonces el problema

de como asignar un operador cuantico a un observable clésico, y la prescripcién para hacerlo
estd dada en el siguiente Teorema.
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Teorema 2.1 Sean A(z,p) y B(z,p) dos observables clasicos, con corchete de Poisson

(A=A 040D e By e, AV By} (2.46)

Para cuantizar A y B, es decir, para asociarles los respectivos operadores autohermiticos,
basta con reemplazar los escalares x y p por los operadores X y p en el argumento, y poste-
riormente asegurar hermiticidad:

[Ax.p) +Al(x,p)] - (2.47)

(Idem para el operador B.)

Demostracién Reemplazando (2.44)) y (2.45)) en (2.43) se obtiene

oo _ OA 9B 0A OB
[A,B}—Zh —a—p%+%a—p

=1h {A(:I:‘,p), B(xap)}mHX,PHf’ ’

+ O(R?)

q.e.d.

Hemos demostrado que al sustituir en un observable clasico los escalares x y p por los
operadores cuanticos X y p, entonces el operador cudntico cumplird, excepto por términos
del orden de h2, con el principio de correspondencia.

Como ya hemos visto, a partir de un observable cldsico, en ocasiones, se pueden obte-
ner varios operadores cuanticos que satisfacen el principio de correspondencia. Los distintos
operadores difieren en términos del orden de A. El hecho de que el operador asociado a un
observable tenga que ser autohermitico frecuentemente (pero no siempre) restringe la eleccién
a un operador tnico. No obstante, en los casos de interés real (y no meramente académico)
este tipo de ambigiiedades no se dan, al menos para el tipo de sistemas considerados en este
curso.

Como ejemplo de cuantizacién de un observable clésico, consideremos la energia de una
particula libre. En la mecdnica clésica la energfa cinética viene dada por T = p*/(2m). Esto
sugiere usar en la mecanica cuantica no relativista, para el operador asociado a la energia
cinética, la expresion

T-P
2m
Cuando T opera sobre funciones complejas de 7 hay que sustituir f3 por el operador diferencial

(—ihV), obteniéndose

Ahora bien, de acuerdo al postulado 5, la evolucién temporal de las funciones de estado

|1(t) ) viene dada por:

d

H|v(t)) = ih—|v(t)) -
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Para la particula libre
. . p?
H=T=—.
2m

Realizando el producto interno con (7| se obtiene

(L2 o) = im(r) o)
Pero » ,
I ) = — o (Rl
y

Luego, introduciendo la notacién

() = (Fly(t))

se obtiene

h? 0
—— V(7 t) = ih=(7 1) , 2.48
SV 1) = i (7 ) (2.48)
que es la ecuacién de Schrodinger para la particula libre, ([2.17)).
Concluimos entonces que la ecuacion de Schrodinger para la particula libre no es otra cosa
que la forma que toma, en representacion de coordenadas, la ecuaciéon de evolucién temporal
del postulado 5.

Resumen:

Variable dinamica | Operador | Operador en | Operador en
el espacio 7 | el espacio p

-

Posicién ¥ 7 ih
Momento P —ihV P
T

—h*V2/(2m) | p*/(2m)

Energia cinética

2.6. Ilustraciones.

Para familiarizarnos con los conceptos desarrollados en las secciones anteriores, usémolos
para obtener algunos resultados importantes. Para ello, consideremos H el Hamiltoniano del
sistema, y {| ¥,, )} una base de autovalores de H, con H| ¥,, ) = E,| ¥,, ).
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2.6.1. Teorema del virial.

Sea A un operador arbitrario, Entonces

(U | [AH] [ 9) = (0, | (AH — HA) |0y, )

Consideremos el caso particular en que A = —ir - f)/ h. Para el conmutador de A con H se
obtiene:
[AH] =~ ¥ 51|

Si el Hamiltoniano es de la forma H = T + V, con T el operador de energfa cinética y V el
operador asociado a un potencial, entonces

donde F es el operador asociado al observable fuerza. Evaluamos ahora el valor esperado del
conmutador para autoestados del Hamiltoniano. Se tiene

O:<\Ijn| [A7I:I] |\Iln>
= (U, |2T +F-F)|U,) ,
es decir, )
2Ty, = —(F-F)y, .

Este resultado es conocido con el nombre de Teorema del Virial, y es el analogo cuantico del
teorema homoénimo en mecanica clasica.

2.6.2. Regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn.

Considere una particula de masa m que se mueve, en una dimension, bajo la influencia
de un potencial V (z) arbitrario. El Hamiltoniano en este caso es

=2

- p .
H=— .

Definamos 5
m .
o = S (B = Bo) | (W | % W)
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Demostraremos que

Z f0—>n =1
Este resultado es conocido por el nombre de Regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn.

Demostracion

Zfo—m: Z(E — Eo) | (W, | % | W) |*

n

:ﬁZQ(En—E0)<\P0|X|‘Pn><‘1’n|k|‘l’o>

=% (Ba— Bo){Wo | %[ 0,)) (W || o )+
+h2 (Wo [ x| Wy ) ((En — Eo)( Wy X[ W0)) -
Pero
(En — Eo)(Wo [ X[ W) = =(Wo | (Eox — XE,,) | ¥y,)
—( o |Hx —xH | ¥, ) = — (V| [H,x] |T,) .
Anélogamente,

(En — Bo){W | %[ Wo) = (0, | [H.X] [ ) .

Luego para la sumatoria se obtiene

Zf%ﬁ——ZWol (5] | 0,) (W, ] W)
ZlZwo\xw )W, | [HL5] | W)

:—ﬁwo\ [H,x] x| ¥) +
:ﬁ<w0| (%, [H.x]] | ¥) .

Evaluemos el conmutador que aparece en la tltima ecuacién. Se tiene

h2<\IIO\X[H x] | Uy )

8 . 1
[B%] = [T.%] = o [p".%] = —ih ™,
luego,
C T o h.. . R?
% [Hx]] = —— [x.p] = .

Con este resultado se obtiene, finalmente,
ZfO—m: ‘I’0|—|‘I’0> L.

q.e.d.
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2.7. Paquetes de ondas y transformada de Fourier.

2.7.1. Superposicion de ondas planas.

Ya hemos visto que la ecuacién de evolucién para una particula libre estd dada por la
ecuacion de Schrodinger (12.48)). Soluciones particulares de esta ecuacién son las ondas planas

monocromaticas

= 17 1 i(k-F—w
90,;(7‘,25):<r|k:,t>:(2ﬂ)3/26(k v,

Notar que w = w(k) es una funcién de k. En efecto, w estd relacionada con k a través de la
relacién de dispersién de la particula libre (ecuacién [2.13))

hik?
pr— k = — .
w=uw(k) v
La relacién de normalizacién (k' | k) = 6(k — k'), en términos de las funciones ©r, €s

Como la ecuacion de Schrodinger es lineal, una combinacion lineal o superposicion de
soluciones también sera solucion.

Las funciones @g(7,t) = (7| ke~ son soluciones de la ecuacién de Schrodinger VE.
Construyamos una superposicion de tales ondas planas:

/ &k (k) ((F| k) e—MW) = U(Ft) . (2.49)

—

Estamos usando la misma letra W para denotar dos funciones distintas: la funcién ¥(k), que
da las amplitudes de las distintas componentes de la superposicién, y W(7, t), que es la funcién
de estado resultante en la representacion de coordenadas. Como veremos en estas notas, usar
el mismo simbolo para estas dos funciones resultara muy cémodo. De hecho, las dos funciones
simbolizan el mismo estado fisico. (En la préctica las dos funciones sélo se distinguirdn por
su argumento. )

Si la funcién W(k ) es continua (y tiende a 0 para |k| — c0) entonces el resultado de la
superposicion de ondas planas da origen a un paquete de ondas de “ancho” finito, es decir,
U (7, t) tendra una distribucién espacial en cierto modo localizada. Esto es particularmente
interesante, porque nos permite conectar la teoria cuantica con nuestras experiencias clasicas.
En efecto, las ondas planas son soluciones particulares de la ecuacion de Schrodinger para la
particula libre. Sin embargo, una onda plana tiene momentum definido (algo adecuado para
una particula cldsica), pero estd completamente deslocalizada. La amplitud |¢z(7, ¢)|?, que
mide la probabilidad de encontrar la particula en la posicion 7, es constante, y por lo tanto
la particula estd en todas partes con la misma probabilidad. Sin embargo, clasicamente las
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particulas si estan en un lugar definido. Esta aparente contradiccion se resuelve si considera-
mos ahora una superposicion de ondas planas. Como dicha superposicion si tiene un ancho
finito, concluimos que lo adecuado no es asociar una particula clasica a una onda plana, sino
a un paquete de ondas.

Obtengamos ahora algunos resultados ttiles para paquetes de ondas. Como V(7 t) es
la expresién en la representaciéon de coordenadas de una funcién de estado |V(t)) € 2,
podemos usar la notacién (7, t) = (7| W(t)).

Para t = 0, (2.49) queda
(F1U0)) = [ @ (7 F)U(E)
Por otra parte, introduciendo el operador identidad en la base | k ), se tiene

<F!\P(0)>=/d3k<F!E><E|‘P(0)>-

De las dos tltimas ecuaciones se deduce que los coeficientes de expansién (o de superposicién)
U(k) no son otra cosa que la funcién de estado | ¥) en la representacion de momento, es
decir, . .

W(k) = (k[¥(0)) .

Asi pues, para t = 0, en las dos notaciones, la convencional y la de Dirac, tenemos respecti-
vamente

<F|‘If(0)>=/d3k<FIE><EI‘1’(0)>7 (2.50)

U(7,0) = (27T1)3/2 /dSk; (k) (2.51)

También podemos partir de (k| ¥(0)), e introducir el operador identidad en la base | 7):

(F9(0)) =/d3r (FI7)(F|0(0)) (2.52)

0, en la notacion convencional,

—_

U(k) = e / Br e Y (7, 0) | (2.53)

Las ecuaciones y dicen que ¥(7,0) y (k) son una la transformada de Fourier
de la otra.

Obviamente ambas funciones, tanto ¥(k ) como ¥(7), poseen la misma informacioén acerca
del sistema. De hecho, toda la informacién estd contenida en el vector |U) € . V(i) =
(7| ) es la expresion explicita del vector | W) en el espacio de coordenadas (es decir, son los
coeficientes de expansién de | ¥) en la base {|7)}) y U(k) = (l; | W) es la expresion explicita
del vector |¥) en la representacién de momento. ¥(k) y W(7) son las componentes del
mismo vector | W) en dos bases distintas, y estdn conectadas a través de una transformada
de Fourier.
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2.7.2. Transformada de Fourier.

Los resultados anteriores muestran que la transformada de Fourier juega un rol de gran
importancia en la mecanica cuantica. Por un lado, podemos interpretarla como la superpo-
sicion de infinitas ondas planas, deslocalizadas, para formar un paquete de ondas localizado,
capaz de representar una particula clasica. Por otro, corresponde simplemente a la operacion
que permite pasar de una representacion de coordenadas a una de momentum. Notemos de
hecho, que, por lo tanto, la transformada de Fourier no es sino el operador de cambio de
base entre las bases |7 ) y |p'). Por consiguiente, deberfa ser unitario. ;Lo es? jCiertamen-
te! Si U es el “operador transformada de Fourier”, U' se obtiene simplemente cambiando
etk T que es el tnico factor complejo. Pero dicho cambio es equivalente a hacer la
transformada de Fourier inversa, luego Ut = U~

Dada la importancia de la transformada de Fourier, entonces, recordemos algunas de
sus propiedades. Por fijar ideas nos restringiremos a funciones en una dimension, pero los
resultados son facilmente generalizables a tres.

Sea f(x) una funcién compleja y f(k) su transformada de Fourier (insistimos en usar
el mismo simbolo para las dos funciones distintas, cudl es cudl se deduce del argumento).

Entonces f(x) y f(k) estan relacionadas por

1 oo ikx
fla) = o= [ i st

— e

1) = = [ def@e

En la figura se muestran algunos pares de funciones, tales que una es la transformada
de Fourier de la otra.
Propiedades importantes de la transformada de Fourier:

1. Tanto més continua es la funcién f(x), tanto més rapido decrece a cero su transformada
de Fourier f(k) para k — oo. Reciprocamente, tanto mas rapido decrece f(k) para
k — oo tanto mas continua es f(z).
= Si f(2) "% 0 como 1/x entonces f(k) es discontinua (pero con un salto de
tamano finito).

|z|—00

» Si f(z) — 0 como 1/z* entonces f(k) es continua, pero su derivada f’(k) es
discontinua.

|z|—00

» Si f(z) — 0 como 1/z* entonces f(k) y f’(k) son continuas, pero f”(k) es
discontinua.

= Sila funcién f(z) no tiende a cero, pero es acotada para |x| — oo, entonces f(k)
es una funcién (distribucién) que tiene discontinuidades del tipo § de Dirac.

= Si existe (0/0k)"f(k), entonces z" f(z) == 0.
= Si f(k) =3 O(1/k)"*, entonces existe (3/0z)" f(x).
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¥(z) = g—%’/2L? U (k) = e—h7L? /2
1
1
GaUSW\
-L +L X -1/L +1/L k
0, |z| > L/2 o, |2| > L/2
U(z) = ) = {1 2] < 0
1, |z| <0 1L
1377
Fraunhofer
—|J/2 L/2 X \J \/
-1/2L' +1/2L
Ly/%[2
T(z) = e~ lol/L U (k) =
(z) < e (k) 1+ (kL)?
1
1
Lorentziana
L+ X -1/L +1/L k

Figura 2.3: Transformada de Fourier de algunas funciones.
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2. Tanto més angosta es la funcién f(z), tanto mas ancha es su transformada de Fourier
f(k) y viceversa. Esto esta vinculado con el Principio de Incerteza. Para una funcién
f(z) y su transformada de Fourier se cumple rigurosamente que AzAk > %, donde

@2 = (1= @A = [ el @2k,
@=(flaliy= [ derlf@P,

y expresiones analogas para k.

2.7.3. Teorema de Parseval.

Teorema 2.2 Si un paquete de ondas W(7,t) estd normalizado en cierto instante ¢t = 0,
entonces estarda siempre normalizado, o sea,

/d% (7, 1)2 = /d3r|\Il(F,O)|2 — (|0 = /d%\\l/(E)F |

Demostracién

ISH
w
<
S
—~
S
~
~—
S
I
SH
w
<
S
*
—~
S
~
~—
S
—~
!
~
~—

q.e.d.
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W(K)

Y

(k)
Figura 2.4: Distribucién en el espacio de momento de las amplitudes de las distintas compo-
nentes de un paquete de ondas.

Una demostracion alternativa es:

o) =1 | (v ) o)+ ol (10

- [(ﬁ%|\1/))T|\I/>+<\P| (hgl‘ﬂ)

— (—iH[W) [ 0) + (V| (—iH| V)
= (U |H'|U) —i(V|H|T)=0,

ya que Hf = H.

2.7.4. Propagacion de un paquete de ondas.

Volvamos a la ecuacién (2.49)) que define la funcién ¥(7,t). Definamos \If(lg, t) por

Uk, t) = (k| )e @kt

Entonces (2.49)) queda
N 1 37, kT L
U(r,t) = COEE /d ke Uk, t),

es decir, W(k, t) es la transformada de Fourier de W(7,t). La relacién inversa es

1 3,. —ik T\ (=
W/d re \I’(T,t) .

Supongamos que \IJ(E ) tiene la forma mostrada en la figura , y estudiemos como el
paquete de ondas se propaga en el tiempo.
Expandamos w(k) en torno a (k):

U(k,t) =

wk) = w((k)) + Vzw(k) (k= (k) 4 (2.54)

k=(k)
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—

Figura 2.5: Propagacion de un paquete de ondas para tiempos no muy grandes.

Usando esta expansion se obtiene para el paquete de ondas la expresion:

Vi) = g [ (E) T T
_ (273)3/2€z<6gw<<5>><ﬁ>—w<<ﬁ>>>t Bl el FT=Vr(FDR g (F)
= (factor de fase) (273)3/2 /d3k \I/(E) ik (F=V pwt)
= (factor de fase) ¥ (7" — ﬁ,g w(/g)|12—(12>t7 0),

0 sea, .
(W) [P = [ (= (Vi w)t, 0) 7.

Para tiempos ¢t no muy grandes, la funcién de onda al cuadrado en un punto 7 es igual a
la funcién de onda en el instante ¢ = 0 pero desplazada en v, - t (figura , donde 7, es la
velocidad de grupo . .

Uy = (Vi w(k)izp -

Una vez mas advertimos que un paquete de ondas se comporta precisamente como espe-
ramos de una particula clasica: no sélo esta localizado, sino que, a medida que transcurre
el tiempo, se desplaza con velocidad constante, como corresponde a una particula libre. Sin
embargo, esta analogia con nuestras experiencias clasicas es posible s6lo aproximadamente,
pues hemos despreciado términos de orden superior en . Si mantenemos el término
cuadratico en , entonces la velocidad de grupo depende de la frecuencia, y el paquete
de ondas ya no desplaza como un todo. En otras palabras, el paquete de ondas se dispersa.

Un analisis crudo del rango de validez de la presente aproximacién es el siguiente: En la
expansion de la frecuencia angular el término despreciado es

hAE)? &t
m Az’

donde Av = h Ak/m es la dispersion en velocidades y Az ~ 1/Ak es la dispersién en posicién.
Para que el término dispersivo sea pequeno debe imponerse Az > Awvt. Esto es un resultado
bastante natural, pues podemos concebir que la dispersion espacial se incrementa en Avt
para un tiempo t. Esta conjetura se verificara a continuacion para el paquete gaussiano.



2.7. PAQUETES DE ONDAS Y TRANSFORMADA DE FOURIER. 95

2.7.5. Dispersion de un paquete de ondas gaussiano.

Consideremos un paquete de ondas gaussiano:
U(7) = U(Ft = 0) = Ce /0" — (7| W)

La transformada de Fourier, que nos da la distribuciéon de momentos del paquete de ondas,
también es una gaussiana:

U(k)=C'e " = (k| W) .

Evaluando las varianzas para la componente x de este paquete de ondas, se obtiene:

(A%)*) = (x*) — (%)* =07 ,

(AK,)%) = (k2) — (k,)? = i |

Se observa que tanto més ancho es el paquete en el espacio de coordenadas, tanto mas angosto
es en el espacio de momentos. Para paquetes de ondas gaussianos se cumple que

A Ak, = B ((Ak ) = 5

o0 sea, ocurre justamente el valor minimo que puede tener este producto de acuerdo al principio
de incerteza.

Demostraremos luego que el paquete de ondas gaussiano es el tinico para el cual se satisface
AxAk, = 1/2; para todos los demads se tiene siempre AxAk, > 1/2.

Para el paquete de ondas en tres dimensiones se obtiene

((AT)%) = ((A%)%) + ((A¥)*) + ((Az)*) = 307 ,

_ 3
4o}

Conociendo (7, 0) en un cierto instante podemos obtener W(7,t) para cualquier instante ¢:

(AK)?)

1
(2ﬁ)3/2
C’ ) 2.2
— dSkI ez(k~r—hk t/(2m)) e—aok )

(QW)S/Q/

V(7 1) = / &Pk FT () e

Al evaluar esta integral (y también la relacién entre C' y C') se obtiene el siguiente

resultado (Problema 3{3):

S m \32 _, ir?
U(rt)=C (27Thit> 777 exp ( > : (2.55)

4087

donde (3 y vy vienen definidos por
m

2ht ’

g
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—

0 t

Figura 2.6: Ancho de un paquete de ondas gaussiano en funcién del tiempo.

1 .
Y= r‘% — Zﬂ .
Para el médulo cuadrado de la funcién de onda, es decir, para la densidad de probabilidad
p(7,t) = |¥(r,t)]?, se obtiene

1
a3(t)

Note que la densidad de probabilidad es una gaussiana para todo ¢, aiin cuando la funcién
de onda ¥(7,t) no lo es (tiene un factor de fase que depende de 7). Al evaluar las varianzas
para W(7,t), por no ser gaussiana, se obtiene que (Az(t)) (Ak,(t)) > 1/2 , ¥Vt #0.

|W(7 ) |* o e /) (2.56)

En (2.50) el ancho o(t) viene dado por (demuéstrelo como Problema 3{4)

h2t?

2 2
t) = L
o (t) UO+4m203

Esta ecuacién muestra claramente que el paquete de ondas (para la particula libre) se dispersa.
La figura muestra el comportamiento del ancho del paquete de ondas en funcion del
tiempo para varios valores de gy. Para tiempos grandes, la dispersién es proporcional a t.

Especificamente

o) =%

~ Avot s
2m00

es decir, el ancho crece en forma proporcional a la dispersion de velocidades, como es natural
esperar semiclasicamente. Tanto mas pequeno es el valor de og, tanto més rapidamente ocurre
posteriormente la dispersién (principio de incerteza).

Partiendo con un paquete de ondas gaussiano, jqué eleccién de oy minimiza o(t) a un
tiempo t = t* dado? Para responder esta interrogante derivemos la expresién para o(t) con
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Omin - /1/
! envolvente

0 t* t

Figura 2.7: Grafico de la envolvente o(t*).

respecto a o e igualémosla a cero. De esta manera se obtiene que el valor de o en t = 0 que
genera el minimo ancho en t* es 02, = ht*/(2m), estando el ancho en el instante t* dado por
ht*

Omin

o?(t*) —

La figura muestra una representacion grafica de estas relaciones.

Tlustraciones:

1. Consideremos un paquete de ondas que se traslada a lo largo de una 6rbita circular. Para
que el concepto clasico de trayectoria tenga algin sentido se debe tener que durante
una vuelta completa el paquete de ondas no se disperse por sobre toda la érbita, es
decir, si T es el periodo, se debe tener

o*(T) < .

Partiendo de un paquete de ondas gaussiano, después de una vuelta el ancho minimo
es /AT /m. Este ancho debe ser mucho menor que el radio de la 6rbita, o sea,

hT 9
— <.
m
Multiplicando por 2wm /T se obtiene
2 rr 2
R g < T2 — 2w = L = momento angular ,
T m T

o sea, se debe tener
L>h.

El concepto de trayectoria clasica de un objeto en movimiento circular solo tiene sentido
si el momento angular L es mucho mayor que la constante de Planck.
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2. Debido a la rapida dispersién de los paquetes de ondas, no es posible identificar a las
particulas atomicas y subatomicas con paquetes de onda. Estimemos el tiempo que
tarda un paquete de ondas en duplicar su ancho si representa a un electrén localizado
en una regién del tamafio de 0.1 A. Se tiene At/(2moq) ~ 10~ cm, o sea, el tiempo que
tarda en duplicar su ancho es de aproximadamente ¢t ~ 3 x 1071®s. Un electrén que se
traslada con una velocidad v = ¢/10, alcanza a recorrer en ese tiempo una distancia de
aproximadamente 6 A.

3. Para una particula microscépica de 1073 g y localizada en una regién del tamaiio de
0.1 mm, el resultado es bastante distinto. En ese caso el tiempo que tarda el paquete de
ondas en duplicar su ancho es de aproximadamente 2 x 10?°s, o sea, ~ 6 x 10 afos.

Para concluir esta secciéon demostraremos que sélo para paquetes de ondas gaussianos se
cumple que (Az)(Ak,) = 3. De la demostracion del principio de incerteza (capitulo 2) se
observa que la igualdad se obtiene sélo si se cumplen las siguientes relaciones:

1) 2T' = (v | (ab +ba) |y ) = 0.
m [¢)=Ax), AeC.

En estas ecuaciones y en lo que sigue usaremos la misma notacién usada en la demostracion
del principio de incerteza (capitulo 2). La condicién ii) nos dice que los vectores | ¢) = a|¢) y
| x) = b|¢) deben ser “paralelos”, pues en ese caso la desigualdad del Schwartz se transforma
en igualdad. En lugar de X introducimos ¢ € C definida por

21
A= —— .
ch

Entonces la condicién ii) se puede escribir de la forma

21

“ (B — (B.))|¥) = ABJv)

(x = X)) =aly) =
Realizando el producto punto de esta tltima ecuacién con (x| € #7, se obtiene

(] (% = () [4) = = (] (B = (B)) |4)

(0= ) Lalw) == (=ingl = o) (a0}

( — Gte) = —2 2 Mg o)
de lo cual se concluye,
WD) a— (50) i) + L (Ba)()

ox 2 h

Esta es una ecuacion diferencial para 1 (z). Probemos una solucién del tipo

Y(x) =l
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Derivando,

Reemplazando las dos tltimas expresiones en la ecuacién diferencial se encuentra que f(x)
debe cumplir con

c 7

fll@) = =5 (@ =) + () -

Integrando resulta '
c . i

, h(px)x + (Cte.) .

Luego, para 1(z) se obtiene

i

b(x) = (Cte.) exp (—;ju S+ ,—i<px>x) .

A continuacién evaluamos el valor de la constante ¢ usando la condicién i). Para ello evaluemos
previamente (z |ab |y ) y (z|baly):

y por otra parte
(z|baly) = (x|(ba—ab+ab)|¢)
= —(z| [a,b] [¢) + (z|ab|v)
— (e |ind|e) + ihg(aﬁ — (%)% (x)
= —ilp(z) + iﬁg(x — (X))*0() .
De estas expresiones se deduce que
9T = (4 | (ab + ba) | )
:/dx<¢yx><x|<ab+lbé>lw>

:/dm(w|x>{—ih+ihc(w—<X>)2}<x|¢>

=it [ (w]a) ol v) +ine [ do - Q) o)
= —ih(1 — c(A%)?) .

Luego, 2T" = 0 sdlo si




100 CAPITULO 2. LAS ECUACIONES BASICAS DE LA MECANICA CUANTICA.

Con este valor para c se obtiene

w(x):Aexp{— BINSE +1i "

que corresponde precisamente a una gaussiana. La constante A se determina normalizando
().

El paquete de ondas dado por la dltima expresién es el inico para el cual Ap, Az = h/2.
Paquetes de ondas de esa forma son los que llamaremos paquetes de ondas gaussianos o
paquetes de Kennard.

2.8. Normalizacion de una funcién de estado.

Si bien frecuentemente no es necesario trabajar con funciones de estado explicitamente
normalizadas, en ocasiones este requerimiento puede ser 1til.

Sea | W) € 4 un vector asociado a un cierto estado de una particula. Deseamos normali-
zar |W). Si (W] W) = A con A finito, entonces el vector | ¥) = | ¥)/1/(¥ | ¥) si estard nor-
malizado. En el caso en que (¥ | ¥ ) = oo, por ejemplo, si | W) = |p) 6 | V) = |7), entonces
hay que proceder con algo de cuidado.

Una manera de resolver este problema consiste en suponer que la particula no es libre
sino que se encuentra en el interior de una caja de ancho L, con paredes impenetrables.
Con este “truco”, el soporte de la funciéon de onda es necesariamente finito, siendo por tanto
normalizable. Luego se hace tender L — oo.

Otra manera consiste en suponer que la particula no es libre sino que se encuentra en
el interior de una caja de tamano L e imponer condiciones de borde periddicas, es decir,
Y(z) = ¥(xz + L). Este problema es escencialmente equivalente al de paredes impenetrables
(del mismo modo que el problema de una cuerda con extremos fijos es escencialmente el mismo
que con extremos libres), y por ende nuevamente la funcién de estado es normalizable. Al
final, L se hace infinito.

Una tercera forma de proceder consiste en usar “sucesiones a la delta”. Por ejemplo,
supongamos que | ¥ ) = | 7). Entonces

vy = [ e = [ |-
1 7 — P2
_ 3 = ¢
_/d |7 lli% CAEE exp (——6
L [ s
:11_1)% (W€>3/2/d | 7Y exp (—f .

Pongamos € = ¢, fijo, muy chico, pero distinto de cero. Entonces

~ 1 3,0 | = |F/_F|2
’\IJ>NW/C£T ’T’ >6Xp(—T .
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Esta expresién tiene la ventaja de que si es normalizable, en efecto

<\If|\If d3 " _,,,l exp _|7_=’/_7:"2+ |7—,»//_F|2
€0
ABr" S _’F/—ﬂ2+’7?/’—7?’2
") exp ( -
2 1 5
o dS / — 2 =72 = /d3 / _“ 12
(WE(J)?’/ ' exp( 60|r i ) (meo)? PP U
T3¢ 8 ; rr exp( 607" ) m2ed 2 (2 2 (27e0)3/2
Definamos

|®>:_%%%§:(éﬁwiﬁﬂuwwm(—fffﬁ),

Esta expresién, con €y — 0, representa bastante bien al vector |7) normalizado a 1.

2.9. La funcion de Green para la particula libre.

Consideremos un vector | ¢(t) ) € S y expresémoslo en la forma

|w<t>>=/d3k|f¥><z%||w<t>>.

Note que . . '
(ko)) = (k|(0)) e ™"
o también

(ko)) = (k|p(t)) e @@

Sustituyendo la tltima ecuacion en la expresion para |1(t)) se obtiene

6(0)) = [ @he OB o)
Definimos el operador de Green o propagador por:

Golty) = / Pl e | FY (|

entonces §

[9(t)) = G(t =) [p(t)) -
Debido a esta relacion, también G(t —t') se denomina operador de evolucion temporal. Rea-
lizando el producto interno con (7| se obtiene

(Flo(t) = (7| Gt =)o)
:/d3r’(F|G(t—t')|7'>(F/|¢(t/)>-
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Definimos la Funcion de Green o Nicleo o Kernel para la particula libre por:
G —7't—t)=(F|G{t—t)|7') .

Como luego constataremos, la funcién de Green depende de 7y 7/ s6lo a través de 77— 77, y
otro tanto ocurre con el tiempo. Esto es una consecuencia del hecho de que el espacio y el
tiempo son isotrépicos, no hay puntos 7 “privilegiados” pues no hay potencial; tampoco hay
fuerzas tiempo-dependientes. Para la funcion de onda se obtiene

¢mwz<ﬂ¢@>_/ﬁwgw—wi—w¢wwq
C G — 1)« t)

Wy

donde con el simbolo “x” se ha denotado al producto de convolucion.
La ultima ecuacién muestra que, una vez conocida la funciéon de Green, se puede obtener
la funcién de onda (7, t) para todo t si se la conoce para t = 0; simplemente hay que evaluar

V(T t) = /d3r' G(F—7',t)(7,0) . (2.58)

Si (7,0) = 6(F — 7p), es decir, si tenemos la certeza de que para t = 0 la particula se
encuentra en el lugar 7 = 7, entonces para la funcién de onda (7, t) se obtiene

w@wy_/fwgw—wawtqm
= G — 1) |

o sea, la funcién de Green es la funciéon de onda para la propagacion de una fuente puntual.
Desde este punto de vista la ecuacién (2.58]) no es otra cosa que la superposicién de numerosas
fuentes puntuales, cada una de ellas con el peso (7, 0).

Evaluemos la funciéon de Green para la particula libre explicitamente:

Gr—r't—t)=

= (271T>3 /d3k exp (z {E (F—F’)+Z—i(t’—t>D .

Completando el cuadrado en el numerador, se sigue que

3/2 .
L ) m imo L e
Pt = — " |F—
Glr =7t =1 (27rhi(t—t’)) P (2h(t—t’)|r 7 ) ’

de donde, finalmente
. m \3/2 mr?
G 1) = <2m'ht> P (22_711&) |
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A T(r )

t pequeno

t grande

o
—

0 r

Figura 2.8: Evolucién temporal de la temperatura en un sélido al depositar cierta cantidad
de energia en 7= 0.

(Analice lo que ocurre con esta tltima ecuacion en el limite ¢t — 07; recuerde que la funcién
de Green corresponde a la funciéon de onda de una particula que en el instante ¢ = 0, con
certeza, se encuentra en 7 = 0.)

Observemos, finalmente, que hay una cercana analogia entre el problema cuantico de una
particula libre y el problema de difusién del calor. En efecto, si T'(7,t) es la temperatura en
el lugar 7 en el instante t y D es el coeficiente de difusién, la ecuacion de difusién del calor
en un cuerpo tridimensional homogéneo es

DV°T(7t) = %T(F, t), (2.59)

que es de la misma forma que la ecuacién de Schrédinger (segunda derivada espacial, primera
derivada temporal). La funcién de Green para esta ecuacién diferencial es

. 1 3/2 7’2
Gp(r,t) = <47rDt> exp <—m) .

Gp(7,t) da la temperatura en el lugar 7 en el instante ¢ si para t = 0 se coloca una cierta
cantidad de energia en el origen, ver figura [2.8]

La ecuacion de difusion y su funcién de Green se transforman en la ecuacion de Schrodinger
con su respectivo nicleo si el coeficiente D se sustituye por ih/(2m).

2.10. La ecuaciéon de onda en presencia de fuerzas ex-
ternas.

Pretendemos generalizar la ecuacion de Schrodinger para la particula libre, para el caso
en que sobre la particula actian fuerzas externas. Para ello procedemos como sigue:

a) Consideramos el problema de una particula sin spin que ademés no posee “grados internos
de libertad”.
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b) Suponemos que las fuerzas son conservativas, de modo de apuntar al problema cldsico con

F = —VV(7) y un Hamiltoniano dado por H = T + V
) Usamos el postulado 4 y los teoremas asociados para obtener el Hamiltoniano cuédntico

elX

: +V(r).

)
3

ché,ntico = Hclésico(ra p) =

Hclésico (F ﬁ)

Nosotros supondremos (postulado 5) que la evolucion temporal de un vector | U(t) ) viene

gobernada por la ecuacion
H|U(t)) = 277J—| v(t)) -

En analogia con lo que se tiene en la mecéanica clasica, el operador Hamiltoniano H lo escri-

bimos como
H=T+V.
Escribamos la ecuacion de evolucién en la representacién de coordenadas. Al realizar el

producto interno con (7| se obtiene

(FIH () =
(FIT (1)) + (7 V) | 9(0)) = §t<f|\v<>>
de donde )
I ) £ V) (P E0) = in )
es decir,
{—%VQ + V(F)] (7, t) = m%\p(ﬁ t) (2.60)

Esta es la ecuacion de Schriodinger en la representacion de coordenadas
Para obtener la ecuacién de propagacion en la representaciéon de momento se realiza el

producto interno con (p|. De esta manera se obtiene

(FIHR0) = in(p] 5w
(BIT10(0)) + (5] V) [0(1)) = §t<p|\v<>>
2 (510(0) + (51 VE) | 0(0) = b (5 0 (0) (2:61)
Investiguemos el significado de la expresién (7| V(r) | ¥(t) ). Escribimos
P (2.62)

(FIV(E) | 0(0)) = / & (F)VE) 5N
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Observemos que

(FIV(E)|5') (2rh)*? =

de modo que .
(PIVE) |p7) @rh)*? =V —5") . (2.63)

donde
1

V(p) = R /d r V(e :
La funcién V(p') es la transformada de Fourier de V(7), como corresponde, ya que, como

hemos visto, la transformada de Fourier es el operador que permite pasar de coordenadas en
la base |7) a la base |p'). La transformacién inversa es

1 S\ vipT
g | VD

Usando las ecuaciones (2.61)) y (2.63)) se encuentra que la ecuacién de evolucién temporal
para una funcién de onda en la representacién de momentum, viene dada por la ecuacion
integrodiferencial

V(i) =

(2 ing, ) 00 = oy [ @ V=) 050 (2.6

Es importante enfatizar que (2.60) y (2.64) son la misma ecuacién. Corresponden sim-
plemente a la ecuacién vectorial (2.22)), resuelta en dos bases distintas, |7 ) y |p'). ¥(7,t) vy
Y (p,t) son los coeficientes de la solucién en cada una de estas bases, y la relacién entre una
y otra es un operador unitario de cambio de base [la transformada de Fourier, como indican

(2.50)-(2.53)].

2.11. Densidad y corriente de probabilidad.

Consideremos un vector | ¥(t)) € ., asociado a cierto estado de una particula, el cual
est4 normalizado, es decir, (¥ | ¥) = 1. La magnitud | (7| ¥(¢) ) |, de acuerdo al postulado 3,
es la densidad de probabilidad de encontrar la particula en el lugar 7 si se realiza una medicion
de su posicion en el instante ¢. Denotemos esta densidad con la letra griega p, es decir,

p(7,t) = pu(7,t) = [ (7| U(t)) " = [T )" .
Como (U |WU) = (U(t)|¥(t)) =1 Vt (teorema de Parseval), se tiene que
[ oo = [ar (e o)
= (V@) [¥(t)) =1,
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Partiendo de la ecuacion de evoluciéon temporal

%h—\ v(t)) =
realizando el producto interno con (7| se obtiene la ecuacién de Schrodinger
(2.65)

t)+ V(r)U(rt) .

H| v (1)) ,

0 h?
v = —— ViU
m@t (7:1) om (7

Partiendo con el dual de la ecuacién de evolucién temporal

B () | = (W) [T = (1) [

y realizando el producto interno con |7’), se obtiene
=9 .
)+ (V@) [V(E) |7

d
— e t
(-inge01)17) = (w0
es decir
9 52 T
RO ) = (< |%w<t>>> PV
K2 ) T
— (= g
(5T WE0 )+ V()
——h—2v2xp*< )+ V) (7 1) (2.66)
=5 .
Multiplicando ({2 por U*(7)t) y ) por (7, ), se obtienen las ecuaciones
ihU* (7 t) 0 —U(rt) = —h—Z\IJ*( HV2U(F, 1) + V(7)) (F, )]
ot - 2m ’ ’
(la ecuacién compleja conjugada)
9 i h? 2y (= NG (2
—U*(rt) = —%\D( VAU (r t) + V()| (7, 1)

—ihW (7, t) — T

Restando las dos tltimas ecuaciones queda

—ih (\If (r,t)—t\If(r,t) +\I/(r,t)§\ll ( ,t))
h T F VAU - WOV () (267

(2.68)

J
p(7,t) .

El lado izquierdo es simplemente la derivada temporal de la densidad
r )W (r,t)) = ith—

ot



2.11. DENSIDAD Y CORRIENTE DE PROBABILIDAD. 107
Por otra parte, el lado derecho se puede escribir de la forma

{\If )VPU(F L) — U(7, 1) VAU (7 1) }
thih -
2m

<

: {\II*(F, DV (7, t) — U(7, )V (7, t)} = iV - T(F ), (2.69)

donde j viene definido por
ih
2m

Im (U (7, )V (7, 1)) . (2.70)

(7 t) = —

=y

{\I/*(F, )V (7, t) — complejo conjugado}

[
3|

Reemplazando (2.69) y (2.68) en (2.67)) se obtiene la ecuacion de continuidad

g
ap(rat)

+V-7(Ft)=0. (2.71)

El vector 7 (7,t) corresponde a una corriente de probabilidad. Esto se observa con mayor
claridad si se integra la ecuacion de continuidad sobre un volumen V. Se tiene:

/d%% p(7.t) = /Vd%ﬁj(m).

Usando el teorema de Gauss se deduce que

d d37“ p(7,t) = ]{ J(rt)-dA . (2.72)
dt %)

La integral al lado izquierdo de la ultima ecuacién es la probabilidad de que la particula
esté en el volumen V, por consiguiente el lado izquierdo representa la tasa con que varia la
probabilidad de encontrar la particula en V. Por otra parte, el lado derecho de la tltima ecua-
ci6én corresponde a la corriente de probabilidad que atravieza la superficie S(V) que encierra
a V. Asi, la ecuacion de continuidad, en su forma diferencial o integral , dice que
la probabilidad se conserva, en el sentido que no hay sumideros o fuentes de probabilidad, y
que cualquier cambio en la densidad de probabilidad en un volumen dado se debe a un flujo
de probabilidad a través de la superficie que delimita dicho volumen. Esto, naturalmente, es
completamente andlogo a otras leyes de conservacién, como la conservacion de la masa o de
la carga eléctrica.

La definicién de corriente se puede hacer mas intuitiva al notar que ﬁ/m = V es el
“operador velocidad” y por lo tanto
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Usando esta ultima relacién se obtiene, por ejemplo,

/dgrmwzwwwm

lo que tiene sentido, ya que 7 es una densidad de corriente, de modo que su integral es una
corriente.

Podemos graficar los resultados de esta seccion escribiendo explicitamente la densidad y
la corriente de probabilidad para una onda plana:

L1 pF
(ﬁﬁ(?”,t) = W exp (Z T - 2wt> .
En este caso, la densidad de probabilidad es

1

P(ﬁﬂzma

una constante, como debe ocurrir para una onda plana, completamente deslocalizada espa-
cialmente, y la densidad de corriente es

un resultado esperable.

2.12. Propagador.

Consideremos la ecuacion de propagacién
(1)) = H (1))
ot B '

Para un pequeno incremento temporal dt se tiene

W) = [W(0)) + 6t 2| 9(0))

o sea,

| W(5t)) = {1 - %ﬂat] | W(0)) . (2.73)

Observemos que la expresion entre paréntesis es un operador cuyo efecto es trasladar tem-
poralmente el vector |1), desde t = 0 a t = d0t. Sea dt = t/N. Aplicando reiteradamente

{1 — %ﬁ 515}, N veces, obtenemos
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Para N — oo se sigue que
| (1)) = G(t)[¥(0)) ,

con el Operador de Green o Propagador dado por
G(t) = e HU/M (2.74)
Note que G es un operador unitario. En efecto,

G' = exp (+iH"t/h)
= exp(+iHt/h) = G~ .

El operador G (t) necesariamente debe ser unitario, ya que sélo en ese caso el vector | ¥(t))
seguird normalizado si | ¥(0)) lo esta.

2.13. Un teorema importante.

A continuacion, mostraremos el llamado Teorema Generalizado de Ehrenfest, que permite
completar la conexion entre la mecanica clasica y la mecanica cuantica, haciendo efectivo el
llamado “Principio de correspondencia de Niels Bohr”.

Teorema 2.3 Sea H el Hamiltoniano de un sistema, | 4(¢)) un vector de estado del sistema
y F = F(t) un operador cualquiera. No estamos limitando de modo alguno nuestro sistema.
Este puede consistir de una o varias particulas, con o sin spin. Entonces

z’h%(ﬂ = zh<E> +([F,H]) .

Demostracién Evaluemos la derivada temporal del valor esperado de F:

iy = in L) R o))

T m?(%@(t) ) Flo@) + (o) (7@ ) w0+ o F (Glew) ) |

Usando la ecuacién que da la evolucién temporal de |(t) )

d

y la ecuaciéon dual correspondiente

d .

—ih= ((8) [ = ((8) [H = (9() [H
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se obtiene que

Dividiendo por iA queda

d i OF
—(F)=——(|F,H — ) . 2.
20 =2 (F )+ (5) (2.75)
Para un sistema de N particulas sin estructura, este resultado establece un puente con
lva mecanica clasica. En efecto, sea F(z;,p;,t), 7 =1,...,3N, el operador cldsico asociado a
F(r,...,"N,p1,--.,DnN,t). Entonces
dF  OF oF . oF |
=t 2 [ 5
oF OF OH OF OH
SRS [
ot~ <= [0x;dp;  Op; Op;
OF
={F H}+— .
(FH}+ S

Note la estrecha relacion que existe entre esta expresién y la ecuacién . De hecho,
este teorema establece de manera precisa la conexién que hay entre la teoria cuantica y la
clasica. En Mecanica Cuantica las particulas se pueden comportar como ondas. Su evolucion
estd determinada por la ecuacién vectorial , o equivalentemente por la ecuacién de
Schrodinger . ., Cémo entender que uno pueda, sin embargo, describir la evolucion de
una particula a través de una ecuacion clasica, a través de las leyes de Newton, en otras
palabras? En tenemos la clave: la evolucion de la funciéon de onda completa es descrita
por las ecuaciones cuanticas, pero al tomar promedios, dichos promedios satisfacen la ecuacion
de evolucién clasica.

Antes de estudiar éstas y otras consecuencias de este teorema, evaluemos algunos conmu-
tadores que seran de gran utilidad. Sea

H=1 +V:ﬁ—2+V(i‘~’)
2m
Entonces o o Lo . ) i
FE] =R o R - Ve - T
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Consecuencias del Teorema:

a) Conservacién de la probabilidad. Rederivemos este resultado usando el teorema generali-
zado de Ehrenfest con F = 1. Obtenemos

d

Ciy=o,
o0 sea,
d . d d NG
G0 = ZO1O) =5 [ e
d R
== [ &rplFit) =0

La probabilidad de encontrar la particula en alguna parte se conserva en el tiempo, en
otras palabras, una funciéon normalizada en cierto instante seguira estando normalizada a
medida que transcurre el tiempo.

b) Conservacién de la energfa. Usemos el teorema con F = H(r, p, ). Obtenemos

d B oH
zhE<H):<[H,H}>+<W> :

Si GI:I/(% = 0, o sea, H no depende del tiempo, se encuentra

d . d,
—(H) = 2 (B1) =0

Si el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo entonces el valor esperado de
la energia se conserva, es decir, no varia en el tiempo. Cuando el Hamiltoniano depende
explicitamente del tiempo, el sistema bajo estudio es un sistema abierto. En tal caso la
energia no es constante.

c) Teorema de Ehrenfest.

(1) Sea F = p, entonces

es decir, ]
(B) = (F). (2.76)
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Otra forma de escribir esta tltima ecuacién se obtiene notando que
F=-VV({)=-VHIp),

luego

() = (-VH(.p)) . (2.77)

o bien,
—(F) =L (2.78)

Otra forma de escribir esta ecuacion clasica se obtiene notando que
ﬁ — ~ —
—=V;T=V;H.
m

Luego i
SE) = (V;H(E D)) (279)

Observemos que las ecuaciones (2.77)) y (2.79) no son sino las ecuaciones de Hamilton para
un sistema clasico. Nuevamente, vemos que, a pesar de la descripcién cudntica subyacente,
los promedios del momentum y la posicion satisfacen las ecuaciones clasicas usuales.

Combinando las ecuaciones (12.76])) y (2.78]) obtenemos una ecuacién andloga a la ecuacién

de Newton: )

d =
s (i) = (F(7)

Este resultado se conoce como Teorema de Fhrenfest y permite una conexion entre la
Mecéanica Cuantica y la Mecanica Clasica. En efecto, si el “ancho medio” de una funcién
de onda (7, t) es tal que sobre todo el ancho del paquete la fuerza es esencialmente
constante, entonces

(F()) = F((r)) . (2.80)

La ultima relacién es exacta para fuerzas constantes y armonicas. De cumplirse se
tiene que el valor esperado de la posicién (7(¢)) cumple la ecuacién clésica de movimiento.
De esta manera queda establecido un puente entre la Mecanica Clasica y la Mecanica
Cuéntica en el limite cldsico i — 0 (6 m — 00 6 Ay progie — 0)-

d) Teorema del virial. Usemos el teorema con F = r - p. Obtenemos
1h— . — .
dt p p’

— ih2(T) +ih(F- F)
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2.

o0 sea,

d

- ) = (2T) + (- F) .

LK
jelk

< .

Esta relacion corresponde al Teorema del virial.

Consideremos ahora un estado cuya dependencia temporal es de la forma

[9(t) ) = | 1(0) ye FHM

Un tal estado se llama estacionario (ver Definicién [2.2] Para estados estacionarios el
valor esperado de cualquier operador A que no depende explicitamente del tiempo, es
independiente del tiempo. En efecto

(A) = (V) [A[0(t)) = ((0) | " AT |4(0))
= ((0)] A |4(0)) = independiente de ¢.

Para estados estacionarios la derivada temporal de (1:"' . ﬁ) = 0 y, por consiguiente, el
teorema del virial queda:

2AT) = (£- VV(I)) .

Teorema general de conservacién. Si un operador A = A(T, p) conmuta con H, entonces

(A) es constante en el tiempo. En efecto

Ld o N .
ih(A) = ([AH]) = (0) =0,

luego,
P d -
Si [A,H] =0 entonces %<A> =0.
En otras palabras, si un operador conmuta con el Hamiltoniano entonces su valor esperado
es una constante de movimiento. De este modo, un conjunto de observables compatibles
con H se obtiene considerando las distintas constantes de movimiento del problema, pero
solo reteniendo aquéllas que conmutan entre si. Y asi, podremos encontrar un conjunto

de rotulos para etiquetar univocamente una base del espacio vectorial estableciendo las
constantes de movimiento cldsicas.

14. El cuadro de Heisenberg.

Como ya hemos visto, el valor esperado de un operador Fg = F 5(?‘, 13 ), para un estado

|1(t) ), viene dado por

(Fs) = (¢(t) [ Fs|y(t)) .

También sabemos que

[ 9(t)) = exp (—iHt/h) |4(0)) ,

luego,

(F) = (4(0) | exp (+iHt/h)Fgexp (—iHt/h) [4(0)) .
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Definamos:

FH(?, P, t) = exp (+th/h) ]?‘5(?, ﬁ) exp (—th/h) )

Entonces, llamando |(t) ) = |¥s(t)) v [%(0)) = | ¥ ) (por supuesto que |s(0)) = |¥u )),
se obtiene:

(F) = (Us(t) | Fs | vs(t)) = (¥u |Ft)y | Yn) - (2.81)

Este resultado puede parecer una trivialidad, pero apunta a dos maneras distinas de
formular la Mecanica Cuantica. Hasta el momento, hemos considerado que un sistema fisico
estd representado por estados |1(t)) dependientes del tiempo, y cuya evolucién estd dada
por . Sobre dichos estados pueden actuar operadores independientes del tiempo. Este
modo de plantear la teoria se conoce como cuadro de Schrodinger.

Alternativamente, la relacion (2.81]) nos dice que podriamos formular todo en términos
de estados | ¥y ) independientes del tiempo, sobre los cuales actian operadores dependientes
del tiempo. Los promedios, que es lo relevante clasicamente, no se verian afectados. Esta
formulacion corresponde al cuadro de Heisenberyg.

., Cual es la ecuacién dinamica que nos da la evoluciéon temporal de los operadores en el
cuadro de Heisenberg? Para encontrarla evaluemos

%FH@) _ % [exp (+iHt/h)Fg exp (—iHt/h)] .

Si H y Fg no dependen explicitamente del tiempo se tiene
H exp (+iHt/h)Fgexp (—iHt/h) + exp (+iHt/h)Fg exp (—iHt/h) <—%ﬂ>
HF, — ~FyH
h
la cual constituye la ecuacion dinamica, conocida como ecuacion de Heisenberg
i LBy () = [FrH] .
dt

Observamos que en el cuadro de Heisenberg la analogia con la Mecanica Clésica es eviden-
te a nivel de operadores, pues éstos satisfacen la misma ecuacion de evolucién clasica que los
observables del sistema, reemplazando el conmutador por el corchete de Poisson. Esto con-
trasta con el cuadro de Schrodinger, donde la formulacion clésica se recupera soélo al hacer
promedios (Teorema de Ehrenfest).

En la siguiente tabla se resumen las principales caracteristicas de ambos cuadros:
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Cuadro de Schrédinger Cuadro de Heisenberg
Operadores Fs=F Fp(t) = exp (ZHTt)FS exp (—%)
Los operadores son fijos Los operadores evolucionan
No evolucionan con el temporalmente
tiempo
Vectores | ¥s(t)) | ) = [4s(0))
El vector evoluciona El vector |1y ) es fijo,
temporalmente. No evoluciona con el tiempo.
o il vs(t)) = Hlvs(t)) #Fu(t)=—4 [Fu(t), H]
Ecuacion dinamica
Ecuacion de Schrédinger Ecuacion de Heisenberg

Note que el Hamiltoniano mantiene su forma en todos los cuadros

H=Hs=Hy.

Proposicién 2.8 Sean Ag, Bg, Cg tres operadores en el cuadro de Schrodinger y Ay, By, Cr
los operadores correspondientes en el cuadro de Heisenberg. Entonces se tiene que

[As,Bs} = CS <~ [AH,BH} = CH .

Demostracion Introduzcamos la notacion
. .
exp|( ——Ht | =G,

As.Bs] = AsBs — BsAg = Cs .

Multiplicando la dltima ecuacién a la derecha por G y a la izquierda por G, se obtiene

y por definicion

Cp = GGG = G AgBSG — G ByAsG
FAGGGEIBG — GIByGGALG

AyBy —ByAy = [AH, BH}

Il
Q

Demuestre como ejercicio (Problema 3 que si el operador en el cuadro de Schrodinger
depende explicitamente del tiempo, entonces la ecuacion dinamica para el operador corres-
pondiente en el cuadro de Heisenberg es

L d L0 .
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2.15.

Particula libre en el cuadro de Heisenberg.
Resolvamos el problema de la particula libre en el cuadro de Heisenberg. El operador

Hamiltoniano es:
H = p*/2m = pg/2m = p3/2m .
Note que Hg = Hy = H ya que H conmuta con G = exp (—iHt/h).
Resolver un problema en el cuadro de Heisenberg significa encontrar explicitamente la
dependencia temporal de los operadores. Como H no depende de I;', se tiene [55, Iv{} = 0.
Para el operador momentum en el cuadro de Heisenberg se obtiene

sG'G =ps ,

pu(t) = G lpsG =

=1k
ielX

o sea, ﬁ u(t) no depende de ¢. El mismo resultado se encuentra usando la ecuacién de Hei-

senberg, pues, como [Py, H] = 0, se deduce que 13 u = constante.
Para el operador de posicién ry(t) la ecuacién de evolucién temporal es

d - ire
0 =4
dtrH() h TH H
Como [?g, I:I] = %f)’g se tiene que [?H, I:I} = ;—’sz. Luego
H
d- iih, 1 Ps
“Fy(t)=———Py = —put) = — .
dtrH( ) hmpH pr (1) m

vy (t) =ty (0) + —=t = =
T (t) I“H()+m s+
Para el valor esperado de la posicién se obtiene
FO)=@| +B)| ¢
r = (r —(p .
t=0 M t=0

De esta manera se obtiene que los valores esperados de los operadores, para la particula
libre, se comportan como las variables clésicas correspondientes (ver también el teorema de

Ehrenfest).
En la dltima ecuacion los valores esperados vienen dados por
(F(t)) = (¢s(t) [Fs|Ys(t)) = (u |Tult) [ ¥n) .

También se puede encontrar toda la distribucion de densidad de probabilidad. Para ello
se deben previamente evaluar todos los demas momentos r” de la distribucién.
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2.16. Leyes de conservacién y simetrias

Si H no depende de IV_“’, por ejemplo, para la particula libre, entonces el momento lineal

—

se conserva. En efecto, como [ﬁ,I:I = [ﬁ,H(p)} = 0, usando el teorema generalizado de
Ehrenfest de la seccién anterior, se tiene que

d
i
Sea {|70) }7ers la base de autoestados del operador T. Se tiene
¥ =7l 7))

Consideremos una traslacién espacial: 7o — Tzrg = 79 + @ , donde Ty es el operador que
genera una traslacién en el espacio ordinario R®. Sea Uj el operador unitario que transforma
los vectores de la base

|70) — Ug|70) = |Taro) = |70+ a) . (2.82)

Es importante notar que Ugz es un operador unitario de .7 mientras que T es una traslacién
en el espacio ordinario R?.

Analicemos el efecto del operador U’gl? U;, donde U’gl = U_;. Se tiene, usando la relacién
anterior,

ﬂgl?Ual 70 > = U:l(Td_;O)ﬂd" o >
1
|

Siendo esta relacion valida para cualquier |7 ), dada la linealidad de los operadores, resulta
vélido para cualquier |¢) = [ d®rg| 70 ) (7| ¢ ); se concluye que

+al). (2.83)

<

Us = (

<

-1
Ud‘

Hemos demostrado que si Uz es un operador de traslacién en ¢ entonces se cumple ([2.83)).
Reciprocamente, mostremos ahora que si un operador cumple con entonces Uz es un
operador de traslacién en 7. Hay que mostrar que si se cumple entonces Ugz| 7 ) es
autovector de T con autovalor Ty = 7y + @. Multiplicando (2.83) por U; por la izquierda y
operando sobre un vector |7 ) se tiene:
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de modo que podemos identificar Ug| 7 ) = |7 + @), en concordancia con la relacién (2.82)).
En otras palabras, la relacion es una condicién necesaria y suficiente para que Uz sea
un operador de traslaciones.

Encontramos ahora una expresién explicita para el operador Ugz. Para ello consideremos
primero las traslaciones infinitesimales da:

Usal 7)) = |7 + 6 . (2.84)

Proposicion 2.9 Si da es un vector infinitesimal entonces Ugz viene dado por:

Upz=1—-6a-p. (2.85)

Demostracién

1) Mostremos primero que Ugz es unitario.

U Ul = (i — %5@- 5) (i + %5@*- ﬁ*)

:i—%(sa.m%aa-ﬁu O((68)?) .

Como §d es infinitesimal, los términos del orden (§@)? se desprecian, quedando que es
unitario

UsUL 1.
11) Mostremos ahora que Usz cumple con (2.83).

SRR . v -
U(S(i I‘U(;gi = UgarU&;

— (14 goa-p) 7 (1 jou-5)
:
h

I
LS
_|_

I
LS
+

Evaluemos el conmutador [56 P, ?]

[55- B, rj} (6G - B)F; — (0@ - B)
= Z (SGk pkf'j — f‘j (5ak f)k)
k
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En forma vectorial,
[55-5,?} — _inoai .
Luego
U(S_al rUs; =r+dal,
es decir, Us; efectivamente es el operador unitario para traslaciones espaciales infinite-
simales.

Mostremos la similtud que existe entre lo anterior y el operador de las traslaciones tem-
porales infinitesimales. Para estas tltimas, habfamos encontrado [ver ([2.73])]:

o+ 0m) = (1= 378 [6(0)

donde 47 es un desplazamiento temporal infinitesimal. Esta ecuacién se compara con

l

L+da)y=(1-
| 70 + 6a) ( -

55-5) |7) . (2.86)
Podemos decir que H es el generador de las traslaciones temporales infinitesimales; por su
parte p es el generador de las traslaciones espaciales infinitesimales. Observemos, incidental-

mente, que este resultado es consistente con uno mucho mas familiar: en representacion de

coordenadas, y en una dimension(2.86)) es
(7 + 0@) = (1 — o —uﬁ) V() = (1-0a- V) v(i) .

que no es sino el primer término de una expansion de Taylor.

Del mismo modo como exp (—iﬂt /h) es el operador unitario para traslaciones temporales
finitas, se espera que exp (—ia - ﬁ/ h) sea el operador unitario para traslaciones espaciales
finitas. Para demostrar esto hay que probar que tal operador es unitario y ademés cumple

con la relacién (2.83)). Definamos

U; = exp (—;—ic?- ﬁ) : (2.87)

Por ser p un operador autohermitico, es inmediato que Ug, definido por (2.87)), es un operador
unitario. Demostremos que este operador satisface la relacién (2.83)). Evaluemos primeramen-

te el conmutador [1%, Ij,;]:
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Usando este resultado se obtiene que:
U770 = U (Ust +aUz ) =7 +al .

Concluimos que el operador Uz dado por (2.87) efectivamente es el operador unitario para
traslaciones temporales finitas. Al mismo resultado se llega aplicando n transformaciones
infinitesimales (con 0@ = d@/n):

lim (i—%%~ﬁ) — exp (—id - p/h) .

n—o0
Como Uy sélo depende de p, conmuta con p y se tiene
U.;'pU;=U;'Usp =7,
o sea, el operador p no es afectado por la transformacién de similitud con el operador Us.

. Qué pasa con otros operadores? ;Como son afectados por el operador de traslacion Ugz?
Consideremos el operador ¥'?; se tiene:

LS
¢

. . . . . . . o\ 2
U520, = U; 7 U, - U5 +a’1) .

a

0

U,'F(F,p)Us = F(F+al,p) .

Definicién 2.1 Un operador F se dice que es invariante ante un operador unitario U si
U'F(r,p)U = F('p) .

En otras palabras, si F es invariante ante U entonces F y U conmutan.

Proposiciéon 2.10 Sea F un operador arbitrario, entonces

B, 03] =0 Va [F,5|=0.

Demostracion
1) Supongamos que [F, f)’} = (. Como F conmuta con p, también conmuta con el operador
Uz = exp (—id - p/h).
II) Supongamos que [F, U'a] = 0. Como esta relacion, en particular, se cumple para trasla-

ciones infinitesimales da, se tiene

0=FU;; — UsF

S 7 - . 7 . .
=F(1——-da-p|—(1—=da-p | F
( héa p) ( héa p)
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y finalmente

P«
ol
|
ol
=5
I
\.q(
jelX
I
o

Resumen:
Si H es invariante bajo traslaciones, entonces

d

U;'HU; = H = [H,U,] =0 < [H,ﬁ} 0= —(B) = 0.

Las relaciones anteriores constituyen el equivalente cuantico del Teorema de Noether en
Mecénica Clésica: Si H es invariante ante el operador de traslaciones espaciales, entonces
el valor esperado del operador candénico conjugado respectivo (el operador de momentum)
se conserva. El mismo andlisis se puede realizar para cualquier par de variables clasicas
candnicamente conjugadas. De hecho, en un capitulo posterior repetiremos lo hecho en esta
seccion, para un Hamiltoniano invariante bajo rotaciones. En ese caso, la cantidad conservada

sera el valor esperado del momento angular.

Finalmente note que para los operadores de traslacién Uz se cumple que

UaUp = Uz = Ups = UpUa,
de modo que los operadores de traslacion conmutan entre si. Es lo esperado: clasicamente,
trasladar un sistema en @ y luego en b es equivalente a trasladarlo primero en b y luego en a.
Este hecho se preserva a nivel cuantico.

Ademas, la relacion anterior nos muestra que el producto de dos operadores de traslaciéon

es un nuevo operador de traslacién, de modo que el conjunto de los operadores

{ Uﬁ } acR3

forma un grupo. En el caso en que el Hamiltoniano es invariante ante dicho grupo, éste
se denomina grupo de simetria. En este caso particular el grupo es un grupo conmutativo
isomorfo al grupo aditivo en R3.

2.17. Estados estacionarios.

En lo que queda de este capitulo consideraremos sistemas descritos por un operador
Hamiltoniano H que no dependa explicitamente del tiempo.

Definicién 2.2 Una funcion de estado es estacionaria si la dependencia temporal es factori-
zable de la manera

[p(t) ) = |1(0)) e M = [ ) e MM (2.88)

Los estados |1(t) ) evolucionan segin la ecuacién de Schrédinger

ﬂi—\w( )) =H| () . (2.89)
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Reemplazando (2.88) en (2.89) se obtiene

I:I| w >e—iEt/h _ Zhi| ¢ >6—z‘Et/ﬁ
dt
= ih|¢) (—%E) e B

—iEt/h

o sea, cancelando el niimero complejo e , se obtiene

H|¢y) = E|¢) (2.90)

ecuacién que se conoce con el nombre “Ecuacién de Schrodinger tiempo independiente” o
ecuacion de autovalores de energia. La ecuacion representa un problema de valores
propios. Como el Hamiltoniano es hermitico (H = T) los autovalores, es decir la energia F,
son reales. Una vez obtenido el espectro de energfa, basta multiplicar por e *#*/* para tener
la evolucion temporal de los autovectores.

Denotemos el autovector de H con autovalor E por | ¢ ). El valor esperado de la energfa
es (H) = F, la varianza AH = AE = 0 (la demostracién de estas afirmaciones es directa).
Al realizar una medicién de la energfa a un sistema descrito por un estado estacionario | g ),
se obtiene con certeza el valor E.

Para estados estacionarios, tanto la densidad p (7,¢) como la corriente 7'(7,¢) son inde-
pendientes del tiempo. En efecto,

y andlogamente para J'(7,t).

Ya lo habiamos mencionado anteriormente: Para estados estacionarios el valor esperado
de cualquier operador A = A(?, f)) que no depende explicitamente de ¢, es independiente de
t (aun cuando tal operador no conmute con H).

Una combinacion lineal de estados estacionarios no es un estado estacionario si incluye
estados de energia distintas. Sea | V) = | U(0)) € J una funcién de estado arbitraria, en el
instante ¢ = 0. Ademés sea {| ¢p, )} una base de autovectores estacionarios de H, es decir,

H| ¢, ) = Eu| ¢5, )

|65, (t)) = | pm, ye T (2.91)

El vector | W) se puede desarrollar en términos del conjunto completo de autofunciones de
H, teniéndose

[U) = | bmn){dm, | V) .
Dado el caracter lineal de la ecuacién de evolucién temporal, para | U(¢)) se tendrd

(U(t) =) |65, o, |V )e P,
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puesto que cada componente evoluciona segin (2.91). A pesar de que | ¥(¢)) puede ser una

funcién de estado del sistema, no es un estado estacionario ni un autovector del Hamiltoniano.
Al realizar una medicién de energia del sistema descrito por la funcién de estado | U(t) ),

de acuerdo al postulado 3, se obtendré siempre un autovalor del operador correspondiente,

en este caso del Hamiltoniano. El autovalor E, se obtendra con probabilidad | ( ¢z, | ¥ )|,
Para | U(¢)) el valor esperado de la energia es:

(B) = Zw |6, )M G, | H | b, ) (0, | W e Ent/
_Z ‘I’W)En i(En—Em)t/h 5nm<¢Em\\I’>
=Z (0|6, ) Enl dp, | W) ZE| (6, | 0) [

Es decir, el valor esperado de la energia es igual a la suma de cada valor que se puede
obtener en una medicion multiplicado por la probabilidad de obtener ese valor. El resultado
es independiente del tiempo.

Si la funcién de estado de un sistema es | ¥(¢) ), entonces el valor esperado de un operador
A arbitrario, en general, si depende del tiempo. En efecto:

(A)(t) = (U(t)[A]W(t))
_Z \D’¢En m ¢Em’\1’> i(En— Em)t/h’

donde A, = (¢, ’A | Pk, )-

2.17.1. Operador de Green.

Encontremos el operador y la funciéon de Green en términos de las funciones de onda
tiempo independientes. Para ello consideremos la evolucién temporal de un estado | ¥(0) ):

= Z | ¢m, e M G, | W(0)) .

Se observa que definiendo el operador de Green por

G(t)=> log, e ™M ¢p, |, (2.92)

se encuentra que }
[ V() = G()[¥(0)) -

Con esta definicion, la funcién de Green queda

=) (7l¢p, ) P ¢p, | 7). (2.93)
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En el limite ¢t = 0, tal como debe ser, se recupera la delta de Dirac:

G(77,0) =Y (F|én, )(dn, |F') = (F|F') = 6(F =) .

n

Mostraremos a continuacion que la expresion (|2.92)) coincide con el resultado obtenido en
la secciéon 2.12 Se tiene

G(t) =" | op, )e "M op, |
= Z e M gp V¢, |
= Z e UM b ) b, |
= enff‘t/hz |65, ) Op, | = e M

resultado que coincide con la ecuacion (2.74)).

2.17.2. Funciones de onda reales.

Finalmente, mostremos que si el Hamiltoniano es real en la representacion de coordenadas,
las autofunciones de la ecuacion de Schrodinger tiempo independiente siempre se pueden elegir
de manera que sean reales.

Consideremos las autofunciones g, (') del Hamiltoniano tiempo independiente H, es
decir,

Hyg, (F) = B, (7) .

Realizando una conjugacion compleja de esta ecuacion y usando la hipotesis de que H = H*,
se deduce que

-] * o * —

Hyyp, (7)) = Entop, (1)
o sea, 15 (') también es solucién de la misma ecuacién de Schrédinger, con el mismo au-
tovalor. Por supuesto que una combinacién lineal de las dos funciones anteriores también es
solucion. Luego, si el espectro de energia es no degenerado, usando una combinacion lineal
adecuada de las dos funciones g, (7) y 9, ('), siempre se puede encontrar una autofuncién
del autovalor F,, que sea real. De aqui en adelante siempre supondremos que elejimos las fun-
ciones de esa manera cuando el espectro es no degenerado. Note que si la funciéon de onda es
real, la corriente de probabilidad 7(7) = 0, o sea, para estados estacionarios no degenerados
no hay corriente de particulas.

Si el autovalor E, es degenerado, siempre es posible elegir combinaciones lineales de

manera de obtener una autofuncién real, pero no siempre es conveniente hacerlo.

Ejemplo:
Consideremos el caso de una particula libre en una dimensién. La ecuacién de autovalores es
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con soluciones

Ye(x) = etk , k==

En este caso el espectro es continuo: todos los valores positivos de E son autovalores del
Hamiltoniano. La degeneracién de todos los autovalores es dos. Matematicamente, esto viene
de que la ecuacion de autovalores es una ecuacion cuadratica para k. Las soluciones tiempo
dependientes asociadas son las ondas planas Vg (z,t) = Yp(x)e B/

\I’E((ﬂ,t) _ ei(kx—wt) _ \Pg(l‘) 6—z‘wt 7

Uz, t) = gl —ke—wt) — W (z)e ™t .

Cada una de ellas representa ondas que viajan en la direccién +2 y —2z, respectivamen-
te. Son dos autofunciones linealmente independientes correspondientes al mismo autovalor
E = (hk)?/2m (como debe ocurrir si el espectro es doblemente degenerado). A pesar de ser
funciones complejas, son éstas las funciones que deben usarse para representar ondas planas
con corriente no nula.

Como demostramos recién, también podemos encontrar dos funciones reales, linealmente
independientes, y autofunciones de H para el mismo autovalor E (pero de corriente nula).
Una eleccion posible es:

Uy = U+ Vg,

v =i (v -0y) .

2.18. Degeneracion del espectro y simetrias.

En esta seccién repetiremos algunos de los desarrollos hechos en la seccién [2.4] ilustrando
los resultados con un ejemplo concreto.
Comenzamos recordando un teorema que se demostro en la introducciéon matematica.

Teorema 2.4 Sean A y H dos operadores autohermiticos. Si los dos operadores conmutan
entre si, entonces existe una base de 7, cuyos elementos son simultaneamente autovectores
de A y H.

Sea A un operador autohermitico que conmuta con el Hamiltoniano H y consideremos el
operador unitario asociado a A definido por

U, =exp(—iMA/B) ,AER..

La demostracién de que U, es unitario es directa.

Como U, sélo depende de A y el Hamiltoniano conmuta con A se tiene que H conmuta
con U,. Es facil demostrar que en ese caso el Hamiltoniano es invariante ante Uy y que, en
forma andloga a las traslaciones temporales y espaciales, se cumple que

[AH] =0 « U;'HU,—H.
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El conjunto de operadores {Ujy}rer = Gy forman un grupo .

Los operadores {U,} estdn estrechamente relacionados con la degeneracién del espectro
de energia, es decir, con la existencia de varias autofunciones del Hamiltoniano H que tienen
el mismo autovalor de energia. En efecto, sea |9 ) un autoestado del Hamiltoniano con
autovalor E. Mostremos que entonces Uy| ¢E) también es un autovector de H con el mismo
autovalor. En efecto (usando el hecho que Uy conmuta con H):

H (U, |¢g)) = U\H|¢p) = UsE|¢p) = E (Uy|¢r)) -

Sin embargo, en general, no todos los vectores que se obtienen de un vector | 15 ) aplicando
el operador U, son necesariamente linealmente independientes (1.4.), lo cual tiene incidencia
en las propiedades de simetria de la funcién g(7).

Denotemos por {| E,a)} a los autovectores comunes de Hy A, o sea,

H|E,a)=E|E,a) A|E,a)=a|lE,a) .

Si para E y a fijos existen dos o més autovectores [.i., entonces existe un observable que
permite distinguir esta degeneracién, o sea, existe otro operador autohermitico B que con-
muta simultdneamente con A vy H. Lo anterior se repite hasta que los nimeros cudnticos
E a,b,c, ..., especifican univocamente a los autovectores. Entonces tenemos que el conjun-
to de operadores H, A, B, C, ... forman un conjunto completo de operadores compatibles.
Notamos que pueden existir operadores que conmuten con H, pero que deben excluirse del
conjunto completo de operadores compatibles por no conmutar con todos los deméas operado-
res del conjunto (tales operadores sin embargo pueden tener mucha importancia; por ejemplo,
en el capitulo de Momento Angular éstos seran los operadores “de subida y de bajada”).

Ejemplo: Consideremos el caso de una particula libre en una dimensién. El operador Ha-
miltoniano es:

-2
% p
H=-—"*%.
2m
Para cada valor positivo F, la ecuacion de autovalores

IV{IZZJE):E’@DE)

tiene dos autovectores [.i. En la representacion de coordenadas dos vectores [.7. son

(x99 =cos (kyx) y (a|v8)) = sen (k) ,

con k, = v2m#FE /h. Como cada autovalor de H es doblemente degenerado, existe un obser-
vable, en este caso la direccion en que se mueve la particula, que permite distinguir estos dos
estados. El operador autohermitico asociado a este observable es

A ];'z vx
A== _ Pz
kal  |p2]

2El grupo Gy puede tener varios “generadores”, es decir, varios operadores A, B, etc., que conmutan con
H. En tal caso los operadores unitarios son U(Aq, Mg, ...) = exp[—i(A\1A + 2B+ ---)].
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En efecto, [A, ICI} = (0 y los autovectores comunes a A vy H son

W) =B 4) = [¢9) +il w2y vy Jep) =B =)= o0y —i|v@) .

En la representacion de coordenadas estos estados corresponden a las ondas planas

(o) = ety (xlup)=e e
Los estados | E,+) v | E, —) son autovectores de A y H y se tiene
AlE+)=+E+) v AlE~)=-|E-),
H|E,+)=E|E,+) y H|E —-)=E|E —).
Los operadores H y A forman un conjunto completo de operadores de 2.
— —iAA/R

., Qué autovectores se obtienen al operar con el operador unitario U) sobre el

autoestado | 1/1](51) )?
Uall)) =AM ol

—i)\A 1 —
=R L (s 4 1up))
_ % [e_i/\A/h|E,—|—> +e—iAA/h’E,_>}

1, . ,
=3 (7™M E, +) + MM E,-)) .

Variando ) € R se obtienen los distintos autovectores de H con el autovalor E. En este caso
solo dos de ellos son [.1.

2.19. EIl Wronskiano.

En lo que sigue y hasta el final de este capitulo nos limitaremos a la ecuacién de Schrodin-
ger en una dimension.
Con la notaciéon

27.2
g

2m
Y 2

m

Ur) = 2 (z),
la ecuacién de Schrodinger tiempo independiente en una dimension es:
d? 9
{w + k- U(x)} P(x)=0. (2.94)

Definicién 2.3 Sean ¢ () y 12(x) dos funciones continuas. EI Wronskiano de ¢ (z) y 1o(x)
es,
di(x) () , ,
W (1, 92)(x) = / = 1(2)hy() — Pa(2)y (2) -
Ua(x) ()
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Propiedades:

)
1)

I11)

v)

W (1, 19) = =W (92, 1),
Si 91(x) y ¥o(x) son linealmente dependientes entonces W (11,15) =0 V.

Reciprocamente, si W (11,15)(z) = 0 Vx entonces 11 (x) y 12(x) son linealmente de-
pendientes.

Demostracion Por hipdtesis

Yaty — Yathy = 0.
Dividiendo por v - 99 se obtiene
v
Y1ty
o sea, las derivadas logaritmicas de las dos funciones son iguales:
d d

%lnzﬁl(x) = %m%@) :

Integrando se obtiene
Iny(z) = Ines(z) + C,
de donde, ¢ (x) = Mpo(x).

Si by (x) y ¥(z) son soluciones de la ecuacién ([2.94) para el mismo valor de k2, entonces

el Wronskiano no depende de .

Demostracion Por hipdtesis

dz? dz?

d2
{— N U(:r)} () =0y {— + k* — U(:r)} Po(z) =0.
Multiplicando la primera de estas ecuaciones por 1 () y la segunda por v (x) se obtiene:

Yoby = (U = Koty y ity = (U — K )bot)y

Restando una de otra se deduce que
0= oty — Uty
= L — v
= W, 4

es decir, el Wronskiano W (v, 19) = constante.

Si Yy () y ¥9(x) son dos soluciones de la misma ecuacién de Schrodinger (2.94) y si el
Wronskiano es cero en un punto, entonces ¢ (z) y 12(z) son linealmente dependientes.



2.20. CONDICIONES DE BORDE. 129

U(X),

MZ

2\
ko / _

Figura 2.9: Representacién esquematica de la energia potencial y cinética para el caso en que
U(z) —k*> M? >0 Vx> x.

2.20. Condiciones de borde.

No todas las soluciones de la ecuacién de Schrodinger de un problema fisico son soluciones
fisicamente aceptables. Para que lo sean las funciones deben ser normalizables, o al menos
estar acotadas, es decir, |[¢(z,t)] < A Vz, con A fijo. Esta restriccién tiene consecuencias
importantes sobre el tipo de espectro de un problema fisico. Analicemos el comportamiento
de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger para © — +o00.

a) Casoen que U(z)—k? > M? > 0 Vx > x, es decir, el caso en que para z — oo la energfa
cinética es menor que la energia potencial (regién clasicamente prohibida, ver figura [2.9)).
Escribimos nuevamente la ecuacién de Schrodinger en la forma (2.94)):

L U -] @ =0

da?

Consideremos las soluciones particulares de esta ecuacién que satisfacen las condiciones
de borde

dr(zo) =1, ¢i(x0) =0, y ¢a(zo) =0, ¢h(zo)=1.
Note que tales soluciones existen. Por ser (2.94) una ecuacién diferencial ordinaria de
segundo orden, las dos funciones ¢, y ¢ forman un conjunto completo de soluciones.

Toda solucién de la ecuacién (2.94) puede escribirse como combinacién lineal de tales
funciones.

Las soluciones ¢1(z) y ¢o(z) tienen las siguientes propiedades:

1) VY > xg, ¢1(x) > 0y ¢a(x) > 0, pues, de acuerdo a la ecuacién diferencial (2.94)), las

segundas derivadas de la solucién tienen el mismo signo que la funcién (ver también
figura [2.10)).

11) Las funciones ¢;(x) y ¢o(z) crecen al menos exponencialmente para x — 0.

Demostracién Las funciones ¢;(x) y ¢o(z) cumplen con

1> M¢1 Ve>ag y ¢ > Mgy Vo> .
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A ([XX) (%

: >
0 Xq X

Figura 2.10: Comportamiento de las funciones ¢;(x) y ¢o(z) para z > .

Consideremos ahora las soluciones particulares de la ecuacién v’ = M?u, dadas por

uy(z) = cosh [M(x — xo)] vy wug(z) = % senh [M(z — x¢)] .

Las condiciones de borde que satisfacen son
u(z) =1, uy(zo) =0 vy wus(ze) =0, u;(aso) =1.

Como uy, us y ¢1, ¢ satisfacen las mismas condiciones de borde en x = xy y las
segundas derivadas de ¢, ¢o son mayores que las de uy, uy para x > xg, se tiene

1(2) 2 wa(2) = cosh [M(z ~ )] Vo> .
2(0) 2 uala) = 7 senh (Mo = )] V> .

1
0 sea, para r > T, ¢1 y @2 crecen al menos como 5 exp(Mx).

111) El Wronskiano W (¢y, ¢2)(z) = 1.

Demostraciéon ¢; y ¢, son soluciones de la misma ecuacion de Schrodinger, luego, de
acuerdo a un teorema anterior, el Wronskiano W (¢, ¢2) es constante. Basta evaluarlo
en un punto. Evaluémoslo en x = x4. Se obtiene

W (o1, 62)(z0) = b1(x0)dy(w0) — P2(w0)dy (w0) =1 .

La solucion general de ([2.94) se puede, excepto por un factor multiplicativo, escribir de
la forma

V(r) = ¢1(7) + ada(z) a€C.

Consideremos las funciones f(z) y g(x) definidas por

¢1()
Pa()

fx) =
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Derivando estas funciones se obtiene

f/(.flf) _ ¢1¢2 - ¢2¢1 o _W(le, ¢2)2(17> _

1
= — > <0 Vz,

GF - (6a®) @)
y
Bl — i,
g ===y

_ [U() ~ K6 @)dae) — [U(x) ~ Rs(2)d1(x)
(G3(x))?
_ [U) ~ R W (61, 6)(x)
(Ga())?
IO
CAGICAT)

por lo tanto, f(z) es una funcién decreciente para todo = y ¢g(z) es una funcién creciente
para x > xo. Para la diferencia f(x) — g(z) se tiene que

_di(@)  di(x) _ diga(x) — ¢y (x)ga(2)
P2(x)  dy(x) $2(2) o)

_W@né)@) _ 1 e
G2(2)d(7) P2

Breves momentos de reflexién muestran que la tinica posibilidad para que g(x) sea crecien-
te, f(z) sea decreciente y la diferencia f(z) — g(x) tienda a cero, es que ambas funciones,
f(z) y g(z), tiendan a una constante I (ver figura [2.11]).

f,g

2>O V1’>I07

fz) —g(x)

Figura 2.11: Comportamiento de las funciones f(x) y g(z) para z — oo.

Resumiendo: Existe I' € C tal que lim,_, f(z) = lim, o g(z) =T.
Es claro que g(z) < I' < f(z). Restando I, se obtiene

glx) —T'<0< f(z)-T. (2.95)
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Pero .
f@) =T = f(z) —g(x) + (9(x) = T) < f(z) = g(x) = — |
P29h
Y 1
g(@) =T =g(x) — f(z) + (f(x) =) > g(z) — f(z) = —— .
D205
Reemplazando estas desigualdades en se deduce que
1 1
—¢2¢,2<g(x)—F<0<f(x)—F<¢2¢,2. (2.96)

Consideremos ahora la solucién particular de (2.94)) dada por

P(z) = ¢1(z) — I'ga(z) = (f(z) = T) da2(z) .
Entonces

P'(x) = ¢ (z) — Tgy(x) = (9(x) — T) ¢a(x) -
Usando se obtiene

1 . 1
~ o) <P'(x) <0< P(x) < )

Pero ¢o(z) v ¢4(x) tienden, para © — o0, a 0o en forma exponencial, luego ®(z) es
positivo y tiende a cero exponencialmente. Hemos encontrado entonces la solucién con
sentido fisico para la ecuacién de Schrodinger. Cualquier otra solucién de (2.94) diverge,
y por tanto no es normalizable. En efecto, consideremos la solucién

(I)(ff) = ¢1(z) — Cga(x) ,

con C # I', entonces ®(x) puede escribirse de la forma

O(x) = ¢1(x) = Tho(z) + (I' = C)pa(x)
®(z) + (I = C)a(x) = (I' = C)gpa(x) .

Como ¢o(x) diverge, también ®(x) diverge.

Resumen:

» SiU(x) — k> > M? >0 Vx> g, entonces existe una solucién particular de la
ecuacién de Schrodinger (2.94) que decrece a cero a lo menos con la rapidez e=2.
Todas las demés soluciones divergen al menos como eM?.

» Adicionalmente, si la solucién W(x) es positiva, su curvatura es positiva, y si es
negativa su curvatura es negativa. Esto asegura que nunca ¥(z) oscila para x — oo,
pudiendo a lo mas cortar una vez el eje.
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b) Caso en que U(x) —k* < M? Vx > xg, es decir, el caso en que, para x — 00, la energia
cinética es mayor que la energia potencial. En este caso la curvatura posee signo distinto
a la funcion, lo que necesariamente lleva a oscilaciones.

Si la energia potencial U tiende, para * — 00, a una constante U, lo suficientemente
rapido (maés réapido que 1/x + Up), entonces la ecuacién de Schrodinger (2.94), para x —
o0, queda como

{dd—; + (K* — Uo)} W(x) =0.

La solucion general de esta ecuacion viene dada por

‘1/(37) = AO SGH(\/ k’2 — Uol' + QZS(]) s
donde Ay y ¢ son constantes.

No consideraremos otros casos por el momento. Es importante hacer notar que los casos a)
y b) no cubren todas las situaciones que se pueden dar. En particular, deja fuera el importante
caso en que el potencial V() es periddico, situacién que se da con frecuencia en el estudio
de la materia condensada.

Hagamos algunas observaciones sobre el espectro de valores propios que presentan pro-
blemas unidimensionales que cumplen con las situaciones planteadas en a) y b).

Supongamos, para fijar ideas, que el potencial U(x) para x — +o00 tiende a una constante
U" y para x — —oo tiende a U~. Supongamos ademds que UT > U~ y que U(z) tiene un
minimo Uy, con Uy < U~ (ver figura .

\U()
] o

OC
=y

Figura 2.12: Comportamiento esquematico de la energia potencial del ejemplo discutido en
el texto para establecer las caracteristicas del espectro de energia.

Podemos dividir el problema en tres regiones:

a) k* > UT.

Si la particula es libre, tanto para para ©+ — 400 como para * — —o0, entonces el
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espectro de H es continuo y degenerado de orden 2. En efecto, en este caso, cualquier
solucion de en las regiones asintéticas oscila entre dos limites finitos. Tal funcién
de onda se puede normalizar a la funcién ¢ de Dirac. Como tiene dos soluciones
linealmente independientes, el espectro resulta ser doblemente degenerado.

b) U- <k*<U™T.

Si U~ < k? < U™, entonces el espectro de H es continuo pero no degenerado. En efecto,
para x — 400 la tinica solucién aceptable es la que decrece exponencialmente (ésta existe,
como se demostré al comienzo de esta seccién). Tal solucién oscila para x — —oo, decrece
al menos exponencialmente para x — 400 y es normalizable a la funcién . Todas las
otras soluciones crecen al menos exponencialmente para x — 400, por lo tanto no son
aceptables, hay que descartarlas como soluciones fisicas. El requerimiento de que la funcién
de onda decrezca exponencialmente para x — 400 impone, entonces, una condicion de
borde adicional, determinando que exista solo una solucién para cada energia.

c) Uy<k*< U~ .
En este caso el espectro es discreto y no degenerado. En efecto, la solucion debe decrecer
al menos exponencialmente para r — oo y también para r — —oo. Esto impone dos
condiciones sobre la solucion, situacién que sélo se satisface en casos muy excepcionales
(lo que da origen a los niveles de energia discretos). El niimero de niveles discretos en un
potencial puede variar entre 0 e oco.

2.20.1. Continuidad de la funcion de onda.

En una region del espacio en que el potencial es finito, la funcién de onda, como también
su derivada (gradiente), es siempre continua. En efecto, supongamos que el gradiente de la
funcién de onda ﬁ(b(m) no es continuo en algin lugar. Entonces, al evaluar el Laplaciano
V2¢, se obtendran discontinuidades de tipo 6 de Dirac, lo que estarfa en contradiccién con
la ecuacion de Schrodinger ,

d
T59(@) = (F* = U(x))é(x)

Si la energia potencial tiene saltos de tamafio infinito (por ejemplo, el potencial consta de
d’s de Dirac o estamos en lugares donde el potencial representa a una pared impenetrable),
entonces la derivada de la funcion de onda en esos lugares si tendra discontinuidades. La
funcién de onda ahi seguird siendo continua, pero es no derivable.
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2.21. Problemas

2-1) Definamos el operador Momento Angular por L = FXp= (Ly, Ly, Ls). Demuestre que:

2-2) Demuestre que si B(x,p) es un observable clasico con el desarrollo
B(z,p) = ZBM 2 pt
k¢

El operador B = B(%,p) cumple

1 L7 - . e
(7, 1) R /d3kj TG () el
s
C, 3 L. 2 27.2
— i(k-F—hk*t/(2m)) ,—ogk
(27T)3/2/dke e 7

tiene como resultado

m\3/2 iBr?
(7t ( ) -3 ,
(7,1) 2hi t TP (4087)
donde ( y v vienen definidas por
g m
- 2ht
Y 1
Y= R ﬂ )

encuentre la relacion entre C'y C".

2-4) Demuestre que en la ecuacién (2.56|) el ancho o(t) viene dado por:

h?t?
2 2
t) = —_ .
o (t) = o + 4m?ol

2-5) Encuentre los tiempos de dispersiéon para un atomo localizado dentro de una regién del
tamatio de 1 A.
2-6) Un virus, jse comportara ya definitivamente como un objeto clésico?

2-7) Demuestre que si un operador en el cuadro de Schrédinger depende explicitamente del

tiempo, entonces la ecuacion dindamica para el operador correspondiente en el cuadro de
Heisenberg es:

e (D

)H+[FH,ﬂ] .
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2-8) Considere el Hamiltoniano H = p2/(2m) + V(r), con su conjunto de vectores pro-
pios | k) y valores propios Ej (espectro completamente discreto). Muestre que si | 1) es
cualquier ket propio, asociado a un valor propio FEj, se cumple:

Z(Ek—El>\<k|X|l>|2:f—m,

k
donde X es una componente cartesiana de r.

2-9) Una particula estd confinada al interior de una caja que estd dividida en una parte
izquierda y otra derecha por una membrana. Se cuenta con un detector que especifi-
ca totalmente el estado actual de la particula, diciendo si se encuentra a la derecha
o a la izquierda del recipiente. (A estos dos estados se les puede llamar | D) y | 1),
respectivamente, y se les puede considerar base ortonormal.) El Hamiltoniano es

H=E(I){D|+|D){I]).

a) Encuentre los autovalores y autovectores del sistema.

b) Muestre que hay efecto tinel, es decir, que si en ¢ = 0 la particula estd a la
izquierda, hay una probabilidad no nula de observarla a la derecha para t > 0.
. Cudl es la probabilidad de observarla a la derecha como funcién del tiempo?

¢) Suponga que erréneamente se usa H = E(| D )(I|). Muestre que en tal caso no se
conserva la probabilidad.

2-10) Sea Ay el operador asociado a la medicién de cierta variable dindmica de un sistema
dado en la direccion 6. En cierta base, este operador esta representado por la matriz

A(;:l( cos —zsm@) .

2\ isinf —cosf

a) (Puede Ay asociarse realmente a un observable fisico?

b) Calcular los autovectores, ortonormalizarlos y verificar la completitud de la base
obtenida.

c¢) {Cudles son los valores posibles que se obtienen al medir este observable?

d) Se mide A, (Ag;o) y se obtiene como resultado a; (> as.) Se vuelve a medir A,
,Cudl es la probabilidad de obtener ay?

e) Se mide A, y se obtiene a;. Luego se mide Ay (# arbitrario). ;Qué se obtiene?
Hay algtn 6 para el cual se obtenga as con certeza?

f) Se mide A, y se obtiene as. Luego se mide A, /2 y se obtiene a;. ;Qué probabilidad
hay de obtener a, al medir A7

2-11) Normalice los siguientes paquetes de onda y calcule {((Ax)?) y ((Ap)?):
0) b(x) = eI,
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2-12)

2-13)

2-14)

2-15)

b) ¥(x) = Hy(z/L)e /) donde H, es el polinomio de Hermite de orden n.

Muestre que (Ax) es igual al valor de o que minimiza la expresion

Vi = [ (et a)at(e + o) de

y que este minimo es

Viain = ((A2)?) = (2?) — ()2 .
Considere una particula cuya funcién de onda asociada 1(z,t) en t =0 es
b(x,0) = (2rAz?) e/ (4AE)

Investigue la evolucién temporal (promedios, desviaciones cuadréticas) de este paquete
si, para t > 0, la particula se mueve bajo la acciéon de una fuerza constante. Interprete
en términos de los resultados clasicos. Compare con los resultados obtenidos para una
particula libre.

Considere el Hamiltoniano H = Hy + H; y su correspondiente operador de evolucién
asociado U(t,ty). Sea Uy el operador de evolucién asociado al término Hy del Hamilto-
niano. Se define el cuadro de interaccion, intermedio o de Dirac, a través de los kets:

[0r(t)) = Ut to)| s (1) ) -
a) Demuestre que ellos satisfacen la ecuacién

d § 3§ s
may Yr(t)) =H;|¢r(t)), donde H; = UIH, U, .

b) Encuentre el operador de evolucién de este cuadro, U'I(t, to) v demuestre que sa-
tisface la ecuacion

d - .
h—U;(t, to) = H;U; .
[/ dt 1(7 0) IvYr

¢) Demuestre que en este cuadro los operadores satisfacen la ecuacién de evolucién

d ) . . e
ih—€ = [Hg”, Qf] +(Zas) . donde H{" = UJH,U, .
dt ot ),

d) Demuestre que U satisface la ecuacién integral

-
U(t,to) =1- %/ H; (t)U(t', 1) dt’ .
to

a) Para sistemas conservativos, muestre que si en ¢t = 0 el vector de estado |¥(t))
es un autovector del observable A asociado al autovalor a, entonces, para t > 0,
|1(t) ) serd un autovector del operador Ay (—t) asociado al mismo autovalor a.
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b) Evalte los conmutadores
Pr(t1),Xu(t)] o [Pa(t), Pa(ta)] ,  [Xu(t),Xu(tz)] -

2-16) Considere un sistema fisico cuyo espacio de estados es Ez. Se define el operador paridad
P a través de su accién sobre los vectores base | 7) de &

=) F =)
) Encuentre los elementos de matriz de P y de P en la representacién {|7)}.
) Demuestre que (7| P | ) = h(—7).

¢) Pruebe que P = P~
)
)

P|7)

Encuentre los autovalores de P.
Considere Py = %(i 4+ P). Demuestre que P, y P_ son proyectores sobre dos
espacios £, y £_ ortogonales y complementarios.

f) Un vector | ¢4 ) (|1 )) se dice par (impar) si

Ply) =1y (Plo)=—|v_)) .

Demuestre que todo ket de &7 puede descomponerse como una combinacién lineal
de vectores pares e impares. Encuentre dicha expansion y muestre que es unica.

g) ;Es P un observable? Justifique su respuesta.

2-17) Muestre que la adicién de una parte imaginaria al potencial en la ecuacién de onda
describe la presencia de fuentes o sumideros de probabilidad. (Encuentre la ecuacién de
continuidad apropiada.)

Resuelva la ecuacién de onda para un potencial de la forma V' = V(1 + i¢), donde
Vo v ¢ son constantes positivas. Si ( < 1, muestre que hay soluciones estacionarias
que representan ondas planas con amplitud exponencialmente decreciente, describiendo
absorcion de las ondas. Calcule el coeficiente de absorcién.
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Solucién de algunos problemas
unidimensionales.
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En los capitulos anteriores hemos expuesto en detalle el formalismo matematico de la
Mecéanica Cuantica. En principio, lo importante es encontrar las autofunciones del problema
a estudiar, ya sea de modo abstracto, como kets en un espacio de Hilbert, o bien en alguna
representacion particular. En la mayoria de los problemas de interés fisico, sin embargo, el
potencial es conocido como una funcién de las coordenadas espaciales, de modo que usual-
mente lo adecuado es resolver el problema de autovalores en representacién de coordenadas.
Tal sera la situacion en este capitulo, restringiéndonos especificamente a problemas en una
dimension. Ya sea a través de la solucion exacta de algunos de ellos, de argumentos semiclési-
cos o soluciones numéricas, discutiremos una serie de resultados aplicables a potenciales mas
generales, y que nos permitiran ganar intuicion fisica respecto a las soluciones de la ecuacion
de Schrodinger y, por tanto, respecto al comportamiento de sistemas cuanticos en general.

3.1. El pozo infinito.

Consideremos una particula de masa m en un pozo de potencial (ver figura |3.1]).

00 z <0
V(z)=+<0 O<z<L .
00 L<zx

3.1.1. Autofunciones y energias.

La funcién de onda serd no nula sélo en el intervalo 0, L[. Si z < 0 6 x > L la funcién de
onda es idénticamente nula debido al caracter altamente prohibido de tales regiones. En el
intervalo ]0, L[, la funcién de onda 1) es solucion de la ecuacion de Schrodinger de la particula

libre, de modo que
0 r<0,x>1L
x) = A A ’ , 3.1
V(@) {Ae”” + Be ke O0<zxz<L (3:1)

139
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N
NN L —

Figura 3.1: Pozo infinito.

con k = v/2mFE /h. Hasta este punto, tenemos un espectro continuo (cualquier valor de E > 0
es posible), y doblemente degenerado (k y —k corresponden a funciones de onda distintas
asociadas a la misma energfa), en concordancia con lo visto en la Sec. 2.20]

() debe ser continua, de modo que

La continuidad en x = 0 lleva a la ecuacién
A-B=0,
de modo que podemos reescribir
Y(z) = Csin(kzx) ,

con C' = A/(2i). Notemos que imponer la continuidad de ¢ (z) en x = 0 es, en este caso, equi-
valente a imponer que la funcién de onda no explote para x — co. Recordando nuevamente
la Sec. 2.20, vemos cémo la condicién de que la funcién de onda decaiga al menos expo-
nencialmente para xr — oo, por encontrarse en una zona clasicamente prohibida de energia,
hace que el espectro de energia sea continuo y no degenerado. Es continuo porque sigue sien-
do cierto que cualquier £ > 0 da una solucién fisicamente aceptable, pero ahora el cambio
k — —k deja invariante la funcién de onda (en realidad, la modifica en un signo global, pero
el producto entre un escalar y un estado representa el mismo estado fisico). Por tanto, ya no
es cierto que hay dos soluciones linealmente independientes con la misma energia, y por ende
el espectro es no degenerado.
Ahora imponemos la continuidad en = = L, que da la ecuacion:

sin(kL) =0,

con solucion n
[ ) ) &
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W
X‘
0 L
W
X‘
0 L
0 L

Figura 3.2: Funciones de onda de los tres primeros estados de un pozo infinito.

Notemos que n = 0 es también una solucién posible, pero en ese caso ¥(z) = 0. Lo cual
evidentemente es una solucién de (cualquier) ecuacién de Schrédinger, pero representa un
estado en que no hay particula, y por ende no es una soluciéon de interés fisico. La relacion
anterior nos dice que la segunda condicién de borde (continuidad en x = L o, equivalente-
mente, que la funcién de onda decaiga al menos exponencialmente para x — oo por ser una
region cldsicamente prohibida), ha tenido el efecto de restringir k, discretizandolo.

La solucion original tenia tres constantes indeterminadas, A, B y k. Hemos deter-
minado dos usando las dos condiciones de borde, o bien las dos condiciones de continuidad
de la funcion de onda. La tercera se obtiene de la condicién de normalizaciéon de la funcién
de onda, que en este caso se reduce a

L
/0 d ()P = 1.

El resultado final para las energias y las funciones de onda normalizadas es

h2n?
E, = 1)? =0,1.2.3....
n 2mL2(n+ ) b n 07 b 73’ )

Un(x) = \/%sen (@x) , zelorl].

El espectro es no degenerado y discreto. En la figura se muestran las funciones de
onda de los tres estados de menor energia.




142 CAPITULO 3. SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS UNIDIMENSIONALES.

Observemos que la funcién de onda designada con el rétulo (nimero cudntico), n tiene
una paridad respecto al punto x = L/2 es (—1)", y que el nimero de nodos en el intervalo
(abierto) |0, L] es n.

Es interesante notar que el espaciado entre estos niveles de energia depende inversamente
de la masa m y del cuadrado del ancho del pozo L. Asi, si m — oo o L — oo el espectro
se torna cuasi continuo, en concordancia con lo que corresponde a este limite hacia el nivel
clasico, donde imperan grandes masas y distancias. De hecho, L infinito corresponde a una
particula libre, que tiene un espectro continuo.

También cabe destacar que la minima energia no es cero, en contradiccién con la mecanica
clasica, sino que Ey = h*n?/(2mL?) > 0. Esto corresponde a la “energia del punto cero”, la
que se puede entender en base al principio de incerteza. En efecto, en este caso la incerteza
Az en posicién es Az < L/2, lo que implica que Ap > h/(2Ax) = h/L. Como (p) = 0, se

sigue que
(Ap)? _ (?) _ I

2m  2m — 2mL?
Pero (p?)/(2m) =T = E, ya que V() = 0 en la regién fisica. Luego este argumento muestra
que Ej, posee cierta cota inferior, h?/(2mL?). En el presente caso hay un factor 72 de por
medio. Observamos entonces que una consecuencia adicional del principio de incerteza, es
que sélo por el hecho de localizar a una particula le estamos entregando energia cinética.
Esto es completamente opuesto al comportamiento esperado clasicamente: una piedra puede
estar en reposo en el fondo de un pozo profundo. Pero cuanticamente no es asi: en cuanto
intentamos localizar una particula en una regién de ancho Az adquiere una energia cinética,
para que el principio de incerteza siga cumpliéndose, y por tanto la energia de la particula,
aun en el estado de minima energia, sera distinta de cero.

3.1.2. Regla de cuantificacion de Bohr-Sommerfeld.

La regla de cuantificaciéon de Bohr-Sommerfeld requiere que
fpdx:(n—i-l)h, conn € Ny .

Esta regla, de importancia histérica, da buenos resultados para algunos sistemas simples; no
obstante, falla en sistemas mas complejos. En el presente caso se tiene que

2

p=2 y p==xV2mE
2m

luego,

L
fpdmz?/ V2mE dr =2LV2mE = (n+1)h .
0
A partir de esta ultima ecuacién se deduce que

(n+1)*(2nh)*>  w?h*(n+ 1)

En = - )
8L2m 2mL2

n=0,1,2,...,

expresion que coincide con el resultado exacto.
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3.1.3. Ensanchamiento repentino.

Consideremos ahora el caso en que el pozo de potencial se ensancha bruscamente de L a
2L en t = ty. Digamos que la particula se encuentra inicialmente en el estado fundamental.
Dicho estado es naturalmente un autoestado del Hamiltoniano original, pero no del nuevo,
y por lo tanto, para t > ¢y, el sistema se encontrard necesariamente en una superposicion de
autoestados del nuevo Hamiltoniano. Por ende, al medir la energia, se encontrara algin valor,
de entre muchos posibles. Por tanto, tiene sentido hacernos la siguiente pregunta: Si el sistema
se encuentra inicialmente en el estado fundamental, jcudl es la probabilidad de encontrar
el sistema, para t > ty, en el estado n? La respuesta, naturalmente, tiene relacién con la
combinacion lineal exacta que representa al estado original en la nueva base de autoestados.

Ahora bien, que inicialmente el sistema se encuentre en el estado fundamental significa
que la funcién de onda que describe la situacion fisica es

Despiies de la expansion brusca las autofunciones y autoenergias del sistema son

_ /1 1
v, = ZSGH(W)’ n=20,1,2,...,

_ R(n+1)%n? & n+1\°
" om(2L)2 O\ 2 '

Al realizar una medicién de energfa, de acuerdo al postulado 3, la funcién de estado “colap-

sara” a uno de los estados V,,, siendo la probabilidad de encontrar el sistema en el estado n,

después de la expansién repentina,

P =] { T |40) | 2
:' 2o (MDY o ()

0 si n impar # 1

~01/2 sin=1
-2
272 <("T+1)2 — 1) si n par

Analicemos un momento estos resultados. La mayor probabilidad es que el sistema quede
en el primer estado excitado del nuevo Hamiltoniano, y luego las probabilidades se reparten
entre los modos con n par. Pero observemos que P, 1/n, para n grande, de modo que, en
realidad, el sistema tiene una probabilidad cada vez menor de quedar en un estado con n
alto. Lo cual es razonable, porque si inicialmente el sistema se encontraba en un estado de
minima energia, es esperable que sea mas probable encontrar, tras la expansién, al sistema
en un estado de energia relativamente baja, y que sea muy poco probable que el sistema
adquiera tanta energia como para acceder a uno de los estados mas altos.
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Un andlisis cuantitativo de lo anterior se encuentra en el Cuadro donde se evaltan
numéricamente las probabilidades para los primeros 6 estados. Observamos que bastan los
6 primeros estados para dar cuenta del estado de la particula con un error del 0.3 %, y dar
cuenta de la energia con un error de 7 %.

Maés atn, también es esperable que la mayor probabilidad sea de quedar en el primer es-
tado excitado del nuevo sistema. En efecto, el estado fundamental del sistema inicial es nulo
en x = L (panel superior de la Fig. 3.2l Por su parte, el primer estado excitado del sistema
final es el segundo panel de la Fig. 3.2) pero con L. — 2L. Que es exactamente la misma
funcion original, salvo que se le ha agregado un semiperiodo adicional. Las funciones son es-
cencialmente iguales, y es por tanto completamente esperable que el sistema prefiera quedarse
donde estaba. El hecho de que no lo haga con certeza tiene que ver con que las funciones
no son realmente la misma. Los mismos argumentos nos permiten intuir que si ensanchamos
bruscamente el pozo de L a 3L, el sistema se encontrard, con la mayor probabilidad, en el
segundo estado excitado del nuevo sistema, que corresponde al estado fundamental del pozo
con ancho L, pero con dos semiperiodos adicionales.

Observemos que, como debe ser, la suma de todas las probabilidades es 1 (es decir, al
medir la energia se obtiene algin autovalor del nuevo Hamiltoniano):

o0

St
n=0
O sea,
12 1 .,
2 7T2 —~ <(n_i_11)2 >2 .
n par

n>0
n impar

Ejercicio: (Problema 4 Verifique esta ultima expresiéon numéricamente.

Debido a que la particula no realiza ningtin trabajo (estamos esencialmente en presencia
de una expansién libre), el valor esperado de la energia de la particula debe mantenerse
constante. En efecto, antes de la expansién el sistema se encuentra en un autoestado de
energia Fjy, teniéndose, por consiguiente, para el valor esperado:

(H) = E, .

Después de la expansién el valor esperado de la energfa es la suma de los autovalores E,
multiplicada por la probabilidad de obtener tal autovalor en una medicién de energia, o sea,

(H) =Y P,E, .
La igualdad del valor esperado de la energia antes y después de la expansion implica que

n=0
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Usando las expresiones que tenemos para las probabilidades P, y energias E,, la tltima
ecuacion queda

2w ((nt1)2—4)

n par

)2 1 2 4 1)
1:ZP"(nZ > (n+1)

Esta tultima relacion es verdadera ya que, efectivamente,

Z " ™
2 2 :
n? —4 4
= )
7 1mpar

Todo esto nos recuerda resultados conocidos de la Termodinamica: para una expansion
brusca, o expansion libre, la energia interna se conserva. Por otro lado, si el sistema fuera un
gas de particulas, sabriamos que la entropia del sistema, en este proceso, aumenta. Clasica-
mente, esto tiene que ver con la pérdida de informacién asociada a saber que las particulas
siguen confinadas, pero en un espacio mayor, de modo que su posicién se conoce con menos
certeza. En el problema cuantico, hemos encontrado que si antes de la expansion el sistema
se encontraba en un estado bien definido, después de la expansion el estado del sistema viene
dado por una mezcla de autoestados, y sélo podemos establecer probabilidades de encontrar
el sistema en uno u otro de los autoestados al realizar una medicién de energia. En cierto
modo, esta pérdida de informacion sobre la energia puede vincularse también a un aumento
de la entropia del sistema.

n Pn % En/EO PnEn/EO
0 | 32/(97%) = 0.36035 (~36%)| 1/4 | 0.00006
1 /2 = 05 (50%) | 1 | 0.50000
2 |32/(257%) = 0.12069 (~13%)| 9/4 |0.29180
3 0 = 00 0%) | 4 |00
4 |32/217%) = 0.00735 (< 1%)| 25/4 |0.04594
5 0 = 00 0%) | 9 |00
0—5 0.99729 (~99.7%) 0.92780
(~ 93%)

Cuadro 3.1: La tabla muestra el resultado de F,, la suma 3" P,, la energia E, y la suma
> E, P, para los primeros 6 estados.

3.1.4. Ensanchamiento adiabatico.

Supongamos ahora que el sistema se encuentra inicialmente en el estado fundamental y
que procedemos a ensanchar el pozo de L a 2L adiabaticamente. Esto lo realizamos moviendo
la pared derecha del pozo N veces bruscamente en L/N y pasando luego al limite N — 0.
LEn qué estado se encontrara el sistema después del ensanchamiento?
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Ensanchemos el pozo lentamente, en N pasos, desde L a L = L+ AL = L+ L/N =
L(14+) = L(1+€) con e < 1. Después de un ensanchamiento infinitesimal las autofunciones

y energias son
_ h? 1)%n? - 2 1
g, = P+ gy = ) 2 en (FE DY
2mL? L L

Calculemos la probabilidad de que el sistema siga en el estado fundamental después del
ensanchamiento. Tal probabilidad viene dada por

P:|<‘T’0W0>|2

/0 o) To(x) di
4 L

2

2

[ (e ) @

0
Note que
T T T AL
sen (f) - sen (L— L+L) ~sen lf (1 - T)]

= sen E(1 —¢€)
L

= sen <7TL—x> + WL—xe Ccos (%) + 0(€?) (3.3)

Luego, reemplazando (3.3)) en (3.2)), se obtiene que
4 L L 2
P = {/0 dx sen® (%) —i—%/o dx x sen (%) coS (W—Lx)}

N4 L+7re Ld 2rx 2
Loz Tor ), ML

=
wll

2 2
i et W N o
S
+
h
3
hm
wll
SN
[\v]

Pero

il

luego,
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A partir de este resultado se deduce que, al ensanchar el potencial N veces, la probabilidad
de que el sistema quede en el nivel fundamental es

P=(1+0()? (1+0()? - (1+0()?

(.

VvV
N veces

N—oo

~1+NO(?) =1,

pues € = 1/N.

Concluimos que al ensanchar el pozo adiabaticamente no hay transiciones. El sistema
seguird en el estado en que se encuentra, y la funciéon de onda se ajustara adiabaticamente
a la nueva situacion. Que el sistema siga en el mismo estado, en cierto modo significa que la
entropia del sistema no cambia.

La energfa del sistema, por otra parte, si cambia. Inicialmente era Fy = h*r?/(2mL?),
mientras que al finalizar la expansién es Ey = h*72/(8mL?).

Esto es analogo a la expansion adiabética de un gas en un piston: la energia interna del gas
disminuye, pues el pistéon realiza trabajo, pero la entropia no varia. El proceso de expansién
adiabatica es un proceso reversible. También en este caso podemos comprimir nuevamente el
pozo potencial adiabaticamente y recuperar el estado inicial ).

3.1.5. Presion y trabajo.

LQué “presién” ejerce la particula sobre la pared del pozo? En el caso unidimensional
considerado en el presente problema, el concepto de presién es equivalente al de fuerza pro-
medio.

Supongamos que el sistema se encuentra en un estado, no necesariamente estacionario,
dado por la superposicién

[¥) :ch|wn> )
con Y. |C,|* = 1. El valor esperado de la energfa es entonces

T2 h?
2m L2

1Cul?(n+ 1) .

n=0

(E) =E; =) _|C.|E, =

Hemos denotado al valor esperado de la energia que el sistema tiene inicialmente por la letra
E;. La presién, o fuerza promedio F' se calcula usando la expresion

_ O0(E) wh* 2 5 5

de donde,
2(E)
L
Es interesante notar que clasicamente se puede obtener el mismo resultado con una ar-
gumentacion completamente distinta. Sea Ap el cambio de momento que ocurre al chocar la

F =
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particula eldsticamente contra la pared y sea At el tiempo entre 2 colisiones (contra la misma
pared), entonces
p_Bp_ 2 2pp 2p° 28
At (2L/jv) L2 L2m L
Calculemos ahora el trabajo realizado por el sistema al ensanchar adiabaticamente el pozo
de L a 2L. Este viene dado por

2L 3
W:/ F-dL (3.4)
L

Escribimos la fuerza F' de la forma
7 T2h2 i c |2( N 1)2 1 A 2F;

= n| (1 T2 =73 = )
m = 3 L3 L

donde A es una constante que no depende de L (note que F; si depende de L). Sustituyendo
esta expresion en (3.4, se obtiene

gy A /1 1
W =A = = -
/L L3 2 (L2 4L2>

343

“s; b

Este resultado debe compararse con la energia perdida por el sistema, que viene dada por
E;— Ef =) |CulE, =) _|C.|E,
- Z ’On|2(En - En)
n=0
—Z’O |2h27r2(n+1)2 ]_ ]_
= 2m L2 (2L)2
3 o h?m?n?
T4 Z Cal 2mL2
3

:_Ei-
4

Ambas magnitudes coinciden.

3.2. Estados ligados en potenciales unidimensionales.

Mas alla de las consideraciones hechas en la seccion [2.20, queremos entregar informacién
adicional sobre los estados ligados a un potencial V (x). Consideraremos sélo casos para los
cuales V() —— 0.

|z[—o0
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3.2.1. Analisis dimensional.

Siempre es posible encontrar una escala tipica de distancia que caracteriza el intervalo de
variacion del potencial.

En el caso homogéneo, V(x) = Wy|x|*, se puede usar el teorema del virial para encontrar
esta escala tipica de distancia. Segtin dicho teorema, para estados estacionarios,

2Ty = <xa‘gi‘”)> |

Estimamos el lado izquierdo con el principio de incerteza

h? h?
2T ~ 2 = .
2m(Ax)?2  ma?

Para el lado derecho se tiene

oV o|x|*
() (T it v

Con estas estimaciones y el teorema del virial se sigue que

aa+2 — hQ
amWy '
y 2
$ (e}
V(z) = -
(z) ama? la

En el caso general, en que V(z) tiene una forma arbitraria, siempre podemos escribir
V(z) = Vov(x/a), donde v(€) es una funcién adimensional y Vj contiene una magnitud tipica
del potencial. Definimos, en este caso, parametros adimensionales &, A y vy a través de las
relaciones

donde hemos usado que buscamos estados ligados (F < 0), y que por tanto el potencial
también es negativo. Con dichos parametros adimensionales, la ecuacién de Schrodinger queda

L% +Ru(E)]| 06 = 2u(e)

El espectro de autovalores de esta ecuacién viene dado por una secuencia de constantes

numéricas \; < Ay < A3 < ---, las cuales sélo dependen del parametro adimensional v.
Conocidas estas constantes numéricas tenemos el espectro de energias
h2
_ 2 _ 2
E, = A= —EgA; .

2ma?
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Asi, la secuencia de niveles F,, depende inversamente de la masa y del cuadrado del “ancho
medio” de la funcién de onda. Esto 1ltimo indica que, para comprimir un sistema, es necesario
entregarle energia, ya que sus niveles de energia se incrementaran. En el caso de potenciales
homogéneos, el ancho a depende de la masa m, teniéndose

ANEE
E, = —(aW)ar (—) A2

m ne

[lustremos las ideas anteriores con un ejemplo. Para una particula de masa m y carga
—e interactuando con un nicleo de carga Ze el potencial Coulombiano unidimensional es

V(x) = —e*Z/x, donde e es la unidad elemental de carga y Z es la carga nuclear. En este
caso a« = —1 y Wy = —e?Z. En lo que sigue usaremos el radio de Bohr y la constante de
Rydberg
h? i h? v
= =0.53 R,=—5 =136
aO me 62 ’ [ ] ) Y zme a% ? [e ] ?

donde m,, es la masa del electron. Nuestras estimaciones provenientes del andlisis dimensional
arrojan para la escala tipica de distancia y el espectro de energia el resultado

Me

Zm

a = ap ,

E,= 7R\ .
e
Al estudiar el atémo de hidrégeno en un capitulo posterior se encontrard que A\, = 1/n y que
estos resultados siguen siendo validos al extender el problema al espacio fisico R3.

Estos resultados son muy interesantes, pues permiten hacer predicciones mas alla de todo
calculo detallado. Por ejemplo, permite predecir el orden de magnitud de las energias de los
electrones atémicos, ~ 10 [eV] para atomos livianos (Z ~ 1) y unos 100 [keV] para los estados
més ligados de los atomos estables mas pesados (Z ~ 100).

Las ecuaciones anteriores también muestran que la energia crece y el radio medio decrece
al aumentar la masa m. Por ejemplo, en los dtomos mudnicos un electrén es reemplazado
por un muén, de masa m,, ~ 205m.. En ese caso los radios orbitales llegan a ser del tamano
nuclear, teniéndose, por consiguiente, un efectivo catalizador de las “reacciones de fusién fria”
del tipo d +t — *He + n.

3.2.2. Potenciales singulares.

Consideremos un potencial del tipo

Wo
V(ir)=——
con (3 > 0, de modo que V(0) = —oo. Un ejemplo de un potencial de este tipo es el potencial

Coulombiano. En este caso no es obvio a priori que exista un tamano finito para la funcion
de onda de minima energia. En la subsecciéon anterior utilizamos los resultados del analisis
dimensional para a« = —1 < 0, pero mostraremos a continuacion que, en principio, dicha
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extrapolacion no tiene sentido fisico, siendo el potencial Coulombiano precisamente un caso
en que lo tiene. Estudiemos entonces el problema con mayor detalle.
Sea W(x) una funcién de onda y pongamos

V) = 5=1 ()

donde f(&) es una funcién fija y a es una medida del ancho de la distribucién de probabilida-
des. Es inmediato concluir de acd, y del hecho de que ¥(+o0) = 0, las siguientes expresiones
para los valores esperados de la energia cinética y energia potencial:

)= [ g (f*(f)j—; ©)

h2 +oo h2
2ma2 d ‘ 2ma2r >0,
Y teo Wy [T°° 1 W,
7) = ()2 = — N0 / Mo g
V)= [ dro@) 9@ =~ e = 220,

donde T y €2 son constantes numéricas independientes de a. De aca se sigue para el valor

esperado de la energia total
h? Wi
_ 2% (3.5)

EY =
2 2ma? aP

Minimizando esta expresion respecto a a obtenemos el minimo posible para la funcion de
onda. Se verificard luego que todo autoestado satisface esta condicién de minimo. En el
presente contexto nos interesa saber si es fisicamente posible el “colapso” de la funcién de
onda a tamanos puntuales.

Usando (3.5)), el minimo de (F) se obtiene de
d(E 1/, - .
0= "2 2 (@ +5m)

da a

es decir,
(T)+ (V) =0, (3.6)

esto es, cuando se cumple el teorema del virial. Sin embargo, este punto representa realmente
un minimo si

*(E) _ B(V)
0< = — 2—0),
da? a? ( f)
es decir, puesto que (V) < 0, el minimo existe solo si # < 2. En este caso, el minimo ancho
posible de la funcién de onda del estado fundamental es

BT 1/(2—-8)
@min = |:2TTLWO §:| .

6 = 1 corresponde al potencial de Coulomb, y este resultado nos permite entender por
qué un electrén no cae al nicleo atémico: El ancho minimo (que es del orden del radio de
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Bohr) corresponde al estado de minima energia del electrén. Si el tamano de la funcién de
onda continuara decreciendo, el término cinético en aumentaria mas de lo que disminuye
el término de potencial, y la energia creceria. La condicion representa precisamente el
estado de balance entre la energia cinética y potencial que se establece cuando el sistema
estd en su estado de minima energia.

Si B > 2, en tanto, el extremo dado por no es un minimo, y la energia minima es
(E)min = —00, que corresponde a a = 0, o sea, la funcién de onda colapsa concentrandose en
el punto x = 0. Lo que esta ocurriendo en este caso es que, para a pequeno, el término de
potencial (negativo) domina sobre el término cinético (positivo), de modo que (F) disminuye
sin limite a medida que a decrece. Si nos imaginamos que la funciéon de onda parte de un cierto
ancho inicial, y comienza a acomodar su ancho, buscando el valor que minimice su energia, el
ancho continuarfa disminuyendo hasta llegar a a = 0, (F) = —o0. Tales potenciales carecen
de sentido fisico, aunque existen fenémenos naturales reminiscentes de esta situacion.

3.2.3. Potenciales simétricos.

Consideremos una particula moviéndose bajo la influencia de un potencial simétrico res-
pecto al origen, es decir, que cumple con V(x) = V(—xz). La ecuacién de Schrodinger es
h? d?
[——— +V(x) — E] Up(z)=0.

2m dx?

Al realizar el cambio de variable ¥ — —x en la ecuacién de Schrodinger y usando la simetria
del potencial, se obtiene
[ h? d?

—%@ + V(:E) — E] \I/E(—{l?) =0 N

es decir, si Wg(x) es solucién entonces también lo es Wgr(—z) para el mismo autovalor.
También seran soluciones las combinaciones lineales
1

V(@) = 5 [Vp(w) £ Up(-2)] . (3.7)

Por supuesto que estas funciones son autofunciones del Hamiltoniano
+
HU3(2) = V()

y cumplen con
Ui(—z) = +¥E(2) . (3.8)

De este modo, si V(z) = V(—=z), los autoestados de energia pueden elegirse con paridad
definida ante la inversién. De este argumento parece desprenderse que el nivel E es degene-
rado, lo que es en general erréneo en el caso de espectro discreto. Lo que ocurre es que la
solucion posee una paridad definida a priori, siendo idénticamente nula alguna de las dos
combinaciones lineales de la relacion . Esto se visualiza mejor al resolver por separado
la ecuacion de Schrodinger para soluciones pares e impares; es extremadamente improbable
esperar que los dos espectros asi obtenidos tengan coincidencias.
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V(x)

-al/?2 +al2 b’

Figura 3.3: Grafico del potencial usado en el ejemplo ilustrativo.

Notemos también que el presente resultado no son sino consecuencia del Teorema [2.4} Si
un operador U deja invariante el Hamiltoniano, entonces existen autofunciones comunes a
H v U. En este caso, el operador que deja invariante a H es el operador de paridad P (ver
Problema , ya que el potencial es simétrico, y el laplaciano evidentemente también es
invariante ante inversiones espaciales. Por lo tanto, existen autofunciones del Hamiltoniano
que son también autofunciones del operador de paridad, esto es, como P tiene autovalores +1,
autofunciones que cumplen . En esta seccién hemos encontrado explicitamente dichas
funciones, en (3.7)).

3.2.4. Ejemplo ilustrativo.

Para ilustrar algunos conceptos generales consideremos el potencial (ver figura |3.3)

B 0 si |z|>a/2
V<I>_{—V0 si x| <af2

Recurriendo a los conceptos ya desarrollados, pongamos

ﬁ2
EF=— 22
2ma? "’
Y 2
h 2
Vo= 2ma? Yo -

Por estar interesados en estados ligados estamos restringiéndonos a las soluciones con energia
negativa. Introduzcamos también la coordenada espacial adimensional £ = x/a y el vector
de onda adimensional k a través de

12 2ma®

Vo+ E) =15 — ).

Como E > —Vj se tiene que k? > 0.
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Debido a que el potencial es simétrico respecto a © = 0, basta resolver el problema para
¢ > 0 e imponer la condicién ¥(0) = 0 para las soluciones impares y 0¥ (0)/0¢ = 0 para las
soluciones pares. Las soluciones satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales:

2 |
(~ge —#)wO =0 sic<i2,

0&?

Para ¢ > 1/2 existe sélo una solucién aceptable, teniendo ésta la forma Aexp (—A). La
exponencial asintéticamente creciente debe ser descartada. En la region 0 < £ < 1/2, la
solucién de la ecuacién de Schrodinger es sinusoidal y del tipo B cos (k€) o B sen (k€). Ambas
soluciones son aceptables, la primera dando origen a las soluciones pares y la otra a las
impares. Sin embargo, no existen soluciones para cualquier valor de k. En efecto, en £ = 1/2
la funcion de onda y su derivada deben ser continuas, es decir, la derivada logaritmica debe
ser continua, condicion que sélo se cumple para ciertos valores discretos de k. Analiticamente,
la condicién de ensamble de la funcién de onda entre las dos regiones lleva a las relaciones

(_5’_2“2) P(E) =0 siE>1/2.

k A g — k2
tan <§) == VOT , para las soluciones pares, (3.9)
y
k — A g — k2
tan ( 5 W) =7 = VOT ., para las soluciones impares. (3.10)

Estas ecuaciones se pueden resolver graficamente (ver figura |3.4]).

Se encuentra que siempre existe al menos una solucion. Las soluciones kg, ki, ..., etc.,
cumplen con

O<ky<m<hk <2n<---<kn<vog<(N+1)rm. (3.11)

El nimero total de estados ligados es N +1 = [1/7] + 1, donde con el simbolo [...] se denota

la parte entera. Usando la definicién de 1 se obtiene

2mVya?
N total de estados ligados =1+ | 4/ % (3.12)

La energia de los estados ligados viene dada por

2

<0 n=0,1,...N,

E,= -V
ot 2ma? "

y las funciones de onda cumplen con

Conclusiones:
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- |

T4 8 Ay
Figura 3.4: Solucién grafica de la ecuaciones (3.9) y (3.10). La linea mondtonamente decre-
ciente corresponde al lado derecho de las ecuaciones. Las demaés lineas corresponden a los

lados izquierdos, las lineas cortadas para las soluciones impares y las lineas llenas para las
pares.

(a) En este ejemplo el nimero de estados ligados es finito, y crece con Vj, m y el ancho a.

(b) El estado fundamental es par y no tiene nodos (no se consideran como nodos el cero que
tiene la funcién de onda para & — £00). A medida que las autoenergias aumentan, la
paridad de las funciones de onda correspondientes se alterna, mientras que el numero de
nodos crece en una unidad de nivel a nivel.

(¢) Supongamos por un momento que se cambia el origen desde el cual se miden las energias,
ubicandolo en el minimo del potencial. En ese caso las energias de los estados ligados
vienen dadas por E, = h?k2/(2ma?). Usando la ecuacién (3.11]) y comparando con las
autoenergias F>° que obtuvimos en la seccion anterior para el pozo infinito se encuentra
que las energias del pozo finito vienen acotadas superiormente por las del pozo infinito,
es decir,

Ey<EP <E <EFX<Ey<EF<--.

Esto puede explicarse recurriendo al principio de incerteza: En el caso del pozo infinito
se cumple rigurosamente que W(¢) = 0 si x| > a/2; en el pozo finito se permite que
la particula incursione fuera de la regién clasicamente permitida, lo que aumenta Awx,
bajando asf la energia cinética.

(d) Si Vj — oo, los primeros estados ligados casi coinciden con los del pozo infinito; de
hecho, en tal limite las funciones de onda se anulan muy rapidamente al salir de la regién
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clasicamente permitida. Esto establece un puente entre el caso idealizado de la primera
secci6én (Vo = o0) y el presente caso, méas real.

(e) Vo — 0 deberia corresponder a una particula libre. Sin embargo, haciendo el limite en
se encuentra que siempre persiste un estado ligado. Esto es una peculiaridad de
los potenciales puramente atractivos en una dimensién, no siendo vélida para potenciales
tridimensionales.

f) La ecuacién (|3.12)) establece un criterio intuitivo para establecer cuando un potencial es
p p
“débil” o “fuerte”. Llamando
h27?
© 2ma?’

Ao

que es una especie de “energia del punto cero”, se tiene

N° total de estados ligados — 1 = [\/ Vo/ Ao ]

Si Vy < Ag hablamos de potenciales débiles, pues ellos son “rebalsados” por la energia del
punto cero. En dimension 3 tales potenciales débiles no tienen estados ligados y afectan
muy poco a una particula en un problema de scattering.

3.2.5. Consideraciones semiclasicas.

En esta secciéon haremos algunas consideraciones no rigurosas, pero que nos aportaran
informacion cualitativa sobre los autoestados de energia ligados a un pozo atractivo unidi-
mensional. De hecho recuperaremos varios resultados anteriores, ahora para un potencial un
poco mas general.

Clasicamente, el momento de una particula de energia E en el punto x viene dado porE|

pclas(x> = \/2TTL(E - V<I>> :

Usando el principio de de Broglie en este contexto semiclasico, tenemos que la longitud de
onda de la particula depende de x segin la relacién p(x) = h/A(x). Aproximemos los puntos
de retorno clésico, es decir, los puntos donde p(z) = 0, como nodos de la funcién de onda
(ésta es una consideracién completamente vélida en el limite m — o). En la figura [3.5| estos
puntos son A y B. Debemos imponer, por lo tanto, que existe un nimero entero de longitudes
de onda entre los puntos A y B, es decir,

B
/ d—x:n, n=1,23,....
A Aw)

Usando la relacion de de Broglie se sigue que

IEsta expresién tiene sentido cudntico en la medida que podamos construir paquetes de ondas suficiente-
mente estrechos en torno a x, y cuya dispersion de momentos sea despreciable en comparacién al momento
medio (p), de modo que

T:@zﬁ:E_ﬁ/(m)}zE—V(fc),

donde Z es la posicién media del paquete.
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A
V()

Xi A B X

J
Vmin

Figura 3.5: Potencial usado para discutir el comportamiento de las soluciones.

<

B
/ dx\/2m(E -V (z)) = nh . (3.13)
A
Esta condicién es similar a la regla de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld. Las presentes con-
sideraciones tienen validez para los niveles muy excitados y m — oo.

Consideremos lo que ocurre con el ultimo nivel excitado que atun esta ligado. Asumiremos
que para tal nivel la energia F ya es muy cercana a cero en comparacién con la profundidad
del potencial. De este modo, la dltima ecuacién se puede aproximar en la forma

1 [T
E/ dz /2m(—=V (z)) = Nyt = N° total de niveles ligados , (3.14)

donde se ha supuesto que V(z) < 0 Vo y V(z) — 0 si z — +oo, de modo que los puntos

de retroceso estédn en +oo. Sin embargo, V' (z) 27220 no asegura que la integral sea finita.
Ademids, debe decaer a cero suficientemente rdpido. El caso critico es 1/x2, en cuyo caso la
divergencia en infinito es logaritmica. La expresién (3.14]), por tanto, sugiere que un pozo
posee un numero finito de niveles ligados si V (x) se anula més rapido que 1/z%. Es decir,

22V (z) 22E%, ) = Existe un nimero finito de estados ligados . (3.15)

Si Vj es una profundidad caracteristica del potencial y @ un ancho caracteristico, una grosera
estimacién de este nimero la tenemos al aproximar (3.14]) por

Esta expresion es muy similar a la relacion encontrada en la subseccion anterior.

Si el pozo no cumple con la relacion , entonces existe una secuencia infinita de
niveles ligados, al menos en el limite m — oo.

Consideremos ahora el potencial
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con J < 2. Pensemos nuevamente en un nivel muy excitado con energia cercana a cero y
contemos el nimero de nodos de la funciéon de onda asociada a él. Como ya hemos mencionado,
el nimero de nodos ordena los niveles ligados del sistema, de modo que si los ordenamos en

orden creciente:
Ey<Ei<Ey<---<E,,

al nivel F,, le corresponden n nodos. Los puntos de retorno cldsico para esta energia vienen
dados por

mﬂE)—:t(—%%)Uﬁ. (3.16)

Aproximemos (3.13)) por su forma asintética a partir de cierto punto xg:
9 [TR 1 B 1 B
n(E) = —/ dx | 2mW, [(—) - <—>
T TR
2mW,
1/ 77; 20 // d¢ /&8 — 1+ (constante) . (3.17)
zo/TR

Cuando zg/xgr — 0 en la ecuacién - y dado que ( < 2, se tiene

%HZmWO / d¢ /£ — 1+ (constante)
2

26).F()F(ﬁ2>.

— QmWOxR
F<%+1>

h
Usando (3.16]), despejamos la energia en funcién del nimero de nodos, obteniéndose para
n — oo

+ (constante)

E,
By~ —=",
nd
con
_ 2
Aca Ey es

By o [W2 (hQ)]1/(2 B) .

En el caso limite § — 2 (y en el limite n — o) se verifica que
En ~ —EO e " s

con

hm
p— ﬁ— ,
“ mWO

Ey = Wy/x2. siendo zy una distancia tipica a partir de la cual vale la forma asintética.
0 0/ Ty, 0
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En el caso del potencial Coulombiano —Ze?/|z| se tiene 8 =1y Wy = Ze?, de modo que

Eq
En = _F ;
con 9 4
Zce*m
E() = (Cte)T

Al encontrar el resultado exacto, la constante resulta ser 2.
Las consideraciones cualitativas desarrolladas en la presente subseccion se verificaran con
calculos numéricos que se desarrollaran a continuacion.

3.2.6. Analisis numérico de la ecuacion de Schrodinger.

En la presente seccion haremos una somera descripcion de un método numérico para
encontrar el espectro de los estados ligados a un potencial atractivo unidimensional. Como
subproducto de este andlisis confirmaremos algunos de los resultados adelantados en las
subsecciones anteriores.

Escribamos el problema de autovalores en la representacién de posicion

9*w _ 2m

3 = g V(@) = EJU(x) = U(E,2)¥(x) . (3.18)

Como se mostré anteriormente, la funcién de onda W(x) se puede elegir siempre, y asi lo
supondremos aqui, real. De la relaciéon se concluye que la curvatura de la funcién de
onda tiene el mismo signo de la funcién de onda en una regién clasicamente prohibida y el
signo opuesto en una region cldsicamente permitida.

Trabajemos con un ejemplo concreto: consideremos el potencial mostrado en la figura|3.5
e indiquemos una forma de proceder para encontrar los estados ligados a tal potencial. Las
soluciones que buscamos deben tender a cero para |z| — oco. Al tratar el problema en forma
numeérica no se puede imponer esta condicién (en z = +00), debiéndose aplicar para valores
de z finitos. Para una energia fija, busquemos dos puntos, uno al lado izquierdo y el otro
al lado de la regién cldsicamente permitida. Si esos dos puntos, llamémolos z; y xf, estan
ubicados en regiones altamente prohibidas, la probabilidad de encontrar la particula en la
vecindad de esos lugares sera despreciable y, por lo tanto, podemos modificar el potencial
para z < x; y ©* > xy , reemplazdndolo por +00, es decir, encerrando la parte relevante del
potencial entre paredes impenetrables. En otras palabras, en lugar de buscar las soluciones
que para |z| — oo se anulen, buscaremos las soluciones que se anulen en z; y zy.

Para integrar la ecuacién de Schrodinger, usamos la expansién de Taylor de segundo orden
para escribirla de la forma

2

Oz + A) = (z) + ¥ (2)A + Ulz) () % , (3.19)
Oz +A) = (z) + Ulz)d(z) A . (3.20)

Estas ecuaciones permiten, en principio, evaluar la funcién de onda y su derivada en un
punto = + A al ser conocidos sus valores en z. La integracién se comienza en z; con los



160 CAPITULO 3. SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS UNIDIMENSIONALES.
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Figura 3.6: Comportamiento tipico de una soluciéon numérica de la ecuacion de Schrédinger
del potencial mostrado en la figura anterior.

valores ®(z;) = 0y ®'(z;) = 1. El valor que tiene la derivada en el punto inicial es irrelevante
(mientras sea distinta de cero); esta observacion es evidente al recordar que un miltiplo de
una solucion sigue siendo esencialmente la misma soluciéon. Conociendo la funcién de onda y
su derivada en el punto inicial, usando las ecuaciones y (3.20)), es posible encontrar los
valores de la funcién de onda y su derivada en los puntos sucesivos x; + A, z; +2A, ... hasta
llegar a 2. Es decir, contamos en principio con un método para prolongar analiticamente una
solucion ®(F, z) desde z; hasta z;. Para A — 0, el método deberia ser exacto. Generalmente,
al seguir este procedimiento, la funciéon de onda que se obtiene no se anulara en el punto final
xs. En ese caso se deberd repetir el procedimiento con una energia £ diferente. Realizando
numerosos calculos, variando la energia en forma sistematica, es posible encontrar las energias
y las funciones de onda de los estados ligados.

Trabajemos inicialmente a nivel conceptual y analicemos la solucion que se obtiene me-
diante este proceso iterativo.

Para ello notemos que en la figura[3.5] la region entre A y B corresponde a la regién clasi-
camente permitida; las demas regiones son clasicamente prohibidas. Comenzamos integrando
la ecuacion de Schrodinger desde z = z; con ®(z;) = 0y ®'(x;) = 1. El proceso iterativo
lleva a una solucién céncava (esto se desprende de inmediato de la ecuacién de Schrédinger)
en la regién clasicamente prohibida [x;, A]. Cuando pasamos a la regién cldsicamente permi-
tida, A < x < B, la funcién de onda inicialmente se torna convexa, lo que la hace declinar,
eventualmente anuldndose y cambiando de convexa a céncava cuando ®(x) se hace negativa.
Si el intervalo [A, B] es suficientemente ancho, y 0 < E — V(z) suficientemente grande en
tal regién, la funcién ®(z) puede cambiar varias veces de signo en esta regién clasicamente
permitida, dado que alli serd céncava si ®(F,x) < 0, y convexa si ®(E, z) > 0. La figura [3.6]
ilustra esta situacién. Al pasar nuevamente a una regién cldsicamente prohibida, B < z < xy,
se pierde el comportamiento oscilatorio, pudiendo a lo mas tener un cero adicional en tal re-
gién, cosa que sélo puede ocurrir si la funcién de onda y su derivada difieren en signo en
x = B. Después de este posible cero la funcién de onda tiende a diverger. Asi, pues, en
general la funcién ®(E, z) tiende a oscilar en regiones cldsicamente permitidas, y a diverger
en regiones prohibidas. Luego, para una energia arbitraria F no se satisfara la condicién de
borde ®(x;) = 0. Debemos ajustar cuidadosamente E para conseguir tal igualdad (asociada
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a la condicién fisica ®(z = c0) = 0).

Las figuras y muestran esquematicamente lo que ocurre con la funciéon de onda a
medida que aumenta la energia. Cuando la energia es suficientemente baja, casos Fy, Fs y
Ej3, la funcién de onda no tiene nodos. Al incrementarse suficientemente la energia, digamos
E = E4, la funcién de onda ya posee un nodo.

A primera vista podria pensarse que ®(F,z) puede adquirir bruscamente dos nodos, al
seguir un proceso como el esbozado en la figura [3.8) no obstante, tal proceso es imposible,
pues en algiin momento la funcién y su primera derivada serian nulas. Esto iltimo, a su vez,
implica que la funcion ® es nula en todas partes, pues la funcién de onda y su derivada en
un punto determinan de manera univoca la funcién de onda en todas partes. Excluido este
tipo de procesos concluimos:

Elnimero de nodos de ®(E, x) aumenta mondtonamente con E, incrementdndo-
se de 1 en 1. Los nuevos nodos deben surgir por x = +oo (para evitar un cero
doble) y se desplazan de derecha a izquierda a medida que E se incrementa.

En realidad, la gran mayoria de estas soluciones ®(FE,z) carecen de sentido fisico pues
O(E,+00) = +oo; s6lo tienen sentido fisico aquellos valores criticos de la energia donde
un nodo de ®(F, x) se encuentra en x = +o00. En nuestro esquema de célculo numérico, lo
ultimo se aproxima por la condiciéon ®(E =¢,,zy) = 0. En la ﬁgura se muestran algunas
de estas situaciones (las energias denotadas por e,, n = 0,1,2,...). La primera solucién
aceptable se obtiene para gy, con E3 < 9 < F4. También se muestra un grafico de ®(FEs, x),
con E5 > Ej; dicha curva ya empieza a sugerir la aparicién de un nuevo nodo. También se
muestran los dos primeros estados excitados fisicamente aceptables con energias €; y 5, con
E5 < g1 < Fg < e9; alli se ve claramente como los nodos se desplazan paulatinamente de
derecha a izquierda a medida que aumenta la energia, apareciendo los nuevos nodos desde
x = +00. De este modo, se cumple que:

La funcion ®,(x) = ®(e,,x) posee v nodos, exceptuando los nodos en +00;
aca estamos ordenando los autovalores en orden creciente: g < €1 < €9 < =+ +.

Algunas consideraciones practicas:

a) Dado que al interior de una regién cldsicamente prohibida, la soluciéon ®(FE,x) tiende a
diverger, el esquema de integraciéon antes descrito resulta ser numéricamente inestable en
la regiéon B < x < zy, aunque hayamos ajustado relativamente bien la energia ¢,. De
hecho, en la regién prohibida la solucién general es del tipo ae™*®)* + be™*(®)* v aunque
la solucion que se esta encontrando numéricamente ya involucre un valor despreciable de
b, tal término se incrementara para x — oo de modo de opacar la contribucion fisica que
proviene del término ae"®)*

La forma de resolver esta dificultad numérica consiste simplemente en iterar de derecha
a izquierda en tal intervalo, de modo que la solucién fisica ae™"(*)* sea exponencialmente
creciente en la direccion de la iteracién. De esta manera, el esquema de calculo numérico
involucra integracion desde los puntos x; y @y, hacia un punto intermedio z;, donde
se empalman las derivadas logaritmicas. Asi, pues, si ®()(E,z) y ®F)(E, ) son las
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Figura 3.7: Comportamiento de la funciéon de onda a medida que se aumenta la energia
E, < Ey < E3 < ---. Las energias de los autoestados se denotan con ¢,, n =0,1,2,...
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Figura 3.8: Gréfico usado para mostrar que no puede aparecer un cero doble en la funcion de
onda.

soluciones obtenidas al iterar desde z; hacia la derecha, y desde z; hacia la izquierda,
respectivamente, la ecuacion de autovalores es

{% log[@(f)(Ea )] — % IOg[(I)H)(E’ ?) }EZEV -

Si V(z) = V(—x), el esquema iterativo se puede simplificar, dado que en tal caso la funcién
de onda tiene una paridad bien definida. Se itera sélo desde la izquierda hasta x = 0 y
se impone que ®(E = ¢,,0) = 0 (caso de solucién impar), o bien que ®'(E =¢,,0) =0
(caso de solucion par). Es facil convencerse de que en este caso se alternan las soluciones
pares e impares, teniéndose

O, (—x)=(-1)"0,(x), v=0,1,2,....

Un esquema de iteraciéon mejor se consigue al efectuar una expansiéon de Taylor de mas
alto orden, o esquemas mas elaborados de integracién como Runge-Kutta. Para mayor
detalle al respecto recomendamos las Tablas Matemdticas de Abramowitz-Stegun.

3.2.7. Resultados numéricos para algunos pozos.

En las figuras siguientes mostramos resultados numéricos para particulas de diversas ma-

sas ligadas a diversos potenciales.

En las figuras [3.9] se comparan las autoenergias para tres potenciales, los cuales se eligen

. . . , “+00
de igual profundidad Vj e igual “drea” [ ~dxV(r) = —Vha/7. De este modo, nos asegu-
ramos que sus “anchos” sean similares, y que difieran principalmente en la forma como se
anulan hacia £oo0.

En las figuras se usan: un potencial Gaussiano

V(z) = ~Voexp () ,

a?



164 CAPITULO 3. SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS UNIDIMENSIONALES.
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Figura 3.9: Niveles de energia para una particula ligada a varios potenciales que decaen con
distinta rapidez a cero para |z| — 0.

que va a cero muy violentamente; un potencial Lorentziano

Vo
V)= ———77—,
(z) 1+ 722 /a?
que va a cero lentamente; y un caso intermedio
Vo

V(ZE) = - 2
(1 —i—7r(3c/(2a))2)

que se anula en +oo como 1/x%.

En los ejemplos, Vy = 20, a = 7, y la masa aparece a través de la constante o« = 2m/h.
Para un caso se consideran dos masas para la particula, correspondientes a o =1y a = 0,8.
Para m fijo se verifica que el nimero de estados aumenta a medida que el potencial decae
mas lentamente, sugiriéndose un nimero infinito de estados para el potencial Lorentziano
(este dltimo cumple con la ley E, = Eyexp(—yv) para v — 00).
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De este modo, los resultados numéricos confirman las conclusiones cualitativas del analisis
semiclasico para los potenciales que decaen lentamente; esto es razonable, pues en la region
asintética (alcanzada para los estados con v — o0) se cumple que la longitud de onda de de
Broglie es mucho menor que el rango de variacion del potencial.

Por el contrario, los potenciales de corto alcance tienen un numero finito de estados
ligados.

La figura muestra claramente que la separacion entre niveles decrece al aumentar la
masa. En la figura se puede apreciar que los niveles mas bajos aparecen casi equiespacia-
dos, cumpliendo aproximadamente la relacién e, = vy + n(v 4+ 1/2). Como luego se verd, ello
se debe a que estos primeros estados ven aproximadamente un potencial parabdlico (oscilador
armonico).

En la figura |3.10| se analiza el potencial

1
V(iz)=K 5;1:2 — /14 22/a2| |

el cual posee una barrera en x = 0, que da lugar a dos valles laterales. Se puede apreciar que los
estados por debajo de esta barrera aparecen formando “dobletes” muy delgados, en especial
cuando se incrementa la masa; este fenémeno es muy importante, dando lugar al “espectro
de inversion” del amoniaco, entre otras situaciones fisicas. Estos dobletes estan formados por
una solucién par, {®,,, e, }, y otra solucién impar {®,_,¢,_}. Se puede constatar que

1
V2
es una funcion de onda localizada casi completamente a la derecha del monte central, mientras
que

P r(x) = [Py (2) + D, ()]

1
7 [Py (2) = P, ()]

esta localizada hacia la izquierda del monticulo.

q)VL(l') =

Ejercicio: Verifique que si ®(t = 0) = ®,g(z), entonces ®(t) se alterna periédicamente entre
los estados ®,r v ®,, con un tiempo de intercambio

hm
T, = ——m .
E, —F,

De acuerdo a este ejercicio, mientras mas estrecho es el doblete, mas tiempo permanece la
particula en cada valle lateral; este tiempo tiende a incrementarse si la masa de la particula
crece, como es natural esperar de tal limite semicldsico, donde el “efecto tinel” a través del
monte se torna mas improbable.

Ejercicio: Analice el potencial

] 4o st |x| >a/2
Viz) —{ Wod(z) si |t < a2

Ponga Wy = K?’Q/m y tome el limite @ — oo. Haga ver que se obtiene un espectro si-
milar al de la figura [3.10] Interprete sus resultados analizando las autofunciones de cada
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Figura 3.10: Niveles de energia para una particula ligada a un potencial con un monticulo al
centro.

doblete @, (x). Este ejercicio (propuesto por P. W. Anderson) motivé en forma directa a
un alumno suyo (B. D. Josephson) a descubrir un interesante efecto observado en uniones
superconductoras.

3.3. Particula ligada a un potencial delta.

Consideremos una particula de masa m ligada a un potencial

V(z)=-V o (i) (Potencial delta atractivo).

Zo

3.3.1. Estado ligado en la representacion de coordenadas.

Encontremos el espectro y las funciones de onda ligadas realizando el calculo en la repre-
sentacion de coordenadas.
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Para x # 0 la particula es libre. Estamos interesados en encontrar estados ligados, o sea,
estados con energia negativa. Definamos k por

h22
Y _|E|=-E .

2m
Para x > 0 la solucién de la ecuacién de Schrodinger que no diverge es
U(z) = Ae™"™ |

mientras que para x < 0 ésta es
V() = Ae™ .

La continuidad de ¥ exige que A = A. Podemos resumir entonces las dos ecuaciones anteriores
escribiendo
() = Ae "l (3.21)

Note que V¥ es continua en z = 0, pero que su derivada ¥’ no lo es.
La ecuacion de Schrodinger en el espacio de coordenadas es

[_h_2d_2 Vs (ﬁ)} U(z) = BU(x) .

2m dxz? T

Para E < 0, con Uy = 2mV;/k?, esta ecuacién queda de la forma

2
[% + Upxgd(x) + /12} U(x)=0 .

Para x =~ 0, la ecuacién es esencialmente

d2

E\I/(x) = —Upxo ¥ (0)0(x) .

A partir de esta ecuaciéon se deduce que la funciéon de onda en z = 0 debe satisfacer la relacion
U(0F) —W'(07) = —Upxo¥(0) .
Sustituyendo la expresiéon ((3.21)) para la funcién de onda, se obtiene
—2rkA = —UyxgA .

De esta manera, se encuentra que x necesariamente debe satisfacer

U()ZL‘O
2

K =

Luego, este problema sélo tiene un estado ligado (no degenerado). La energia del estado
ligado es
mVizd

E =
2n2
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y la funcién de onda normalizada viene dada por

vmVyzo mVpxo
U(r)=—F—— exp| — lz| | .

h h?

Observemos que esta funcion de onda no tiene nodos, como corresponde ya que es el estado
fundamental de este sistema.

Ejercicio: Reproducir estos resultados usando la soluciéon del pozo cuadrado con a — 0,
Vo — oo de modo que aVj = constante . Muestre que solo aparece una solucion y que ésta
es par.

3.3.2. Estado ligado en la representacion de momentos.

Resolvamos nuevamente el mismo problema, es decir, encontremos la energia y la fun-
ciéon de onda para el estado ligado, pero realizando ahora el calculo en la representacion de
momentos.

La ecuacién de Schrodinger en la representacion de momento es

p2 —1 ! Y / /
(%—E) U(p) = \/ﬁ/dp Vip—p)¥(p) , (3.22)

donde V (p) es la transformada de Fourier de V (x), es decir,

¥ 1 e —ipz/h —Vozo
V(p) = Jorh de V(x)e = Wor

En este caso particular la transformada de Fourier del potencial resulta ser una constante.
Reemplazando este valor en la ecuacién de Schrodinger (3.22)) se obtiene

(E _ ﬁ) (p) = — L0 /+Oo T(p)dp'. (3.23)

2m oo

Definamos 3 y «a por

62
=-——<0
2m
Y +
m%$0 > / ’
= N\ dp’ .
o — /OO (p') dp

Con estas definiciones la ecuacién (3.23) queda
(p* +B8)¥(p) = a |

0 sea,
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Reemplazando este resultado en la definicién de « se obtiene la condicién de autoconsistencia
mVyxg / T adp
o =
mh  J_ p*+5?
mVpxoo

h3

o sea, se debe tener que
mVoxo

f="

Conocido (3 se conoce la energia del tnico estado ligado del problema. Esta resulta ser, como
ya sabiamos,

o mVpzo\ 1 _mViag
h 2m 2n
Para la funcién de onda (en el espacio de momento) se tiene la expresion
a
U(p) = V) =——.
() ={pI¥) = 577

El valor de « se obtiene normalizando la funcién de onda:

+o00 +o00 d (1/271'
U (p)dp = 2/ f ==l

a= \/263/2 )
T

Asi, concluimos que la funciéon de onda del estado ligado de este problema, en la representacion
de momentos, viene dada por la Lorentziana

mVyzq )\ 3/2
U(p) = \/g(h—) : (3.24)

TP ()’

0 sea,

La transformada de Fourier de U (p) reproduce la funcién de onda en el espacio de coordenadas

mVpx mVpx
W) = (1) = |/ e (00

En la ecuacién (3.24) p es una cantidad real, en contraposicién a lo que erréneamente
podria haberse pensado al considerar el operador p — —ihd/dx aplicado sobre la funcién
U(z). Esto tdltimo lleva a:

(z|p| V) = (ih) sgn(z) (mVozo/h*) ¥(z) .

Esta relacién no implica que p posea autovalores imaginarios; lo tltimo es imposible. En esta
tltima expresién (ih) sgn(x) (mVyxe/h?) no es un autovalor dado el factor sgn(z).
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3.3.3. Cambio brusco de la intensidad Vj.

Consideremos nuevamente la particula ligada al potencial d. Clasicamente, esperariamos
que hacer el potencial més profundo atrapara ain mas la particula. Sin embargo, esto no es
cierto en el sistema cuantico. En efecto, un cambio en el potencial significa que si la particu-
la se encuentra inicialmente en un estado ligado del sistema, después del cambio ya no se
encuentra en un autoestado, y por tanto su funcién de onda serd alguna superposicién de
autoestados del nuevo sistema. En particular, si el nuevo sistema tiene un espectro continuo,
es decir no ligado, es posible que si una particula inicialmente esta ligada a un potencial
atractivo, al hacer el potencial aiin mas atractivo dicha particula quede libre. Podemos en-
tonces hacernos, por ejemplo, la siguiente pregunta: ;Cudal es la probabilidad de encontrar
la particula en el continuo (es decir, con energia positiva) si la intensidad V{ del potencial
aumenta bruscamente a 21,7 Con esto estamos simulando el problema fisico de un atomo
de tritio. El tritio es una forma de hidrégeno, pero cuyo nicleo, en lugar de un protdn, tiene
adicionalmente dos neutrones. Tal nticleo, sin embargo, no es estable; después de cierto tiem-
po (tipicamente 12 anos) el nticleo de tritio decae por un proceso 3~ a un niicleo de *He, que
ahora posee carga nuclear Z = 2. Un electrén ligado al tritio observa un brusco aumento de
la atraccién del potencial, como en el presente simil unidimensional.

Inicialmente, la funcién de onda viene dada por

o(e) = /e oo (-0l )

La probabilidad de encontrar la particula en un autoestado del nuevo sistema es [{ ¥q | ¥, )|%.
En principio, deberiamos calcular esto y sumar sobre todos los (infinitos y continuos) n posi-
bles. Sin embargo, podemos proceder de un modo mucho mas sencillo: el espectro completo
del potencial con una delta estd constituido por todo el espectro continuo, méas un tnico
estado ligado. Entonces basta con calcular la probabilidad P de que la particula quede en
el estado fundamental del nuevo sistema, y la probabilidad de que quede en el continuo
sera 1 — P.

Ahora bien, la probabilidad de encontrar la particula en el estado ligado del pozo § después
de cambiar éste su intensidad de Vj a 2V es

P=[(¥|To)]*,

donde | ¥y ) es el autovector del estado ligado posterior al cambio brusco. (x| ¥y ) viene dado
por

= = 2mVyx 2mVow
() = (2| Vo) = \/ =5 exp (_%m) :

Evaluando P se encuentra

mVyx Foo 3mVyx
P = '\/5 hg 0/ exp (—%M) dx

2

8

9

2
mVoze 2h?

= 2
'\/_ hz  3mVyxg

—00

Luego, la probabilidad de encontrar la particula en el continuo después de la modificacion
Vo — 2V, es )

P=1-P=—.
9
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Por cierto, lo mas probable es que la particula permanezca en el estado ligado, pero existe
una probabilidad pequena, mas distinta de cero, de que la particula se deslocalice al hacer el
pozo mas profundo, en contraste con la intuicion clasica.

3.3.4. Relacién de completitud.

A continuacién encontraremos todas las funciones de onda del continuo (en el espacio de
coordenadas) y demostraremos que tales funciones de onda no forman un conjunto completo.
Para obtener un conjunto completo se deberd incluir ademas una funcion, que resulta ser igual
a la funcion de onda del tnico estado ligado del sistema. De esta manera quedara explicita-
mente demostrada, en este caso particular, la relacion de completitud.

La ecuacion de Schrodinger que estamos considerando es

d2
@ + kﬁQ - 2W0 (S(ZE) \I’(l") =0 5
donde v
oxoMm
Wo= =0

En lo que sigue permitiremos que W, sea positivo o negativo. Si Wy > 0, entonces el problema
sera el de una particula libre con un pozo delta en = = 0, mientras que, si Wy es negativo,
en lugar del pozo se tendra una barrera delta en z = 0.

Para cada valor de la energia E > 0, hay dos soluciones linealmente independientes
(el espectro tiene degeneracién 2). Estas soluciones, que corresponden a estados no ligados,
pueden escribirse de la forma

i 1
g mean) () — NG sin(kx)

1 Wy ( ) k >
—————— | sin(k|z|) + — cos(k|x .
i (el + g o)
Note que las funciones impares (respecto al origen = 0) no son afectadas por la presencia
de la delta.

Por ser autoestados del espectro continuo, las funciones anteriores estan normalizadas a
la delta de Dirac:

AOR

o0 ,
/ U (2) O () de = 6,0 6(k — k') ,
donde 1 = impar o par. (La operacién * no tiene ningun efecto ya que las funciones de onda
son reales.)

Evaluemos

/ \I]l(cimpar) (LU) \Ijl(gimpar) (ZL’I> dk +/ \Ill(gpar) (.T) \Ill(gpar) (I/) dk
0 0
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Si el conjunto de funciones {\I/,(f )(x)} con y par e impar y k > 0 es completo, el resultado de

(3.25)) deberia ser 6(x — ).

Evaluemos separadamente las integrales con las funciones pares e impares. Se obtiene

© . 1 [
/ W, () G (o) k= = / sin(kx) sin(ka") dk
0 0

m
1

= S0z —a)=dz+aT)]
N e

/ WP (@) WP (2) dk = — / cos(k|z) cos(klz'|) dk

0 T Jo

W dk
- [ costh(el +12')

s VV2
Wo [* kdk |
2 [ S sin(k(la] + [21)

La primera de las tres ultimas integrales vale 3(|z| — |'|) + 36(]z| + |2/]), lo que es lo mismo
que

1 / 1 /
55(:17—x)+§6(x+x) ,

independiente del signo de x y x'.
Para evaluar las otras dos integrales realizamos una integracion de contorno en el plano
complejo k. Para ello:

(1) Reemplazamos fooo -+ por % fj;o -+ -dk, ya que el integrando es par,
(2) escribimos las funciones seno y coseno en términos de exponenciales y

(3) completamos el camino de integracién con semicirculos en el semiplano superior o in-
ferior, segiin corresponda. Los polos del integrando estan ubicados en k = +|Wyli.

La evaluacion de las dos tltimas integrales da

L e weldel+le)

Ly e Wl +12')

Y

respectivamente. De esta manera se obtiene que

(o.) 1 /
Z/ \P;(CM)(JE)‘IJ;?)(Z")% = §(z— ) — . (Wo| — W) e~ Wollal+lz'h
0
m

Si Wy es positivo (o sea, Vj es negativo) entonces el conjunto {\Pg‘ )(ZB)} . efectivamente
123

es completo (ya que el resultado coincide con la delta de Dirac). Note que si Vj es negativo
no hay estados ligados.
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Sin embargo, si Wy es negativo (o sea, Vj es positivo, en cuyo caso el problema tiene un
pozo delta con un estado ligado), entonces

2/ U (@)U (2 )dk = 6(x — 2) — WoeWoll=t+lel
0
o

o0 sea, {\I/,(c“ )(x)}w~C no es un conjunto completo. Para que sea completo hay que agregarle al
conjunto anterior las funciones de onda correspondientes a los estados ligados. El conjunto

de todas las funciones de onda ligadas {\Ifgigados)(x)} debe satisfacer

i

$ o) () o) () — |y el

E;

Con x = 2’ queda

. 2
5™ ol = e
E;

e integrando de x = —oo hasta x = +00 se obtiene

+oo lieados 2
> [ erwf -
E; YT

Se deduce, por lo tanto, que hay sélo un estado ligado.

Resumiendo: Para Vj > 0 (o sea, para el caso en que el problema tiene un pozo delta), el
conjunto de todas las autofunciones de energia positiva del operador H no forma un conjunto
completo mientras no se le agregue la funcién de onda

\Ilgigado)<x> _ /|W0 e~ IWollz|

del tnico estado ligado del problema. Note que para Wy < 0, la definicién de |W;| coincide
con la de k y por consiguiente la funciéon de onda obtenida para el estado ligado coincide con
la obtenida en las partes 1) y 2) de este problema.

3.3.5. Transformacion de Galileo.

Consideremos una particula de masa m ligada a un pozo potencial V(z — a) que se en-
cuentra centrado en el lugar x = a, con a fijo. La ecuacion de Schrodinger tiempo dependiente
que describe el problema es

02 2m 0 _iBR
(@%—V(:ﬁ—a)—l—z?&)\%(x—a)e Et/h — ¢ |

donde Vg (z — a) es solucién de la ecuacién de Schrodinger estacionaria

(dd—;+V(m—a)+ﬁ2>‘IfE($—a):O-
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Supongamos ahora que la delta se traslada uniformemente con velocidad vy, es decir,
a(t) = ap+wvot. ;Como deben modificarse las soluciones encontradas para el caso estacionario?
Como se espera que el médulo al cuadrado sea |Ug(z—a(t))]?, hacemos el siguiente Ansatz

para la solucién:
Up(x —a(t)) exp[—iEt/h+i&(z,t)] ,

con &(x,t) real. Sustituyendo esta hipdtesis de trabajo en la ecuacién de Schrodinger se
obtiene que &(x,t) debe satisfacer la siguiente ecuacién:

Ot oeN? ¢ 2m. ., 2m_ 9E
Como ¢ y Uy son funciones reales, se deduce que
9EN®  2m ot
, (O muy 1_ 9%
Vol —=—— ) —=¥p—==0.
E (836 h ) 2 7 0a? 0

Las funciones V', y W son linealmente independientes, luego la ltima ecuacién se cumple
solo si

& muy
= _ ) 3.27
Ox h (3:27)
y 5%
L
0x?
Integrando ([3.27)) se obtiene
(1) = S+ (1) (3.28)

donde f(t) es una funcién arbitraria que se determina sustituyendo ([3.28)) en (3.26)). De esa

manera se encuentra que f(t) debe satisfacer la ecuacion

2
mug df
0 49
TR

Integrando nuevamente se encuentra que f(t) es de la forma

=0.

2
mug

sy = -2

Eligiendo C' = 0 (C' # 0 s6lo contribuiria con una fase global a la funcién de onda), se obtiene
finalmente la expresién

t+C .

1 1
E(z,t) = - (mvox - émvgt) :

Usemos estos resultados, obtenidos para un potencial arbitrario, para encontrar la funcién
de onda ligada a una funcién delta que se traslada con velocidad uniforme vy. Se tiene:
VmVoy _mYeo g4 1

(2] Wo(t)) = et et 0 g (Botgmed)t (3.29)
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Para el valor esperado del operador energfa ih0/0t 1 obtenemos

L0 < 1
(Wo(t) |ih=—1|Uo(t)) = Ey + =muvj ,
ot 2
o sea, la energfa es la energfa intrinseca del estado Fy més la energfa de traslacion mv? /2.
Por otro lado, en forma analoga al operador de traslacion espacial

i~
_ .1Px0
T, =e* ,

el operador

T

_ ixpo
po — €"

corresponde a un operador que traslada a la funcién de estado en momento en una magnitud
Po-

Al observar una particula de masa m desde un sistema de referencia que se mueve con
velocidad vy respecto al potencial, entonces la particula adquiere un momento adicional muvy.
Este es precisamente el origen del término exp (iz mug/h) en la funcién de onda.

Asi, todos los factores en ([3.29) tienen interpretacién: la primera exponencial asegura que
clasicamente la particula se encuentre en x — a(t); las siguientes dos exponenciales son efectos
cuanticos: una traslacién en momentum y una en energia.

3.3.6. Ionizacién tras una aceleraciéon repentina.

Considere el sistema fisico consistente en una delta ubicada en el origen y en reposo con
una particula de masa m ligada a ella. Supongamos que en el instante ¢ = 0 una fuerza
externa acelera bruscamente la delta, adquiriendo ésta una velocidad constante. La posicion
de la delta viene dada por

a(t) =veO(t)t

donde O(%) es la distribucién escalén. Debido a la aceleracién brusca de la delta, la particula
de masa m no necesariamente continuara ligada a ella; de hecho, con cierta probabilidad la
particula pasara al continuo. El objetivo de esta parte del problema es calcular la distribucion
espectral de la probabilidad de encontrar la particula en el continuo para ¢t > 0.

Este problema tiene una clara motivacion fisica. Por ejemplo, podemos pensar en un
neutrén que impacta un nicleo atémico, imprimiéndole bruscamente un momento. Como
consecuencia de este impacto el nicleo perderd parte de sus electrones externos. (De acd el
efecto biolégico que tiene un fuerte flujo de neutrones.)

Denotemos por |®) la funcién de estado del sistema. Para ¢t < 0 la funcién de onda que
describe la particula de masa m es

(2]0(t)) = —=e B e

donde hemos introducido la abreviacion
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Para t > 0 las funciones de onda del estado ligado y los estados del continuo son
1 _le—aw) ymeg, _;Bqt

e 22 et R TetTh ,
V2A
. mug 774.E];§t

(| (1)) = = sin [k(z — a(t))] 57 €

N

(2] Wo(t)) =

y
k — t 5 . mu, LBt
(awp(ty) = = GO E O] mer By
NZs
donde ) R 1
= = 1
Ey=FEy+ §mvg , B = o + §mv§ , 0 = arctan (%) .

Para t > 0 expresemos la funcién de estado de la particula como combinacién lineal de
las “autofunciones” del sistema, es decir:

@@>—M%ﬁ»+£m%(&mwmm@wMMW?Www.

Debemos encontrar los coeficientes de expansion A, By, y Cj, Se tiene que A = (W (t) | (1))
y expresiones analogas para By y C%. Como los coeficientes son independientes del tiempo,
evaluémolos para t = 0. Se tiene:

1 [~ o . mug 1
A= (0(0)|2(0)) = 5 [ doe T e -

Andalogamente, se encuentra que

1 1
14 (2md 4 o9kn)® 14 (2mmd o op))

B = (U™ (0) |2(0)) = iy 2

™

2mug\ B
Oy = (TP (0) | B(0)) = § -2 b .
(= (U0 0(0) =i S s

Para presentar los resultados es util medir la energia de la particula en unidades de Ej.
Definamos

E
€= — .
Eqy
También introduzcamos un parametro adimensional relacionado con la rapidez de la delta,
1,2
= 5V
Ey

La probabilidad de encontrar la particula para ¢t > 0 en el continuo con una energia entre
€y €+ dees
P(G) dE = (|Bk|2 + |Ok|2) dl{? s
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0.2

P(e)

Figura 3.11: Distribucion espectral de la densidad de probabilidad de encontrar la particula,

para t > 0, en el continuo con energia ¢ = E/Ej.

0 sea,

P(e) = (d_k> (1B +1GiF)
To7 <1+ 1ie> [(1+€+FE/;_4F€]2 |

La figura muestra la distribucién espectral de la densidad de probabilidad P(e) para

varios valores de I'.
Para la probabilidad total de encontrar, para t > 0, la particula en el continuo (es decir

que se ionice), se obtiene
1

P:/deP(e):1—|A|2:1—m.

Es decir, la probabilidad de tener la particula en el continuo mas la probabilidad de tenerla

ligada es 1. La figura muestra P en funcién de T

3.4. Resonancias y decaimiento exponencial.

Resolvamos el problema de una particula de masa m moviéndose en el potencial (ver

figura3.13)

00 <0
V(x)—{ Wod(x —xg) x>0

Este problema tiene relevancia para entender algunos fenémenos de la Fisica Nuclear, como
el decaimiento a y los fendmenos de resonancia en experimentos de scattering.
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Figura 3.12: Probabilidad de ionizacién en funcién de T'.

V()

Y,

VW
N\
m
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7 >

/% 7 7 7 7 0 X
O Xo

Figura 3.13: Potencial correspondiente a una pared dura con un barrera delta enfrente.
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3.4.1. Estados estacionarios y resonancias.

Es claro que el espectro es continuo y no degenerado. Para todo valor positivo de la energia
E existe una solucion. Consideremos la ecuacién de Schrodinger tiempo independiente

y encontremos la solucién que satisface la condicién de borde ¥(0) = 0.

Si Wy = 0 la solucién es

00 (z) = \/gsin(kx) = \/;_W (e7e —ethr) (3.30)

donde k = /2uE/h. Como el espectro es continuo y no degenerado, todos los estados del
sistema se normalizan a la funcién delta, es decir

/ WO () 0O () d = 5k — K) .
0

El primer término al lado derecho de la ecuacién representa una onda incidente (una
onda que se mueve desde +oo hacia el origen), mientras que el segundo término corresponde
a una onda emergente.

Si Wy # 0, es decir, cuando esta presente en x = zy una barrera delta, la solucién de la
ecuacién de Schrodinger que cumple con las condiciones de borde, viene dada por

2 . Ay sin(k 0<z<
Wy(a) = 2 -  Arsinhe) =TEm (3.31)
T sin(kx + 0y,) T < x
donde 0, y A vienen dados por
tan (kxg)
op = —k t 3.32
k o + arctan 1—|—%tan(k:xo)] ( )
y
5y —1/2
Ay = {sin2(k:a:0) + (cos(kxo) + k;i sin (kxo)) } : (3.33)
Lo
En las ecuaciones anteriores se introdujo el pardmetro adimensional
Q/L{L‘[)WQ
a=— -

Notemos que d; es el corrimiento de fase que sufre la onda estacionaria para x > xy debido
a la barrera delta, mientras que A, es la amplitud que la onda estacionaria adquiere en
el interior del “pozo” formado por la pared en x = 0 y la barrera delta. Como se vera mas
adelante, a estd relacionado con la “penetrabilidad” de la barrera delta. Para o = 0 la barrera
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10 — I 2 3

a=40

5k
T

Figura 3.14: Corrimiento de fase d; en funcién del momento de la particula incidente.

estd ausente y, como se espera, en tal caso 6, = 0y Ay, = 1 (es decir, U(z) = ¥ (1)), mientras
que para o« = 0o la barrera es impenetrable y, por lo tanto, §; = kzo y Ax = 0 (es decir
U(z) = VO (2 — ).

En la figura se muestra el corrimiento de fase d; en funcién de kzy para o = 40.
En la vecindad de kzy = nm, con n € N, la fase §, aumenta rapidamente en 7. Esta es una
caracteristica tipica de resonancias.

Lo anterior es claro cuando calculamos R, la razon entre la probabilidad de encontrar la
particula en la region I y la probabilidad de encontrarla en la region II en un intervalo de
tamafio zy (esto es, del mismo tamafio de la regién I). Para R se encuentra

in(2kzy)
= A? 1_Sm(—0 .
It k( 2]€$0

En la figura se grafica R en funciéon de F para a = 40. Se observan resonancias que se
ensanchan a medida que la energia aumenta.

Estas resonancias estan relacionadas con los estados cuasi-estacionarios que existen en
la region I (ver figura [3.16]). Si o = oo, entonces en el pozo (entre z = 0y x = x) existen
estados estacionarios sélo si kzg = nm (ver primer problema de este capitulo). Si « es finito,
estos estados aparecen a energias levemente menores (k,zo ~ n7(1 — 1/a)) y adquieren un
cierto ancho T',,.

3.4.2. La férmula de Breit-Wigner.

Para x > x¢, la funcién de onda Wi (x) se puede escribir de la forma

V] — “ —ikx _ 2idk jikx ) 334
k() =1 \/; (e e“ke ) ( )

Comparando con \Il,(f) (x) se encuentra (tal como era de esperar) que sélo la parte emergente
de la funcién de onda es modificada por el potencial. Especificamente, ésta es multiplicada
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n=1 n=2 n=3

120 a=40

80 -

J .

1 2 3

Bxy/Wo

OO

Figura 3.15: Probabilidad relativa de encontrar la particula al interior del “pozo” en funcion
de la energia incidente.

V(x) | I

7 Estados
cuasi—estacionarios

Figura 3.16: Estados cuasiestacionarios. El ancho de cada nivel se muestra con una banda
achurada.
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por un factor, la asi llamada matriz S:

Para este problema la matriz S es un solo nimero complejo y viene dada por

, 1 28 + i o1
S =80 ex [2@ arctan <—>] =S5O0~ — g <1 +1i ) ,
P 2[3 203 —i B—3

donde S© (que es una funcién que varfa suavemente con k) y [ vienen, respectivamente,
dados por

S(O) _ €—2ik:c0

1+ 2= tan(kxo)

3.35
2 tan(kzxo) ( )
Evaluemos (3 en la vecindad de una resonancia. Las resonancias ocurren cuando
7 l%n'ro
t k., = —
an (k,xo) -
Si k es cercano al valor resonante k,, entonces

- - E’nl'o

tan(kxzo) ~ tan(k,zo) + xo(k — k) = — + zoAk . (3.36)
«

Sustituyendo este resultado en la ecuacion que define § y reteniendo sélo los términos de
menor orden en Ak = k — k,,, se encuentra que

a(a—i—l)AkN_&(a—i-l)u(E—En) E—-E,

~ — — =~ = = — 3 337
donde I';, esta definido por
202 k3 xg a1 2R*0n3
T, = nfo ot 2210 (3.38)

" pa(a+1) T 22pa?

En el proceso de obtener la ecuacién (3.37) se tuvo que suponer que o - Ak < k < k.
Sustituyendo (3.37)) en la expresion para la matriz S se obtiene la asi llamada formula de
Breit-Wigner para una resonancia aislada:

S:S(O)<1—@' In )
(E—E,)+ 350,

El significado de T,, ahora es claro: es el ancho de la resonancia situada en F = E, =
1”2k, [ (2p).

En la figura se grafica |S — S 2 como funcién de E para la primera y la tercera
resonancia. La linea llena corresponde al resultado exacto, mientras que la linea cortada
corresponde al resultado que se obtiene usando la férmula de Breit-Wigner.
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5 T 5 \

a=40 ---- Breit-Wigner a=40 --- Breit-Wigner

4+~ n=1 — Exacto B 4+ n=3 — Exacto T

S-S0
|S-S9)2

0% 023 0.24 025

24

Figura 3.17: Forma de la primera y tercera resonancia. Comparacion entre el resultado exacto,
y el obtenido con la férmula de Breit-Wigner.

3.4.3. Decaimiento exponencial.

Consideremos ahora el problema tiempo dependiente que se obtiene si el parametro W,
que mide la “intensidad” de la barrera delta, lo hacemos depender del tiempo:

Wo(t) = 00 t<0
0 B WO(O<WO<OO) tZO

Para t < 0, la barrera delta en x = zy es impenetrable, y en la regién I el sistema tiene
estados estacionarios discretos para las energias
k2 R* n2n?
En = L= 2
20 2 x§

neN,

con las autofunciones correspondientes dadas por

\/ 2 sin (Mgg) e 0<z<ux
On(,1) = o o

0 <0, x>x

Asumamos que para t < 0 el sistema se encuentra en un particular estado (ligado) n. Por
supuesto que en tal caso uno tiene una probabilidad 100% de encontrar la particula en
la region I. Aqui la situacion fisica que se estd simulando podria corresponder a un nicleo
inestable del cual tenemos seguridad que en el instante ¢ = 0 no ha decaido radioactivamente,
de modo que la particula « esta retenida dentro del potencial nuclear.

En el instante t = 0 la barrera se vuelve permeable y, a medida que el tiempo avanza, la
probabilidad de encontrar la particula en la region I disminuird. Para encontrar la evolucion
temporal de esta probabilidad se debe estudiar la dependencia temporal del estado ¢, (z,t)
para t > 0.
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Para t > 0 el potencial es nuevamente independiente del tiempo y las funciones

{qjk(x>}k;>o - {e_iékqjk(x>}k>0

[donde Wy (z) viene dado por la ecuacién (3.34)], es un conjunto completo y ortogonal de au-
tofunciones para el problema. Hemos multiplicado las soluciones encontradas en las secciones
anteriores por una constante, para asi trabajar con funciones reales. Para 0 < x < xq las
funciones W, (z) simplemente vienen dadas por

~ 2
Ui(z) = Ak\/; -sin(kz) , 0<x<ux .

Expandiendo ¢, (x,0) en términos de este conjunto completo se obtiene

On(2,0) = /Ooofyk \ifk(x) dk

donde los coeficientes de expansién son

= /0 " (.00 0 () da

2Ak *o . (7’L7T ) .
= sin | —a | sin(kx) dx . 3.39
= . (k) (3.39)

El factor A, es una funcién que varia fuertemente con k y es significativamente distinto de
cero sélo en la vecindad de una resonancia (esto es, en la vecindad de k = k,, = nw/x¢,n € N).
Por otra parte, la integral que aparece en la ecuacion varia lentamente con k y tiene su
méximo valor para k = nw/xg y vale cero para k = mz/xo, m € N, m # n. A partir de estas
consideraciones deducimos que v es significativamente distinto de cero sélo en la vecindad
de k, = nm/xy.

Para k en la vecindad de k,, = nw/zy, la integral en la ecuacién (3.39)) vale esencialmente

/2, luego
k en vecindad de kn, ZTo
™

Conociendo v, podemos ahora obtener la evolucion temporal de ¢,,:

- hk2

On(x,t) = / fyk\i/k(:c)el 2t dk
0

A partir de este resultado se puede evaluar aproximadamente la dependencia temporal de la
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probabilidad P(t) de encontrar la particula en la regién 1. Se tiene:

P(t) = / " e (e, 1)

:/dx
0
xo
/d:E
0

Zo

/ ’yk\i/k( )6 2“ dk
0

2
2 hk?
/ 2 A, (Ak\/i sin(k:a:)) ¢/t dl
bk ™ ™
2
2 Jo /kan

To\ 2 nk?
~ (—0) / A2 g,
™ keckn,

La amplitud A y el corrimiento de fase d; estan estrechamente ligados a través de la conti-
nuidad de la funcién de onda en x = xy. De la ecuacién (3.31]) se encuentra que

sin(kxg + 0x)
sin(kxo)

Q

21‘0

- k2
% e 21

dz sin®(k,x)

Ay =

Evaluemos ahora A? en la vecindad de la resonancia localizada en k,, = nw/zg, n € N, usando
las mismas hipdtesis que se usaron anteriormente para derivar la féormula de Breit-Wigner
para la matriz S, esto es, « >> nty aAk < k,.

De las ecuaciones (3.32)) y (3.35]) se encuentra que

92 62 —1/4
sin(kxg + 0x) = sin (arctan B) = (1 + Z) )

También [en analogia con la ecuacién (3.36))]

k alk<k, ky
sin(kxg) ~ —ﬂ—i-onk S fno nr

Para la amplitud se obtiene entonces:

a \2
L T T e k)

donde k, da la posicién de la resonancia y € viene dado por

- (2)

Con estos resultados se encuentra para la probabilidad P(t) la expresién

2
@)2 / d 2t
< T ke, 1+ 5233(2)(]{7 — ]%n)Qe
Fbk t

2
o \2| [T e
— —— dk
( @ €> /—oo 1+ &a5(k — kn)?

— (3.40)

P(t)

Q

Q
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donde

pxda?
T
De la ecuacién se deduce que la probabilidad de encontrar la particula en la region
I decae exponencialmente con una vida media 7,,. Esto es por supuesto consistente con la
observacion experimental de que el nimero de atomos radiactivos decae exponencialmente.

Comparando (3.41]) con (3.38) se obtiene una relacién entre la vida media 7, y el ancho de

la resonancia I',,:

(3.41)

Tn = — . 3.42
Este tultimo resultado es consistente con el principio de incerteza. En efecto, un estado re-
sonante tiene asociada una incerteza en energia AE ~ I, mientras que el tiempo que el

sistema permanece en dicha resonancia (el tiempo que tarda en dejar la regién I, es decir en
“decaer”) es At ~ 7,. Asi, de (3.42), AtAE ~ h.

3.4.4. Energias complejas.

Deseamos nuevamente describir, procediendo de una manera distinta, el decaimiento de
un estado para el caso en que la barrera delta es muy impenetrable.

Al ser la barrera muy impenetrable, tendremos en la regién I estados cuasi-estacionarios.
Tratemos de describir estos estados usando la ecuaciéon de Schrodinger tiempo dependien-
te, buscando soluciones que cumplan condiciones de borde “adecuadas”. La ecuacion de
Schrodinger tiempo dependiente para este problema es:

B2 (2 0
(5 s + Wadlo = ) ) W) = i w(z.)

Busquemos soluciones de esta ecuacién que en la regiéon I tengan la forma de las soluciones
estacionarias, pero que en la regién II, después de atravesar la barrera tienen la forma de
ondas planas que se alejan hacia la derecha.

Hacemos el Ansatz: ¥ (z,t) = Ug(x)exp(—iEt/h). Con k = \/2uE/h, la ecuacién para
Up(z) es

h? d?

Busquemos soluciones que en las regiones I y II tengan la forma:

{\III = A sinkx (3.43)

U = Betkle—zo) ~

U; se anula en el origen y Wy corresponde a una onda que se traslada hacia la derecha. La
continuidad de la onda en z = x( implica que

Asin (kxg) = B .
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En x = x4 la derivada de la funciéon de onda debe cumplir

. 2u
W) = Wiley) = 5ol (o)
Esta condicion nos da la relacién
2
ik sin (kzo) — k cos (kxg) = h_gWO sin (kxo) .

Introduciendo nuevamente el parametro adimensional «, la Ultima ecuacion queda
ikxosin (kxg) — ko cos (kxo) = asin (kzg) . (3.44)

La ecuacion anterior es compleja, y por tanto su solucion seran k complejos. Por lo
tanto, las energias también seran complejas. Esto en principio es inaceptable, pues sabemos
que las energias son los autovalores de un operador autohermitico (el Hamiltoniano). El
problema es que hemos impuesto, en , que la solucién en la regién I sea la solucién
estacionaria (real) de un pozo infinito, mientras en II sea una onda plana (imaginaria). Esta
contradiccion solo puede resolverse si k es imaginario. Veremos, sin embargo, que es posible
interpretar adecuadamente estas energias complejas.

Para una barrera poco penetrable el valor de o > 1. Las soluciones que buscamos deben
tener un valor k cercano al que tienen los estados cuasi-estacionarios. Por eso ponemos

kxg =nm+¢€ |
y esperamos poder encontrar soluciones con € < 1. Se tiene

cos(kxg) ~ 1

sin(kzo) ~ € .

Con estas aproximaciones la ecuacion (3.44]) queda
i(nm+€)e — (nm+¢€) = ae .
Despreciando € frente a nm la ecuacion se simplifica a
e(a —inm) = —nmw |

de donde

Para el vector de onda y la energia, en el orden mas bajo, se obtienen las expresiones

2
kxg = nm —Z<E>

(0%

Bn2n? nimih?

B =

—1 .
2 2.2
2pxg TGO
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La parte real de la energia coincide con el resultado obtenido para los estados estacionarios
del pozo, cuando la barrera es impenetrable. Pero ademas de tener una parte real, la energia
también tiene una parte imaginaria. ;Cudl serd el significado de esto?

Para averiguarlo, escribamos la densidad de probabilidad en la regién I en funcién del
tiempo:

Q

pr(x,t) (Tr(w)e )" (Wy(z)e2H/m)

(\If?@j‘) +iE*t/h) (\Ijl(m)efiEt/h)
= | Wy(x) ] 2B/ (3.45)

Vemos que la probabilidad de encontrar la particula en la region I decae exponencialmente
con una vida media 7 dada por

h

~ 2Im(E)
pxd o
2n3 w3 h

resultado que coincide con el obtenido en la subseccion anterior. Naturalmente, este artificio
de introducir energias complejas solo es una modalidad comoda para describir procesos de
decaimiento, pero en rigor el Hamiltoniano del sistema persiste con todos sus autovalores
reales, dado que se sigue cumpliendo que Hf = H.

Notemos también que en el Problema 217} un potencial imaginario permite representar
fuentes o sumideros de probabilidad, y que ondas planas son absorbidas con una tasa relacio-
nada con la parte imaginaria del potencial. Esto es analogo al resultado . En este caso,
la energia adquirié una parte imaginaria no porque el potencial la tenga, sino por efecto de
introducir una solucién estacionaria en un problema no estacionario.

3.4.5. Consideraciones semiclasicas.

En ocasiones, recurriendo a argumentos semiclasicos, es posible obtener, en forma sencilla,
resultados que al menos cualitativamente son correctos. Para mostrarlo resolveremos por
tercera vez el problema del decaimento de las soluciones de la pared infinita con una delta
enfrente (Fig. [3.13)), esta vez pensando en términos de particulas y colisiones.

Consideremos una particula cldsica de masa p y energia E, = h?k? /2y, situada en el pozo
(entre la pared en z = 0 y la delta en = = x(). El tiempo T entre colisiones sucesivas contra

la delta viene dado por

2 2
r=0_ T (3.46)

Un hkn
I

Un simple célculo (hagalo como ejercicio) muestra que la probabilidad de penetraciéon P de
una particula a través de una barrera delta aislada Wyo(z — xy) viene dada por

po_ L o ( 5”0) . (3.47)

o
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El tiempo medio 7 se define como el tiempo para el cual la probabilidad de que la particula se
encuentre en la regién I ha decrecido a 1/e. Si P < 1 (lo que es el caso si > nr), el nimero
de colisiones N de la particula contra la barrera para que esto ocurra viene implicitamente

dado por la relacién

u—PW:é.

Tomando el logaritmo natural de esta expresién y usando la hipotesis P < 1, se encuentra

que

1
N=—. 4
> (3.48)

Multiplicando ([3.48)) por T', notando que 7, = NT y usando las ecuaciones (3.46|) y (3.47)
en el limite P < 1, se obtiene para 7, la expresion

T 5 pa?
e O T A

resultado que coincide con el obtenido antes.

3.5. Scattering sobre barreras.

3.5.1. La matriz de transferencia.

Consideremos una barrera centrada en el origen, descrita por un potencial V(z), con
V(z)=0 si |z] > A.
La solucién general con energfa positiva E = h%k?/(2m) para este problema es de la forma
Ae'** + Be~ike siz < —A
O(z) = " " . , (3.49)
Ce"™ 4 De™"* siz>A

es decir, ondas planas propagandose hacia la izquierda y la derecha, a ambos lados de la
barrera. Sin embargo, nos interesa modelar la situacion fisica en que una particula incide desde
la izquierda desde la barrera. En ese caso, es claro que D = 0, pues no tendria sentido una onda
plana propagandose desde +o0o. Notemos que podemos interpretar el término ®;(x) = Ae?®
como la onda “incidente”, ®,.(z) = Be~** como la onda “reflejada”, y ®;(x) = Ce*® como
la onda “transmitida”. (A pesar de la cercana analogia con el problema anélogo de incidencia
sobre una interfase en Optica, los términos “incidente”, “reflejada” y “transmitida” deben
ser usados con precaucién, puesto que tienen una connotacion temporal —primero existe la
onda incidente, que después de chocar con la barrera se convierte en una onda reflejada y
transmitida— que no existe en el problema cuantico, ya que estamos resolviendo la ecuacién
de Schrodinger tiempo independiente.)

Los coeficientes A, B, y C, en tanto, se deberian obtener a partir de resolver la ecuaciéon
de Schrodinger, més la condicion de normalizacién de la funcién de onda. Equivalentemente,
en vez de normalizar la funcién de onda, y puesto que un factor global en ® no afecta la
descripcion fisica, pongamos A = 1.
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En este caso, la solucién queda de la forma

A ) 3.50
t_ etk six>+A ( )

B(x) = {ei'm +r_e e siz < —A
(3.50) corresponde, entonces, a una onda monocromética de energia F = h?k*/(2m), y am-
plitud 1, que indice sobre la barrera por la izquierda. Aca los nimeros complejos 7, y t_,
son las amplitudes o coeficientes de reflexion y transmision de la barrera para una onda que
incide por la izquierda.
Observemos que, siendo el potencial real, la corriente de probabilidad debe conservarse a
ambos lados de la barrera, j|,<_a = j|z>a, lo cual, puesto que ®|,._ o = ®;+P,, se reescribe,
usando ([2.70)),

Ji+ e =17, (3.51)
con . 0D (2)
‘ N x .
= Im (Cbp(m) (fl)x ) . p=i,rt, (3.52)
y, en este caso,
lro )2+ t=]* =1 . (3.53)

Como hemos indicado, conocido el potencial V() se pueden, en principio, evaluar explici-
tamente las amplitudes r_, y t_.. En lo que sigue supondremos conocida esta parte del pro-
blema, y obtendremos resultados que son validos para scattering sobre cualquier potencial
de soporte finito.

Generalicemos un poco el desarrollo anterior. Si al lado izquierdo la funcién de onda es
ulezkx + u2€—7,kaz ’

,como serd la funcién de onda al lado derecho de la barrera?, es decir, si a la derecha la
escribimos de la forma
,Ulezka: + UQB—ka ’

icudl es la relacion que hay entre los coeficientes uy, us y vy, vo?7 Para poder responder esta
interrogante notemos primeramente que si ¢, dado por , es solucion de la ecuacién de
Schrodinger, entonces ®* también serd solucién (con el mismo autovalor). Por supuesto que
también lo sera la combinacion lineal €@+ n®*. Escribamos explicitamente la forma que tiene
esta ultima funcion al lado izquierdo y derecho de la barrera:

(& +mr)e 4 (e +me ™ sz < —A

. . 3.54
Et_ehr 4t e~k six>A ( )

f@—kn@*z{

Identificando

Ul:f“‘nr*_»,
up =&r— +1,



3.5. SCATTERING SOBRE BARRERAS.

Yy
V1 = gt_, s
V2 = 7775: )
se deduce que
1 n r¥,
Uy = —u v
1=n P 2
y
T N 1
Uy = —V1 + —0Vg .
2= 0 P 2

El resultado anterior lo podemos resumir en forma matricial escribiendo

() =2 ()

M= ( L/t r:/t:) |

ro/to 1/t

La matriz M se denomina matriz de transferencia.

con

191

(3.55)

(3.56)

Supongamos ahora que una onda plana de magnitud 1 incide sobre la barrera desde la

derecha. La funcion de onda en este caso tendra la forma

ethT 4 _ethT g x> +A
t. e ke six<—A "

. Cémo estan relacionadas las amplitudes t., v y t_, 7,7 Usando las ecuaciones (3.55) y

(13.56|) se tiene
0 r
(i) =(7)

().

0 sea,
re rr
— 4+ ==0
t
y
r_, n 1 y
ro—+-—=t_ .
t ot
De aqui se encuentran las relaciones buscadas
t. =1_
y
* t*)
T = —r,—

(3.57)

(3.58)
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x=0 X=a

Figura 3.18: Dos barreras, una centrada en x = 0 y la otra en = = a.

Note que las probabilidades de reflexion y transmisién son independientes de si la particula
incide desde la izquierda o de la derecha. No obstante, existen “cambios de fase” en la funcion
de onda al comparar uno y otro caso; como veremos, tales cambios de fase son altamente
relevantes para la fisica del problema.

Al trasladar la barrera desde el origen a la posicion a, el camino 6ptico de la onda reflejada
aumenta en 2a; para la onda transmitida nada cambia. Luego, la tinica modificacion que hay
que hacer es:

r_, —s T_>€21ka )

3.5.2. El caso de dos barreras.

Consideremos ahora un problema con dos barreras, una en torno a x = 0 y otra en x = a.
Supongamos que las barreras no se interpenetran, o sea, no hay traslape entre Vi(z) y Va(z)
(ver figura [3.18)). La matriz de transferencia de cada una de las barreras serd

1/t " /()"
M1:< /1= e (3.59)

PO/ 1/

12 ey B i3
Ma = ikayia 2 Lo . (3.60)

Podemos considerar ahora las dos barreras como una unica barrera de estructura mas com-
plicada y asociarle a ella una matriz de transferencia

M= ( 1/t r:/t:) ‘

roJt 1/t%,
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Es claro que se tiene

M :MlMg .

Realizando el producto matricial podemos identificar las amplitudes de reflexion y transmi-
sién para la doble barrera, obteniéndose

b= I ks
G A

rt) 17 o
r~="l\—me T o ,o°
t — t—>

— l—

Estas expresiones, con la ayuda de las ecuaciones (3.57)) y (3.58]), se pueden reescribir de la

manera siguiente:
+(1) #(2)

T e, @,0 (3.61)

t(l) (2) tg) 2ika

(3.62)

r_ =7
- - 1 — 62zka ’I“( ) (1)
Expandiendo estas expresiones en serie podemos identificar cada uno de los términos con un
cierto proceso virtual. En efecto,

£, = 1) g 2oy p(02) 4 gdika (1) (120 (0)742) (3.63)

La figura |3.19 muestra los procesos virtuales que corresponden a los primeros tres términos
de la serie. Todo calza: el factor de fase da el largo del camino éptico, mientras que el
numero y la direccién de las reflexiones y transmisiones en cada término de coincide
con el observado en la figura . Por ejemplo, consideremos el segundo término de (3.63)),

ka2 (W) Este proceso involucra, primero, la amplitud de transmisio’n de la primera
barrera, t_l)), después la amplitud de reflexién sobre la segunda barrera (2 despues la reflexion
por la primera barrera de una onda que ahora viaja de derecha a izquierda, ) (de acé el
cambio de sentido en la flecha), y finalmente la transmisién por la segunda barrera de una
onda que viaja de izquierda a derecha, t?). Lo anterior aparece multiplicado por un factor
de fase exp(2ika) asociado al camino éptico adicional, de valor 2a. Por lo tanto, este término
corresponde a un “proceso virtual” correspondiente a un doble rebote entre las dos barreras,
después de lo cual la particula emerge a la derecha.

Realizando lo mismo para la amplitud de reflexion se obtiene:
ro =) g e2ikag(1)(23(0) 4 pdika (1) 1.2, (10,21 4

La figura muestra los procesos virtuales que corresponden a cada uno de los primeros
tres términos de esta serie.

Evaluemos ahora las probabilidades de transmisién y reflexion. Denotemos por T; y R, las
probabililidades de transmisién y reflexién por cada una de las barreras j = 1,2 en ausencia
de la otra: ) )

T, =19, R=|r9, j=12
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1 2
t@® t®
t@ ek 1@ t@
t@
- edika (1 2  (1))2 t®

Figura 3.19: Representacién grafica de los procesos de transmisiéon con 0, 2, y 4 rebotes

virtuales entre ambas barreras.

r

t

t

t

eZka ()

t

Figura 3.20: Representacion de los procesos de reflexion con 0, 1 y 3 rebotes virtuales entre

ambas barreras.

efkar@r®r
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Para las probabilidades de transmision y reflexién (a través de la barrera doble) se obtiene
T T, T
11+ Ry Rpe—#|*

p_ | VR VR
L+ Ry Rye™™

(3.64)

(3.65)

donde
0= 90 + 2ka s

con #y una fase constante. Es facil verificar que
T+R=1. (3.66)
Observemos que esto es equivalente a (3.51)), definiendo

T=% R=7. (3.67)

Ji Ji
(Esta precisién es importante. Aparentemente, dice que podriamos, equivalentemente,
haber definido 7' = [¢t_|*, R = |r_|?. Sin embargo, de se sigue que j, = hk|r_|?/m,
Ji = hklt_|?/m, j; = hk/m, y por lo tanto (3.53) sélo es correcta si a ambos lados de la
barrera k es el mismo, que corresponde al caso que estamos estudiando. Sin embargo, con la

definicién (3.67)), (3.66) siempre es correcta.)
Al aleatorizar la fase correspondiente a la distancia a obtenemos el resultado clasico

{f%e T, Ty T, Ty
0

(T) = _ — T
promedio 2 clasico -
2 }1 + v Ry R2€_10| (1 - Ry R2)

Mostremos que esta tultima expresion efectivamente es el resultado clasico, es decir, es
el resultado que se obtiene con la hipdtesis de que los multiples procesos de reflexion y
transmision son procesos reales (y no virtuales). Para ello, consideremos nuevamente dos
barreras con coeficientes de transmision y reflexion T, Ry y Ts, Rs, respectivamente. Sumando

los distintos procesos reales, mutuamente excluyentes, mostrados en la figura3.5.2] se obtiene

Tclésico = Tng + T1R2R1T2 —+ T1R2R1R2R1T2 4+

B T, Ty
(1 — Ry Rs)
Anélogamente, para el coeficiente de reflexién se obtiene
(T1)* R,
Rc dsico — R T 5 5
‘ """ I RR,

Notemos que Tissico < 11V Tesico < 1o, es decir, la transmision clasica a través de las
dos barreras es menor que la transmision por cada una de las barreras por separado. Estas



196 CAPITULO 3. SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS UNIDIMENSIONALES.

1 2
T T,
T Ry Ry T,
T (Ry Ry)? T,
a

Figura 3.21: Representacion de los procesos de transmision con 0, 2, y 4 rebotes reales entre
ambas barreras.

desigualdades son bastante intuitivas. El resultado cuantico, sin embargo, no cumple con
desigualdades analogas. Esto se debe a que el razonamiento clasico asume que los distintos
procesos (transmision con cero, uno, dos, ...rebotes) son opciones mutuamente excluyentes.
Cuanticamente debe considerarse como que todas estas opciones estan simultaneamente con-
tribuyendo a un proceso real de transmision. Esto es completamente ajeno a toda experiencia
macroscépica, y, sin embargo, da cuenta de notables efectos, como la transmision resonante
(ver siguiente seccién).

3.5.3. Transmision resonante.

Supongamos que T} < 1, es decir, supongamos que la primera barrera (en ausencia de
la otra) es muy reflectante. A pesar de eso, jse podra obtener una transmisién importante a
través de las dos barreras? La respuesta es si. En efecto, si T} = Ty y 6 = 27n, con n entero,
entonces la doble barrera es totalmente permeable:

T(Ty =Ty,0 =27n) =1 .

Lo anterior se conoce con el nombre de transmision resonante.

Clasicamente, esto resulta muy asombroso, pues la condicién de resonancia involucra
informacion precisa sobre lo que ocurre al otro lado de una barrera casi impenetrable, y, sin
embargo, se puede llegar a una transmision del 100 %.

Si las dos barreras tienen reflectividades muy distintas, no es posible conseguir una trans-
misién resonante. Esto guarda relacién con el hecho de que los estados de un sistema unidi-
mensional desordenado son localizados —no hay posibilidad de transmision por una barrera
de potenciales no equivalentes dispuestos desordenadamente. Sélo hay transmision si existe
una unidad basica que se repite idénticamente o con una regularidad particular.
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V(X)

Figura 3.22: Potencial peridédico.

3.6. Potenciales peridodicos unidimensionales.
Consideremos un potencial unidimensional periédico
V(z)=V(x—a) Vzx

donde a es una distancia fija. Un potencial de este tipo modela a un electréon en una red
cristalina unidimensional con sus dtomos separados una distancia a. (Ver figura [3.22])

3.6.1. Teorema de Bloch.

Consideremos una particula de masa m en un potencial periédico unidimensional (la ge-
neralizacién a potenciales periddicos en dos o mas dimensiones no presenta mayor dificultad).
En primer lugar, notemos que

H(x +al,p) = H(X,p) ,

o sea, el Hamiltoniano H es invariante frente a una traslacion x — x + a. Se tiene, por lo
tanto, que

U, 'H(x,p)U, = H(x,p) ,

es decir, H conmuta con el operador de traslaciones U, = exp(—iap/h). Lo anterior nos
permite elegir las autofunciones del problema de manera que sean autofunciones simultédnea-
mente de H y U,. Todo esto es muy natural, por cierto: si el Hamiltoniano es invariante
ante traslaciones, se pueden encontrar autofunciones simultdaneas de H y del operador de
traslaciones (continuas); en este caso, el Hamiltoniano es invariante ante traslaciones en a, y
las autofunciones lo serdn del operador de traslaciones discretas U,.

;Cudles son las autofunciones de U_,? Sea |¥) una autofuncién de U_, con autovalor
A, es decir

U_,|T)=\T) .
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Dado que U_, es un operador unitario, sus autovalores poseen médulo 1, siendo del tipo
A=e* LeR,

0 sea, 5 .
U_,| V) = ¢ .

Esta tltima relacion, en la representacion de coordenadas, queda

(2|0 ¥) = (2 +a|T)=e™(z|T)

Uz +a) =e* U(z) . (3.68)

Definamos wug(z) por A
up(z) = e () | (3.69)

Demostremos que entonces ug(z) es una funcién periddica con periodo a. En efecto:

up(z+a) = e FETO(x 4 q)
_ e—ik:ze—ikaeik:a\l,(x) _ e—ikxq,(x) = ui(x) .

El vector de onda k es real, ya que, si no lo fuera, la onda divergeria en una de las dos direc-
ciones x — %00, lo cual no es fisicamente aceptable. Notemos ademas que k no es la energia,
pues no esta relacionado con los autovalores del Hamiltoniano, sino con los autovalores del
operador de traslaciones discretas U,.

De los resultados anteriores concluimos:

Teorema: Las autofunciones del Hamiltoniano correspondiente a una particula en un poten-
cial periddico siempre se pueden elegir de la forma ug(z) exp(ikz), donde k es real y ug(x)
es un funcién periédica con el mismo periodo del potencial. La funcién uy(z) se denomina
onda de Bloch.

Note que las ondas de Bloch son funciones no localizadas (la probabilidad de encontrar
la particula estd dispersa sobre toda la red), lo cual es muy natural, ya que el potencial es
periddico, y cualquier regién de ancho a es equivalente a todas las otras.

Observemos, ademéds, que todos los vectores de onda k + 27n/a, con n € Z, dan origen
al mismo autovalor e’ de U,, o sea, los valores de k en el intervalo

-

— < k<
a

SHE

(3.70)

generan todos los autovalores posibles de U,.

Los resultados que hemos obtenido no son sélo de interés académico. Un cristal puede
ser modelado como un arreglo periédico de iones fijos, determinando asi la red cristalina.
Dichos iones generan un potencial (eléctrico) periddico, al cual estan sujetos los electrones.
El problema de encontrar las energias de un electréon en una red cristalina es precisamente el
que hemos considerado en esta seccion, y por tanto sus funciones de onda seran de la forma
descrita por el Teorema de Bloch. Para encontrar los valores de k, en tanto, basta considerar
la zona , que, en el contexto de Fisica del Sélido, se denomina la primera zona de
Brillouin.
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3.6.2. Modelo de Kroning-Penney.

Existe un caso de un potencial periddico unidimensional que es relativamente facil de tra-
tar: el modelo de Kroning-Penney. Este modelo consiste en un arreglo periddico de potenciales
tipo delta:

V(z) = Z Wy o(xz —na) ,

n=—oo

donde W, tiene las dimensiones de energia por unidad de longitud. La periodicidad del
potencial nos permite buscar soluciones del tipo . El problema se reduce a calcular las
funciones periédicas uy(x) y encontrar la relacién entre k y la energia E. Més aun, basta
resolver el problema en 0 < x < a, ya que fuera de ese intervalo las soluciones se pueden
encontrar usando (13.68]).

Pues bien, en el intervalo 0 < x < a, el potencial se anula y, por lo tanto, la solucién
general de la ecuacién de Schrodinger es:

U(r) = Ae"* + Be "
donde hg = v2m£E. Para la onda de Bloch se tiene, entonces:
up(z) = Ae'tke . peilathe (3.71)

Para determinar los coeficientes de expansiéon A, B, imponemos las dos condiciones de borde
usuales:

1. La funcién de onda W(x) debe ser continua en x = na, n € Z. Esto implica que también
u(x) debe ser continua en esos lugares, es decir:

e—0

ug(€) — ug(—e) — 0 .

Pero recordemos que sélo tenemos la funcién de onda para 0 < z < a, dada por (3.71)),
entonces, en principio, no conocemos uy(—e). Sin embargo, usando la periodicidad de
la onda de Bloch,

up(—€) = ug(a — €)
de modo que la condicién de continuidad queda

e—0

u(€) —ug(a —e) — 0,

y uy es evaluada sélo en puntos en el intervalo (0,a). Usando la ecuacién (3.71)), la
condicion de continuidad queda finalmente

A+ B = A¢'li=ke 4 pe~ilathle (3.72)

2. La funcién de onda ¥(z) debe ser solucién de la ecuacion de Schrodinger también sobre
los puntos de la red, es decir,

2m dx?

(E+h—2i) U(z) = f Wo oz — na) ¥(z) .

n=—oo
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Integrando esta ecuacién sobre un pequeno intervalo —e < x < ¢, se encuentra

e R [ d¥(z) dV(x)
E U — | — — = \\J . .
/_€ (z)dx + 5 { v |, I w_j Wy (0) (3.73)
Ahora bien: e
d(:v) = jqAe'l° — jqBe 1 Lmal iq(A—B)
T r=€

y, aprovechando la periodicidad de ug(z), para poder emplear (3.72)),

dv d ik
- = - (uk(:p)e K )
_ d ik(z—a)
il T (ur(z — a)e ) o
d ) )
= % (uk(x)eﬂme—zka)
. W o . ‘ .
— 6—zka (d d($)) _0> 6_Zkalq (Aelqa . Be—lqa) )
€z r=a—€
Ademas i
E / U(z)dr =20
y
luego (3.73) queda:
h2 ) )
gyl (A= B — Ae'm™M 4 Be=ath)a) = W (A + B) . (3.74)

Las condiciones de borde anteriores nos dan un sistema homogéneo de dos ecuaciones
para los coeficientes A y B. De (3.72) se deduce que

1— 6i(q—k)a

B = Ae—z‘(q+k>a 1

y reemplazando este resultado en (3.74) se obtiene

2 _ pilg—k)a , —i(g+k)a (1 _ pilg—k)a _ i(g—k)a
Ah . [1+ 1 € _el(q_k’)a € ( € )] — WOA |:1 1 € :| ,

pyeall 1 o ilathya 1 _ e—ilg+k)a T 1 — e-ilgtk)a
de donde W
. . ) i mwWwyg ) .
A ezka _ e taa _ piga e ika — A elaa _ o—iqa
( ety AT )
0 sea W
coslm—cosqa—m 0S.inqa A=0.

h%q
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2n 4

Figura 3.23: Gréfico de la ecuacién (3.62) para mWya/h? = 37 /2.

Puesto que nos interesan las soluciones no triviales, el coeficiente de A en la ultima ecuacion
debe anularse, lo que nos da la siguiente relacién entre g y k, es decir, entre la energia y el

vector de onda:
mWpya sin qa

h? qa

Esta ecuacién puede ser resuelta graficamente. La figura [3.23| muestra el resultado que se
obtiene para

cos ka = cos qa + (3.75)

mWya 3
22
Notando que para un dado valor de k el lado izquierdo no puede exceder el valor de uno, se
obtiene que los valores de ga deben estar en las zonas “gruesas” del eje ga (ver figura). Ya
hemos visto que, cuando tenemos una particula con energia sobre el maximo de un potencial,
el espectro es continuo. Para estados ligados, el espectro es discreto. Ahora encontramos
que cuando el potencial es periédico, el espectro es continuo, pero existen zonas permitidas
(“bandas”), con zonas prohibidas (“brechas” —gaps) entre ellas.

Utilizando que FE = h?¢*/2m podemos graficar E en funcién de k en la zona “reducida’
—7m/a < k < 7/a. La figura muestra las primeras dos bandas de energia F en funcion
de k, para los mismos parametros de la figura anterior. Este grafico revela claramente la
existencia de “gaps” o “zonas prohibidas” para la energia. Esta es una caracterfstica general
que se observa en todos los potenciales periédicos, ya sea en una o tres dimensiones.

Estas bandas de energia, con sus zonas prohibidas, estan estrechamente relacionadas con
el hecho de que algunos cristales son conductores y otros son aisladores.

3.7. Efecto Aharonov-Bohm.

En esta seccién analizaremos un problema que esta relacionado con el efecto de Aharonov-
Bohm.
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Figura 3.24: Bandas de energia del modelo de Kroning-Penney.

3.7.1. Particula en movimiento circular.

Consideremos una particula de masa p y carga g que estd constrenida a moverse en el
plano z-y sobre una orbita circular de radio py alrededor del origen, pero que por lo deméas
estd libre. Encontremos los autovalores de la energia y las correspondientes autofunciones.

Usemos coordenadas cilindricas con p = constante = py y 2 = 0:

U=U(p,¢,2)=U(p) .
La ecuacién de Schrodinger “libre”, en coordenadas polares, para p = pg, viene dada por
1 1 0" (0)
2upf 09

Dos soluciones linealmente independientes son:

+EU(¢) =0 .

1 e
UH(g) = et

soluciones que estan normalizadas de acuerdo a

2m
ORI
0
La condicién de que la funcién ¥(¢) no sea multivaluada da la cuantizacién de la energia:

V2pEpy

U(p+2m) =V(p) = 5 =necz,
o0 sea, el espectro de energias y autofunciones es
h2 2
B, = —
205
Y 1
W (9) = —=e™

T Von
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N>

\

A
X

Figura 3.25: Espira circular de radio b por la cual circula una corriente I.

3.7.2. Potencial vectorial magnético.

Introduzcamos ahora un campo magnético representado por el potencial vectorial:

A= (3.76)
y mostremos que el campo magnético B =V x A asociado a tal potencial vectorial corres-
ponde aproximadamente al de un fino y largo solenoide con flujo ®, colocado a lo largo del

eje Z. (En la subseccién siguiente estudiaremos el movimiento de una particula cargada en
movimiento circular, en la presencia de tal campo.)

El potencial magnético Aen un punto P = (1,0, ¢), producido por una espira de radio b,
por la cual circula una corriente I, para r >> b, es (ver figura [3.25))

A= A(r,0) = Ay(r,0)0

con
Ih? r sinf

¢ (b2+712+2brsing)3/2 -

A¢(T, Q) =

A partir de este resultado, para un solenoide que tiene n vueltas por unidad de longitud (ver
figura |3.26), se deduce que

oo Inh? X sin «
Ay(r,0) = dz .
o(r,) / c n(bQ + 2bx sin a + x2)3/2 ©

—00
El campo magnético generado por tal solenoide es

- {@2 en el interior

0 fuera del solenoide

Para el flujo magnético ® se encuentra el resultado:

B 472b*n

c

® = 7b’B

Y
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] dz

<>

Figura 3.26: Solenoide (de longitud infinita) con n vueltas por unidad de longitud, por el cual
circula una corriente I. Notar que rsinf = y sin a.

o0 sea,
Imh*n P

c  A4r
Con esta expresion, para el potencial A se obtiene

Ag(r.0) = L rsing / - e
r,0) = —rsin
oA i oo (D2 4124 224 2brsin @ — 2rz cos §)3/2

En el limite b — 0, es decir, para un solenoide muy fino, queda

Orsinfh [T dz
A =
o(1,9) 47 /_OO (r2 + 22 — 2rz cos 0)3/2

$rsin 2

Ar r2sin%6 ’

0 sea,
- O ZxT
A = 5 7Aoo\
2 (2 x 7)2
Asi, hemos demostrado que el potencial magnético dado por la ecuacién (3.76)) da origen a
un campo magnético que es nulo en todas partes, excepto sobre el eje 2.

3.7.3. Particula cargada moviéndose en un campo potencial magnéti-
co.

Volvamos al problema de la primera subseccién, es decir, consideremos nuevamente el
movimiento de una particula de masa p, restringida a moverse sobre un circulo de radio py.
Adicionalmente, supongamos que la particula posee una carga ¢ y que normal a la espira,
por el centro, pasa un solenoide del tipo analizado en la subseccion anterior.

Si bien, en todos los lugares por donde se encuentra la espira el campo magnético B es
nulo, no lo es el potencial magnético.
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Es nuestro objetivo determinar el espectro de energia y mostrar que éste coincide con el
espectro que se obtuvo para ® = 0 (primera subseccién de la presente seccién) si el flujo ®
asume ciertos valores cuantizados.

Al moverse una particula cargada en presencia de un potencial magnético A, el momento
p en el Hamiltoniano debe ser reemplazado por

[BS

F—p+-A
C

(resultado bien conocido de la mecanica cldsica).
2 ., 7. . .
En lugar de —%VQ, en la ecuacion de Schrédinger debe introducirse el operador

1 . N2
L (o + L4)"
20 c

La ecuacién de Schrodinger que debemos resolver es por lo tanto

1 .10 q 2 B
. <_m%a—¢ ; 2A¢> (o) = BU(5) .

En el plano z-y, a una distancia py del origen, el potencial magnético es

o

A, —
¢ 2mpo

luego la ecuacion de Schrodinger queda

1 ( .10 qd
— | —th——=—+
2u pod¢ — 2mpoc

1 h? 0? L qP 0 G* P2
[@ <_p_30752 T 47T2p302> - E} He)=0

Esta ecuacidén la reescribimos de la forma

) () = BU(o) |

0 sea,

o*vw ov
— — v =0 3.77
con
FLQ
a=——7,
2pp5
1thq®
ﬁ = _2 2
THPC
Y 2@2
_ T
7T '

Busquemos soluciones del tipo
U(p) = e .
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Reemplazando este Ansatz en (3.77]) se obtiene la relaciéon que debe satisfacer I:
al? + Al +~v=0 .

Resolviendo la ecuacién cuadratica se obtienen dos valores para I':

1 (0]
r=—- (q— T PO\/QME)

21

La funcién de onda para el problema es, por lo tanto,

T (¢) = \/LQ—WGXP [—% (2617@6 + PO\/2M_E> 4

La condicién de que ¥ sea monovaluada (i.e., U£(¢ + 2m) = U*(¢)) nos da ahora la cuanti-
zacion de la energia:

qP 2uEm, ‘
—_— —=m con m entero
onhe + Po hz ; )
es decir,
h? P \?
2105 2mhce

La funcién de onda correspondiente viene dada por

v, = —_¢™m
(0) = <=
Si o
q
=0€Z
2rhe S

entonces el espectro coincide con el que se obtuvo en la primera parte para ® = 0.
Caractericemos el flujo ® con el parametro de intensidad ¢, es decir, escribamos

2
b= by — mhed '
q

El espectro tiene degeneracion doble si ¢ es semientero. Con § entero el espectro también es
doblemente degenerado, con la excepcién del estado fundamental (ver figura . En los
demds casos el espectro es no degenerado.

Note que los niveles de energia dependen de la intensidad del campo magnético B al cual
la particula no estd expuesta. Contrariamente a lo que ocurre en la electrodinamica clasica,
donde los potenciales eléctricos y magnéticos son sélo magnitudes auxiliares que ayudan a
una formulacién més elegante de la teoria, en la mecédnica cuantica el potencial magnético A
genera un efecto observable (efecto de Aharonov-Bohm).

Una referencia ttil sobre la verificacion experimental del efecto de Aharonov-Bohm se
puede encontrar en el articulo “Quantum Interference and the Aharonov-Bohm Effect’, pu-
blicado en Scientific American, Abril 1989.
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Figura 3.27: Espectro de energia para diversas intensidades del flujo magnético.

3.8. Problemas

3-1)

3-2)

3-5)

Verifique la siguiente expresion numéricamente

Considere el estado ¥ = (¢g+¢;)/v/2 en t = 0. Encuentre cémo evoluciona ¥ temporal-
mente y demuestre que es una funcién periédica del tiempo con periodo T' = h/(E,—Ej).
Grafique |¥(z,t)|? parat = 0, 7/4 y m/2. Interprete semicldsicamente la evolucién tem-
poral como un “rebote”; calcule el periodo T" y muestre que, en orden de magnitud,
coincide con el de una particula cldsica de energia £ = (H). Usted concluird de este
ejercicio que un factor de fase en una superposicién 1y + e*“4; es altamente relevante:
o + ey # 1y + 1. Ello, a pesar de que un factor global de fase es irrelevante: ¥ y
e’®¥ describen al mismo estado.

Repita el andlisis realizado para el potencial coulombiano en la subseccién para el
oscilador arménico.

Verifique que si ®(t = 0) = &, g(x), entonces P(t) se alterna periédicamente entre los
estados ®,r v @, 1, con un tiempo de intercambio

hr
E,_—FE,

T, =

Analice el potencial

_ Joo |z| > a/2
Viw) = {Woé(x) 2| < a/2
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3-6)

3-7)

3-8)

3-9)

3-10)
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Ponga Wy = h?Q/m y tome el limite @ — oo. Haga ver que se obtiene un espectro
similar al de la figura [3.10, Interprete sus resultados analizando las autofunciones de
cada doblete @, (x).

Reproducir los resultados para el potencial delta atractivo usando la solucin del pozo
cuadrado con a — oo, Vj — oo, con aV = constante. Muestre que sélo aparece una
solucin y que sta es par.

Una particula (en dos dimensiones) esté encerrada en una caja rectangular de lados a
y b, cuyas paredes son impenetrables, y dentro de la cual se puede mover libremente.
Encuentre las autofunciones y autovalores del Hamiltoniano del sistema. ;Qué se puede
afirmar acerca de la degeneraciéon de los autovalores?

Encuentre las autofunciones y los autovalores del operador de Hamilton para el siguiente
potencial:

V(X)

Estudie los estados ligados y no ligados del potencial:

Viz) = —Vb sz]a:\ <a
0 st|z| > a

Haga el limite Vy — oo, a — 0, con 2Vhya = Vg y compare con el resultado para un
potencial delta atractivo, V(z) = =V (z).

Considere el pozo de potencial, nulo en el intervalo [0, a, infinito en el resto del eje real.

a) Mostrar que para una particula en este pozo infinito valen las siguientes relaciones,
en el n-ésimo estado:

2
5, a 6
(Az) :E<1_n2w2) |

. Cémo se entiende que la probabilidad de encontrar la particula en a/2 sea nula para
los estados con n par?

b) Determine la funcién distribucién de probabilidad de momentum para una particula
en el n-ésimo estado.



Capitulo 4

El oscilador armonico.

versién 21 junio 2007

En muchos problemas de la Fisica se esta interesado en analizar problemas para los cuales
el sistema sélo esta levemente fuera del equilibrio. En ese caso el problema generalmente se
puede describir como un conjunto de osciladores independientes. Lo tltimo es cierto tanto en
Mecénica Clasica como también en Mecanica Cudantica, que es el formalismo que debe usarse
para estudiar las oscilaciones de nicleos, moléculas y sélidos.

En este capitulo consideraremos la solucion cuantica al problema del oscilador arménico
unidimensional, cuyo Hamiltoniano esta dado por:

. . 1
= TH(%,p) = 2> + K’ (4.1)

4.1. Resultados aproximados.

Antes de resolver el problema de manera formal, obtendremos un par de resultados menos
rigurosos.

4.1.1. Energia de punto cero.

En esta seccién estimaremos la minima energia que puede poseer un oscilador armoénico
de acuerdo al principio de incerteza. Para ello notemos primeramente que

(Az)” = (x%) — (%) = (&) (4.2)

(Ap)* = (p*) — (P)? = (%) , (4.3)

pues, por simetria, (X) = (p) = 0.
De acuerdo al principio de incerteza, siempre se tiene que

2 2 hZ
(Ar)(Bp)? > -

209
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Supongamos que la funcién de onda para el estado fundamental es tal que en la tltima
ecuacion se puede usar el simbolo de igualdad, o sea, que se tiene

(x*)(p%) = hz : (4.4)

Evaluemos el valor esperado de la energia. A partir de (4.1)), se obtiene
1

(B) = (H) = 5~ (p*) + 5mw™(x%) .

dE) w1
d(x2)  8m(x2)?2 2

El valor de (Xx?) que minimiza (E) es, por lo tanto,

h2
S22 _
(Z°)min = A2l
Con este valor se obtiene para (E) i, el resultado
(E)in = 3
min - 2 .

Como el valor esperado de la energia de un estado estacionario coincide con la autoenergia

de tal estado, se tiene que
1

Erin = §hw )
resultado que, como veremos, coincide con el resultado exacto.

Es importante notar que la energia del estado fundamental del oscilador arménico no es
nula. Esta energia minima, que ningun oscilador puede perder, se llama energia de punto
cero. Como vimos en el Capitulo anterior, esta energia minima aparece porque, en el estado
fundamental, hay un compromiso entre la energfa potencial y la cinética. Disminuir (X?) es
conveniente porque disminuye la energia; lo mismo ocurre al disminuir (p?). Sin embargo, no
pueden ambos decrecer arbitrariamente, pues debe satisfacerse el principio de incerteza. De
este modo, disminuir (Xx?) aumenta el momentum, es decir la energfa cinética, y finalmente
el sistema se encuentra en un estado, el estado fundamental, de energia no nula.

4.1.2. Regla de Cuantizacion de Bohr-Sommerfeld.

El resultado anterior nos permite estimar la energia minima. Para encontrar el espectro
de energia, en tanto, podemos emplear la Regla de Cuantizacion de Bohr-Sommerfeld. Esta
exige que

]{p(x)dx:nh , neN . (4.5)
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Para el momento p, en funcién de la coordenada x, se tiene la expresion

p(z) = £V2mE — m2w?a? .

Luego

zo
fp(x) dr = 2/ V2mE — m2w?z?dr |
.

donde z( es la amplitud clasica del oscilador:

1 J2F
Top=—\/— .
wV m

Para evaluar la integral realizamos el cambio de variable u = /75wx. Se obtiene
[2E1 [* 21E
j{p(x) dx = 4vV2mE ——/ V1= @du= "2
mw J, w
Combinando este resultado con (4.5) queda

2rkE,
w

=n2wh ,

0 sea,

E,=nhw , n=0,1,2,.... (4.6)

Este resultado, por cierto, esta de acuerdo con las observaciones experimentales, que indican
que para explicar fendmenos como la radiacién del cuerpo negro o el efecto fotoeléctrico, es
necesario considerar que la energia de un campo electromagnético oscilatorio es un multiplo
entero de Aw. La regla de Bohr-Sommerfeld da cuenta de dicho resultado. De hecho, da
(como veremos en la siguiente seccion) el correcto espaciamiento de los niveles del oscilador
armoénico, pero erroneamente la energia del punto cero.

4.2. Los operadores a, a' y n.

En principio, para resolver el oscilador armoénico cuantico podemos proceder como en
el Capitulo anterior: escribimos la ecuacion de autovalores del Hamiltoniano, que en repre-
sentacion de coordenadas serd cierta ecuacion diferencial. El problema se reduce entonces a
resolver una ecuacion diferencial. Esto se puede hacer por cierto, pero no procederemos asi.
Haremos un desarrollo puramente formal, en el espacio de Hilbert, independiente de cualquier
representacion particular. El proceso sera menos directo que resolver la ecuacién diferencial
directamente, pero aprenderemos mucho acerca de las soluciones, e introduciremos conceptos
que son comunes a otros ambitos de la Fisica (Teorfa Cudntica de Campos, en particular).

Comenzamos el tratamiento formal del oscilador arménico introduciendo variables adi-
mensionales. Definimos los operadores &, 7t y el escalar ¢ por

X

h/mw

3

?
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. _ P
T = ,
mwh
y
L E
g - =T .
2 hw
(Note que \/ h/mw y vVmwh son la amplitud méxima y el momento maximo que tiene un
oscilador clésico si su energfa es £ = Lhw.) El conmutador de estos operadores viene dado
por

Con estas definiciones el Hamiltoniano para el oscilador arménico queda expresado por

H(E ) = Jho (72 +€)

mientras que la ecuacién de Schrodinger tiempo independiente, H| W) = E|¥g), queda

NO| —

(7% + &%) |V,) = (a+ %) W, .

Introduzcamos el operador a definido por

a= % (& +im) . (4.7)
Su hermitico conjugado es
éT:%(éJrzﬁ')T—%(ﬁT—iﬁ'T):%(é—zfr) : (4.8)

ya que £ y 7 son operadores autohermiticos.
Si € y 7 fuesen variables clasicas, seria natural la factorizacion

Sin embargo, debido a que los operadores momento y posicién no conmutan hay un término
correctivo adicional:

de modo que

% (7 + &) = a*a+% .
Vemos entonces que el Hamiltoniano se puede escribir de un modo mas sencillo usando los
operadores a y a'. Observemos, incidentalmente, que hasta el momento siempre nos han
interesado dos tipos de operadores en particular: los autohermiticos, pues corresponden a
observables fisicos, y los unitarios, que estan asociados a cambios de base. Pero aqui hemos
definido un operador a que no es autohermitico ni unitario (si fuera unitario, a'a = 1, en cuyo
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caso el Hamiltoniano seria sélo un niimero, lo cual no es cierto), y sin embargo muestra cierta
utilidad. De hecho, veremos mas adelante que es un operador particularmente interesante, a
pesar de no corresponder a un observable.

Conviene ahora definir el operador n por

n=aa.

Este si es un operador autohermitico (dado un operador A arbitrario, el producto ATA es
siempre autohermitico). Con esta definicién el Hamiltoniano toma la forma

. 1
H:m}(ﬁ+§)

Ahora podemos ver con claridad una de las ventajas de definir los operadores a: con ellos, es
posible definir un operador adicional, n, que tiene precisamente la forma que tiene la energia
de acuerdo a lo visto en la seccion [Excepto, por supuesto, que aqui 1 es un operador, y
en es un numero entero.]

Por completitud, escribamos también las relaciones inversas de y (o sea, Ey 7
en términos de los operadores a y a'):

5 1,
5:7§@+T)

Y 1
ﬁ:ﬁ(é—aT)

Usando el operador 1 y la definicién de o, la ecuacién de Schrodinger queda de la forma
sencilla:
n|v,) =o|v,) .

Para lo que sigue necesitamos evaluar el conmutador [é, éT]:

[a,a"] = %[é+i7ﬁ',€—z’7ﬁ‘}
— %[é,—z’fr]Jr%[ﬁr,ﬂ
= —i[§w]=1.

Podemos demostrar ahora la siguiente interesante propiedad:

Proposicion 4.1

ajv,) o« |W,_4) (4.9)
y

al|U,) o |Wepy) . (4.10)

Es decir, el operador a nos permite descender en el espectro, v al ascender. Debido a esta

propiedad, en el lenguaje técnico se dice que a es el operador de bajada y a' es el operador
de subida.
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Demostracién
n(ajl,)) = a'aalv,) = (aa' - 1)alv,)
= a(a'a)|v,) —a|¥,) =am —1)|v,)
= a(oc - 1)[¥Y,) ,
es decir,

n(alv,)) = (o — 1) (al¥,))

Luego a|¥,) es proporcional a |¥,_1), pues, para el oscilador armoénico, el espectro es no
degenerado (lo sabemos por la forma asintética del potencial en +oo, ver Sec. . Esta
ultima relacion ensena que, si o es autovalor de n, en general ¢ — 1 también sera autovalor
de n, a menos que a|¥,) = 0.

q.e.d.

En forma andloga se demuestra que
éT|\I’U> X ’\I]a+1> .

Hasta el momento sélo sabemos que ¢ es autovalor de n, y que los operadores de subida
y bajada nos permiten movernos a estados o £ 1, 0 £ 2, 0 £ 3, etc. Esto en principio sugiere
que los autovalores de n pueden ser arbitrariamente grandes o pequenos. Sin embargo, dichos
autovalores tienen una cota inferior:

Proposicién 4.2 ¢ > 0.

Demostracién 0 < ((¥,|a') (a|¥,))

I
/é
S
=i

W
3/

I

Q

q.e.d.

Notar que el resultado anterior implica que E > %hw, lo que concuerda con el resultado
estimado en Sec. [f.1.1] Este resultado también significa que existe un estado fundamental
—un autoestado con energia minima. Ahora bien, como los autovalores o deben ser positivos,
y por otro lado debe ser siempre cierto, el inico modo de compatibilizar ambos hechos
es el siguiente corolario:

Corolario Sea |V, ) un autoestado para el oscilador arménico, entonces la serie |V, ), a|¥,),
a%|\v,), ...debe terminar, o sea, existe un oy > 0 tal que

al¥,,) =0 .

Por ende, oy es el menor autovalor posible, y entonces ¥, corresponde al estado fundamental,
que se obtiene a partir de sucesivas aplicaciones del operador de bajada (ver ﬁgura. Ahora
debemos encontrar o. Una vez determinado o, sabemos (al aplicar a') que el espectro de n
serd oo, 09+ 1, o9+ 2, ... Otro autovalor de n llevaria a la violacién del caracter positivo de
n, como se ve al aplicar reiteradamente el operador de bajada a.

La siguiente proposiciéon nos dice cudl es este valor minimo de o.

Proposiciéon 4.3 o, = 0.
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- o
\V4
I
o-1
\Y4
INE
: 0_2
\J
vV
Vo
Op

Figura 4.1: Una aplicacién sucesiva de a a un estado lleva al estado fundamental.

Demostracién Como a|¥,, ) = 0, se tiene que
n|v, ) =aav,)=0 .

Por otra parte,
n|Vs,) = 00| ¥s)
luego op = 0.
q.e.d.

Con todos estos resultados, podemos finalmente escribir el espectro de energias de oscila-
dor armoénico:

Corolario El autovalor ¢ de la ecuacién n|¥,) = o|W,), es un entero no negativo, o sea,

1
En:hw(n—l—§) , con n=0,1,2,... . (4.11)

Note que el estado fundamental tiene energia Fy = %hw, resultado que coincide con el obte-
nido en la primera seccién de este capitulo usando el Principio de Incerteza.

Notacion: A o, por ser un entero, de aqui en adelante lo denotaremos por n, mientras que
para los autoestados |¥,) usaremos la notacién |n), conn =0,1,2,...

De esta manera, la ecuacion de autovalores queda en una forma particularmente sencilla:

nn) =nln) .

Hemos encontrado el espectro de energia del oscilador armoénico. Nos falta encontrar
las autofunciones. Para ello, obervamos que sabemos que a|n) es proporcional a |n — 1).
Evaluemos la constante de proporcionalidad, es decir, escribamos

an) =byn—1), b, eC ,

y evaluemos b,,. Se tiene
(n[n|n) = (n|n|n) = n(nln) =n .
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Por otra parte,

(najn) = (nla'aln) = (an))" (an))
= biby(n—1ln—1) = |b,)* .

De estas ecuaciones se deduce que |b,|? = n, o sea,
b, =/ne | con B, €R .
Eligiendo los b,, de manera que sean reales positivos, se obtiene finalmente
aln) =+vn|n—1) . (4.12)
Repitamos lo mismo pero para el operador af. Escribamos
afln) =c,n+1) , con ¢, eC.
y evaluemos c,. Se tiene

[a'a|n)
(aa’ — 1) |n)

|
alln)" (a'n)) = (nln)

cn{n+1n+1) -1,

n=(njnjn) = (n
(n
e
0 sea,
len> =n+1 .
Eligiendo nuevamente los coeficientes de manera que sean reales y positivos, queda
ch=vn+1,

obteniéndose finalmente
aln) =vn+1|n+1) . (4.13)

Otra manera de obtener este ltimo resultado es notar que permite escribir a como
matriz. Entonces, la matriz que representa a &' se obtiene trasponiendo y conjugando la
matriz de &, vy asi serfa posible determinar la imagen de los vectores de la base bajo af.
Implementemos dicho procedimiento.

Sabemos que [ver ecuacién ([{.12)]
(&) mn = (Mla|n) = Sn_1vn .
Esta relacion implica que
(&) = (@) = Onm VT = bt VT 1,

o0 sea,

alln) = ("), [m) = Zémmx/w Im) =vn+1n+1) .
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El Hamiltoniano en términos de n se puede escribir, entonces, en la forma

H:hw(§a+%)=(ﬁ+%)mu.

Notemos que el operador n tiene como autovalor un niimero entero, que es precisamente
igual al nimero del nivel de energia correspondiente (0 para el estado fundamental, 1 para
el primer estado excitado, etc.). Debido a ello, in se denomina el operador de nimero (o de
cantidad).

En una Teorfa Cuantica de Campos, los operadores n, a y a' se pueden reinterpretar de
otro modo. En efecto, al cuantizar un campo (electromagnético, por ejemplo), sus oscilaciones
(las ondas electromagnéticas) se tratan cudnticamente, lo que lleva naturalmente a que el
problema sea analogo al de un oscilador arménico. En este contexto, el operador de niimero
n cuenta el nimero de cuantos de energia fuw en el estado |n) [ver (4.11))], es decir, cuenta
el numero de fotones en un determinado modo de oscilacion. En particular, se dice que el
estado fundamental |0) es el “vacio” de excitaciones. Siguiendo la analogia, el operador a
convierte un estado con n fotones en uno con n — 1 fotones, es decir a aniquila un fotén,
y se le denomina operador de aniquilacion o de destruccion. Por su parte, af convierte un
estado con n fotones en uno con n + 1 fotones, esto es, a crea un fotén, y se le denomina
operador de creacion. Asi, pues, estos operadores tienen gran importancia en teorias fisicas
mas elaboradas, que modelan cuanticamente las interacciones entre particulas.

Evaluemos los conmutadores de i1 con a y af. Se tiene:

[h,a] = na—an=a'aa—aa'a

De manera analoga se encuentra que

La relacion (4.13)) permite obtener las funciones de estado en funcién del estado base | 0).
En efecto, aplicando en forma consecutiva a' sobre el estado fundamental se encuentra

(@h"0) = (a)"'Vil1)
= (@)"*Viv2|2)
= (@)"*V1-2-313)

— Val|n) .

0 sea,

(4.14)
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4.3. Funcion de onda del estado fundamental.

En la seccién anterior se encontré el espectro de energia del oscilador. Encontremos ahora
las funciones de estado para el oscilador armonico en la representacion de posicion. Comenza-
mos el andlisis encontrando la funcién de onda (£]0) = ¥y(€) del estado fundamental. Luego,
usando , podremos encontrar las funciones de onda para los estados excitados.

De momento, lo inico que sabemos del estado fundamental es que satisface:

al0) =0 .
Proyectando esta relacion en representacién de coordenadas:
(¢lalo) = <§|(§ +17)|0)

58100 + = (&[0

€0) + 5 (- (€0))
(£+j€> o(§) -

De las expresiones anteriores se deduce que la funcién de onda W(&) satisface la ecuacién

diferencial p
(£+d§) 0(§) =0 .

Es inmediato ver que la solucion de esta ecuacién es la gaussiana

ﬁ
V2

Sl Sy

Wo(§) = Aemt
El valor de A = 7~ 1/4 se obtiene normalizando la funcién de onda. De esta manera se obtiene

Wo(&) = Ve S/ = (€|0)
= exp (—a?) = (al0) -

Un grafico de la funcién de onda del estado fundamental se muestra en la figura
Evaluemos el ancho (A€)? para el estado fundamental:

%) = ()= (&)
0[€%]0) = 5{0l(a +a")*|0)

[ (0]a%]0) +

(282 -

o~ o~

N | —

0|aaf(0) + (0]a‘al0) + (0]a’?|0) |

NN =

(0]aa’|0) =
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T T
45\ V(X)=mu?x?/2 8
/
3, _
2
o 2+ i
1, _
| | | | |
03 2 i 0 1 2 3

Figura 4.2: Estado fundamental del oscilador arménico.

h
Ax)? = —— |
(X) 2mw

Anélogamente, se puede mostrar que (A7)? = 1/2, es decir

(Ap)? = %ﬁmw :

Se sigue entonces que el estado fundamental del oscilador arménico satisface AxAp = h/2,
es decir, satisface la igualdad el principio de incerteza. Esto era de esperar, por cierto, pues
la funcién de onda es una Gaussiana. Recordemos, ademds, que en la Sec. [4.1.1] estimamos la
energia del estado fundamental usando el principio de incerteza, y que obtuvimos el resultado
exacto dado por . Ahora nos damos cuenta de que esto no es ninguna sorpresa, ya que
el estado fundamental del oscilador arménico es una Gaussiana, precisamente la funcién de
onda para la cual el principio de incerteza es una igualdad.

La evolucién temporal de ¥ (&) viene dada por

Uy(6,t) = m Yiexp (—% - % (%hw) t)

_ 1 6—52/2e—iwt/2 .

I

Es importante notar que, de acuerdo a la tltima ecuacién, el paquete de ondas Gaussiano
que representa al estado fundamental no se dispersa a medida que transcurre el tiempo. Esto
contrasta con la particula libre, en que un paquete de ondas inicialmente Gaussiano sigue
siendo Gaussiano, pero con una dispersion creciente con el tiempo.

4.4. Estados excitados.

Ya conocida la funcién de onda del estado fundamental podemos, utilizando el operador
de subida, obtener todos los estados excitados.
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Comenzamos evaluando explicitamente la funcion de onda del primer estado excitado
(n = 1) en la representacién de posicién. Se tiene:

(€l1) = w1(¢) = (¢la’lo)

() = (- imlo)

(e ()

_ 1 (5 _ i) Le—@/?
V2 g ) Jm
= \/556752/2 _

4

S

N

En general, para el n—ésimo estado excitado, se obtiene:

() = <§|n>=¢%<§|a*“|o>

1 1 d\"
= o (f - d_f) (€10)
I g_i neféz/Q '
Vnl {/ 2n/2 dg
Consideremos la expresion
_ €§2/2i <€—f2/2¢<5)) — _652/2 <—€€_€2/2¢<€) + 6—52/2d¢(£))

dé d§
- ( —%) "GR

Deducimos que el operador diferencial £ — d/d€ se comporta igual que el operador

d

_652/2d_£€—§2/2 7
luego
d " 2 d 2 2 d 2 2 d 2
AN L Lyt e 22l e e d e
(f dﬁ) (—1)" dfe e d§e e dfe
dn
— (—1)”e52/2@e*52/2 .

Con esta expresion, la n—ésima funcién de onda del oscilador armoénico se puede escribir de
la forma . "
U, () = G 662/2d_€f€2/2 e 82

V2rnl /T dgn
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Definicién.
52 dTL

dgn
Breves momentos de reflexién muestran que los {H,(£)},, con n € N, son polinomios, los
asi llamados polinomios de Hermite.

H,(€) = (—1)" et (4.15)

Con esta definicion, las funciones de onda quedan

/2
U,.(§) = Wﬂn(@ = ({|n) . (4.16)

Los polinomios de Hermite tienen paridad bien definida:

H,(=¢§) = (=1)"Ha(§) ,

luego, también la tendran las funciones de onda del oscilador arménico,

Un(=£) = (=1)"Tn(§) .

Esto coincide con un resultado general obtenido anteriormente, donde se noté que todo
potencial par V(z) = V(—z), poseia autofunciones con paridad definida.

La figura muestra un gréfico de las funciones de onda ¥, (§) y la densidad de proba-
bilidad cudntica pegant(§) = |(¢|n)]?* para varios estados. Con el fin de comparar, se muestra
también la densidad de probabilidad clasica de encontrar la particula en el lugar ¢ al oscilar
ésta con una energia igual a la del n-ésimo estado cuéntico. Esta viene dada por

1

pa(§) = W )

donde
&h=V2n+1

es la amplitud clasica del oscilador.
Los aspectos de la figura que valen la pena destacar son:

= El ntimero de ceros de las funciones de onda es igual al nimero cuantico n que carac-
teriza el estado. Cada estado tiene un cero mas que el estado inmediatamente inferior
en energia. (Ya hemos visto que ésta es una propiedad general.)

» Las funciones de onda tienen una paridad bien definida, siendo ésta (—1)". (Esto se
debe a que el Hamiltoniano conmuta con el operador de inversiones espaciales.)

= La distribucion clésica diverge en los puntos de retroceso & = &,,. Esto se debe a que el
oscilador clasico pasa mas tiempo en los extremos de la trayectoria. Mas alla de estos
puntos, la densidad de probabilidad clasica es nula.

= La distribucion de probabilidad cuantica muestra oscilaciones y si penetra en la region
clasicamente prohibida.
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n=0 n=0
kol
=
3> g
o)
[e]
x
| | |
4 2 0 2 4 4 4
g
n=1 n=1
B
o
= 3
o)
[e]
fan
4 > 0 > 4 4 > 0 2 4
n=8 n=8
ANINNIWANEE:
S
3> 8
Q
[e]
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Figura 4.3: Funcién de onda y distribuciones de probabilidad cldsica (linea punteada) y
cuantica (linea llena) para varios estados del oscilador arménico.
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= Si bien, para los estados de menor energia, las densidades de probabilidad clasica y
cuantica son muy distintas, a medida que n crece la distribucién clasica comienza a
representar bastante bien al promedio de la distribucién cudntica. Esto es justamente
lo que esperamos, que el resultado clésico se obtenga como el limite del cuantico para

energias grandes.

4.5. Polinomios de Hermite.

En esta seccion resumiremos algunas de las propiedades que cumplen los polinomios de

Hermite.

Partiendo de la definicion que hemos dado, los polinomios de Hermite los podemos rees-

cribir de la forma:

2 dn 2
— (1 [ S8
6 = (1 ()
2 an 2
= 1)n€§ _ne—(E—S)
85 s=0
2 an 2
— 1)"eé” —— (=) 1)
(e e
_ O ey
os™ <0

Definamos la funcién generatriz (de los polinomios de Hermite)
F(s,§) = i

Al expandir F(s,£) en torno a s = 0 obtenemos

oo

S£=Z%G¥’®

(5r:0)

son precisamente los polinomios de Hermite (ver ecuacién (4.17))), luego

s=0

Pero los términos

s=0

—82 S C 1 n
F(s,6) = e =) —H(€)s" .
n=0

Ejercicio:
Demuestre que

_ — 746

= €2 /2+V2s6 —s%/2 n n
F(s,¢€) —Z ol s"o.

=7

n=0

(4.17)

(4.18)
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(F(s,€) es la funcién generatriz de las autofunciones del oscilador arménico).

Partiendo de la definicién de la funcién generatriz podemos encontrar relaciones de recu-
rrencia. Por ejemplo, se tiene:

OF
a—g = 2sF .

Usando el desarrollo en serie de F' dado por la ecuacion (4.18)), esta relacién queda

= H (&)s™ = 2H,,(&)s" !
3 n(6) -y (&) '

n! n!

Igualando los términos de la misma potencia s", se encuentra la relacién de recurrencia

(Equivalentemente, podemos obtener la relacién de recurrencia aplicando el operador de
bajada a | n ), escribiendo (4.12)) en representaciéon de coordenadas.)
Del mismo modo, se obtiene que

oF
Luego, (usando (4.18)))
— Ha(Ons" '~ Ha(§)(=2)s™! o~ Ha(6)s™
Zo n! - Zo n! T Zo nl

de donde, igualando términos de la misma potencia s™, se encuentra la relaciéon de recurrencia

28H,(&) = 2nH, () + Hypa (§)

oF d
o= () e

Procediendo en forma analoga a los casos anteriores, se encuentra la relacién

También se tiene que

(26- 5 ) #0) = Ha(©)

Los primeros polinomios de Hermite son:

Ho(f) =1

H1(§> = 25

Hy(§) = —2+44&

Hs(€) = —12¢+8¢°
Hy(€) = 12 —48¢% 4 166



4.6. FUNCION DE GREEN. 225

La relacion de ortonormalizacion queda de la forma

(wlm) = b= [ " de (nle){€lm)

I
— W/_oo dée 5 H, (&) Hp(§)

0 sea,

/ m dEH,, (&) Hon (€)™ = 2"nl/T 6.

o0

4.6. Funcion de Green.

Si{E,} v {¢n(§)} son las autofunciones del Hamiltoniano de un sistema, la funcién de
Green para ese sistema se escribe de la forma [ver ecuacién (2.93))]

G(&n,t) Zexp —iEyt/h) ¢(€) du(n) -

Usando - ) v (4.20)), se encuentra
(o]

, 1 2,2
G A —iw(n+1/2)t (&2 g (&) H,
Ent) = D TN (&) Haln)

U iy @y~ L
- —ie — H,(¢) H,
S S (50 @ H)

n=0
1 2
— ﬁ e wt/2 o= (€347 2E(E m,e”™h) | (4.19)
donde .
1 n
F(em.a) =" —(5)" Hal®) Haln) - (4.20)
n=0

Ahora bien, de la definicién de los polinomios de Hermite (4.15)) y de la igualdad
2 1 [t
et = —/ dt exp (—t2 + 2@'515)
se sigue que
1 [t
H,(€) = — / dt (F2it)" exp (& — t* £ 2ict) . (4.21)
Al usar (4.21)),

F(&mna) = Zi, <§)n H,(n) = /_+OO dt (2it)" exp (£ — % — 2i€t)

= %/_Jroo dt [Z l(z'Ozt)" Hn(n)] exp (& — % — 2igt) .
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Usando ahora la funcién generatriz (4.18)) se obtiene

1 +o0 ‘
F(&,n,a) = NG / dt e~ (1—0")P+2i(an-t+€?

Completando cuadrado e integrando se obtiene

1
ﬁ exXp {1——042 (a2(§2 + 772) - 20&5’)7) . (422)

F(§n,a) =

Ahora usamos ((4.22)) en (4.19)), obteniéndose la funcién de Green para el oscilador arméni-

co,
1 e—iwt/2 6—(§2+772)/2
VT /T — exp(—2iwt)

(exp(—2iwt) (€% +n*) — 2 exp(—2iwt)En) }
1 — exp(—2iwt)

G(&,n,t) =

e |-

_ L o Lini )<%(§2+7r2)cos(wt)—§n)} o (423)

27i sin(wt) (wt

Notemos que para tiempos pequenos, la funcion de Green debe corresponder a una delta
de Dirac (para tiempos pequeiios, el sistema no evoluciona, de modo que el propagador debe
ser la identidad). En efecto, si 2wt = ¢ — 0, entonces,

W%exp G(f—n)?) —5e—n) .

De esta ultima relacién, a su vez, se sigue que

G(&,n,0%) =

[e.9]

S HL() Haln) = (€ — 1)

n=0

la cual es una especie de relacién de clausura [ver (1.4])] para los polinomios de Hermite.

4.7. Representacion matricial de los operadores.

Consideremos la base ortonormal del espacio vectorial 77, formada por los autovectores
del operador n. Evaluemos los elementos de matriz y escribamos la representacion matricial
de los operadores a', a, 7, £, n y H, en esta base.

L. (&)pm = (nlajm) = vVmdum-1
Vi 0 0 0
V2 0 0

0 V3 0
0 0 V4

0
@=|0 o
0

O O O O
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Para el operador hermitico conjugado se tiene

0 0 0
Vi 0 0
(ay=1| 0 v2 0
0 0 3

- 1
(é)n,m = _2 <\/ﬁ5m,n71 +vn+ 15m,n+1)
0 VI 0 0 0
VI o0 v2 0 0
1 0 v2 0 V3 0
(5) = E 0 0 \/g 0 \/4_1
0 0 0 V4 0
3. T = % (é— aT), luego
0 V1 0 0
X V1 0 V2 o0
(M)=—2| 0 V2 0 V3
V2 0 0 -3 0
4. (D) = (n|n|m) = md,m, luego
00 00
01 00
(n) = 00 20
000 3
5. H = hw (fl—l— %), luego
1/2 0 0 0
0 3/2 0 0
(ﬂ) — hw 0 0 5/2 0
0 0 0 7/2
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4.8. Evolucién clasica

En esta seccién mostraremos explicitamente que la ecuacién del oscilador armonico clasica
se satisface al tomar promedios en la solucién cuantica.

Consideremos un estado |¥), superposiciéon de autoestados del oscilador arménico:

0) = In)(n|¥) .

La dependencia temporal de |¥) viene dada por:

W) = 3 In) (n] @)t

Evaluemos el valor esperado del operador posicion y mostremos que éste satisface la misma
ecuacion que la variable de posicion clasica. Tenemos:

(€)= (TE)E[v(n)

= > (W) [n) (n|€|m) (m|¥ (1))

n,m

= D (Wln)(n|€lm)m[E)e~mmmr

n,m

€w) = Z<<‘1’ln>\/g<n—1|\If>e“’t+<\I/|n>\/n;1<n+1|\1v>e—m>

n

= Y VanRe {(¥[n)(n — 1[T)e'} .

Tomando la segunda derivada se concluye que

& 2 iy
(&) +wE®) =0,

o sea, el valor promedio de la posicion efectivamente cumple con la ecuacién cldsica para el
oscilador armoénico.
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Estos resultados también se pueden obtener usando el teorema de Ehrenfest. En efecto,

de acuerdo a las ecuaciones (2.76)) y (2.78)), se tiene:

d .
o (p) = (F) = —me (%)
' 4,
oy _ (P)
dt<r> T om
Combinando estas ecuaciones y escribiéndolas en términos de las variables adimensionales,
se encuentra
TE) =)
m—s = —w :
dt?

4.9. El oscilador armoénico en el cuadro de Heisenberg.

Cuando introdujimos el cuadro de Heisenberg (Sec. , observamos que la analogia
clasica es mas directa que en el cuadro de Schrodinger, pues los operadores mismos satisfacen
una ecuacion de evolucion clasica. Esto sera particularmente evidente en el caso del oscilador
armonico.

Recordamos primero las expresiones que relacionan los operadores y funciones de onda
en los cuadros de Schrodinger y de Heisenberg. Se tiene:

AH(t> _ eth/h AS e—iﬁt/h

Us(E1) = e TMUs(E0)
_ e*iI:It/h \IJH(f) )
(Los dos cuadros coinciden en el instante ¢t = 0.) En el cuadro de Heisenberg las funciones de

estado no varfan en el tiempo; son los operadores los que evolucionan. La ecuacion dinamica
para los operadores es la ecuacion de Heisenberg:

d o

4.9.1. Ecuaciones de movimiento.

Escribamos la ecuacion de evolucion temporal para los operadores de posicion y momento
en el cuadro de Heisenberg. Se tiene:

d S
h—E&y = H
t dt En [ﬁH, }
El Hamiltoniano para el oscilador arménico es

H = Jho () +77)
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Para el conmutador entre £ y H se tiene:

. 1 .
[SH,H} = 57100[&1,77?{]
= thwry ,
luego,
d é 3
—&€py = wT
L H
Anélogamente, se deduce que
L =~k
— Ty = —Ww )
T H
Derivando respecto al tiempo las dos tltimas ecuaciones se obtiene
d2éH 2~
di2 +w EH =0
y
d*my

2 -
+wiTty = 0
dt? ’
ecuaciones que son idénticas a las ecuaciones clasicas de movimiento. Las soluciones de estas
ecuaciones diferenciales son

Eu(t) = ng(O) cos(wt) + 7ty (0) sin(wt)
= &gcos(wt) + 7rgsin(wt) (4.24)

7y (t) = 7t cos(wt) — Egsin(wt) . (4.25)
De acuerdo a (4.24)) y (4.25]), los valores esperados de los operadores de posicién y momento

vienen dados por

(Ex(t)) = (€s) cos(wt) 4 (7rg) sin(wt) (4.26)

(7t (1)) = (7tg) cos(wt) — (€g) sin(wt) .

Nuevamente, al tomar promedios vemos que los resultados concuerdan con los obtenidos
anteriormente usando el teorema de Ehrenfest; es decir, el valor medio de la posicién y el
momento evolucionan clasicamente, aunque, naturalmente, el sistema mantiene las peculiari-
dades propias de los sistemas cudnticos (principio de incerteza, espectro de energias discreto,
etc.).

Escribamos ahora las ecuaciones de movimiento para los operadores de subida y bajada.

Se tiene: I .
m% = [ag, H] = hw {aH, a}IaHJrﬂ — hway |

0 sea,

dag ..
— = —wagy .

dt
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En forma andloga se obtiene

dal, = .
— = tiwal, .
dt H

La solucion de estas ecuaciones viene dada por

ag(t) =age ™

al,(t) = al et

Hacemos notar que estas relaciones se pueden obtener directamente usando la definicién

de ay y la ecuacién ((1.17). En efecto,

é.H = eiﬁt/hé_se_iﬁt/h — ethﬁése—iwtﬁ
P iwt)?
= g titlag + 2 [n )] +
Pero [n,as| = —ag, luego,
wt )? 4
éH(t) = éS — iwtés + (Z(,;') é-S .= éS 6—zwt

Tomando el hermitico conjugado sigue
al,(t) = al et

Un tercer modo de obtener el mismo resultado es tomar las definiciones de los operadores
de subida y bajada y , escribirlas en el cuadro de Heisenberg, y reemplazar las
dependencias temporales de £ y 7 y .

Como sea, nos damos cuenta de un hecho interesante. Ahora, en el cuadro de Heisenberg,
es claro que definir a y a' es equivalente a reemplazar funciones trigonométricas reales por
exponenciales complejas. Desde ese punto de vista, es completamente esperable que a y af
permitan resolver elegantemente el problema de un oscilador armoénico, como vimos en la

Sec.

4.9.2. Interpretacion del cuadro de Heisenberg.

En el cuadro de Heisenberg no evoluciona la funcién de onda, sino los operadores. Pero
dicha evolucién depende de la funcién de onda inicial.

Veamos qué sucede si para la funcién de estado Wy (€) se elige la funcién de onda tiempo
independiente correspondiente al estado fundamental del oscilador armoénico, es decir:

Ua(6) = Wale) = =exp (-5

Al aplicar la relacién (4.26) al estado fundamental, se obtiene que en todo instante los
valores esperados de los operadores momento y posicion en el cuadro de Heisenberg son nulos,
es decir,

Eu@)) = (7u(t)) =0 Vt .
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Figura 4.4: Funcién de estado correspondiente a la funcion de onda del estado fundamental
desplazado.

Esto en realidad era lo que se esperaba.

. Qué sucederd si la funcién de estado del sistema es la misma gaussiana, pero desplazada
en una cantidad &y respecto al punto de equilibrio & = 07 Analicemos la situaciéon que se
obtiene en ese caso. Elijamos la funcién de estado como sigue (ver figura [4.4)):

Uy (€) = ;EeXp C@)

En este caso se tiene:

Eut=0)) = (Vyl&s|Vp)
1 too
= ﬁ/ d§ € exp (—(f - 50)2) =& -

También se demuestra que
(g (t=10))=0 .

Ambos resultados concuerdan con la situacion cldsica: inicialmente tenemos un oscilador
en reposo, desplazado en &, respecto al origen.

Luego, la evoluciéon temporal de los valores esperados de los operadores posicién y mo-
mento viene dada por:

(€ (t)) = &o cos(wt)

(7 (t)) = —&o sin(wt) |
ecuaciones que por supuesto son idénticas a las correspondientes ecuaciones clasicas.

Hemos resuelto el problema en el cuadro de Heisenberg. ;Qué pasa con el paquete de
ondas Wg(&, ) en el cuadro de Schrodinger? Ya sabemos que el valor esperado de la posicién
oscila igual que un oscilador clésico (resultado que obtuvimos en el cuadro de Heisenberg,
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pero los promedios no cambian al cambiar de cuadro). Pero jel paquete de ondas cambiara su
forma a medida que oscila? Analicemos este problema en detalle. Se tiene:

(6, 1) = e M@, (e) .

Para la funcién de onda de Heisenberg (que no depende del tiempo) estamos tomando el esta-
do fundamental desplazado en &, el cual podemos escribir, usando el operador de traslacion,
de la forma siguiente:

En©) = e (56— &)
= e T(E)

donde ¥y(&) es la solucién de la ecuaciéon de Schrodinger tiempo independiente correspon-
diente al estado fundamental del oscilador armoénico. Luego, se obtiene:

qu(fat)

efiI:It/h o i07s ‘Ifo(f)

o iHt/h —ifots +iHt/h —iHt/h Ty (€)
o o7 (—t) efiI:It/h \110(5)

oo (—t) p—iwt/2 Wy () .

Usando (4.26)), se tiene que

e—ifofrH(—t) — e—if() (€5 sin(wt)+7rg cos(wt))
6—i§gég sin(wt)e—i§0ﬁ5 cos(wt)e—(—iEO)Q[és,ﬁS} sin(wt) cos(wt)/2

e*iioés sin(wt)efifo cos(wt) 7rg €i€(2) sin(2wt) /4

Observando que la segunda exponencial es el operador de desplazamiento en & cos(wt), se
obtiene, para la funcién de onda,

\IJS(fa t) — efiwt/Z eigg sin(2wt) /4 efigoés sin(wt) e*iﬁo cos(wt) g L€f£2/2

Ir

L (e—gocos(wt))?/2

e—iwt/? eifg sin(2wt) /4 e—ifoés sin(wt) 4—6_
T
—i(wt/2—€2 sin(2wt) /A EoE sin(wt)) L o (60 cos(wn)?/2 (4.27)
4 ’ :

s

= e
y para la densidad de probabilidad se encuentra:
1 2
U A2 = g~ (E—€ocos(wt))?
| S(ga >| \/7_1' e

O sea, la densidad de probabilidad en todo instante es Gaussiana y oscila entre —&y y +&p,
sin cambiar su forma.

Tanto en el cuadro de Heisenberg como en el de Schrodinger, se verifica que este estado,
correspondiente al estado fundamental desplazado, es el que presenta la mayor analogia con
el oscilador clasico: una Gaussiana inicialmente desplazada respecto al origen, en reposo, y
que oscila arménicamente respecto al origen sin deformarse.
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4.9.3. Descomposicién de Vy(£) en autoestados del oscilador arméni-
co.

Anteriormente obtuvimos que, en el estado fundamental, (§) = (&) = 0, lo que significa
que, en el estado de minima energia, el oscilador permanece en “reposo” en el origen (en
realidad, su energia cinética es distinta de cero, y es un estado con un ancho finito, pero
en promedio su momentum y su posicién son cero). Tal estado no evoluciona, pues es un
autoestado del Hamiltoniano, y dichos promedios no cambian en el tiempo. La razoén por
la cual la Gaussiana desplazada de la subseccién anterior evoluciona es porque Vg (§) no
es un autoestado. Veamos qué podemos aprender de expandir Wy (£) en autoestados del
Hamiltoniano.

Escribamos la funcién de onda del estado fundamental desplazado,

1
I

en términos de las autofunciones del oscilador arménico {|n)},

Tp) = ealn) | (4.28)

n

(€lU) = Sz e 012 = (gem®m|0)

Y

y evaluemos los coeficientes de expansion. Para ello expresamos el operador de traslacion
como sigue:

e~ — exp (—ifo%(é - éT))
— exp <%fﬂ) exp (—%é> exp (% (%)2 [a", ‘ﬂ)
= exp <_ZO) exp <%5T) exp (—%>

e ST0) = exp (—%) exp (%QT) (1 — %é+ %gé2 - ) |0)

luego,

Expandiendo la exponencial en series de Taylor, y usando

(ah"
ﬁ|0> =|n) ,

concluimos

W) = “iﬁ (5) |
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de modo que

on = B3/ (4.29)
" 2nn)

Al realizar una medicién de energia, la probabilidad de encontrar el oscilador con energia

(n+1/2) hw es
1 [(&\" _.
len]? = ! (30) e~%0/2 (4.30)

Esta distribucion es una Distribucion de Poisson.

Reemplazando (4.29) en (4.28)) se encuentra que el estado fundamental desplazado en &,
queda expresado por

W) = e/ ) (4.31)

Z\/Qn_

Asi, al hacer una medicién de energia sobre la Gaussiana desplazada todos los valores
hw(n + 1/2) son posibles.

. Pero cudl es la energia mas probable? Para saberlo, basta con maximizar la distribucién
de probabilidades . La presencia de n! complica un tanto la tarea, pero ésta se simplifica
en el caso de un oscilador con amplitud grande (es decir, & > 1). Eso equivale a darle gran
cantidad de energia inicial al oscilador, y por tanto se espera que la probabilidad maxima
ocurra para n grande, de modo que podemos usar la formula de Stirling, n! ~ n™e™". Se

encuentra que
2
=5 (52 e (-5 - )

El valor méximo de esta distribucién se obtiene para el valor ny = £2/2. El valor méas probable
de la energia es, por lo tanto,

1
E = (no+1/2)hw ~ nohw = gohw mwzxg ,

o sea, si desplazamos el estado fundamental del oscilador en una magnitud zg, la energia
mas probable del oscilador sera %mw%g, coincidiendo con el resultado que se obtendria
clasicamente. Esto es natural, puesto que hemos considerado grandes desplazamientos en
comparacién a la escala cuantica de distancia (§, > 1 si y s6lo si g > \/h/mw).

4.10. Estados coherentes.

El hecho de que una combinacién lineal infinita de autoestados (el estado fundamental
desplazado) evolucione de una manera tan sencilla, es decir, manteniendo su forma y disper-
sién, oscilando armdénicamente, es sin duda altamente no trivial. En esta seccion mostraremos,
no obstante, que éste no es el Unico estado que presenta este comportamiento, sino que es
comun a una familia de estados llamados coherentes.
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4.10.1. Definicion.

Definimos el espacio coherente por el conjunto {|a)}.ec de autoestados del operador de
bajada:

ala) = ala) . (4.32)
Sean {|n)} los autoestados del operador n. Supongamos que existen estos estados cohe-

rentes. Consideremos a uno de tales estados y supongamos que esta normalizado, es decir,
supongamos que cumple con (a|a) = 1. Expandamos |«) en la base {|n)}:

= In) (nfoy

Evaluemos los coeficientes de expansién. Tenemos

n

(nfa) = ( )= ﬁ<0|a> :

én
Ol

Con este resultado, el estado coherente |a) queda

= (0]a) E \/_ |n)
Como |a) esta normalizado, usando esta tltima relacién se obtiene

{ala) = [{0]er) |2

mnO

o o
= |<ora>|227 = [{OlaPe =1 .
n=0 ’

De esta relacién se concluye que
1 2
— 5|
<0‘O‘> = e 2 )

o sea, los estados coherentes normalizados se escriben de la forma

) = eI’ /22\/_\71 : (4.33)

Note que esta expresion, con a = & /v/2 es idéntica a la ecuacién (4.31)), o sea, el estado
fundamental desplazado es un caso particular de estado coherente.

Observemos también que el estado fundamental del oscilador arménico |0) es tanto un
autoestado del Hamiltoniano (con autovalor fuw/2) como un autoestado de a (con autovalor
0), y por tanto el estado fundamental es también un estado coherente.
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4.10.2. Valores promedios de algunos operadores.

Calculemos el valor promedio de la energia para un estado coherente |a):

(H)o = (alHla) = {al hw (n+ 3) |o)

el (3154 1) o) = (o + 1)

Evaluemos también la varianza de la energia. Para (H?), se encuentra

(F), = (alEla) = (ol 122 (0 + g) o)

1
= R*w*{a| (éfééﬁé + afa + é_l) )

1
= h%wW? {|a|2(a|ééT|a> + |af® + 1}

1
= hPw? {|a|4 +2|al? + Z} .

Para la varianza se tiene entonces
(AH)% = (H — (H)a)*)o = FPw’|al” .

De los resultados anteriores también se deduce que

AHQ |a| |Oé| grande 1 |Oé|—>OO
= e _—

- 0,
() o +1 o]

es decir, para |a| > 1 la desviacién de la energia relativa al valor promedio es muy pequena.
Calculemos los promedios (1), y (n?),:

(n). = (ala’ala) = af?

(0%)a = |af*(a|(1+a'a)|a) = |af* + of,

luego para la varianza se obtiene:

Ang = ((0%), — @))% = a] .

«

También se tiene
An, 1
(n)o o]
o sea, en el limite |a] — oo la dispersion es grande, ya que una gran cantidad de estados
participa en forma sustancial en la formacién del estado coherente |a). Sin embargo, la
dispersion relativa tiende a cero en este limite.
Un estado coherente es una superposicién de infinitos autoestados del Hamiltoniano, de
modo que no tiene una energia definida; a lo sumo, al medir la energia, se obtendra un

Y
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determinado valor promedio con alguna incerteza. La energia promedio estd dada por |al?,
de modo que, en promedio, un estado coherente se encuentra en el nivel n = /a. Hay,
sin embargo, una incerteza en el nivel ocupado dada por An (o AH). El resultado que
hemos obtenido es que dicha incerteza es cada vez menor mientras mayor sea «, es decir,
mientras mayor sea la energia (promedio) del estado coherente, dicha energia se observa
con una incerteza (relativa) cada vez menor. Esto sugiere una interesante analogia con la
experiencia clasica, ya que un oscilador clasico tiene una energia grande comparada con hw
y, por otro lado, clasicamente la energia se puede medir con precisién infinita. Esta analogia
entre el oscilador clasico y los estados coherentes se manifiesta de muchos otros aspectos,
COMO veremos.
Note que el valor esperado de la energia también se puede escribir de la forma

(H), = hw <<n>a + %)

Encontremos también los promedios de la posiciéon y del momento para un estado cohe-
rente. Tenemos

luego

3 1 o B
(a|€la) = E(Ozl(aﬂL a')la) = V2 Re(a) .

Para los valores esperados del momento se encuentra
(a|7|a) = V2 Im(a) .

Esto es interesante, porque sugiere una interpretacion para «: Si representamos la evo-
lucién del oscilador en un espacio de fase de dimension 2 o, equivalentemente, en el plano
complejo, con abscisas (la parte real) representando la posicién £ y las ordenadas (la parte
imaginaria) representando el momentum 7, « es el vector en el plano complejo que corres-
ponde al estado (£, 7). Hecho que no deberia ser sorprendente, dada la definicién (4.7)).

4.10.3. Forma explicita para |o).

Determinemos la forma de los estados coherentes en representacién de coordenadas. De

[@32),

(lala) = 5 e+ 3 ) (€l

= (¢4 ) a0 a0

Para encontrar la solucién de esta ecuacion diferencial, usamos el Ansatz

Du(8) = (¢la)y = /O
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Para f(&) se encuentra la ecuacion diferencial
£+ 1(€) =V2a

cuya solucién es

£(6) = —5(6~ VEa)* + cte.

La funcién ®,(€), entonces, viene dada por

,(6) = A exp (6 - VEay?)

A se encuentra exigiendo que @,(&) esté normalizado:
+o00
(ala) = [ dg@3©2u(©) = 1

Eligiendo la fase arbitraria de A de manera que A sea real y positivo, se obtiene

A — 1 efIm(oz)2'

T

De esta manera, en forma explicita, en la representacién de coordenadas, el estado coherente
queda expresado por

o,(&) = \;Eelm(ay exp (—%( — \/504)2> . (4.34)

Nuevamente es claro que con a = &,/ V2 se tiene el estado fundamental del oscilador arméni-
co, desplazado en & respecto al origen.

Proposicion:
) = @' —2"3 |0y = A|0) . (4.35)

Demostracion:

eaé’f_a*5|0> _ 6aéT ea*é e|04|2 [éT:é]/2‘0>

67\042/2 eozéT |O>

_ P /zz
_ lal2 Z_W

aT”

q.e.d.

Se deja como ejercicio (ver Problemas y demostrar una serie de propiedades del
operador A.
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4.10.4. Evolucién temporal.

Analicemos brevemente la evolucién temporal de un estado coherente |a):
[Ta(t)) =" a) -
(Note que |¥,(0)) = |a).) Se tiene

Ua(t)) = e ia)
_ e_%ﬁt

_ e—%f{t

explaal; — a*ag)|0)
exploal, — a*ag) etitt ¢~ |0)

e~ ™!2 explaal,(t) — a*ay(t)] |0) .
Pero ay(t) = ag e ™' y al (t) = al et luego,
[Wa(t) = e expla(t) & — a’(t) as]|0) = ¢ ~|a(t))

con
a(t) = ae ™ . (4.36)

Note que |V, (t)) no es idéntico a |«a(t)); casi coinciden, difieren en un factor de fase. Sin
embargo, al evaluar promedios de operadores, ambos estados dan el mismo resultado. De
todos modos, es claro que la evolucion de un estado coherente es, aparte de un factor de fase
global, el mismo estado coherente, pero con « variando arménicamente, de acuerdo a .
Ya lo habiamos observado para el estado fundamental desplazado, y ahora verificamos que
todos los autoestados del operador de bajada se comportan del mismo modo, evolucionando
indeformados.

Por su parte, todos los promedios temporales siguen de los promedios en el instante t = 0
al remplazar o por «(t) = @ exp (—iwt). En particular se tiene

(€)atn = V2 Re(a(t))

(T)a = V2 Im(a(t)) .

El gréfico es ilustrativo: El punto a(t) representa el estado coherente del oscilador en cada
instante, dando (excepto por un factor /2) la parte real e imaginaria de «(t) la posicién y
momentum promedios. Al evolucionar, el punto «(t) rota con frecuencia angular w sobre la
circunferencia de radio ||, con w la frecuencia angular del oscilador cldsico. Nuevamente
advertimos que esta particular combinacién lineal de autoestados, los estados coherentes, se
comporta clasicamente, describiendo en el espacio de fase una trayectoria igual a la de un
oscilador clasico.

Es posible mostrar que un estado coherente no sélo satisface la igualdad en el Principio
de Incertidumbre, sino que al evolucionar no se dispersa y sigue satisfaciendo dicha igualdad

(Ejercicio [4H3)).
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Imoa(t) a

Figura 4.5: Evolucion temporal del oscilador en el espacio a.

4.10.5. Comentarios.

Los estados coherentes son autoestados del operador de bajada a. Este operador no es
hermitico. Como consecuencia de esto se tiene que:

= No existe un observable asociado a este operador. El autovalor «, por lo tanto, no
necesariamente es real. En efecto, aun si en t = 0 es real, al transcurrir el tiempo «
evoluciona de acuerdo a la ecuaciéon (4.36)), siendo en general un ntimero complejo.

» El conjunto de vectores {|a)} no tiene por qué ser ortogonal. De hecho, no lo es:

12 1(g2 (a*)mﬁn
(a]B) = e 2lol2l ZWURW
_ - Yape) N (@8)"
- Z n!
frnd ea*ﬁ_%(|a|2+|ﬁ|2) ,

0 sea,

ol = e P

Deducimos que la distancia entre los puntos o y 3 del plano complejo es una “medida
de la ortogonalidad” de los estados coherentes |a) y |3).

= A pesar que los estados coherentes no son ortogonales, si forman un conjunto completo.
En efecto, se puede mostrar que

Q= % / ) (a| d(Re(a)) d(Im(a)) =1 . (4.37)

Para ello, usemos la ecuacién (4.33)) e introduzcamos coordenadas polares en el plano
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complejo a:

n
m,n
|m TL‘ 1 —r2_m+n o i(m—n)0
E e "r rdr df e
A/ ln‘ Vs 0
270 nm
.2
= E |m) m| drerr%”
~—_—
m)!

:Z|m =1 .

Usando (4.37)), cualquier vector de estado del oscilador arménico se puede expresar en
términos de estados coherentes. En efecto:

W)= 1[0) =~ [fa)(al¥) d

= En realidad, el conjunto de estados coherentes es sobrecompleto. En efecto, como «
puede tomar cualquier valor complejo, hay Y (infinito no numerable) estados coherentes.
Pero las autofunciones del Hamiltoniano del oscilador arménico estan rotuladas por un
indice entero, de modo que la dimension del espacio de Hilbert 77 del oscilador arménico
es sbélo Ny (infinito numerable).

» El operador a' no tiene autoestados fisicamente aceptables. En lugar de ser “gaussianas”
. 2 . .
son proporcionales a e /2, y por ende divergen y no son normalizables.

Hemos visto que los estados coherentes recuerdan, en muchos aspectos, al oscilador clasico.
Sabemos que, en general, el comportamiento clésico se deberia recuperar al hacer h — 0
(principio de correspondencia), o al aumentar en energia (Fig. . Sabemos, en general,
que un estado clasico serd la superposicién de posiblemente infinitos autotestados de energia.
Pues bien, hemos encontrado estos “estados coherentes”, que son justamente superposiciéon de
infinitos autoestados, y que evolucionan precisamente de acuerdo a las ecuaciones cléasicas. Es
en este punto que radica la importancia de los estados coherentes: correponden a la realizacion
que tienen los osciladores armonicos en el mundo macroscépico, y no simplemente el limite
n — o0y h — 0 de los autoestados |n). Podremos apreciar esto a través del siguiente par
de ejemplos.

4.10.6. Tlustracion 1: fuerza externa constante.

En esta seccién encontraremos la solucion a un problema que corresponde a un caso muy
particular de un oscilador arménico forzado.
Consideremos un oscilador arménico sometido a la siguiente fuerza externa (ver figura

13):
F(t) = F0(—t) .



4.10. ESTADOS COHERENTES. 243

F(t) A

>
>

0 t

Figura 4.6: Fuerza externa que actia sobre el oscilador analizado en el texto.

Para t < 0 sobre el oscilador actia una fuerza constante Fy que desaparece bruscamente
en t = 0. Esta fuerza, cldsicamente, da origen a un potencial tiempo dependiente V' (z,t) =
—F(t)z. Cudnticamente éste queda representado por

El Hamiltoniano para el problema es, por lo tanto,

H = hw (a*a + %) —/—F(t)(a+al) . (4.38)

Denotemos por |0, |1), ..., |2), ... a los autoestados de H para t < 0, y por |0), |1), ...,
|n), ... alos autoestados de H para t > 0. Supongamos que para ¢t < 0 el sistema estd en su
estado fundamental |0). En el instante ¢ = 07 la funcién de onda atn serd ¢y(&) = (£|0), pero
los autoestados del Hamiltoniano ahora son los estados [0), [1), ..., |n), etc. Como |0) # |0)
el sistema no estara en el estado fundamental para ¢ > 0.

Reescribamos el Hamiltoniano de manera de expresarlo, para t < 0, explicitamente
como un operador desplazado. Se tiene

H - hw(afa+%)— " p(t)(a + a)

= hw [(aTéJr %) - %(éJraT)] :

donde & es la posicién clasica de equilibrio para t < 0, es decir, {§§ = /mw/hzg con
zo = Fy/(mw?). Introduciendo el operador a = a—¢&y/v/2, el Hamiltoniano se puede reescribir
de la forma

2
thm(éTéJr%) —hw%o :
Consideremos el operador A (a), definido en la ecuacién (4.35)), con o = &/v/2:
Aa) = e %0
De acuerdo al Problema [HI] se tiene que
Al(—a)aA(—a) =a— &/V2 =

DI
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Usando este resultado, el Hamiltoniano para t < 0 se escribe de la forma
. 1 .V
H = 70 o | ata + 3 et

siendo los autoestados
|n) = e 0|n) .

De la discusion anterior es claro que el estado inicial en que se encuentra el sistema para
t < 0 corresponde al estado fundamental desplazado

)
\/5 )
o sea, un estado coherente.

En el instante ¢ = 07 el valor de « es &/ V2, donde & es la amplitud de la oscilacién
que tendria el analogo clasico. Esto era esperable: el problema planteado es equivalente, por
ejemplo, a una masa ligada a un resorte. Si la masa tiene carga y el sistema esta inicialmente
en un campo eléctrico constante, el estado de minima energia esta desplazado respecto al
estado de minima energia en ausencia de campo eléctrico. Al “apagar” el campo eléctrico, el
sistema se encuentra stubitamente en un estado “excitado”, y comienza a oscilar. Su amplitud
de oscilacion es precisamente igual al desplazamiento del estado de minima energia inicial
respecto al estado de minima energia final.

La expansién de |0) en términos de los estados del oscilador arménico es

0) = e"[0) =

o0

— _ 1142 Oén
0) = e 2l ZWW ;

n=0

de modo que la probabilidad de encontrar, para t > 0, al sistema en el estado |n) viene dada
por la distribucion de Poisson:

L ormw o\ mw o
Po= () e (=5 ai)

4.10.7. Tlustracion 2: laser.

Los conceptos desarrollados en las subsecciones anteriores pueden ser verificados experi-
mentales.

Consideremos la luz de un laser. Este produce un onda electromagnética coherente, siendo
los campos eléctrico y magnético de la forma

—

(E) = Ey cos(wt)

—

(B) = By cos(wt) ,

donde Ey y By son grandes, o sea, corresponden a un oscilador arménico desplazado en una
magnitud grande (cerca del limite clésico).
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Hacemos incidir la luz sobre un fotocatodo adosado a un fotomultiplicador. El voltaje del
pulso generado por el fotomultiplicador es proporcional al niimero de fotoelectrones generados
en el fotocdtodo, el que, a su vez, es igual al niimero de fotones que inciden sobre éste. En otras
palabras, el fotocatodo corresponde al operador de nimero n. La probabilidad de encontrar
n fotones es |c,|?, dado por la ecuacién . Al observar el resultado de este experimento
en un multicanal se encuentra una distribucién de Poisson.

La figura muestra esquematicamente el experimento y resultado que finalmente se
observa en un multicanal para la distribucién de fotones de una onda electromagnética clasica,
resultado que esta de acuerdo con la prediccion cuéantica.

4.11. El oscilador armodnico en tres dimensiones.

(Solucién en coordenadas cartesianas.)

Consideremos una particula de masa m moviéndose en el espacio tridimensional bajo el
efecto del potencial
1
V(r) = §mw2r2

En coordenadas cartesianas el Hamiltoniano de este problema es
H=H,+H,+H. ,

donde -
S o

H, + —mw?x?

2m = 2 v
es el Hamiltoniano de un oscilador arménico para cada una de las tres direcciones espaciales.
La ecuacién de Schrodinger estacionaria que debemos resolver es

H|y) = ElY) .

Notemos que {ICIQC7 ﬂy, ﬂz} es un conjunto (completo) de observables compatibles; ademés
cada uno de estos operadores depende de variables mutuamente independientes, luego su
diagonalizacién conjunta se obtiene multiplicando autofunciones independientes [} En otras
palabras, (7)) = ¢ () se puede escribir de la forma

V() = Pa () Yy (y) P=(2)

La ecuacién de Schrodinger queda

h? 1
—%VQ + 577%027“2 — B () wy(y) P:(2) =0 .

Z:x7y7z7

!Sea .2 un espacio de Hilbert constituido por el producto tensorial de espacios de Hilbert .74 y %, es
decir, 5 = 54, ® 9. Denotemos por Aj, con j = 1,2, a los conjuntos completos de operadores compatibles
para cada uno de los espacios de Hilbert 77}, siendo |a;) los autoestados, es decir, Aj|a;) = ajlay) , 5 = 1,2.
Entonces una base de J# viene dada por el producto tensorial {|a1, as) = |a1) ® |as)}. Esta base diagonaliza
{Al ®1,i® Ag}. En la representacién de coordenadas estos autoestados son representados por un producto

ordinario de funciones.
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Fotomultiplicador

T=naVAVAVAN s |

/

Fotocatodo

Voltaje
<n>
i Tiempo
Multicanal
Numero
de cuentas
Distribucioén
de Poisson

Altura del pulso

Canal

Figura 4.7: Luz coherente incidiendo sobre un fotocatodo. Se muestra esquematicamente la
disposicion experimental y el resultado que finalmente se observa en un multicanal.
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Dividiendo por la funcién de onda se obtiene

™ {‘%@WW Vst L Tamage T et
sélo de};:de de x sélo de]:ezde de y
1 h? 02 1
+ ¢— [—%@ + §mw2z2] ¢z —-F =0

s6lo depende de z

Denotemos las constantes de separacion por E,, E, y E,. Entonces

h2 82 1 2 2 )
~5 52 Ty | ¥iey) = Bii(ag) . g=wy,2

con
E,+E,+E.=E .

Hemos reducido el oscilador arménico tridimensional a tres osciladores en una dimension,
todos de la misma frecuencia.
Los autoestados del oscilador tridimensional son, por lo tanto,

¢nwnynz (7?) = <F|n$nyn2> = Un, (:E) @Zjny (y> Yn, (Z) = <x|nx><y|ny><z|HZ> )

donde |n) son los autoestados de un oscilador arménico. Para los autovalores se tiene:

1 3
E = hw Z (nj+§):hw(nm+ny+nz+§)

J=T,y,2

La energia del punto cero (o sea la energfa del estado fundamental) es F = %hw La tabla
da los niveles de energia que se obtienen con los distintos ntimeros cuanticos. Note que con
combinaciones de niimeros cuanticos distintas es generalmente posible obtener reiteradas ve-
ces el mismo valor para la autoenergia, o sea, los niveles del oscilador armoénico tridimensional
son degenerados (ver también figura [4.8)).

Podemos introducir el namero cuantico N dado por

N=n,+n,+n, ,

el cual puede tomar cualquier valor entero no negativo. La energia s6lo depende de N; en
efecto, Ey = hw(N +3/2). La paridad de los autoestados también sélo depende de N, siendo
(=1)". Finalmente, la degeneracién del nivel Ey es (N + 1)(N + 2)/2 (Problema [4]}4).

La alta degeneracion que muestran los niveles de este oscilador tridimensional no es ca-
sual. Como hemos ya mencionado, cada simetria del problema suele estar asociado con una
degeneracion. El oscilador en tres dimensiones considerado en esta seccion es isotropico y
ademds es invariante ante el intercambio € y 7, o sea, al intercambio de la posicién y el
momento. Estas simetrias del Hamiltoniano dan origen a las degeneraciones de su espectro.
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Cuadro 4.1: Oscilador arménico tridimensional en coordenadas cartesianas.

Ng | ny | n, | N | Eyn | paridad | degeneracion
0]0]0]0 %hw + 1
1 0101 —

01 /0([1]|3hw| - 3
010 1] 1 —
2101102 +
0|2 /0|2 +
010]2|2]|Ihw| + 6
1 1 10| 2 +
1 0 1] 2 +
O|1]1]2 +
31011013 —
03 ]0]3 —
010133 —
2 1103 —
210 1] 3 %hw — 10
01| 2 1] 3 —
1 2103 —
1 0] 2] 3 —
0 1 213 —
1 1 1] 3 —

(10) 3% nivel excitado

4, -
©) 2° nivel excitado
% Al ©) 1¢ nivel excitado |
@ Nivel fundamental
0

Figura 4.8: Espectro de energia de un oscilador tridimensional.
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4.12. Problemas

4-1) Demuestre que el operador A satisface las siguientes relaciones:
a) Al(a) = A(—a)
b) Af(a)A(a) = A(a)Af(a) =1,

o sea, el operador A es unitario.

¢) A(—a)A(a) = Af(@)Af(—a) =1
Esta propiedad es bastante esperable, recordando que el estado fundamental despla-
zado es un estado coherente. A («) corresponde a desplazar el estado fundamental
en a, y A(—a) en —a, de modo que naturalmente, al aplicar A(a) y A(—a) el
estado original queda inalterado.

d) Af(a)aA(a) =a+al
e) Af(a)atA(a) = at +a*i

4-2) Demuestre que el operador Q = aal — a*a es antihermitico . Por consiguiente, el
operador A = e® es unitario.

4-3) Demuestre las siguientes relaciones, para un estado coherente | av):
(a) <€2>t — % (a262iwt + e 2iwt 2|a|2 4 1)
(b) <7rr2>t — _% (a262iwt + a*Qe—Ziwt o 2|Oé|2 _ 1)

(c) Con los resultados anteriores evaltie las varianzas de la posicién y el momento y
demuestre que

1

(AP = (AnP =5 .

De esta manera queda demostrado que en todo instante

AE AT =1/2 .

4-4) Demuestre que la degeneracién del nivel Ey del oscilador tridimesional isotrépico viene
dada por (N + 1)(N +2)/2.

4-5) Considere un oscilador bidimensional (isotrépico). Encuentre el espectro y la degenera-
cién de cada estado estacionario.

2Un operador Q se dice que es antihermitico si Qf = —Q.
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Capitulo 5

Momento angular.

versién 3 julio 2007

Hasta el momento, hemos aplicado el formalismo de la Mecdnica Cuantica a problemas
en una dimensién, o a problemas, como el oscilador tridimensional, que se pueden reducir a
problemas unidimensionales. Aun cuando hemos ganado una gran cantidad de intuicion fisica
en el proceso, es un hecho que los sistemas fisicos normalmente viven en tres dimensiones.
Un hecho distintivo de un espacio de tres dimensiones versus un espacio unidimensional, es la
posibilidad de realizar rotaciones en dicho espacio. Tal posibilidad tiene consecuencias fisicas.
En particular, es posible definir un observable adicional, el momento angular, asociado a las
rotaciones. En este capitulo estudiaremos las rotaciones en el espacio de Hilbert, definiremos
el operador cuantico de momento angular, y encontraremos, de un modo completamente
general, su espectro de autofunciones y autovalores. Esta informacion nos permitira resolver
problemas fisicos en mas de una dimension, como veremos en el capitulo siguiente.

5.1. Operadores de rotacién en el espacio de Hilbert.

Consideremos una rotacién en R3:
o — R(;FO =7y .

Aca gz_g = (bq?), donde ¢ = |qg | indica la magnitud de la rotacién y gg es un vector unitario que
apunta a lo largo del eje de rotacién (ver figura ; el sentido de la misma se obtiene con la
“regla de la mano derecha” (de modo que gg es un pseudovector).

Sea {|7) }hers la base de autoestados del operador 7, es decir,

%|r0> = f'o |f0> .

Introduzcamos el operador unitario de rotaciones U P el cual definimos como el operador que
transforma los vectores de la base de autoestados de posicién del espacio de Hilbert ‘H segtn:

7o) — Ivj<g|'f?0> = ‘R¢‘>‘F0> . (5.1)
Por supuesto que se tiene que

£ |R;To) = I Uglfo) = (R; o) Ry o) -

251
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Figura 5.1: Rotacion del ry.

De las relaciones anteriores concluimos que
rU;[to) = (RyFo) UglFo) -

Es importante hacer notar que U g esun operador unitario de H, mientras que R 5 €s una
rotacién en el espacio ordinario R3, de modo que sus componentes son reales y conmutan con
los operadores de 'H E

Multiplicando la ultima ecuacion a la izquierda por Uq’gl =U_ 3 se obtiene

U F U ) = U (Ryi) UglR)
= (Rzi)lo) = RgT

Siendo esta ecuacién vélida para cualquier vector |7), dada la linealidad de los operadores,
resulta vélido para cualquier [¢). Se concluye que

U;-)»l ?deg = Rq;f' . (5.2)

Hemos demostrado que si U 5 esun operador de rotacién en H entonces se cumple ([5.2)).
Reciprocamente, mostremos ahora que si un operador Uz cumple con 1' entonces es un
operador de rotaciones en H. Hay que mostrar que si 1' se cumple, entonces U (5|F0) es

autovector de ¥ con autovalor R 3 7. Multiplicando |) por U gy operando sobre un vector
arbitrario |7p), se deduce que:

U;lf0) = UgR;F[Fo)

<

c.q.d.

Hemos demostrado, entonces, que 1} es una condicién necesaria y suficiente para que U 3
sea un operador de rotaciones en H.

'R 3 puede ser representado por una matriz 3 x 3.
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Figura 5.2: Rotacion infinitesimal del 7.

Notemos que la ecuacién (5.2 representa, en realidad, tres relaciones entre operadores,
una para cada componente vectorial:

;;fﬂ :ZR”&

Encontremos ahora una expresion explicita para el operador U 3 Para ello consideremos

primeramente rotaciones infinitesimales d¢ en R, con d¢ = nd¢ . Es ficil convencerse de
que el efecto de tal rotacién infinitesimal sobre un vector arbitrario 7 es (ver figura [5.2)

R5$FOZF0+5770:F0+5¢TALXFO . (53)
Consideremos ahora el operador U, - 5 asociado a Rz 5 dque actua en H. Usando la definicion
(6-1) y la relacién (5.3)), obtenemos
U5$’F0> = ‘7:‘0 + (5¢TAL X F0> .

Observemos que la rotacién infinitesimal es equivalente a una traslacion infinitesimal. Usando
las propiedades de las traslaciones (ver ecuaciones (2.84) y ([2.85])), se encuentra

S x

ﬂi

U5$|FO> = [1-

ﬁ]|>

o 72

S OF| e

golli

dpn X

oIk

= |1+ =0pi x -i}m)
- i+%ﬁx§-6¢ﬁ}%}.

Dado que el vector base |19) es arbitrario, se deduce que

1 + hz Ejkg I'ka (5(]5@] . (54)

1,5,k

.3
U&]5 1+7_i Z Ejuf)jf“k5¢e]

i k=1
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Acd se usé que [f;, pr] = 0 si j # k. Podemos reescribir la ecuacion (5.4) de la forma

Z' ~

Uy;=1--d¢-L (5.5)

St |

donde L es el llamado operador de momento angular orbital, definido por

otk
Il
U
Tu
—~
o1
D
S~—

X

El operador L es autohermitico. En efecto,

LI = > eue (EDe)' =) ejue By}

k.0 k.t
= E €jke Pl = g €jefrpe = Ly
Tl o
0 sea,
Li=1 .

De acd sigue trivialmente que U 5§ € un operador unitario.

Observemos ademas la cercana analogia entre los resultados actuales para la relacion entre
el momento angular y el operador de rotaciones, y los resultados del Cap. [2| para el momento
lineal y el operador de traslaciones.

Busquemos ahora una expresién explicita para el operador U 3 correspondiente a una rota-
ciéon finita en H. Para ello, usamos el hecho de que una rotacion finita se puede descomponer
en un producto de rotaciones infinitesimales.

Empezamos por notar la existencia de un homomorfismo entre el producto de rotaciones
euclideanas en R? y el producto de rotaciones en H. En efecto, sean R 5 v g, dos rotaciones
en R3, y sea R 3 la rotacién “producto” , es decir,

Ry Rg, = Ry,

donde 5 = (E <(51, ggg> es el angulo de rotacién resultante de componer las dos rotaciones suce-

sivas, y es en general una funcién complicada de ¢, y ¢o. Consideramos ahora los operadores
de rotaciones en el espacio de Hilbert asociados a estas rotaciones en R3. Tenemos

Us.Uglfo) = U |Rg,70) = |R5, Ry o)
donde |7) es un vector arbitrario de la base de posicién. De aca se deduce que

UsUs, = Us1.30 -
por lo tanto, los operadores {U 5} sobre ‘H preservan la ley de producto de las operaciones
euclideanas propias sobre R? (son grupos homomorfos de operadores).



5.2. MOMENTO ANGULAR ORBITAL. 255

Técnicamente, el conjunto de operadores {U $}| l<n forma un grupo, el asi llamado grupo
de simetria de las rotaciones propias en H. Tal grupo es isomorfo al grupo de rotaciones en
R3: {R3}5<n» v se denomina grupo SO;.

Dado que para dos rotaciones sobre el mismo eje se cumple Ry;Ron = R(g1)n, S¢ tiene

que una rotacién finita en ¢ se obtiene aplicando N veces una rotacién infinitesimal en ¢/N:

N
Rz = <R$/N> ’
y por lo tanto,
y AN .9
Ug = <U55> con 5¢:N .

En el limite N — oo, 65 es infinitesimal, de modo que

— N
T 19 7\ _ _-igim
(b—]\}lir(l)O(l BN L) =e .

Es inmediato que

<

- —+

o . |
=U_43=03",

o sea, U Z esun operador unitario.
Nuevamente, nuestros resultados son analogos a los obtenidos anteriormente para el mo-
mento lineal y las traslaciones. Y es natural, porque esto es simplemente el analogo cuantico

de que el operador de momento (lineal/angular) es el generador de las traslaciones en la
variable conjugada respectiva.

5.2. Momento angular orbital.

Antes de continuar, analicemos algunas de las propiedades del operador momento angular

orbital L. En particular, encontremos los conmutadores de este operador consigo mismo y
con los operadores de posicién y momento.

Las componentes cartesianas de L son:

Lj = ZEJ’M f‘k f)g j = 1, 2,3 . (57)
k.t

Consideremos la ecuacién (5.2) para el caso de una rotacién infinitesimal (dada por la
ecuacién ((5.5))). Se tiene

- Y B i~ = oz - x
[l—i-ﬁ&b-L}r[1—7—15¢-L]:R5¢;r:r+5¢xr.

En primer orden en 65 queda



256 CAPITULO 5. MOMENTO ANGULAR.

La componente j en esta igualdad da la relacién

Z(S¢k [f‘j,i:k] = ihzﬁjk€5¢kff .
k k,l

Como d¢ es un vector arbitrario, se obtiene la siguiente relacién de conmutacién

[f‘j,Lk] = th ijgf‘g .
L

Evaluemos a continuacion el conmutador entre el momento lineal y el momento angular.
Usando el conmutador [f4, ps] = ihdxs y la ecuacion (5.7]), tenemos

p57 Z €jke psa rk: = _th Ejsﬁpﬁ s

o0 sea,

[p:. L thewkpk . (5.8)

Conociendo los conmutadores de L con los operadores de momento y posiciéon, podemos
evaluar el conmutador del operador de momento angular con sigo mismo. Se obtiene:

[Li, L]] = th Eijk,’]:k: s
k

es decir, las distintas componentes del momento angular no conmutan entre si.

5.3. Invariancia rotacional.

En el Cap. [2, observamos que en un sistema invariante ante traslaciones espaciales el
momento lineal se conserva, lo cual en realidad no es sino un corolario del Teorema de
Ehrenfest. Ahora mostraremos explicitamente, mediante un desarrollo analogo, la ley de
conservacién analoga, pero para un sistema invariante ante rotaciones.

Multipliquemos la relacion por d¢; y sumemos sobre j:
o] - (77),
Con esta ecuacién y , se encuentra
[f), ﬂéé} = 0o XP .
Aplicamos esta relacién sobre un autoestado |py) del operador de momento lineal:
P (ﬁ&;‘f)o» = Do U5¢§|]70> + 36 % PolPo)
= (o + 06 x ) U,alim) + o ((66)?)
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De este modo }
p (U&E‘f’@) = Rg(;, Po (U&g\f)o» )
lo que permite la identificacién
U,sli) = |Rsgi0) -

Sea 6¢ = ¢/N. Usando el homomorfismo entre los {U 5+ v los {Rz}, tenemos, al aplicar N

veces U 56 )
U51ﬁ0> = ’Rg{,ﬁo> :

De este modo los operadores U 5 1o s6lo rotan los autoestados de posicion, sino que también

los autoestados de momento lineal. Repitiendo el proceso que nos llevé de la ecuacion (5.1)

a la ecuacién . deducimos la siguiente relacién entre operadores
U‘; pU;=R;p .

En general, para un operador F = F(?‘, ) se obtiene

como es facil de ver al expandir F en series de Taylor

Para rotaciones en R? se tiene que

|

7T = (R(;F) . (R(;F)
77 = (Rgp) - (Rgp)
y
rep=(Rgr) - (Bgp)
luego, si F F(I:‘Q r-p f)z) entonces F es invariante ante U, es decir
U5 FELF 5.5 U, FELF-5.57)
Si F es invariante ante U & V¢, entonces
k.05 =0
Proposicion: i
F.U;| =0 Vg [F.L] =0
Demostracion:
0, entonces, como U > es sélo funcién del operador L, se tiene

ii) Supongamos que [F, f]
que [F‘,U(g} =0.
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ii) Supongamos que [F, U 5} =0 V(;;. Entonces, en particular, esta relacion se cumple

para rotaciones infinitesimales d¢, o sea,

0 = FU,;-U,F
-~ - 2 - 5 - 1 - 5 -~
= F|1—-6p-L)—(1—=0¢p-L|F
(1=38) - (1-705-)
. .- % 1 _~ =
— _'¥65- T+ 156 LF
i fen o=l P
- [FL—LF}:——(S [FL] :
o sea,
F.1] -0
Resumen:
Si el Hamiltoniano H = H(#2, p%r-p), con 2 = - y p? = p- P, entonces H es

invariante bajo rotaciones. La afirmacién anterior implica

- e - S . 5 d =

U;'HU; =H = [H,U(;] —0 — [HL] =0 = (L) =0.
Es decir, un sistema con un Hamiltoniano esféricamente simétrico bajo rotaciones de posicion
y momento lineal, posee como constante de movimiento al momento angular orbital.

Hemos visto que los operadores 1 y p, bajo rotaciones, se comportan igual que los vectores
usuales en R?. En algtin sentido, podemos entonces decir que ¥ y p son wectores, claro que
en un espacio de operadores. Algo andlogo se hace en Relatividad Especial, al definir los
cuadrivectores: del mismo modo que los vectores usuales transforman de cierta manera es-
pecifica, conservando su norma, bajo rotaciones en R?, existen objetos, en el espacio de cuatro
dimensiones (t,7), que transforman conservando su norma (el intervalo) bajo “rotaciones”
(las transformaciones de Lorenz) en dicho espacio. Es natural entonces definir vectores en el
espacio de operadores como trios de operadores que, bajo rotaciones, transforman del mismo
modo que los vectores usuales en R3, lo cual justifica la siguiente definicién.

Definicién:
Operadores vectoriales son un trio de operadores en ‘H, que bajo rotaciones transforman como

F (R, R;p) = RyF (F,5)

Los operadores T y p, entonces, son operadores vectoriales. Pero el producto cruz de dos
vectores en R? también transforma como un vector ante rotaciones propias, de modo que

=

L =1 x p, p x L, etc., también son operadores vectoriales.



5.3. INVARIANCIA ROTACIONAL. 259

Como veremos a continuacion, varias afirmaciones que hemos demostrado hasta ahora
para el momento angular son en realidad validas para todo operador vectorial.

Si F es un operador vectorial, se deduce que

=

IVJEF (r,p) U; =RyF(r,p) , (5.9)
o bien, )
L/ R eﬂ& L/h _ R$F _
Para rotaciones infinitesimales se obtiene que
e 135 el x i ~ x x
U F(ED) Uy =F + [M) . L,F}

Por otra parte §

RyF(Ep)=F+6pxF |
luego, reemplazando estas dos tltimas ecuaciones en la definicion de operador vectorial, se
obtiene la relacion

%[5$-i,ﬂ _SoxF

Dado que el dngulo infinitesimal 55 es arbitrario podemos elegir 65 = d¢é;, concluyendo

=

% [55 L,F:‘i] = %(Sqﬁj [Ej,ﬁ‘i] = Zﬁzjkaﬁka )
k

0 sea,

k

Es inmediato revertir el desarrollo para una rotacion infinitesimal 55, pasando de la
relacién (5.10) a la ecuacion (5.9)) y aplicando reiteradamente el resultado para rotaciones
infinitesimales, obtener la relacién (5.9)) para una rotacién finita. De este modo:

Proposicion: Todo operador F que cumple con la ecuacién ((5.10)) es un operador vectorial,
y a la inversa, todo operador vectorial cumple con relacion ([5.10)).

Los operadores vectoriales satisfacen propiedades andlogas a los vectores en R3. En par-

ticular, si A y B son operadores vectoriales, entonces se cumple que

=

i) A - B es un invariante ante rotaciones, es decir,
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5.4. Autovalores y autovectores.

A continuacién encontraremos los autovalores y autovectores del operador momento angu-
lar. Comenzamos esta seccion recordando algunos de los resultados encontrados en secciones
anteriores.

El operador momento angular orbital viene definido por

=

L:

XPp

=i

y satisface las siguientes relaciones de conmutacion:
[Li, LJ] = ’lhakLk

[f‘i, L]] = ZhCUkIv‘k

(D, Lj] = ihe;jpy, -

Estas tres relaciones derivan de la relacién (5.10) y del hecho que ¥, p y L son operadores
vectoriales.

Como los tres operadores {Lx, Ly, LZ} no conmutan entre si, no pueden ser todos ellos
incluidos en un conjunto completo de operadores compatibles del systema. De acuerdo a la
relacion de incerteza de Heisenberg tenemos que:

[LZ‘, ]:J} = lhEZ]kLk - (ALz)(ALJ) >

h .
5 |€z‘jk<Lk>‘
Este resultado contrasta completamente con la experiencia cldsica: es imposible, en general,

medir simultdneamente dos componentes del momento angular orbital L. Sélo es posible si
(Lj) = 0 para las tres componentes j = x,y, z.

Definamos el operador

2 T T _ T2, 712, T2
L"=L-L=L;+L;+L; .
>, =2
Dado que L es un operador vectorial, L es invariante ante rotaciones, y por tanto
[fﬁ,i,j]:o j=x,y,2 .

Esta ultima relacién implica que para cualquier componente ¢ = x, y, z, las magnitudes fisicas

asociadas a los dos operadores {L?, L;} pueden ser simultdneamente observadas, o sea, pueden
pertenecer a un conjunto completo de observables compatibles. En ese caso existe estados
|) € H que son simultdneamente autoestados de ambos operadores. No es posible incluir

otra componente de L en el conjunto de observables compatibles, a menos, como observamos
antes, que L? tenga autovalor nulo al actuar sobre |¢).
En el desarrollo de la Mecanica Cuéantica se encontrardn en diversas ocasiones trios de

operadores autohermiticos J = (Jx, Jy, J,) que satisfacen entre si las mismas reglas de con-
mutacién del momento angular orbital, esto es, cumplen formalmente con
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Como ejemplo, el momento angular intrinseco (o spin) de una particula elemental cumple tales
reglas de conmutacién. También existen operadores que no tienen relacién alguna con la idea
intuitiva de “momento angular”, y que también cumplen con como por ejemplo ciertos
generadores de simetrias de algunos hamiltonianos, como el caso del dtomo de hidrogeno y
el oscilador armoénico bidimensional. Asi pues, para efectos de mayor generalidad, conviene
basar los desarrollos siguientes exclusivamente en la relacion (5.11)), y no usar para nada las
propiedades especificas del momento angular orbital.

La relacion (5.11f) implica que J es un “operador vectorial” al usar el propio J como
“generador de rotaciones”:

=R(¢)JT . (5.12)

e

e%$3 e’%&

[SSTK

—

(El operador R(¢) no es necesariamente es un operador de rotacién en el espacio real en que
nos desenvolvemos, sino que puede ser una rotacién en un espacio abstracto. Cuando J es el

momento angular orbital L, entonces R(¢) si corresponde a una rotacién en nuestro espacio
usual R3.)

A partir de ((5.12)) se deduce que

e%‘g'“:T J? ?7%53 = 6%5%3.3 e’%‘z’j =
= e%‘gj J e_%"z'j . e%‘g':l j e_%&j
(R(q?) j) : (R( HI) =32 . (5.13)

Tomando el limite 5 — 0 en (5.13) (o usando las reglas de conmutacién l} es facil
demostrar que

[32,31-}:0 1=1T,Y,2 .
En el conjunto de operadores compatibles podemos incorporar a J? y a una componente

> -2 <
de J. Por fijar ideas, trabajemos con { J,J,} como observables compatibles y sea |Am) un
autoestado de ambos observables, es decir,

J2Am) = B2\ Am)

J.|Am) = hm| m) .
Usando la ecuacién ((5.13)) podemos escribir

eréd J2 T = R\ Am)
0 sea,
J? (e_%‘z"‘jp\m)) = R?)\ (e_%¢'J|)\m>> :
De este modo se encuentra que mediante rotaciones del estado |Am) es posible obtener otros

—2 . hat
autoestados de J con el mismo autovalor A. En otras palabras, J rota los autoestados de
momento angular, pero cambiando sélo su proyeccién en Z, no su momento angular total.
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: - : . ~2
Estudiemos con mayor detalle las caracteristicas del espacio de degeneracién de J. Para
ello introduzcamos los operadores

3. =3, +id,
y ~ ~ ~
J_o=J,—1iJ,.
Dado el caracter autohermitico de J, y J y» Se cumple
3)'=3
y VN
Es inmediato mostrar que J, y J_ cumple con las siguientes reglas de conmutacién
|:jz,~j+:| - hj+ ; (514)
[J.,J_] =—hJ_ (5.15)
y ~ ~
[J%,J] =0 .

A partir del ultimo conmutador se deduce que
J2 (Je|dm)) = B?A (J|Am))

de modo que los J+|Am) también son autovectores de J? con el mismo autovalor original,
R2\.
Analicemos como se comportan estos vectores ante la acciéon de J,. Para ello reescribimos

las relaciones (5.14)) y ((5.15) en la forma
3.0u = 3o (3. % i)
Operando con esta igualdad sobre un vector |Am) concluimos que

J. (J4|dm)) = A(m +1) (J4|Am))

3. (3_1wm)) = h(m — 1) (3_|Am))

Es decir, al actuar sobre un vector |Am) con los operadores J., el autovalor de J2 (que es
h2)\) no se altera, mientras que el autovalor ante el operador J. sf se modifica (pasa de hm
a fi(m =+ 1)). Por esta razén, los operadores Jy se denominan “operadores de subida” y de
“bajada” respectivamente. De la discusion anterior se tiene que

J dm) = ap(m)|\,m+ 1) (5.16)

J_|Am) = a_(m)|\,m—1) . (5.17)
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Para evaluar las constantes a4 resultan ttiles las siguientes expresiones

LI S, GO ENNPY S S, GO CR

Tenemos

0<la? = (Iulwm)) (Ii]Am))
= Om|J_J | m) = (A—m(m+1)) . (5.18)

En forma analoga

0< o = (T_pm) (I_1am))
= Qm|J I _|dm) =R (A —m(m—1)) . (5.19)

Sumando estas dos desigualdades obtenemos que A — m? > 0, o sea,
—VA<m<+VA . (5.20)

Esta desigualdad parece estar en contradiccion con las relaciones ((5.16)) y (5.17)), pues dichas

relaciones nos llevan a escribir
(ji)h |Am) = (constante) |A ,m £ h) | (5.21)

de modo que, al elegir h suficientemente grande, aparentemente podemos encontrar valores
de m’ = m £+ h que no cumplan con la desigualdad . Esta aparente contradiccion se
obvia sélo si asumimos que la constante involucrada en la ecuacién (5.21)) es nula a partir de
cierto valor de h.
Sea m; el valor méximo de m que se puede obtener al aplicar sucesivamente J a |Am).
O sea,
j+|)\m1> =0 .

Al aplicar J_ sucesivamente a [Am;) el nimero cuantico m volverd a disminuir. Después de
aplicarlo h veces, se llegard a un valor minimo my = m; — h de manera que

j,\)\m2> =0 s
con
my —MmMo = h S N* . (522)

De las relaciones anteriores y las ecuaciones ((5.16]) y (5.17)) que definen las constantes a(m)
se tiene que
ap(my) =a_(mg) =0 .

Usando este resultado en (5.18)) y (5.19) se obtiene que
0=h"(\—mi(m; +1))
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0=h?(\—ma(my— 1)),

es decir,
A= ml(ml + 1) = mg(mg — 1) .

Esta ecuacién junto con ((5.22) implican que

my = 5
y
J— h —
meo = 5 = —my .
Denotemos por j al valor maximo que puede tomar m (esto es, j = m; = h/2 = —my). Como

h es entero, j puede ser entero o semientero. También se tiene que

A=j(G+1) .
Notacién: De aqui en adelante, siguiendo la tradicién, los autovectores de J? y J, los deno-
taremos por [jm).

Con esta notacién se tiene que:

J2 |jm) = K25 + 1) [im)

J. [im) = hm |jm) .
De acuerdo a lo dicho anteriormente, los valores posibles para j son

1 3 5

=0, =, 1, 5,2 2, ...
._7 727 727 727 b

y para un j fijo los valores que puede tomar m son

mE{—], _j+177.7_17 ]} )

en total 27 + 1 valores.

Debido a la importancia de estos resultados los recapitulamos:

Para un trio de operadores (J,, J v J.), que cumple las leyes de conmutacién de momento
angular [j | j] = z'hel-jkj &, Se tiene que {j 2] »} forman un conjunto de observables com-
patibles. Al diagonalizar dicho conjunto, el espacio de Hilbert se separa en subespacios H;;
caracterizados por un autovalor bien definido de J2, h2j (j + 1) con j entero o semi-entero.
Dichos espacios poseen dimensién (27 + 1) y una base es

Dicha base esta caracterizada por las ecuaciones

J2|jm) = B*j(j + 1)|jm) (5.23)
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J.|jm) = hm|J, m) (5.24)
Jiljm) = h/j(G +1) —m(m £ 1)jm £ 1) (5.25)

con ji = jx + ijy.

Hacemos notar que cada subespacio H; es invariante ante la accién de cualquiera de las

componentes del operador vectorial J , esto es,
|¢> c Hj — jz|’(ﬂ> c Hj ,

lo cual se ve inmediatamente al poner

. 1 ,. .
J,=—(Js—-J_
Y 2 ( + )
y usar las ecuaciones (5.24)) y (5.25). Del mismo modo se encuentra que H; es invariante ante

(J - @), donde ¢ es un dngulo arbitrario, o bien ante (J - ¢)® con n € N. De lo anterior se
concluye (al recurrir a una expansion en series de Taylor) que el espacio H; es invariante ante

rotaciones generadas por J:

- 5

W) € H; = ey €Ny V|4l.

Hasta el momento, hemos construido una serie de operadores a partir de J. Todos per-
miten mover vectores dentro del mismo subespacio de degeneracién asociado a un nimero
cuantico dado j. En particular, los operadores J4 cambian la proyeccién en 2, y de este modo,
conocido un | jm ), podemos en principio encontrar todos los otros vectores del subespacio.
Sin embargo, para tener la base completa del espacio necesitamos un operador que permita
salir del subespacio de momento angular j, y esto lo conseguimos con el operador vectorial
definido a continuacion.

Sea F un trfo de operadores que cumple las leyes de conmutaciéon

[F;,J5] = ihe;uFe | (5.26)

donde J es un operador “tipo momento angular”, i.e. que cumple con relaciones de conmu-
tacion (5.11]). Si un operador cumple con las reglas de conmutacién (5.26) decimos que tal

operador es un operador vectorial respecto a J. Definamos
F,=F,+iF, . (5.27)

A partir del conmutador (5.26)) se deduce que también se satisfacen los siguientes conmuta-
dores:

(3., F ] =[J_,F_]=0
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3. F] = +AF, |

Proposicién: Sea |j, m = j) uno de los autovectores de {J?, J.}, entonces
F.lj,j)=alj+1,j+1) . (5.28)
Demostracion: Sabemos que
[JmF—I—} =hF, |
luego
J. (Filig)) = Fu (I +nh1)|j5)
= h(j+1) (F.lj5))

Esto demuestra que el “ket” o vector (F_|jj)) es autoestado de J. con autovalor i(j + 1).
analicemos ahora el efecto de J? sobre tal ket. Usando la relacién

P =J,(rl+J.)+J_J,
concluimos que

P (Fylif)) = RPU+10G+2F5) +J 3 Foli)
RP(j + 1) (G + 2F|j5) + J_F I, |j5)
R+ 1) +2) (Filig) )

Concluimos que F, [j7) también es autoestado de J? con autovalor h25'(j + 1), donde j' =
J + 1; esto completa la demostracion.

En todo caso, la constante a en la relacién (5.28) puede que sea nula, no existiendo
criterios generales para saber cuando ello ocurre.

5.5. Autofunciones del momento angular orbital.

Utilicemos los resultados de la seccion anterior, particularizados al caso en que J=L=
r X p es el momento angular orbital.
Consideremos un estado [i)) € H arbitrario y expanddamoslo en la base de posicidn:

) = [ dro@i

Al operar sobre él mediante U ¢ tenemos

Uglu) = #50) = [ v (i) Ry)
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y cambiando la variable de integracién, 7" — R(%l 7, se tiene

e L)) = /d% 0 (Rdglf) ™)
de modo que ] ]
(Fle#95) = et 0u(F) = o (R3'F) (5.20)

Si () = ¢(r), conr = |r], al usar la invariancia rotacional de 1(r) y la ecuacién anterior,
se obtiene que
Ly(r)=0 i=mxy,2

es decir, una funciéon con simetria esférica posee momento orbital nulo.
Proposicion:

. RN
El operador (L)? = (F X f)) (s6lo) posee autovalores h2(({ + 1), con £ entero.

Demostracion: B
2 .
Sea [¢m) un autoestado de { L,L,}. Entonces tenemos

exp (—%aﬂz> [tm) = e " |¢m) .

Realizando el producto interno con (7] , usando la definicién v, (7) = (¥|¢m) y haciendo
uso de la relacién (5.29) ), sigue que

wfm (R;gl??) = e—iam ¢€m(F) .
Expresando el vector 77 en coordenadas esféricas (respecto al eje 2), se obtiene
Yom (1,0, 0 — @) = e Py (r,0,0) YVa € R . (5.30)

Si elegimos o = 27 en la ultima ecuacidn, la condicién de que ¥(7) sea una funcién monova-
luada en R?, exige que

wem(r, 07 (ZS - 27T) = Wm(?”, 97 (b) )

de modo que
6—27rim =1

Esta relacién exige que m deba ser entero, y por consiguiente también ¢ (que es el valor
maximo que puede tomar m), o sea,

(=0,1,2, 3,... (para el caso del momento angular orbital) .

Usemos la ecuacién ((5.30) con o = ¢. Defininamos g, (7, 6,0) = ¥y, (r,0). Entonces se
encuentra que

Vo (1,0, ) = €™ (r,0) . (5.31)



268 CAPITULO 5. MOMENTO ANGULAR.

A continuacion deduciremos una expresion general para los autoestados de los operadores
{LQ, Lz}, asociados al momento angular orbital.
Comenzamos escribiendo la ecuacién (5.25)) en la forma

L. |[tm) = /(0 —m) (L +m + 1)|¢,m + 1)

L_|tm) = /(£ +m)({ —m + 1D)|,m — 1) .

Partiendo de |, £), aplicando reiteradamente L_, obtenemos los distintos |[¢m):

L_|00) = mv20)¢,0 — 1)

L2 |00) = h2\/20(20 — 1)1 - 2|¢, 0 — 2)
L2 |00) = h3\/20(20 — 1)(20 — 2)1 -2 - 3|, ¢ — 3)

. 20)1k!
L*|0,0) = i* (20 STl k)

(20— k)
Existen expresiones andlogas a éstas que se obtienen al operar sobre |¢, —¢) en forma reiterada
con el operador L. Poniendo ¢ — k = m se obtiene

1 C+m) -,
bm) = g (2é)!(€—>m)!L 44

= 1 (6 _ m)' [ {+m
o hé-i—m (2€>|(£+m)|L+ |€7 _€> . (532)

5.5.1. Los operadores de momento angular en la representacion de
coordenadas.

Sea |¥) € H un vector arbitrario. Entonces

(FIL[®) = (7|Fxp|¥)

0 sea, §
(F|L|®) = —ikf x V¥(F) = LOPWU(F) .
Acé LP) es un operador diferencial que opera sobre funciones complejas. Para cada una de

las componentes cartesianas por separado se tiene:

o . 0 0 .
(7L | V) = —ih (yaz = Z@y) U(r) ,
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1T . d 0 .
(7|Ly| V) = —ih (z% - x$> U(7r)

y
(F|L,|U) = —ih (xé% — y%) U(r) .
Expresemos ahora estas ecuaciones en coordenadas polares esféricas:
r=\/x2+y%+ 2%,
x =71 sinf cos ¢,
y =1 sinf sin ¢
y
z=r1r cosf .
Pongamos
0 0 0 0 0
—th|ly=——2—|=A—+B—+C— 5.33
' (yaz Z@y) 20 " a0 T or (5:33)

y encontremos el valor de las constantes A, B, C'.

Operando con la relacién 1) sobre /x? + 4?2 + 22 =r:
0 0 0 0 0
—ih|y=— —2— | Vai+y2+22=(A— + B— — :
! (yaz Zay) TAy s ( 96 " a¢+car)r

De aqui se obtiene que

lo que implica que

C=0.
Operando con la relacién ((5.33)), con C' = 0, sobre la funcién x = r siné - cos ¢ se obtiene
0 0 0 0
—ih (ya — za—y) r = (A% + B(?_¢) (r sinf cos¢) |,

0 sea,

0=7(A cosf cos¢p — B sinf sing) .
Finalmente, operando con la relacién (5.33)), con C' = 0, sobre z = r cosf, se obtiene
0 0 0 0
—ih <y— — z—> z = (A% + Ba—¢> rcosf ,

0 sea,
—thy = —Ar sin6 .

De las relaciones anteriores se deduce que

. thr sin sin ¢

= thsin ¢

r sin 6
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cos cos o

B =ih = ih cotgf cos¢ .

sin
(Otro modo de obtener los mismos resultados es usar la regla de la cadena, y escribir
0/0x = 0r/0x0/0r 4+ 00/0x 0/08 + 0¢/0x 0/0¢, y andlogamente con y y z.)
Podemos ahora escribir el operador diferencial L en coordenadas polares esféricas:

0 0 0
(Op) = —9 _— g — =1 ] _—
L th ( 02’ Z@y) th <cotg0 Cosqb 36 + sin gbag)

Analogamente, se obtiene

Léop) = —ih <z£ — x—) =1h (cotg@ sin ¢—¢ — COS p— )

L) = —ip (xg — ﬁ) _ 2

La forma particularmente simple de LY no deberfa sorprendernos, ya que justamente
escogimos la base de momento angular como autovectores de J,, de modo que ésta es una
direccién privilegiada. Notemos también que esta ultima relacion concuerda con ((5.31)):

—ih—e'mo = me'mo .

d¢
Para L' = L +iL{™ se obtiene
0
Lgrop) = ih (cotg0 cos gb + smgb ) (cotg@ smgb 36 — CoS gbae)

= h[cotg@ (1 cosgb—smgb) 9 + (i sin ¢ + cos ¢) 8}

(0 0
he (86+ZCOtg9_8¢)

(op) _ ngop)

Anélogamente, para L'° — 3L se encuentra

’ 0 0
(op) — —i¢
L” he ( 20 +zcotg98¢)

Para el operador LP)* = [(op) . [(P) g0 obtiene

: 19 0 1 o
Ll — _p2 |-~ H— -7
[smeae (Sm ae) * sin295¢2}

Observemos que esto tiene precisamente la forma de la parte angular del Laplaciano en
coordenadas esféricas. Esto no es casualidad, como se verd en el Cap. [6]
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5.6. Los autovectores en la representacién de coorde-
nadas.

Puesto que en coordenadas esféricas los operadores diferenciales asociados a {LZ, ﬁz} sélo
dependen de 6 y ¢, se obtiene que tales operadores sélo imponen restricciones sobre la forma
de la parte angular de la funciéon de onda.

Encontremos la forma explicita de las funciones ¢, (") = (¥]¢m), es decir, los autovectores
del conjunto de operadores {LQ, ﬁz} en la representacion de coordenadas. Esta funcion la
escribimos de la forma

@/ng(’l", 97 ¢) = f(T)ng(g, ¢) )
donde f(r) es una funcién de r arbitraria (aunque se exige que f(r) sea continua y que 7 f(r)
sea acotada en RT). El momento angular no impone ninguna restriccién sobre f(r), pero
si determina la forma que toma la funcién Yy, (6, ¢).

La ecuacién implica que Yy,,,(0, ¢) se puede escribir como el producto de dos fun-
ciones, una de las cuales sélo depende de 6 y otra que solo depende de ¢:

}/Em(ea ¢) = g@m(e)eim¢ .

Como ejercicio, evaluemos L,|¢m) en la representacién de coordenadas y mostremos que
efectivamente se obtiene el resultado Am. Se tiene:

(0| L. |[tm) = LY Yy (6, ¢)
= —ifg g (O)™ = g (6)

A continuacion encontraremos explicitamente las autofunciones de momento angular en
representacion de coordenadas, utilizando los resultados generales de dlgebra de operadores
de la Sec. 5.4 Comenzaremos encontrando Yy, y luego aplicaremos los operadores de la
Sec. [5.5.1], tanto para pasar a estados de momento angular ¢ distinto, como para movernos
a estados con distintas proyecciones de momento angular m dentro de cada subespacio de
momento angular.

5.6.1. Evaluacion de Y.

Consideremos el caso particular en que ¢ = 0. Entonces también m = 0 (recuerde que
para un valor de ¢ dado, m sélo puede tomar los valores —¢, —¢ + 1, ..., ().
Al usar (5.25)) con J = ¢ =m =0, se encuentra que

(06| L [00) = L Yoo (8, ) = LE” goo(6) =0 .

Al usar las expresiones explicitas para los operadores diferenciales L(i(’p ) en coordenadas po-

lares esféricas concluimos que goo(#) debe ser una constante. Elijamos dicha constante igual
a 1/v/4m, a fin de normalizar ante una integracién sobre (6, ¢), es decir,

%0(97¢> = E 3
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teniéndose asi
(00j00) =//d9 Yool )2 =1 .

De este modo se demuestra que toda funcion de onda, con momento angular orbital { = m =
0, sélo depende de la cordenada radial r:

Wpmm=o(7) = f(r) .

5.6.2. Evaluacion de Y.

Consideremos ahora el caso m = (. Para encontrar la funcién Yy (6¢) = (0¢|0C), usemos
e

el resultado dado por la ecuacién ([5.28)) con el operador vectorial F = T. De acuerdo a (5.27 ,
definimos

Fo=% 4 iy .
Se tiene:
|11) = (cte) 4 |00)

22) = (cte) (£.)* 00)

|00) = (cte) (¥4)°]00) . (5.34)

En la representacién de posicién el operador (f+)¢ queda expresado por
(2P + iyt = [r sinf(cos ¢ + isin )]’ = r’sin’ T
Usando esta expresiéon podemos escribir en la rerpresentacién de posicion:
Yy(0, ¢) = (cte) rfsin’ 6 e Yyo(0, ¢) |
o bien,
Yi(6, $) = Cpe®* sin’ 6 . (5.35)
Ejercicio:

(a) Verifique que
L Yye(0,0) =0

(b) Muestre que la expresién (5.35) es la tnica solucién del tipo e*g,() que posee la
ecuacién diferencial de la parte (a).

La constante de normalizacién C se evalia exigiendo

[ dalvine.0F =1 .
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De esta manera se encuentra que

2 +1
1 = |C / dg | (dcos®)(sin? )"
0 -1

226 (m)2

= An|Cy|* —— .
I G

Despejando (Y y eligiendo la fase de acuerdo a cierta forma tradicional, obtenemos

(1) [(20+1)

U ivs
Yu(0,9) = 5] pr— “ sin’0 .
Note que también se tiene que
(=1)* (% +iy)*

En lo que sigue usaremos esta relacion para evaluar a las demas autofunciones del momento
angular orbital.

5.6.3. Evaluacién de Y,,.

Las restantes autofunciones se obtienen aplicando sucesivamente a |£¢) dado por (5.36)),
el operador de bajada L_. De esta manera se obtiene (al usar (5.32))

1)t Cem)! (LT (% +iy)!
0m) = <2£e? \/(2€+1) Eg_mgl (7> %mm .

Como

podemos escribir

L = () i)

- 1 1 .\ o Nl

- o (eEh) 6o
Luego

1\ m
Yim(0,¢) = 25(5! hl m\/<2€+ 1) Eﬁtm;: (x —123/)m
1 o) t=m i (x +iy)*
(x — Z'yL_ ) ( ) ; YOO(9¢)

Ahora
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(z —iy)(z +iy) = r’sin?0 .

(op)

(D 21 (tm) e\
nm(67¢) oL et A (f—m)' rsin @
{—m
e'e L(,Op) 2 . 2
' (r sinf h r st

| imé f—m
_ 1 \/2€+1(€+m). e ( 9] ) (cos?0— 1) .

201 A7 (0 —m)! sin™ @ \ Jcosb

Usando estas relaciones y la expresion del operador L™’ en coordenadas polares esféricas, se

obtiene

A estos autoestados de L? y L, se los conoce como armdnicos esféricos. Normalmente,
aparecen en el contexto de ecuaciones diferenciales como una base para las soluciones an-
gulares para la ecuacién de Laplace. Aca, en cambio, hemos encontrado que los arménicos
esféricos son los autoestados de momento angular, escritos en representacién de coordenadas.
Los arménicos esféricos se expresan normalmente en términos de las funciones asociadas de
Legendre Py, (cos):

_ | .
Vi (0, 6) = <—1>m\/ el Eﬁ I Pan(eos6) 7 (5.37)

~—

donde,

m
2

Pgm(l’) =

wri () () oo ew

Esta ultima ecuacién constituye una generalizacion de la llamada “férmula de Rodrigues”
para los polinomios de Legendre.

5.6.4. Armonicos esféricos.
De acuerdo al analisis anterior los armoénicos esféricos cumplen con
LD Y (6, 6) = UL+ 1)Yin (0, 6)
LY (0, 6) = hmYem (0, )
y

LY (0, 6) = I/ (CF m)(C £ m + 1)Yymur (0, 0); .
Usando la expresion explicita en coordenadas polares de L("T’)Q, la primera de estas relaciones
es equivalente a la ecuacion diferencial

m?

d d
1) — in? P, —
{£(£+ ) sin? 6 * dcosf (sm edcosﬁ)} tm(c086) =0
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ecuacién que a veces se usa para deﬁnir a los polinomios asociados de Legendre.
A partir de las relaciones (5.37)) y (5.38) se puede demostrar que

YZn(‘ga ¢) = (_1)mY£,fm<97 ¢) = Yfm(ea _¢) :

También es facil verificar que Py, (—x) = (—=1)*"" Py, (). De las dos relaciones anteriores se
encuentra que

Yom(m = 0,0+ 7) = (=1) Yo (0, 0)-

Pero (m —0,¢ + m) y (0, ¢) son direcciones diametralmente opuestas en el espacio, de modo

que
esto es, una funcién de onda con momento angular par, £ = 0,2,4, ..., es invariante ante la
inversién espacial, mientras que si £ = 1,3,5, ... entonces Wy, () es una funcién impar ante

la inversion espacial.

Las relaciones de ortogonalidad y completitud de los arménicos esféricos son:

)ty = / VY (06) Yo (06) = S S

@) = (@ (Z !€m><€m\) |2') = (09| (Z |€Tn><€m|> 16'¢")

m

i Z Vi ()Y (Q) =6(Q - Q) . (5.40)

=0 m=—¢
En forma explicita, algunos de los arménicos esféricos de orden mas bajo son:

1
VAT

3 3 +1
Vi () =F/ o —eF?sinfg = \/— (:c zy)
3
Y10(92 \/—COSQ— \/ z
15 . 15 [z +iy\’
Y. 0) = +2ip 29
242(Q) = [0 = foon

15 .. 15 (x 1
Yo 11(Q2) = :H/gei“f’ cosfsinf = F —M

1l 72

5 [ 5 (222 — 2% —q?
Y50(Q2) = ﬁ(?)cosQQ —-1)= Ton ( = ) :

Yoo(2) =
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Capitulo 6

Problemas con simetria esférica.

En este capitulo nos dedicaremos a buscar autoestados de energia en sistemas tridimen-
sionales centrandonos en forma casi exclusiva a problemas con potenciales esféricamente
simétricos.

6.1. EIl problema de dos cuerpos.

Consideremos dos particulas, 1 y 2, interactuando a través de un potencial V(v%l — 7;“2).
Aca 71 y 75 son los operadores de posicién de las particulas en cuestion.
El espacio de Hilbert de este sistema compuesto es del tipo

H=Hi®H, ,

donde H; y Ha corresponden a los espacios de las particulas aisladas. Una base de H es
{|71,7) = |71) ® |F2)} (o bien {|F, ) = |1) ® |p2)}, ete. ), teniéndose que {7, 75} (o bien
{1, P2}, etc. ) son conjuntos completos de observables compatibles, sociados con una y otra
eleccién de bases. (Acéa P1 vy Ps son los operadores de momento, conjugados candnicos de 7
y 7%2) En el problema en cuestién supondremos que no existe ningin potencial externo, lo
cual simplificara considerablemente el analisis, como se vera a continuacion. De este modo,
el Hamiltoniano del sistema compuesto es
-9 -2

H_Zp—ﬂ;+2p—w;+v<a—f2) . (6.1)
Es claro que este Hamiltoniano es invariante ante una traslacion rigida de ambas particulas,
digamos en una cantidad a@. Poniendo

Ug) — oidBi/h

y recordando que
[Iv)li?ij} = [plia IV'Zj] =0 7Z.aj =Y,z ,
tenemos

UW g® _ gia@Bit+p2)/h — ,—idPr

277
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con .
Pt = p1p2 = momento total .

U((jl) ‘[VJ((;) I:I(?17 §27 1:517 f)Z) U(}; -[j(,g; = H(Ij a
= H(?l —a, 1:‘2 —a, 51, f)z)
Al particulizar esta relacién a nuestro Hamiltoniano (6.1)), sigue
¢ i@PT H PT = H <= [H,Py] =0. (6.2)

Asi pues, el momento total es constante de movimiento como consecuencia de la simetria de
traslacion rigida de las particulas.

Busquemos un conjunto de observables canénicos conjugados {13T, R.D, I:'} que cumplan

[Rcw PTﬁ] = [f'Cw pﬁ] = Zhéa,ﬁ

[Ra, ps] = [fa, Prg] =0 .

Una posible eleccién de dicho conjunto es

>, 1 . -

R = — (m;T; + maory)
M< 11 + 22)
f)Tzf)l—i‘I:)z,

F=T; — I
y

ﬁ:l(m2§1—m1f)2) )

M

con M = mq + mas.
De acuerdo a ([6.2)), conviene expresar el Hamiltoniano en términos de este nuevo conjunto
de variables canénicamente conjugadas. Usando que

—

< m,; =
R=p+rPr

y
3 >z Mg =
= — —P
B p+ N T
sigue,
=2 -2 52 -2
P1 P1 A T , P 2
=—+—+ V(- =—+4+—+V
S + S, + V(7 —7%) i + o + V(7)
Acé p es la masa reducida
. 11y
S Vi
Asi,
. Pz
H= L + HO )
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con
. p? .
= 1ve .
0= 9 + V()
Notar que {13, Ho (T, p)} forman un conjunto de observables compatibles.

Pasemos a la representacion de coordenadas. Se tiene:
Pr¥s g, (T, R)=Po ¥p 5 (I,R) ,
HO\IllngO(F, R) = E, Vs B (7, R)

2

. o= P - .
HU 5 g, (7, ) = [ﬁ + Eo} Vs p (P R)=E Vs . (7, R) .

Como Hj no depende de Pt ni de R, el sistema de ecuaciones de autovalores representado
por las tres ultimas ecuaciones admite soluciones en la forma de productos

U (7 R) =g (R) Vg, () |

esto es . L
U, (7 R) = 1 0 (7)
y ~
p’ .
ot V()| W (F) = Eo Vi, (7) -

Es precisamente este tipo de ecuacién, particularizada al importante caso V() = V(r), la
que se estudiard en la siguiente seccion.

6.2. La ecuacién radial de Schrodinger.

Consideremos el caso de un potencial esféricamente simétrico, o sea, V(r) = V(r) sélo
depende de la magnitud » = v/7 - 7. Una particula de masa reducida p, moviéndose bajo la
influencia de tal potencial estara descrito por el Hamiltoniano

H(r,p)=—+ V() .

Tu
N u
2=

En este caso, los operadores fz, L, v H conmutan entre si y forman un conjunto completo
de observables compatibles. Denotemos por |E¢m) los autovectores comunes de estos tres
operadores, es decir:

H|El(m) = E|Efm) |

L?|Efm) = R*0(¢ + 1)|Efm)

L.|E¢m) = him|Elm).
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Antes de proseguir escribamos el operador L? de otra forma:

]:2 = (? X f))l(f' X I:))l

= €ijk€itmTjPETPm
= (0je0km — 6]m6k€) ;DL P
= ©p° +2ihr-p— (r-p)(r-p) —ifr-p .
0 sea, )
L?>=#p’ +ihr-p— (r-p) (r-p)
Despejemos p? vy usemos la relacién
() = —itit- ¥ = —ihro- |
or

De esta manera se encuentra que

)2 1

p(T) =

2

0 . L o2
= h%‘w (T\If(r))JrT—QL( P ()

De esta manera se encuentra que la funcién de onda Vg, satisface la ecuacién de
Schrodinger, en coordenadas polares,

2o (4,0 Lor)? .
{—2[”“25 (7’ E) + 2[,67“2 +V(T> —F \I/Egm(r) =0 .

LP* es un operador diferencial que sélo opera sobre las variables angulares 6 y ¢. Sabemos
que las soluciones son del tipo

Y pem () = Rpe(r) Yom(0, ¢) -

Reemplazando esta expresion en la ecuacién diferencial se obtiene

Yim (0, 0) {— Wed (ﬁi) + WAL+ +V(r)— E} Re(r) =0,

2ur? dr dr 212

o sea, Rpy(r) satisface la ecuacién

od [ ,d\ R+ 1)
{—2[““2% (T’ E) + —2M7”2 + V(T) — E} REg(T) =0 .

Con la sustitucion ug(r) = r Rge(r) se obtiene

d ([ ,d\u
( = %(Ta)?
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o sea,
n? d*u P20+ 1) u
- - —+V(r)—-FE)—-=0 .
2ur2rdr2 ( 2412 () ) r
Multiplicando por —%—’;‘r se encuentra, finalmente:
? +1) )
[ﬁ — = Ul +k } uke(r) =0 . (6.3)

Esta ecuacién se conoce con el nombre de Ecuacion Radial de Schrédinger. En (6.3), U(r) y
k? estan definidos por

Ur) = ()
' h2k?
o =F .
También es posible definir el potencial efectivo
2
vitr) = v+ 0

adquiriendo la ecuacién (6.3) el aspecto de un problema unidimensional, con la restriccién
Upe(r)|,—g =0,

lo que equivale a una pared impenetrable en la regién r < 0.
Una vez encontradas las soluciones de la ecuacion (6.3)), la funcién de onda (| E¢m) viene
dada por
Upe (1
(F1Btm) = Wi (r,0.0) = N 0.0)
Como Vg, (r¢) tiene que ser finito en el origen (r = 0), la solucién de (6.3) debe satisfacer
la condicién

Upe(T) =0 .

Para una energia F fija, la solucion general viene dada por

0o l
v =3 Y Ay, 0.6) (6.4)
{=0 m=—/

donde las constantes (en general complejas) son determinadas por las condiciones de borde.

Cuando el espectro es discreto (que es la situacién que normalmente ocurre cuando los
potenciales son atractivos y la energia es suficientemente baja), los autovalores de la ecuacién
radial de Schrodinger (es decir el valor de k?), dependerdn del valor de £ que se esté consi-
derando. Las energias discretas en ese caso vienen especificadas por dos niimeros cuanticos,
E = E,,, donde n es el indice que enumera los autovalores de energia para un ¢ fijo. Cuan-
do se tienen energias discretas, generalmente las autoenergias para valores de ¢ distintos
no coinciden, luego, a menos que exista una degeneracién accidental, en la relacién (/6.4
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Figura 6.1: (a) Funcién de onda Wy, (b) funcién de onda rotada U 5V en presencia de un
potencial esféricamente simétrico.

se debe suprimir la suma sobre (. Esto significa que sélo existen (2¢ + 1) funciones lineal-
mente independientes con energia E,p: {W,um(7) = Rue(r) Yo (0, ¢)}, siendo m el indice de
degeneracion.

El origen fisico de esta degeneracion se debe al hecho que al rotar un autoestado de
energia de un hamiltoniano esféricamente simétrico, el nuevo vector de estado persiste como
autoestado de energfa y con el mismo autovalor inicial. En efecto, sea |Vg) autoestado de
energia:

H|Up) = (5 +V<r>> Vi) = E|Vg) .

Se tiene que

- i (R;'p)* B2
U; ZWLV(W) U571:T+V(|Rtg—ﬂ):ﬂ+v(|ﬂ) ;

esto es, U Q;H — HU 3 Este resultado nos permite concluir de que
H (fjdg\q@) —E (UQ;WE)) .

De este modo, todos los estados de;|\I/E> poseen igual energia. Si |V g) posee momento angular
¢, el espacio engendrado al rotar |Ug), o sea, el espacio de degeneracién de la energia E, posee
dimensién (2¢ + 1).

La figura muestra intuitivamente el origen de esta degeneracién. En a) se muestra
esquematicamente una funcién de estado Wg(7) (simbolizada por las lineas continuas) some-
tida al potencial V(|7]) (cuyas equipotenciales son superficies esféricas, indicadas con linea
punteada); en b) se muestra al estado rotado Uz (7). Es obvio que ambos estados son
degenerados en energia, ya que la relacion entre la funcién de onda y el potencial es la misma
en ambos casos.
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6.2.1. Propiedades Asintéticas de la Ecuacién Radial de Schrodin-
ger.

Analicemos brevemente el comportamiento asintotico de las soluciones de la ecuacién
radial de Schrodinger

d_2_€(£+1) —U(T)+k2 upe(r) =0 .

dr? r2

Limite r — 0

T s . r—0 <
Multipliquemos la ecuacién radial por 72 y supongamos que 2V (r) — 0 (en una seccién
anterior se vié que carecian de sentido fisico potenciales que divergen més fuerte que —1/r?
en r = 0). Con esta hipétesis, y descartando los términos despreciables en r = 0, llegamos a
la ecuacién asintotica
2

—7‘2%—|—€(€+1) ue(r) =0 enr=20.

Esta es la ecuacién de Euler siendo las soluciones ™1y =%, Recordando que R (r)un(r)/r,
concluimos que las dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién radial (de 2°
orden) cumplen

1 -
RT(M) ~ 7! solucién regular
2 - L
R®) ~ r~ ™ solucién irregular

Limite r — o0

Este limite fué ya discutido en el caso unidimensional. Sélo recordemos dos situaciones
de interés:

(i) Si V(r) == 0, entonces el espectro se separa en una parte ligada (discreta) y otra parte
libre (Continuo)EI. Sio E,e < 0 es un estado ligado, entonces la funcién de onda radial

cumple
Upe(r) = e |

con B,y = —h*k*/(2u). Si se trata de un nivel del continuo, entonces
Ung(r) = e

con E,, = R*k?*/(2u).

'Puede darse, sin embargo, que un potencial atractivo no tenga estados ligados en dimensién-3, esto dada
la restriccion une(r = 0) = 0 antes senalada.
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(ii) Si V(r) == Vore, Vo, a > 0, entonces sélo son posibles los estados ligados (no existe
region libre en el espacio). En tal caso

Une(1r) = exp [—C’r“o‘/ﬂ ,

_ [ 8l
¢= R?(a+2)%

6.3. La particula libre en coordenadas polares esféricas.

con

La ecuacién radial de Schrodinger para la particula libre viene dada por

[—ii (r2 d) Laen /#} Rur) = 0 .

r2 dr dr r

Esta es la ecuacién diferencial que satisfacen las funciones de Bessel esféricas. Dos soluciones
linealmente independientes son j,(kr) y ne(kr).

6.3.1. Funciones de Bessel esféricas.

En esta subseccién resumiremos algunas relaciones importantes que satisfacen las funcio-
nes de Bessel esféricas.

La funcién j,(kr) es regular en el origen mientras que la funcién ny(kr) es singular en el
origen. Estas funciones estan relacionadas con la funcién de Bessel de orden semientero de

acuerdo a:
. m
Je(kr) =4[ - Jers (Rr)
y
nellr) = (=1 | ——J_por,(kr) .
2hr " (3

Dependiendo del problema, en lugar de usar la base de soluciones j,(kr) y ng(kr), pue-
de resultar ser mds conveniente usar otro par de funciones linealmente independientes; las
asi llamadas funciones de Hankel esféricas. Estas vienen dadas por

by (kr) = ng(kr) +ig,(kr) .

El comportamiento asintotico de estas funciones y el comportamiento en la vecindad del

origen viene dado por
jle) T Zain (2= T
z 2

( ) z—+400 1 €7T
UTAV — —COS| % — —/—
l > 9 )

sotoo 1 Lyt L0 +1
hi () s ;ei’(zg)~(1iz(2—+z>—...> :
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( ) z—0 Zé 1— 22 n
Jei® 20+ 1) 2020+3)

2
z—0 . " 1 z
ne(z) — (2¢ 1)”2”1 (1—!—2(%_1)—1—...

Sea fy(z) cualquiera de las funciones ji(2), ne(2), o hi(z), entonces f,(z) satisface las
siguientes relaciones de recurrencia

2+ 1)) = 2 (e 2) + fia(2))
d 5—1
= (g + ) )

) = (4 + 52 e (65)

z

El Wronskiano W (ny, j¢)(z) es

dne(z) 1
dz —5e(2) dz 22

Si ¢ # 0, usando (6.5)), esta tltima ecuacién se puede escribir de la forma:

W (ne, ge) (2) = ne(2)

4 . 1
ne(2)je-1(2) = je(z)ne-1(2) = =
Algunas de las funciones en forma explicita son:
‘ sin 2
Z) =
Jo(2) >
1 (2) sinz cosz
z) = —
J1 2 B
coS 2
no(z) = — .
(2) cosz  sinz
ni(z) = — —
! 22 z
Dos relaciones muy importantes son:
et = Z(% + 1)i*je(kr) Py(cos )
=0

Y Z (47i"Y 3, (05, 67)) Ge(kr) Y (0, 0) - (6.:6)

=0 m=—
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Figura 6.2: Grafico esquemaético de j,(kr). El punto de inflexién, que coincide con el punto de
retroceso clasico, corresponde al valor en que la energia E es igual a la del potencial efectivo

Vers(r) = RP0(L+ 1)/ (2pr?).
6.3.2. Funcion de onda para la particula libre.

Para la particula libre, {H, | fJZ} son un conjunto completo de observables compatibles.
Las funciones que son autofunciones de estos tres operadores en forma simultanea son:

‘Ijkém(ra 97 ¢) = jé(krnfém(e? ¢) ) (67)

y respecto a los tres operadores tienen los autovalores E = h*k?/(2u), R*(0 + 1) y hm,
respectivamente. La solucién (6.7)) es una solucién particular de la ecuacién de Schrodinger
para la particula libre. La solucién general para una energia fija viene dada por

() =D Apme(kr)Yem(6, 6)
Im

donde los coeficientes Ay, son determinados por las condiciones de borde.

En particular, para una onda plana V(7) = exp(z’lg -7), la expansién viene dada por la

ecuacion .

La figura muestra esqueméaticamente el comportamiento de la funcién regular jy(kr).

Ejercicio:
Recurriendo a un algebra de operadores, diagonalice el conjunto de observables compatibles
{H = p?/(2u),L? L.}, siguiendo las siguientes instrucciones:

(a) Demuestre que para ¢ = 0, las autofunciones con energia

h2k?
E, =
24
vienen dadas por
sin(kr cos kr
\I/k,g:m:()(T) = A ( ) — B

kr kr
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(b) Demuestre que el operador momento lineal p satisface
|:13+7 I:I} =0 )

donde p; = p, + ip,. Luego, usando el hecho que f)’ es operador vectorial, concluya
que

: ¢
<%f)+> Whoo(r) = Wree(7)
(¢) Luego demuestre que
1B 1) = (a4 )L S
RP+ B Y or

y ademas que
b+, (x+iy)] =0 .

(d) Combinando los resultados anteriores concluya finalmente que

Uy () = ("” + iy>€ t (12>€ Wpoo(r) = Rua(r) Yael6, &)

r r Or

Identificando (salvo una constante multiplicativa) a [(x + dy)/r]¢ con los arménicos
esféricos Yy (0, ¢), concluimos que la funcién radial Ry, se puede escribir en la forma

Rualr) = Agia(kr) + Bem(kr) |
- () (2 (52)
ne(kr) = (_%)‘ G%)e (_Cozrkr)

con

6.4. Particula en una caja esférica.

Consideremos ahora una particula restringida a moverse al interior de una cavidad esférica
de radio a, es decir, supongamos que el potencial viene dado por

00 r>a
V(T):{O r<a

La solucién para una energia E = h%k?/2u, momento angular ¢ y proyeccién m fija, es
Wi (7) = Je(kr)Yem(0,0) 1 <a.

Debido a que 7 = 0 es accesible para el sistema, la solucién ng(kr)Ye, (6, ¢) resulta no ser
fisicamente aceptable (ya que es singular para r = 0).
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Cuadro 6.1: Ceros de las funciones de Bessel esféricas jy(x).

n ¢ | X,, | nomenclatura | degeneracion
1 0] 3.142 1s 1
1 114493 1p 3
1 25763 1d 5
2 0]6.283 2s 1
1 31]6.988 1f 7
2 1]7.725 2p 3

Para r > a el potencial es infinito, luego la funciéon de onda debe anularse para esos
valores. Como W(7') debe ser continua, se debe tener que

\Ilkfm(rza’797¢):0 V07¢ )

lo que se cumple sélo si
Je(ka) =0 . (6.8)

Esta ecuacién nos da los niveles discretos de energia (para un ¢ dado). En efecto, sean X, ,
n=1,2,..., las raices de j,(x), entonces implica que k no puede tomar cualquier valor,

sino que sélo los valores
Xnﬁ

k? = knf = T .
Consecuentemente, la energia solo puede tomar los valores
h? X2
E=FE,= o a—gf .
Los ceros de las funciones de Bessel con distintos valores de ¢ no coinciden, luego la dege-
neracion de cada nivel sélo se debe al niimero cuantico m. Asi, pues, la degeneracién de un
nivel E,; es 20 + 1.
La tabla da los ceros de las funciones de Bessel en orden creciente.
Es usual designar el momento angular que tiene un nivel de energia con una letra de
acuerdo a la convencién siguiente:

(=0 s
(=1 p
(=2 d
(=3 f
(=4 g
(=5 h

El nimero cudntico n se denomina numero cudntico principal.
La energia del estado fundamental “1s” es

22

FEin =
10 2,&0,2 )
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siendo la funciéon de onda correspondiente

A
Wioo() = Ajo(kr)Yoo(6, 6) = = sin (%T)

6.4.1. Inclusion de un carozo.

Consideremos ahora el mismo problema, pero agregandole un carozo (nicleo) repulsivo al
centro, es decir, consideremos una particula de masa p moviéndose en el potencial dado por

oo r<b
Vir)=¢ 0 b<r<a

oo T>a

Encontremos la soluciéon para un momento angular ¢ y proyeccion m fijos. Para b < r < a,
la particula es libre y la solucion general de la ecuacion de Schrodinger es

Whom(7) = (Je(kr) + ang(kr) ) Yem(6,¢) - (6.9)

En este caso no hay razon para excluir de la solucién la funcién ny(kr), ya que el origen no
esta en la regién donde la expresion es valida.
Para r = b y r = a la soluciéon debe anularse, o sea,

\I]kfm (7” =a, 07 (b) = \I]kém(r = b7 9, ¢) =0 V@, ¢ .
Usando se deduce que debe cumplirse

jg(ka) + cmg(ka) =0

Jo(kb) + ang(kb) =0 .

Eliminando « de estas ecuaciones se obtiene la relacion que define los valores de k posibles:

je(ka) _ je(kb)
ne(ka)  ne(kd)

Para ¢ = 0 se obtiene explicitamente que
sin(ka) cos(kb) — sin(kb) cos(ka) =0 ,
o sea,
sin(k(a —b)) =0 .
Los valores de k posibles (para ¢ = 0) son

nm
n0 —
a—>b

k n=12...

Para la energia del estado fundamental se obtiene

h? w2

o A N
Y 2 (- D)
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Con b = 0 este resultado coincide con el obtenido anteriormente. Evaluando a podemos
también escribir la funciéon de onda del estado fundamental; ésta resulta ser:

o) =4 (%57 i (525) o (25) s (5)]

donde A es una constante de normalizacién.

6.5. La funcion hipergeométrica confluente.

En las dos secciones siguientes se usard la funciéon hipergeométrica confluente. Recorda-
remos en esta secciéon su definicion y algunas de sus propiedades.

Definicion:
La funcion

F —1+2
1Fife,ci2) +cl‘+ clc+ 1020 T ele+ 1)(c+2)3!

se llama la funcién hipergeométrica confluente.

Usemos la notacion

con

Con esta notacion obtenemos:

d o0
dlelaCZ g n—l la,c,n — 1]
nl

acn—l]
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Evaluemos
d? d
e 1Fi(a,cz) + ¢ 1Fi(a,cz) — S 1Fi(a,c2) —aq Fy =
o0 anl cznfl
= Z_; (m[a,c,n— 1] — m[a,c,n— 1]> +
z"n "
+(-1) Z ( - [a,c,n — 1] —I—a—‘[a,c,n - 1])
— ! !
= Y (Gogleen + Srlacn - Siacn- 14
n=0 :

o sea, la funcién
¢1(z) = 1F1 (a,¢ 2)

es una solucién particular de la ecuacion

d? d
zd—g—l—(c—z)d—f—agb:() : (6.10)

Otra solucion linealmente independiente es
Po(2) =21 Fi(a—c+1,2—¢2) .
La solucién ¢4 (z) es regular en el origen, en efecto:
$1(z=0)=1Fi(a,c;0) =1 .

La solucién ¢,(z), en tanto, diverge en el origen si ¢ > 1; en efecto, ahi se comporta como
1—c
AR

Algunas propiedades de la funcién hipergeométrica confluente | Fi(a, c; z) y algunas rela-
ciones que cumple, son:
1Fi(a,a;2) = ¢
1Fi(a,c2) = e 1Fy (c—a,¢;—2),
(c—a)1Fi(a—1,¢2)+ (2a —c+2) 1 Fy (a,¢5—2) =a 1 Fy (a+ 1,6, 2) ,
(a—c+1)1F (a,¢;2)+ (c— 1) 1Fy (a,c—1;2) =a1F (a+ 1,¢; 2)

d a
e 11 (a,¢;2) = - 1Fi(a+1c+1;2) .
Note que si el primer argumento de la funciéon hipergeométrica es un entero negativo, entonces

es un polinomio de grado n:

1Fy (—n, ¢; z) = polinomio de grado n sin € N.
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6.6. El oscilador armonico en tres dimensiones.

En una seccion anterior resolvimos el problema del oscilador arménico tridimensional
en coordenadas cartesianas. Ahora encontraremos la solucién usando coordenadas polares
esféricas.

El potencial para el oscilador arménico isotrépico es

1

V(r) = = pw?r?

2

Introduciendo la coordenada adimensional

r
f=——
h/(pw)
y poniendo
u(r) = u(§)

se obtiene para u(§) la ecuacién diferencial

d? , ((l+1)

dg? &

+2e|u§) =0,

donde

€

E

-

Realicemos otro cambio de variable, z = £? y usemos la notacién a(z) = u(£). Para (z) se
obtiene la ecuacion diferencial

[2i+4zd—2 _, oAy +26} a(z) =0 . (6.11)

Para z — 00, esta ecuacién toma la forma

(4dd—; - 1) i(z) =0 .

Las soluciones de esta ecuacién son exp(—z/2) y exp(z/2). De estas dos soluciones sélo la
primera es fisicamente aceptable (ya que para r — oo, es decir, z — 00, la funcién de onda
debe tender a cero). De la discusién anterior se desprende que la solucién (6.11)) satisface:

u(2) X e

Para z — 0 la ecuacién (6.11) toma la forma

d 2 L+ 1)

u(z) =0 .

Planteando una solucién del tipo z° se obtiene que s debe satisfacer la ecuacion

2s+4s(s—1)—L(l+1)=0 |,
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0 sea,
4s% — 2s = L(L + 1).

De las dos soluciones de esta ecuacion:

5:;1(11 1+4€(€+1))= (L= (20+1)) ,

1
4
sélo la con el signo positivo es aceptable, ya que para r — 0 la solucién @(z) debe anularse.
Por lo tanto, cerca del origen, la solucién de (6.11]) tiene la forma

u(z) =

con

Las observaciones anteriores sugieren plantear para u(z) la expresion
~ _z g
u(z) =e 2z°w(z) .

Veamos qué ecuacion diferencial resulta para w(z). Para ello, evaluemos la primera y segunda
derivadas de @(z). Se tiene:

2
z s 1+s 1+s W 1, s +s,+ .
= e 22 —+ - —F+—-|wtw ) - —-—=w+-w+w
2z 2z 2 22 z

Con estas expresiones se obtiene, después de alguna algebra, la ecuacion diferencial que
cumple w(z):

d? 1 d
con
_c_ 1
n_2 S 1 .

La ecuacién (6.12)) es la ecuacién hipergeométrica confluente. La solucién regular en el origen
es

1
w(z) = 1F (—n,2s + §;Z> :
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Cuadro 6.2: Oscilador armoénico tridimensional.

n|fl|A| (n+1)| E/hw | degeneracién | degeneracién | paridad
notacion parcial total

0(0]0] Is 3/2 1 I +
0[L| 1| 1p 5/2 3 3 -
022 1d 5)

1102 2s 7/2 1 6 +
01313 1f 7

1013 2p 9/2 3 10 -
044 1g 9

1124 2d 11/2 5) 15 +
21014 3s 1

Ejercicio:

T—00 . . , .
Demuestre que para que se tenga u(r) — 0, la funcién hipergeométrica 1 F; (—n,2s + %; 2)
debe ser un polinomio, es decir, la serie debe terminar. Esto sélo ocurre si n es un entero no
negativo.

Del ultimo ejercicio se desprende que n = 0,1,2.... Esta condicién sobre n nos da las
autoenergias discretas del sistema:

1
Eyy = hwe = (2n+28+§)hw:hw(2n+€+g) ,

conn=0,1,2,...y£=0,1,2,... . La funcién de onda correspondiente es
Wi (77) = Té exp (—%> ¢HIR (_nag + §;§2> Yim (0, 0)
La energia del oscilador arménico tridimensional sélo depende de A = 2n + ¢, con A =
0,1,2,.... A se denomina numero cudntico principal :
3
E.o = FEy :hw(A—l—é) .

La tabla[6.2] muestra los niimeros cudnticos, la energia y la degeneracién de los distintos niveles
de energia del oscilador arménico tridimensional. (Compare esta tabla con los resultados que
se obtuvieron para el mismo problema usando coordenadas cartesianas.)
Es claro que la relacién entre A y los nimeros cuanticos de la soluciéon en coordenadas
cartesianas ng, n,,n, es:
A=nz+n,+n, .

Analizando el problema en coordenadas cartesianas encontramos que la degeneracion de
B es 3(A+1)(A+2) (ésta se puede obtener contando los distintos tros de enteros mayores
o iguales a cero (n,n,,n,) cuya suma es A).
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Puesto que la simetria esférica del oscilador arménico tridimensional sélo explica la dege-
neracién (2¢ + 1) asociada a cada valor del momento angular total, el hecho de que existan
estados degenerados en energia con distintos valores de ¢ corresponde a una situacion ex-
cepcional, que se da s6lo con muy pocos potenciales centrales V' (r) (otro caso especial es el
potencial coulombiano V(r) = a/r).

Esta degeneracion en energia entre estados con distintos valores de ¢ se puede explicar en
términos de simetrias del Hamiltoniano H en el espacio de configuracién (7, 7) de dimensién
6; alli el Hamiltoniano basicamente corresponde a la norma euclideana de un sexti—vector del

—\

espacio (p,7)

con
V= (an Dy, Pz; HWX, WYy, ,uwi) .

Cualquier operador unitario U que preserve la norma euclideana en este espacio de dimension
6, dejara a H invariante. En efecto, si

v =~

uvu =V |
— —
con V2 = V2, entonces
UHU '=H
y, por tanto, si H{WUg) = E|Vg) entonces U|Vg) es degenerado con |V ).
De hecho existen operaciones unitarias que sin corresponder a rotaciones euclideanas en
el espacio ordinario R?, dejan a V? invariante. Son justamente estas operaciones de simetria

de H las que explican la degeneracién adicional del oscilador arménico tridimensional (ver
subseccién siguiente).

Escribamos en forma explicita las funciones de onda para los 3 primeros estados. Para el
estado 1s (es decir, n =0y ¢ = m = 0) se tiene que

3
1Py (0,5;52) =1.

Para el estado 2s, (es decir, n =1y ¢ = m = 0) se tiene que

Para el estado 1p se tiene que

y para el estado 1d
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De esta manera las funciones de onda son:

2

Estado 1s (7]100) = 7 exp (—€%/2)

Bstadolp  (F|11m) = %fexp (—€2/2) Yim(6,0)
Estado 1d (F'[12m) = 1;/% €2 exp (—£€%/2) Yo (0, ¢)
Estado 2s (7'|200) = % (52 - g) exp(—¢€%/2)

6.6.1. Operadores de subida y bajada.

Recordando los desarrollos del oscilador armoénico unidimensional introduzcamos opera-
dores de subida y bajada definidos por:

. 1 L .
a; = 2“ (,LLCUI']' + ij) , J =Y, 2
y
| = by = ——— (i, — ib)
1 ey M T

Los conmutadores de estos operadores con el Hamiltoniano son

[I:L éj] = —hwa,

[H,b;] = hwb; .

Ejercicio: Demuestre que si |¥g) es autovector de H (es decir, H|Uz) = E|¥g)), entonces
el estado a;|¥p) también es autoestado de H, pero con autoenergia F — hiw. Anélogamente,
muestre que el estado b;|¥g) es autovector de H con autoenergia E + fiw.

De esta manera, tenemos tres operadores de subida y tres operadores de bajada.

Definamos ahora el operador & = (&;,42,43) y b = a'. Estos operadores son operadores

vectoriales respecto a L (demuéstrelo como ejercicio), es decir, cumplen las siguientes reglas
de conmutacion:
[éj, Lk] = ithkgég
[bj, Lk] = ’ithkgbg .

Note que son operadores vectoriales aun cuando no son autohermiticos.
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Sean {|A¢m)} los autovectores del oscilador armonico tridimensional, es decir,
H|Alm) = hw <A + g) |Alm)
L2[Alm) = R?0(0 + 1)|Alm)

L.|Alm) = him|Alm) .
Entonces:
Proposicion 1: o
b - b|Alm) x |[A + 2,¢,m) .

Demostra(:lon
Siendo b un operador vectorial se tiene que b b es invariante ante rotaciones, y, por tanto,

[Lj, b . b] = 0 para j = z, y, 2. (Demuestre la expresién anterior evaluando explicitamente el
conmutador). En particular, se tiene que

b =b-bL2

U'l‘

L>
L.b-b=b-bL,
Usando estas expresiones se encuentra que
bi2|A¢m)
- bR2((¢ + 1)|Alm)
H20(0+ 1) (B : E|Aem>) ,

T 1«

[2b - b|Afm) —

I
T«

—

o sea, b - b|A€m> s autovector de L? con autovalor h*((¢ + 1). De la misma manera se
demuestra que b b|A€m) también es autovector de L, con autovalor Am. Concluimos que
el operador b- b no afecta la parte angular de los autoestados.

Evaluemos ahora H (b b|A€m>>. Para el conmutador [H, b - b] se tiene que

Cfu
U'l(

[I:I -b] = Z (BJ[I:LBJ] + [I:L BJ]BJ)

Usando este conmutador se encuentra que
2| (13 : B|Mm>) — (13 I + 2hwb - 13) |Alm)

_ M(A+2+g> (5-blAm)) .



298 CAPITULO 6. PROBLEMAS CON SIMETRIA ESFERICA

o0 sea, (f) : B|A€m)) es autovector de H con autovalor Aw(A + 2 + 3/2). Con esto queda

demostrada la proposicion.

Definamos ahora los operadores

Proposicién 2:
by A o [A+1,04+1,0+1) .

a Ay o< [A—=1,0+1,0+1) .

Demostracion:
Debido a que b es un operador vectorial es claro que b, |Alf) es autovector de L? y L. con
autovalores h?(¢ + 1)(¢ +2) y h(¢ + 1), respectivamente. El conmutador de b, con H es

[H, B+] = hWBJr
(demuéstrelo como ejercicio). Luego
Hb, [Atf) = (b H+ hwb,)|ALl)
= Jw(A+1+ ;)B+|M€) :

0 sea, (f)+ |ALL)) es autovector de H con autovalor fiw(A+14-3/2). Con esto queda demostrada
la proposicién.

Proposicién 3:

a b |AL) o< |AL+2,0+2) .

Demostracion:

Es fécil demostrar que a,b, conmuta con H (demuéstrelo como ejercicio). Luego a b |AL()
es autovector de H con el autovalor hw(A 4 3/2). Usando la proposicién 2 se encuentra que
a, b |All) es autovector de L? y L, con autovalores A2 (£42)(¢£43) y h(¢+2), respectivamente.
Con esto queda demostrada la proposicion.

Esta ultima proposicion concuerda con la tabla de autoestados que se mostré anterior-
mente para el oscilador armoénico tridimensional, pues en ella aparecen como degenerados
estados con un Af = 2; por ejemplo, para F = %hw son degenerados los estados con £ =1y
(= 3; para £ = %hw son degenerados los estados con ¢ = 0,2 y 4.

Recordemos un resultado que ya hemos demostrado.
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Proposicion 4: §
L_|Alm) o< |A, 6,m — 1) .

Usando las proposiciones 1-4 se demuestra ahora facilmente que:
(L_)™b’ (b - b)"2*|000) o [Afm) . (6.13)

Aca (A — 0)/2 debe ser entero no negativo. Si A es par entonces £ = 0,2,4,..., A, y si A es
impar entonces ¢ = 1,3,5,..., A. De lo anterior se concluye que Deg(Ey) = 3(A+ 1)(A+2).
Como este resultado coincide con el obtenido usando coordenadas cartesianas, se concluye

que la relacién (|6.13)) representa la forma més general posible de un autoestado de H.
Ejercicio: Demuestre que

(L,)£+27mé+f)+|/\€€> X ‘A,£+ 2,m> .

Definamos ahora los operadores

Demuestre como ejercicio que estos operadores son autohermiticos. También demuestre que
son constantes de movimiento para el oscilador armoénico tridimensional, es decir, demuestre
que

De acd se concluye que el operador unitario

U= exp {—i <Z Aijjij + ZTinz’j> } )

i#] ij
con (A, 7; € R) deja invariante al Hamiltoniano:
UHU'=H .
Son precisamente éstos los operadores asociados a transformaciones que preservan la norma

del sexti-vector V mencionado anteriormente.

Note que, en particular, J ik = %Ejk( L,. Mientras las constantes de movimiento (jij)
representan la conservacién del momento angular, las constantes de movimiento (K;;) estan
asociadas clasicamente al hecho que un potencial armonico lleva a orbitas elipticas, las cuales
(por no precesar) mantienen fijos en el espacio los puntos de retroceso (esto es, el periasto y
el apoastro). De este modo, existe una relacién entre el hecho que el problema cuantico posea
una degeneracién “extra” (normalmente llamada “degeneracién accidental”) y el cardcter
cerrado de las drbitas clasicas. Una situaciéon andloga vuelve a presentarse en el atomo de

hidrégeno (problema asociado a las érbitas keplerianas clésicas).
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Figura 6.3: Potencial coulombiano atractivo.

6.7. EIl atomo de hidrégeno.

En esta seccién consideraremos el problema de una particula de masa p ligada por un
potencial de la forma (ver figura[6.3)
Ze?
Vir)=—".
()= =
Deseamos encontrar los estados ligados, o sea, los estados estacionarios con energia E < 0.

Definamos v > 0 a través de
h2,.)/2

E = ) 6.14
” (6.14)
Con esta nomenclatura la ecuacién radial de Schrodinger para el presente problema es
d? 5  2yn  L(L+1)
arz * r 72 tae(r) =0
con 702
uze
= 6.15
e (6.15)

Repitamos el analisis realizado para el problema del oscilador armoénico tridimensional, esto
es, analicemos el comportamiento de las soluciones de la ecuacion diferencial para r — 0y
r — 00.

La ecuacién radial de Schrodinger para r — oo es

(Cg’l—;— 2>u(r):0 :

Dos soluciones linealmente independientes son

u(r) =e""

u(r)=e " .
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La primera de estas es fisicamente inaceptable pues u(r) debe tender a cero para grandes
valores de r.
Cerca del origen de la ecuaciéon radial de Schrodinger toma la forma

L;I_Z_E(étl)} u(r) =0 .

Busquemos soluciones del tipo u(r) = r®. Con este Ansatz se obtiene para «

ala—=1)—0(l+1)=0,
0 sea,
Oélz—g

Ckgzg—l—l .

Como u(r) debe ser regular en el origen, el primer valor de « resulta ser inaceptable. Luego
la solucién fisica se comporta cerca del origen de la forma

u(r) =8 gt
La discusién anterior sugiere introducir la funcién f(r) definida por
u(r) =r*le " f(r)

y buscar la ecuacién diferencial que satisface. Para la primera y segunda derivada de u(r) se
obtiene

d /
2= (04 D)rte 7 f —qrttle 7 f 4 pttler f
,

dr?

2
Pu THIQ_WKWT)_2(£+1)7ﬂ2) "
r r

C+1
+2 (T — 7) [+ f”}
Con la ayuda de estas relaciones se encuentra que la ecuacién diferencial para f(r) es

f”+2<“71—7) f’+§v(n—(€+1))f=0 :

Cambiemos de variable
p=2yr
y llamemos f(p) = f(r) . De esta manera la ecuacién se simplifica un poco:

d—2+(2£+2— )i—(£+1—n) flp)=0
P 2y p)=0 .
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Cuadro 6.3: Niveles de energia del atomo de hidrégeno.

n|n. |/ (n?) E,./RZ? | deg. parcial | deg. total | paridad
Nomenclatura

11010 1s 1 1 1 +

2110 2 1/4 1 ¥
01 Ip 1/4 3 4 .

31210 3s 1/9 1 +
1)1 3p 1/9 3 9 -
02 3d 1/9 5 +

1030 Is 1/16 I ¥
2 |1 4p 1/16 3 -
1|2 4d 1/16 5 16 +
03 af 1/16 7 -

Esta es la ecuacion de la funcién hipergeométrica confluente. La solucién regular en el origen
es
Flp) = 1Fi(l+1—=n,20+2p) .

Igual que en el caso del oscilador armonico, la serie hipergeométrica debe ser un polinomio
para que el comportamiento de u(r) para r — +oo sea aceptable. Esto implica que —(¢ +
1 — n) debe ser un entero no negativo, o sea

n-=n—~¢—1 , con n.=0,1,2,...

De esta relacién se deduce que
n=n,+¢(+1 ,

o sea, n a su vez también debe ser un entero positivo. Esta condicion nos da los niveles de
energia discretos que posee el sistema. Para las energias de los autoestados se obtiene (usando

las ecuaciones ((6.14) y (6.15))) la expresion
h2")/2 _ h2 M2Z262 _ qu2e4 _ RZ2
2 2u \ RAn2 ) '

La energia depende sélo de n, el nimero cudntico principal. R es la constante de Rydberg.

Note que para un mismo valor de n, el imero cuantico ¢ puede tomar varios valores distin-
tos (si simultdneamente se varia también el nimero cudntico n,). Para n fijo, el maximo valor
que puede tener el momento angular es ¢,,,, = n— 1. El hecho de que exista una degeneracion
en energia entre estados correspondientes a distintos momentos angulares orbitales ¢, es una
consecuencia de las simetrias especiales que posee este particular sistema (ver discusiéon que
se presenta en la subseccién siguiente).

La tabla muestra las energias, degeneracién, paridad y los niimeros cudnticos de los
distintos autoestados del a&tomo de hidrégeno.

Para el estado con niimeros cuanticos n, £, m, la funcién de onda viene dada por

n —

o2h2n2 n?

(FIntm) = Uy (r,0,0) = Cppr'e™ | Fy (041 —n,20+2;2vr) Yy (0, 6) |
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donde la constante de normalizacion C,,, es

@) o D)
20+ 1) on(n —(—1)
El nimero cudntico n, = —(£+1—n) da el nimero de nodos radiales que posee de la funcién
de onda.
Para un n fijo, la degeneracién del nivel es
n—1
Deg(E,) = > (20 +1)=n" .
=0

Escribamos explicitamente algunas funciones de onda. Para el estado fundamental 1s, los
numeros cuanticos son n =1y ¢ =m = 0, por lo tanto,

Uio0(r, 0,¢0) = Cre " 1F1(0,2;29r) Yoo = Croe™
100\"» Y 10 14£1\Y5 4, 00 \/E
g
= - 6.16
Lo (6.16)
con
B uZe? Z
N h2 N Qo '

Aqui ag es el radio de Bohr. Sustituyendo 7 en (6.16) se obtiene

B Z\** 1 Zr
Wigo(7) = (&_o> ﬁ eXp (_a_()) .

Escribamos ahora la funcién de onda para el estado 3p (los niimeros cudnticos son n = 3,
¢=1):
W31 (7) = Cair e 1 F1 (—=1,4;297) Yin (0, 0) -

Pero r
(<1 429) = 1= =
y para el estado 3p la constante v es
B 1 uZe? 7
7= 3 FL2 B 3&0 ’

luego,

Finalmente, evaluemos < r > para el estado fundamental. Se tiene:

<r> = /d3T |\I/100(F)|2

Z\’1 > 27
= <—> —47r/ dr 1% exp (__r) = %.
apg) T 0 agp 27
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Figura 6.4: (a) Orbita kepleriana (el apoastro es fijo y M es una constante de movimiento).
(b) Orbita en un potencial no kepleriano (el apoastro precesa).

6.7.1. Degeneracion accidental del atomo de hidrégeno.

Escribamos el Hamiltoniano del dtomo de hidrégeno en la forma

a-" v
24
con o

En vista de la simetria esférica del Hamiltoniano tenemos inmediatamente tres constantes
de movimiento: I:x, Ly y Lz. Por otra parte, si pensamos clasicamente, tenemos otras tres
constantes de movimiento. Estas tres constantes adicionales estan asociadas al vector que
apunta en la direccién del “apoastro” (o punto de méxima elongacién) de la 6rbita, como
se indica en figura . Este vector que apunta en la direccién del apoastro (y que mantiene
constante su médulo) se llama vector de Runge—Lenz y viene dado por

Mz—(LXﬁ—ﬁXL)Jra— .
21 r
Esta expresion se ha escrito de modo que, al sustituir las variables cldsicas por operadores

cuanticos, el operador M resultante sea un operador autohermitico.
Es facil demostrar que
[HaM]}:O ) j:xay72 )

luego, el operador M también es una constante de movimiento cuantica.

Transformemos el operador M usando el operador unitario de las rotaciones. Tenemos

;
1 pN < < z RQ;IV_" =
-5 [R5L x Rgb — Ryb x RyL| + o = M (6.17)
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Acd Ry = R(¢7) es el operador de rotacién en R3. La ecuacion (6.17) demuestra que M es un
operador vectorial.

Ejercicio: Demuestre que [M;, ]33-] = iheijkl\v/lk.

Denotemos por {|nfm)} a los autoestados del atomo de hidrégeno que simultdneamente
son autoestados de H, L? y L, con autovalores E,, h*(({ + 1) y hm, respectivamente. In-

troduzcamos los operadores My = M, + iMy. Por ser M un operador vectorial, se tiene
que
(M) |n00) = Cp|nte) .

(Cy es una constante de proporcionalidad. Se puede probar que Cy # 0 si ¢ < n— 1, pero que
Co—n =0.)

Aplicando ¢ — m veces el operador L_ se concluye que
ntm) < (L) (M) n00) |
conl=0,1,2,....n—1ym=—L,... +L.
Como [L;, H] = [M;, H] = 0, se concluye que
UHU'=H ,

con 45 o~ x
U = ¢~ {($#L+0M)/R

De este modo el grupo de simetria del Hamiltoniano del d4tomo de hidrégeno es un grupo
bastante amplio; posee 6 pardmetros para enumerar sus elementos. (Se puede probar que
dicho grupo es isomorfo al grupo de operaciones euclideanas en R*). Es justamente este
hecho lo que explica la degeneracién extra (a veces llamada degeneracion accidental) que
posee el atomo de hidrégeno. Si |¥z) es autoestado de H con energia E, entonces el conjunto

completo de funciones {U(¢,0)| V) ; (¢,60) € R®}, serd degenerado con |Up).
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