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Capitulo 1

La crisis de la fisica clasica.

En este primer capitulo recapitularemos los principales hechos que condujeron al desarrollo
de la Mecanica Cuéntica.

A fines del siglo XIX se hizo cada vez mas evidente que la fisica desarrollada hasta
ese entonces era completamente incapaz de dar cuenta de varios hechos experimentales. El
estudio de estos problemas llevo a un conjunto de principios y descripciones, a veces bastante
forzadas, conocidas hoy en dia con el nombre de Mecdnica Cuantica antigua. En el presente
capitulo analizaremos algunos de estos problemas.

1.1 La radiacién del cuerpo negro.

Consideremos una cavidad cerrada con s6lo un pequeno agujero y cuyas paredes se mantienen
a una temperatura constante 7. La energia emitida por las paredes en equilibrio termodina-
mico, llenara la cavidad. Una porcién despreciable de la radiacién escapa al exterior por el
agujero. La radiacién emitida por este agujero se denomina radiacién del cuerpo negro*.

Experimentalmente se encuentra que el espectro emitido por el agujero sélo depende de
la temperatura Ty no del material de la que esta hecha la caja.

Veamos brevemente con qué dificultades se encontré la explicaciéon clasica de este fend-
meno.

1.1.1 Teoria clasica de Rayleigh—Jeans.

Consideremos una caja de paredes metélicas y de tamano L,, L,, L, (ver figura 1.1).

. Cudles son los modos electromagnéticos posibles dentro de esta cavidada? Para responder
a esta pregunta, consideremos el campo eléctrico de la radiacion. Que las paredes sean
conductoras significa que el campo eléctrico paralelo a la superficie debe anularse. Al interior
de la cavidad el campo eléctrico satisface la ecuacion de ondas libres

o 1 6% o
V’E—-——F
c2 ot?

1Con cuerpo negro se denota cualquier cuerpo que absorbe toda la radiacién que choca contra él. Toda
la radiacién que incide desde el exterior sobre el agujero de la caja, penetrara al interior no siendo reflejado
nada.

0.




2 CAPITULO 1. LA CRISIS DE LA FISICA CLASICA.

A

Lz

A
o |
Ly

Lyl

L

Figura 1.1: Caja metdlica usada para analizar la radiacién del cuerpo negro.

Busquemos soluciones del tipo
E= E.(z,y,2,t) + E)(z,y,2,t)y + E.(x,y, 2,t)Z ,

con

iwt

E.(x,y,2z,t) = cos(k,z) sen(kyy) sen(k,z)e™" |

twt

E,(x,y,z,t) = sen(k,zr) cos(k,y) sen(k,z)e"™"
E.(z,y,2,t) = sen(k,x) sen(k,y) cos(k,z)e™" .
El campo debe satisfacer las siguientes condiciones de borde

Va,y,t

vV, z,t

( ) ( )=0

( ) ( )=0
E,0,y,2,t) = E,(Ly,y,2,t) =0 Vy,zt
( ) ( ) =0 Va,y,t
( ) ( )=0 Vy, 2t
E.(2,0,2,t) = E,(x,Ly,2,t) =0 Vux,z,t

Estas ecuaciones se satisfacen si elegimos k de manera que
sen(k,L,) =0,

sen(k,L,) =0

sin(k.L,) =0



1.1. LA RADIACION DEL CUERPO NEGRO. 3

En otras palabras, los vectores de onda k;, (i = x,y,2) no son arbitrarios siné que deben
satisfacer

Sea k* = k2 + k 4 kZ el médulo al cuadrado del vector de onda. La relacién entre el vector
de onda k y la frecuencia angular w de la onda electromagnética es

2
w ., : .,
k* = — (relacién de dispersion) .

c

., Cudntos modos hay que poseen un vector de onda con magnitud entre k y k+ Ak 7 A partir
de la ecuacién (1.1) se deduce que, para cada componente, la separacion entre vectores de
onda contiguos es

T T ™

Aky=— , Aky=— |, AkQZL—,

ya que An; =1 (n,, ny, y n, pueden variar s6lo en un entero). Luego cada modo de oscilacién
electromagnético “ocupa’” en el espacio k£ un “volumen”

Ay Ak, Ak, = =

kx

Figura 1.2: Cascarén esférico en el espacio k.

Para encontrar el nimero de modos con vector de onda entre k y k + Ak basta calcular
el volumen de la céscara esférica mostrada en la figura 1.2 y dividirlo por el volumen que
ocupa cada modo. En la figura 1.2 se considera sélo un octante de la esfera, ya que n; sélo
toma valores enteros positivos. Sea n(k) Ak el niimero de modos con vector de onda entre k
y k 4+ Ak, entonces se tiene que
14mk?Ak VE Ak

n(k‘) Ak‘ = g 7'('3/‘/ = 7'['2

(1.2)
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El factor 2 que aparece en la ecuacion anterior se debe a que, para cada E, existen dos
estados de polarizacién. (una vez elegldo k= (ky, ky, k-), quedan sélo dos grados de libertad
para el campo eléctrico ya que E necesariamente debe ser perpendicular a k. ) A partir de
(1.2) y usando las relaciones

Ak
() = (b 2
y
Ak 1
Aw ¢’

se obtiene, para la densidad de modos de frecuencia w
() = V21 (w)2 %
nw)=——-=(—) —.
w2 ¢ c/ e
Para encontrar la densidad de energfa u(w) hay que multiplicar la densidad de modos n(w)
por la energia promedio F,, que posee un modo con frecuencia w:
u(w) = n(w)E, .
Segun la teoria estadistica clasica, la probabilidad de que un oscilador tenga la energia entre
Ey E+ dF, si la temperatura es T, viene dada por
exp (—E/kgT)dE
fooo exp (—E'/kgT) dE'

(Distribucién de Boltzmann)

Usando este resultado podemos evaluar el valor promedio de la energia para el modo w. Se
obtiene

_ *F —FE/ksT dE >
Ew _ fooo eXp( /B ) _ d log/ e—ﬁe de
Jo exp (—E'/kgT) dE dp
d | 1 1
= —— 10 — = — s
a3 5" 8

donde, 3 = (kgT)~! y kp es la Constante de Boltzmann. Con este resultado se obtiene para
la densidad de energia la expresién

WQVkBT

w23

u(w) = Férmula de Rayleigh-Jeans (1.3)

La energia interna total U de la radiacion al interior de la caja se obtiene integrando la

densidad u(w)
T o0
U:VkB / w? dw = o0
0

w2c3

resultado obviamente absurdo. La ecuacién (1.3) no puede ser correcta. Esto se observa
con mayor claridad en la figura 1.3, donde se grafica la densidad de energia en funcién de
la frecuencia w. Para pequenos valores de w el resultado de la teoria de Raleigh—Jeans
concuerda bastante bien con los datos experimentales. Para valores grandes de w la teoria
estd en completo desacuerdo con los datos experimentales: Raleigh—Jeans diverge mientras
que experimentalmente se encuentra que la densidad de energia tiende exponencialmente a
cero. Esta dificultad se conoce con el nombre de “catdstrofe ultravioleta”.
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U@)A

Rayleigh—-Jeans
%

Resultado Experimental

Figura 1.3: Densidad de energia en funcién de la frecuencia. La linea sdlida corresponde al
resultado experimental mientras que la linea cortada corresponde al resultado de la teoria de
Raleigh—Jeans.

1.1.2 Teoria de Planck.

Para evitar la apariciéon de la divergencia ultravioleta es necesario lograr que la energia
promedio E,, de un modo con frecuencia w, sea menor que kT para frecuencias altas. Max
Plank logré precisamente esto introduciendo una hipotesis bastante revolucionaria. Planck
supuso que la energia de un oscilador siempre es un multiplo entero de hw, donde h es una
constante y w es la frecuencia angular del oscilador, es decir,

E =nhw (n = nimero cudntico € N*).

Ahora, para calcular £, en (17) hay que usar sumatorias, en lugar de las integrales.
Luego:

nhw

_ > nhwe *5T d =~

E, = Z"_Oo — :—hwd— logg e
Z ° ¢ kpT x —

hw
kT si — < 1, Rayleigh—Jeans
eFsT — 1 —fw . hw .. . .
hwe *BT si T > 1, Ley empirica de Wien
B

_ hw
T=%pT

Esta es la distribucién de Planck.
Usando (1.4) se obtiene una densidad de energia que estd en completo acuerdo con los

resultados experimentales:
Vw? hw
u(w) = 3.2 hw
c°Tr ekT — 1
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si i toma el valor:

h = 1.0545887 x 107" [erg-s]

1.2 El efecto fotoeléctrico.

Al iluminar una placa metdlica con luz, escapan electrones del metal (efecto fotoeléctrico).
Este hecho por si solo es facil de explicar: la luz que incide sobre la placa transporta una cierta
energIa que la traspasa a los electrones. Algunos electrones adquieren suficiente energIa como
para sobrepasar la barrera de potencial que los mantiene dentro del metal. El estudio mas
cuantitativo de este efecto trajo sin embargo algunos resultados completamente inesperados.
Lenard encontré que la energia de los electrones emitidos, no dependia de la intensidad de
la luz incidente; al disminuir la intensidad de la luz, sélo disminuye el niimero de electrones.
La energia de los electrones emitidos sélo depende de la frecuencia de la luz y del metal
considerado. Otro hecho experimental interesante es que aparecen electrones tan pronto
como se hace incidir luz sobre la placa metalica.

La teoria electromagnética clasica es completamente incapaz de explicar estos resultados.
La intensidad de la luz es proporcional al cuadrado del campo electromagnético. Clasicamente
la energia irradiada por una carga oscilante es proporcional a la energia del oscilador y
viceversa. Por lo tanto, la energia absorbida por una carga es proporcional a la intensidad
del campo electromagnético a la que esta expuesta. Luego se espera que la energia de los
electrones emitidos sea proporcional a la intensidad de la luz.

Evaluemos el tiempo que requieren los electrones para absorber la energia observada de
~ 1 [eV] = 1.60219 x 107'? [erg], al ser iluminada una placa metdlica por una ampolleta de
1 [W] = 107 [erg/s] situada a 1 [m] de distancia.

1[Watt]

atomo l

@?xlﬁS [cm]

(.

100 lcml

Figura 1.4: Atomo absorviendo energfa.

Sobre un atomo de la placa metélica inciden

(2] () s [5].

El término en paréntesis es el angulo sélido sustentado por el atomo.
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Luego para absorber 1.6 x 1072 [erg] se requiere un tiempo de al menos

1.6 x 10712

W[S] ~ 60[s] =1 [min] .

Esto esta en contradiccion con los hechos experimentales, pues los electrones aparecen inme-
diatamente. Pareciera ser que la energia de la luz no se distribuye homogéneamente sobre
toda la placa (como lo requiere la teoria electromagnética clasica), sino que “la onda colapsa”,
concentrando toda la energia y entregandosela a un electrén.

Planck tuvo que suponer que un oscilador de frecuencia w sélo puede tener energias F,, =
nhw con n € N* luego al absorber energia de un campo electromagnético la energia del campo
electromagnético solo puede cambiar en un multiplo entero de Aw. Estas consideraciones
hicieron postular a Einstein la siguiente hipotesis para resolver el problema planteado por el
efecto fotoeléctrico.

Hipédtesis: Una onda electromagnética de frecuencia w y energia nhw colapsa en
(estd compuesta de) n particulas (llamadas fotones) de energia fuw.

De esta hipotesis se deduce inmediatamente que la cantidad de particulas que aparecen
por el colapso de la onda es proporcional a la intensidad de onda electromagnética. Note que
la energia de las particulas, sin embargo, depende sélo de la frecuencia.

Si ¢ es la funcién de trabajo del metal (es decir, la energia necesaria para remover un
electrén de la superficie del metal) entonces la energia del electrén emitido viene dada por

Ee=hw—¢

[0) hw

Figura 1.5: Energia de los electrones emitidos en funcién de la frecuencia.

Este comportamiento lineal de E, con w (ver figura 1.5) predicho por Einstein, fue més
tarde verificado experimentalmente por Millikan. La teoria de Einstein explica completamente
todos los hechos experimentales del efecto fotoeléctrico.

Al iluminar una placa metélica con luz coherente proveniente de un laser y medir el tiempo
transcurrido entre la deteccién de dos electrones emitidos por el metal se encuentra que estos
estan distribuidos segiin una distribucién de Poisson.

El hecho de que la distribucion observada sea de Poisson indica que el proceso de colapso
es un proceso que ocurre completamente al azar (o sea intrinsecamente irreproducible).
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distribucion
de Poisson

[Lase WA

luz coherente

> >
E=Eocoskz—wt) | detector dee
(Reproducible) Multicanal

Figura 1.6: Distribucién temporal de electrones.

1.3 Calor especifico de un gas de moléculas diatémicas.

Cada atomo de un gas monoatémico posee 3 grados de libertad traslacionales. De acuerdo
con el teorema de la equiparticién de energia de la mecénica estadistica cldsica. (Ver por
ejemplo Reif: Fundamentals of Statistical and Thermal Physics, pag. 248) cada uno de estos
3 términos contribuye con %k’BT a la energia total (no relativista) del dtomo:

3
= ZkpT
U= ZkaT .

donde kg es la constante de Boltzmann y T la temperatura.
De (25) se obtiene para el calor especifico:

valor que coincide con el resultado experimental para gases monoatomicos.

Para una molécula diatémica hay 6 términos de energia cinética, 3 de traslacion, 2 de
rotacién y uno de vibracién, y un término de energia potencial (vibracién). Luego de acuerdo
con el teorema de la equiparticion de la energia se deberia tener

7
= ~kpT
U= gksT .

y por lo tanto
7
Cy = =kp .
5B

Sin embargo, experimentalmente se obtiene que a temperatura ambiente, la mayoria de los
gases diatémicos tienen un calor especifico.

5
= ~kp.
Cy = ke
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Esta contradiccién desaparece al considerar el hecho de que un oscilador (vibracién) de fre-
cuencia w sélo puede tener una energia que es un multiplo entero de hw. De acuerdo con la
ecuacién (1.4), el grado de libertad vibracional contribuye en promedio, con una energia

hw
exp <,€BMT> -1

a la energia total de la molécula. A partir del espectro vibracional de la molécula se puede
obtener el valor de Aiw. Para moléculas diatémicas tiene un valor del orden de 5000 [K]. Luego
a temperatura ambiente (7" ~ 300 [K]).

<Enb> =

w >> 1
kgT '

Luego, el grado de libertad vibracional no contribuye a la energfa total de la molécula (el
grado de libertad vibracional estd “congelado”), lo cual explica el valor experimentalmente
observado del calor especifico para moléculas diatomicas.

1.4 Los rayos-X y el efecto Compton.

En 1865 Roentgen observa por primera vez los rayos-X. Experimentos posteriores demuestran
que los rayos-X no son otra cosa que radiacion electromagnética igual que la luz pero de
frecuencia mayor. Particularmente importantes son los experimentos de Von Laue y los
hermanos Bragg que obtienen diagramas de difraccién de rayos-X al hacerlos incidir sobre
cristales. De acuerdo con estos resultados, la longitud de onda para los rayos-X es similar a
las dimensiones atomicas.
A= S 2P 0t em) |

v w
considerando que la longitud de onda de la luz visible es del orden A ~ 5 x 107 [cm].

Compton en 1923 retoma las ideas de Einstein y le asocia a los rayos-X de frecuencia
angular w una particula (fotén) de energia hw y de masa nula y estudia la colisién eldstica
entre tal fotén y un electrén.

Suponiendo al electrén inicialmente en reposo en el sistema de laboratorio se tiene:

- hw _
P="c” R=0 /E: o
fotén e— {
CNANANANANNN T ° 1’\’\
E=hw E=m,c e\

Antes de la colision Después de la colisi¢

Figura 1.7: Colisién fotén electrén.
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Sea v la velocidad del centro de masa. Realizando una transformacién de Lorentz desde
el sistema del Laboratorio al sistema del centro de masa se obtiene para la energia del foton
antes y después de la colision el resultado

v v
M(l——) hw’(l——cos@)
¢/ ho! = <

v\ 2 v\ 2
- (3) - (2)
c c
En el centro de masa la descripcién de un choque elastico de 2 particulas es particularmente
simple; las energias de las particulas antes y después de la colision son las mismas, o sea

ho =

(1.5)

ho = ho! | (1.6)

luego, reemplazando (1.5) en (1.6) se obtiene
w(—g) :w'<1—%cos<9> : (1.7)

De (1.7) se obtiene que

1 1 1-—
A= N — \ = 2 (_/__) 27 - cos
w' w w 1
v

Ejercicio: (Problema 1). Demuestre que la velocidad del centro de masa v viene dada por

meC?

g =14 = (1.8)
Usando la ecuacién (1.8), A se puede reescribir de la forma
AN = A (1 —cosb) , (1.9)
donde la longitud de onda de Compton para el electréon es
Ae = 2”2 = 0.02426 [A] ,
MoC

la anterior corresponde a la longitud de onda Compton para el electron.

La ecuacién (1.9) concuerda plenamente con las mediciones realizadas por Compton.
Maés adelante incluso se midié la energia de retroceso del electréon en una camara de Wilson,
confirmando que se trata de un choque elastico entre fotones y electrones.

Lo anterior reafirma el cardcter corpuscular de la radiacién electromagnética, entre ellos
la luz y los rayos-X, en aparente contraposiciéon con las propiedades ondulatorias obtenidas
de los experimentos de Von Laue. Paradojalmente fue el mismo Compton quien hizo uso
de estas propiedades ondulatorias de los rayos-X. al medir directamente sus longitudes de
onda mediante el uso de una red de difraccién éptica (1925). Este ultimo trabajo llevé a una
determinacion precisa de las dimensiones atémicas al combinarse con los resultados de Von
Laue, W. Bragg y L. Bragg.

Ejercicio: (Problema 2) Demuestre la ecuacién (1.9) usando directamente la conservacién
de la energia y el momento lineal.
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1.5 La hipdtesis de Louis de Broglie.

Los experimentos y efectos descritos en las secciones anteriores demuestran que la luz tiene
un comportamiento ondulatorio o corpuscular segiin la situaciéon en que se observa.
Para la luz se tiene

E = hw (Postulado de Einstein) E =pc

luego

hw hv
p=—
c

h
=hk=—=— 1.1
=3 (1.10)
donde

k = vector de onda =k = w/c
v = frecuencia = w/(27)

A = longitud de onda = ¢/v

h =2nh .

En 1924 Louis de Broglie aventura la hipdtesis de que una particula material cualquiera
(electrén, protén, ...) se comporta también como onda siendo la longitud de onda

A= (1.11)

en concordancia con la ecuacién (1.10) para fotones. Tal hipdtesis no era mas que una
especulacion, pero en 1925 Davisson y Germer descubren accidentalmente que al hacer incidir
electrones de 40 [eV] sobre un monocristal de niquel se observa, efectos de difraccion.

Ve
6

~s—Planos
cristalinos

id

Figura 1.8: Experimento de Thomson, Davisson y Germer.

Hay interferencia constructiva si
2dcos =n\ conneN

Casi al mismo tiempo que Davisson y Germer, Thomson hace incidir electrones de alta
energia (~ 10.000 [eV]) sobre ldminas muy delgadas de oro, observando las mismas imédgenes
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que aquellas obtenidas por rayos-X. Por 1iltimo Rupp mide la longitud de onda de un electron
mediante una red de difraccién, confirmando la ecuacién (1.11), jy sin embargo el electrén
muestra masa y carga definida, como cualquier particula!
Johnson observa propiedades ondulatorias de atomos de hidrégeno y mas adelante Stern
y Frish (1937) observan difraccién de atomos de He sobre cristales de fluoruro de litio.
También se ha observado la tipica difraccion de Fresnel en la difracciéon de neutrones
lentos por un borde bien determinado (ver Am. J. Phys. 295, (1977)).

LI

eutrones
Absorbente

Intensidad

Figura 1.9: Difraccion de Fresnel de neutrones.

Estos experimentos confirman la idea de que las particulas poseen también propiedades
ondulatorias (difraccién). Por otra parte el efecto fotoeléctrico y el efecto Compton muestran
que las ondas electromagnéticas manifiestan adicionalmente propiedades de particula. Asi es
como se lleg6 a la formulacion del principio de complementaridad.

1.6 Principio de Complementariedad (dualidad onda-
particula).

“La materia posee naturaleza de particula y de onda. Cual de ellas se manifiesta en un
experimento particular depende de qué propiedad es medida por el aparato”.
El siguiente diagrama representa al principio de complementariedad

Aparato que mide propiedad de

particula
"colapso”
onda particule

"evaporacion”

Aparato para ondas

Figura 1.10: Diagrama de complementariedad.
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Apartémonos de la secuencia histérica que llevé a la construccién de la Mecdnica Cuan-
tica, y analicemos el significado de la dualidad onda-particula. Consideremos por ejemplo el
siguiente experimento de interferencia; enviemos un onda luminosa sobre una lamina con dos

rendijas.

intensidad
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Figura 1.11: Experimento de interferencia.

En el caso de dos rendijas es particularmente simple encontrar las direcciones de interfe-
rencia constructiva; éstas deben satisfacer

dsenf=n\ neN.

Figura 1.12: Geometria del experimento de interferencia.

La difraccion de Bragg-Von Laue no es més que una versién microscopica de este efecto;
alli la luz se reemplaza por rayos-X y las rendijas por la estructura periédica del cristal (ver
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Ashcroft-Mermin, en Solid State Physics (Holt, Rinehart and Winston 1976) pag. 96).

A nivel de la Fisica Clasica son totalmente incompatibles las caracteristicas corpusculares
y ondulatorias; en efecto, imaginemos la onda ubicada a la izquierda de las rendijas como
una distribucién homogénea de fotones que viaja hacia la derecha; supongamos el flujo sufi-
cientemente bajo, de modo que en cada momento se tenga a lo mas un solo fotén cruzando
la rendija. De acuerdo a la imagen clasica de una particula, parece razonable suponer que los
fotones que formaran la imagen de interferencia cumplen con la siguiente proposicion logica:

P1 “Cada fotén cruza o por la rendija A o por la rendija B 7.

Tal proposicién parece confirmada al poner una fotocélula justo en frente de una de las
rendijas; se detecta o bien un fotén completo (de energia fuww) o bien no se detecta nada.
Nunca se detecta un fotén de energia fuw/2.

Sin embargo, si suponemos cierta esta proposiciéon debemos concluir que el diagrama, for-
mado sobre la pantalla no es mas que la suma de los diagramas asociados a una y otra rendija.
El diagrama de intensidad obtenido por la proposiciéon P1 no concuerda con el experimen-
talmente observado (ver figura); es decir, la proposicién P1 no contempla la interferencia
(superposicién) de las ondas provenientes de cada una de las rendijas.

intensidad intensidad

777777777 Intensidad si la rendija Intensidad total en e
A esta abierta 'y la caso que P1 sea cie

rendija B esta cerrada.

Intensidad si la rendija --------- Intensidad total en e
B esta abierta y la caso que P2 sea cie
rendija A esta cerrada.

Figura 1.13: Experimento de dos fotones.

Planteamos la proposicion alternativa a P1 adecuada a la imagen ondulatoria de la luz
pero incompatible con el concepto clasico de particula).
i tibl 1 to cldsico d ticul

P2 “Cada fotén cruza a la vez por ambas rendijas ”.
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Esta hipotesis describe correctamente el diagrama de interferencia experimentalmente
observado pero no resulta adecuada para describir otros experimentos, por ejemplo, montar
una fotocélula contigua a la rendija A, de acuerdo a lo indicado anteriormente.

Resumiendo: Si colocamos un fotodetector sobre la pantalla (alejada de las rendijas), es
util la imagen del fotén como onda hasta el momento de la medicién (momento en el cual se
comporta como particula), y por lo tanto pareciera cumplirse P2. Pero al montar el fotode-
tector contiguo a una rendija pareciera cumplirse P1. Este es el gran misterio que presenta
la microfisica: no es posible hacerse una imagen (tnica) de los procesos microscépicos; la
Fisica Cuantica nos exige renunciar a la intuicién. Tan sorprendente situacion requirié un
cambio fundamental de actitud en los fisicos de la década de 1920; ya no podrian seguir
buscando interpretaciones de la realidad microscopica-cuantica en término de concepciones
a-priori, provenientes de nuestra experiencia macroscépica; en cambio habia que construir
nuevas concepciones fisicas capaces de describir esta nueva realidad. El enunciado del princi-
pio de complementariedad de Bohr mostraba este cambio de actitud; segin Bohr el hecho de
que un objeto cudntico tenga comportamientos diversos (aparentemente incompatibles desde
el punto de vista de nuestra intuicién clésica) ante operaciones de medicién mutuamente ex-
cluyentes entre si, no debe ser visto como contradictorio, sino que la informacién asi obtenida
debe considerarse como complementaria para el conocimiento del objeto cuantico.

La mecanica cuantica plantea una situacién nueva; ya no es posible tener imagenes intuiti-
vas de los distintos procesos cuanticos; en cierta medida los distintos experimentos parecieran
proporcionalmente imagenes de “algunas facetas” del mundo cuéntico; sin embargo, si trata-
mos de aunar toda la informacién experimental mediante una unica imagen clésica, nuestro
esquema resulta inevitablemente incoherente.

Los aparatos de medicion sélo son capaces de darnos facetas parciales de un objeto cuan-
tico, dado el caracter clasico de los primeros. Sélo tenemos acceso a la interrelacion objeto
cuantico-aparato de medicién; no tenemos acceso al objeto cuantico “en si”.

1.7 Principio de correspondencia.

En la optica fisica, al considerar ondas electromagnéticas de longitud de onda A mucho menor
que las dimensiones tipicas de los elementos con que interactiia se obtiene lo que es conocido
como “Optica geométrica”. En la 6ptica geométrica la naturaleza ondulatoria no entra en
juego y perfectamente se puede considerar a la luz de naturaleza corpuscular. De la misma
forma se puede pensar que la mecéanica clasica de Newton es el limite de longitudes de onda
corta de la mecédnica cuantica.

, . , . A—0 , . .

optica fisica —— oOptica geometrica

. . A—0 ;. , .
mecanica ondulatoria —— mecanica clasica

Recordando la relacién de de Broglie (1.11)
h
A= — 1.11
p (1.11)

se obtiene que si h — 0 entonces A — 0.
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Principio de correspondencia.

Consideremos un fenémeno clasico. Si en el problema cuantico analogo que le corresponde
se realiza el limite h — 0 (es decir, en el limite en que la mecédnica se vuelve continua), los
resultados cudnticos deben coincidir con los resultados clasicos.

El proceso limite A — 0 de la mecédnica cuédntica tiene varias sutilezas (en otras palabras,
no es trivial), a las cuales nos dedicaremos en un capitulo posterior.

Ademas, es conveniente hacer notar que no todo fenémeno cudntico tiene un andlogo
clasico. Por ejemplo para el spin o de un sistema cuantico que sélo posee dos niveles, no
existe un analogo clésico.

Consideremos un sistema cuéntico descrito por un nimero cuantico n, entonces otra forma
equivalente de enunciar el principio de correspondencia es:

“Al realizar el limite de grandes nimeros cudnticos (n — 00) en un problema cudntico,
los resultados cuanticos deben coincidir con los resultados clasicos”.

El principio de correspondencia asegura que no haya contradicciones al aplicar la mecéanica
cuantica a problemas macroscopicos bien descritos por la mecanica cléasica.

1.8 El atomo de hidrégeno.

A principios del siglo XX se afianzé la idea de que la materia macroscopica esta en utlimo
término formada por dtomos, principalmente a raiz de los trabajos de A. Einstein sobre el
movimiento Browniano. Posteriormente Rutherford (1911) logré determinar la naturaleza de
estos atomos como resultado de sus experimentos de dispersion de particulas por delgadas
laminas de oro. En efecto, al combinar sus resultados con experimentos anteriores sobre la
carga y masa de un electrén (Millikan, 1910, Thomson y Zeeman 1897) emergié la siguiente
imagen de un 4tomo: su centro (ntcleo) tiene una dimensién del orden de 107!2 [cm], estando
alli concentrada la mayor parte de su masa (méas del 99.9% de ella). La carga nuclear es
positiva y a su alrededor giran electrones de carga negativa, en 6rbitas de unos 1078 [em] de
didmetro (i.e. unas 10.000 veces mayor que el didmetro nuclear); en total la carga atémica
es neutra.

La imagen anterior estaba en principio de acuerdo con las leyes de Newton (esto al hacer
una analogia entre dtomo y el sistema planetario), pero no asi con las ecuaciones de Maxwell,
segin las cuales una carga en movimiento circular deberia irradiar luz (visible o no visible),
perdiendo constantemente energia hasta precipitarse al nicleo. La luz irradiada no formaria
un espectro discreto (como el observado en los tubos de descarga), sino que uno continuo, es
decir, el &tomo de Rutherford no explica ni la estabilidad atémica ni su espectro de emision.

Evaluemos el tiempo que tarda un electron para precipitarse al nucleo. La potencia
irradiada viene dada por

dw  2e?
—_— = ——q
dr 3¢
(ver Jackson, ec. 14.22), donde a es la aceleracion.
La fuerza centrifuga y la fuerza Coulombiana atractiva vienen dadas por

(1.12)

mv2 62

Fcent - ) Fcoul - T 5
T T
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a6 ~10°[cm]

nucleo

Figura 1.14: Electrén precipitandose al ntcleo.

Al imponer
Fcent+Fcoul =0 )

se concluye
La aceleracion a viene dada por

De (1.12), (1.13) y (1.14) se concluye que

dw 2¢6
At 3c3m2rt’

Por otra parte, la energia del sistema es

(Potencia irradiada).

1 e2 e2 1
E: — 2—— = - = —— 2
meu " o 2mv ,
luego
dEi e dr
dt — 2r2 dt’

Como, por conservacién de energia,

(Variacion de la energia del sistema)

aw N dE
dt  dt
se obtiene, sustituyendo (1.15) y (1.17) en (1.18) que

0,

3c3m?2r?

dt = —
4et

dr .

17

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)
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Finalmente integrando, el tiempo de “decaimiento” resulta ser

=——2~ 107" [g] .

t(r=0) 3 2m? r=0 302m2a3
/ dt = - — 3 =
t 8 e r=ae 864

(r=ao)

Es interesante hacer notar que la vida media del primer estado excitado en el atomo de
hidrégeno es aproximadamente igual a la vida media cldsica (principio de correspondencia).
Los problemas planteados por el atomo de Rutherford se pueden resolver introduciendo las

2s
% ~107[s]
1s

Atomo de H

Figura 1.15: Vida media del primer estado excitado del Hidrégeno.

siguientes hipdtesis (dtomo de Bohr):
1. Existen 6rbitas (n = 1, 2, 3, 4, ...) que no irradian.

2. El atomo irradia cuando el electrén cambia de una 4érbita a otra. La frecuencia de la
radiacion en tal caso viene dada por:

hw =AFE | diferencia de energia entre las 2 orbitas.

=F,—FE,_1, para Orbitas contiguas.

3. Para n — oo la frecuencia de la radiacién debe coincidir con la clésica, (Principio de
correspondencia), o sea

E, —E,_ dE
hw=E, — B, | = —»_n! (") _ s

frecuencia de luz emitida frecuencia del electron orbitado
_ v . , .
w = —, frecuencia del electrén orbitando.
r

Usando (1.13) esta ecuacién se puede escribir de la forma

3
muv
= (1.19)

w =
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Se tiene

hmuv® B hm 8

dE(n) ho =

3/2
dn e2 e2 m3E ’

donde la primera igualdad corresponde al principio de correspondencia, la segunda igualdad
a la ecuacién (1.19) y la dltima a la ecuacién (1.16). Despejando

h? /8
EPAE = —— | —dn .
e2Vm
Integrando se obtiene
2
e2\Vm
0 sea
e*m\ 1 R
En——<ﬁ)ﬁ——; n=12.... (1.20)
donde R, la constante de Rydberg es
etm €2
R=—= ~ 13.6 [eV] . 1.21

En (1.21) a, es el radio de Bohr y viene dado por

h2
a, = — = 0.53 x 10* [cm)].
m

Los radios de las distintas 6rbitas de Bohr vienen dados por

e

2

— = a,n’.
2K,

Tn =

(Si el nicleo tiene carga Ze hay que reemplazar en todas las ecuaciones e? por Ze?).

Energia

Figura 1.16: Radio clasico de una orbita de Bohr.
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E o

Pacchen N=3 —1.51 [eV]
s n=2 -3.30 [eV]
n=1 -13.6 [eV]

Lyman
Atomo de Hidrégeno

Figura 1.17: Atomo de hidrégeno, transiciones entre niveles

Al cambiar un electrén de la érbita con nimero cuantico no a la 6rbita nq, la energia del
fotén asociado a la radiacion electromagnética es

sE=ho=R (- )

2
ny ns

Evaluemos el momento angular para las distintas orbitas:

2 2
(& € —m
L = r= —muvv=— = —62
b= v\ 2FE

2,2

_[hPn® o,

= e’ =nh,
ol

o sea, obtenemos el siguiente sorprendente resultado

‘Ln =nh, Cuantizacién del momento angular. ‘ (1.22)

En lugar de la hipétesis iii, también se podria haber postulado (1.22) para encontrar la
ecuacion (1.20) para la energia de los estados excitados del dtomo de hidrégeno.

Hacemos notar que el resultado (1.22) resulta totalmente concordante con la hipdtesis de
De Broglie sobre la naturaleza ondulatoria de los electrones. En efecto, usando la hipdtesis
de De Broglie (1.11) se obtiene

TX:rp:L:nh:ng,

O sea

n=— n=1,2,3,.... (1.23)
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Figura 1.18: Orbita electronica como onda estacionaria

Es decir, la longitud de onda de De Broglie asociada al foton esta contenida un nimero entero
de veces en la longitud de la orbita electronica. Lo anterior es una condicién necesaria para
ondas estacionarias. De no ser asi, la onda auto-interferiria aniquilandose. Resulta bastante
dificil compatibilizar la idea de particula en una orbita definida con la de onda. Con el
establecimiento definitivo de la Mecdnica Cuéntica (1924-1926) esta dificultad desaparecid
pues se abandoné completamente la idea de “trayectoria del electrén” u “érbita electrénica”.

1.9 La regla de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld.

El razonamiento que nos llevé a la ecuacién (1.23) lo podemos generalizar para cualquier
movimiento periddico.
El nimero de ondas a lo largo de una trayectoria periddica viene dado por la integral

f 3
Aa)
donde ¢ es la coordenada que mide la distancia a lo largo de la trayectoria. Para que la

onda auto-interfiera constructivamente se debe tener que el nimero de ondas a lo largo de la
trayectoria sea entero, es decir

d
f—q:n conn € N.
Ag)

Usando la relacién de De Broglie (1.11) se obtiene la asi llamada regla de cuantificacién de
Bohr-Sommerfeld.

fp(q)dq =nh . (1.24)

Poniendo

dg = vdt p=mu .
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La ecuacién (1.24) queda de la forma
]{p(q)dq = fvadt = Z%Tdt =21 <T >=nh, (1.25)

1
donde (---) representa al promedio temporal, T = §mv2 es la energia cinética y 7 es el

periodo del movimiento.

Si el potencial es del tipo V(q) = A¢” (con A y S constantes), podemos usar el teorema
del virial (ver por ejemplo Berkeley Physics Course I, pdg. 202 y 296). Segun el teorema del
virial, para movimientos en un potencial del tipo arriba mencionado, se tiene que:

S
TY=—F 1.26
(1) = 5> F (1.26)
donde E es la energia total.
A partir de (1.24), (1.25) y (1.26) se deduce que
2 E =
TS ) nh
0 sea
S+2\"
E, = — . 1.2
o=t (%557 (1.27)

En (1.27) vg, es la frecuencia de la oscilacién que esté relacionada con el periodo por la
ecuacion

Vg, = — .
T

Apliquemos estas tltimas relaciones a algunos casos particulares:

1. Oscilador arménico.

El potencial para el oscilador arménico es

1
V(q> = imwqu )
es decir en este caso S = 2. La frecuencia del oscilador armonico es independiente de
la energia. Usando (1.27) con S = 2 se obtiene la forma en que estdn cuantizados los
niveles de energia de un oscilador armoénico:

E, =nhv =nhw ,

resultado que esta de acuerdo con la hipotesis de Planck. Este resultado, de la mecanica
cuantica antigua, difiere del obtenido rigurosamente dentro de la Mecanica Cuantica
sélo en la energfa del punto cero, es decir un término aditivo adicional de tamafio fiw /2.
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7

R

S
=
S
S
=
=
S
=

OT///////////M

Figura 1.19: Potencial de pozo.

2. Particula en una caja.

Consideremos el potencial

Vig) = {0 d<e_ (4)".

oo g >c¢ n—oeo

En este caso S =n y n — oo.

Para la frecuencia se obtiene en este caso (usando un argumento puramente clésico)

que:
1 4c m
= — = =Adey ] — . 1.28
T VE v ¢ 2F ( )

Usando (1.27) con S — +o00 y sustituyendo (1.28) se obtiene

En:hﬂn:@ 2E".
2 8¢ m

Despejando E,, de esta tltima ecuacién se obtiene finalmente para los niveles de energia
cuantizados la ecuacién

2 252
_h W2 mh 2
==
32mc? 8mc?z
resultado que, como veremos mas adelante, coincide con el obtenido rigurosamente
dentro de la Mecanica Cuéantica.
3. El atomo de Hidrégeno.

Para el atomo de hidrégeno el potencial es
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en este caso S = —1.

Del teorema del virial (1.26) con S = —1 se obtiene que
(T)=—-FE (1.29)

Consideremos las partes radial y angular separadamente:
(T) = (T,) +(Ty) (1.30)

Para (T}) se tiene que

(1) = tmirdy = 2 (131)

mientras que (7)) se obtiene usando (1.25) para la parte radial:

~nh  hvgn

Ty =120 =2 (132
Como ya sabemos el momento angular viene cuantizado por la ecuacion:
L=/th, ¢=0,1,.... (1.33)
También se tiene que
0) = wg = 2mvg | (1.34)
luego a partir de (1.31), (1.33) y (1.34) se obtiene
(Tp) = M;WE = MQ”E . (1.35)
De las ecuaciones (1.29), (1.30), (1.32) y (1.35) resulta
Ey= - o= BN (1.36)
2 2
donde
N=n+/¢ (=0,1,..., n=1,2,....
Falta evaluar vg. El periodo 7 = 1/vg se obtiene de la tercera ley de Kepler:
— % = ZZ?; R, (1.37)

donde R es el semieje mayor de las trayectorias elipticas. Ademds, se sabe que para el
potencial coulombiano, el semieje mayor R y la energia E estan relacionadas por

Ze?

E =
R )

(1.38)
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luego, de (1.36), usando (1.37) y (1.38) se obtiene

_ REN?  B2N? 2Z¢

E? =
472 4 mm2R3’
o bien
B mZ%e* 1
- 2m2 N2

El espectro de energia que se obtiene es idéntico al que se obtuvo anteriormente pero
el significado de los nimeros cuanticos es diferente.

N n ¢ | degeneracion
1 1 0|1
2 1 1|3
2 01 } 4
3 1 215
2 113 } 9
3 01

Como se desprende de la tabla, en la presente solucién se puede tener ¢ = 0, méas
aun, los niveles excitados del atomo de hidrégeno son degenerados teniendo los estados
varios momentos angulares orbitales distintos. Esta solucién del problema del atomo
de hidrégeno se asejema bastante mas a la solucién cuantica rigurosa, que la solucién
presentada en la seccién anterior.

(Ver también L. Gottdiener, Am. J. Phys. 45, 771, (1977)).

1.10 El principio de incerteza.

Un concepto muy importante de la Mecanica Cuantica es el de “observables complementarios”;
esto se refiere a dos parametros fisicos tales que la medicién del primero altera el resultado
de una medicién simultdnea del segundo.

Un caso tipico de observables complementarios son la posicion y el momento lineal en una
determinada direccién. Para ilustrar esto consideremos una rendija de diametro d sobre la
que incide un fotén con momento lineal p en la direcciéon x.

Al llegar a la rendija la “onda plana” asociada al fotén, esta se difracta. Como es bien
sabido de la éptica fisica, la direccion de propagacion de la onda no es estrictamente en la
direccion x sino que se difracta en un angulo 6 dado por

A h
ﬁ:senb’ (con)\: 5) .
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intensidad

o —

Figura 1.20: Experimento de difraccién.

El hecho que un fotén particular cruce la rendija representa una medicion de la coordenada
y del fotén, aunque con una imprecision d, i.e. el error Ay en la determinacion de y es

Ay =—. (1.39)

Por otra parte el momento en la direccion § tampoco estd bien definido, en vez de ser nulo
(como antes de traspasar la rendija), ahora estd acotado aproximadamente por los valores
py = Epsend, i.e.

Ap, =~ psen . (1.40)
De (1.39) y (1.40) se obtiene

d d h
AyAp, ~ §psen6' = ﬁhseDG =7

Siguiendo un camino maés riguroso se obtiene (como veremos mds adelante) que siempre se
cumple

h
AyAp, > 7 (1.41)

Esta relacién se conoce como el principio de incerteza de Heisenberg (1926). Su aceptacién
elimina automéaticamente el concepto de “trayectoria” en Mecanica Cuantica: solo se pue-
de conocer la posicion y el momento de una particula en una direccién cualquiera con una
precisién maxima acotada por (1.41). Tal indeterminacion no es un problema de error experi-
mental, sino que, de acuerdo al formalismo de la Mecanica Cuéntica, es una indeterminacion
esencial.

Como ilustracion consideremos:

1. Un electron localizado en una zona de dimensiones atdémicas.

En este caso

Az ~a,~0.5x 1078 [em] ,
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e 2reo(81) wo(h)
Me Axm, oMM

e? e? km
pr— — f— —_— N2 [
O(h) O(hcc) 000[8] ,

lo que corresponde aproximadamente a la velocidad promedio de un electrén atémico.

luego

2. Un proton localizado en una zona de dimensiones atémicas.

o= () e[
Aoy, s

Esta velocidad es del orden de la velocidad térmica para el hidrégeno, obtenida de la
“Teoria cinética de gases” para la temperatura ambiente.

En este caso

Otra forma de visualizar el origen del principio de incerteza es el siguiente: Conside-
remos una particula libre (en una dimensién) con un momento p; bien definido. De
acuerdo a la hipdtesis de de Broglie, a tal particula se le asocia una onda (plana) de
longitud de onda A\; = h/p; bien definida. Es claro que tal onda no esta localizada.
Para localizar la particula en una regién del espacio x hay que formar, como es bien
sabido, un paquete de ondas, es decir, hay que superponer ondas con distinto momento
lineal.

Consideremos la suma de 2 ondas planas

R
AVAVEVEVA'

WA
VRVIRVARY

=1 | A I\ Alsuperposicin
VALY

A B

Figura 1.21: Superposicién de ondas.

Para obtener una interferencia destructiva en los extremos AB es necesario que el
nimero de ondas de las 2 ondas difiera en 1 en el intervalo Az, o sea

Ax Az

~ 1
At A

Y
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es decir

A h
de donde nuevamente se deduce que
AxAp ~ h .

El principio de Incerteza no sélo rige para la coordenada espacial y el momento li-
neal respectivo, sino que se cumple para cualquier par de coordenadas generalizadas
canénicamente conjugadas, por ejemplo:

Ax'A(l):lA:cprl,

Y

ALAG > g ALAE > g . AyAp, > g . ete.

Consideremos un observador situado en un lugar fijo que “ve” pasar un paquete de onda
Para este paquete se tiene que AxAp, ~ h. Por otra parte

—<AX

Figura 1.22: Paquete de ondas.

2
= Po
2m

Y

O sea

.Z’AJ}
AE:p D
m

= 0, Ap, . (1.42)

El observador estd inseguro del instante en que pasa el paquete en la cantidad
Ax

Uy

At (1.43)

De (1.42) y (1.43) se obtiene
AEAt = AxAp, ~ h . (1.44)

Otra circunstancia en que interviene la relacion (1.44) es en el decaimiento de estados
cuasiestacionarios.

Tanto mas demora el sistema en decaer tanto menor es AFE. La razon de esto reside en
que si el sistema se encuentra poco tiempo en el pozo no es necesario que la regla de
cuantificacion de Bohr-Sommerfeld se cumpla con toda precisién. Si el sistema queda
durante un tiempo 7 en el pozo y el periodo del sistema en el pozo es T', entonces lo
unico que debe satisfacerse es que en la 7/T" pasadas, la onda no se desincronice en mas
de 7/2. Luego, tanto mayor es 7, tanto menor es la desincronizacién de la onda dentro
del pozo.
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E
V()

estado cuasiestacionario

sy BE
A

Figura 1.23: Estados cuasiestacionarios.

1.11 Problemas.

1. En la colisién de Compton, demuestre que la velocidad del centro de masa v viene dada
por

mc2

c
- =14+ —.
v +hw

2. Colisién de Compton, demuestre la ecuacién (1.9)
AN = A (1 —cosb) , (1.9)

usando directamente la conservacion de la energia y el momento lineal.
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Capitulo 2

Introduccion Matematica.

En este capitulo se recopilaran algunos resultados matematicos — sobre todo del dlgebra lineal
— que seran de mucha utilidad para el desarrollo de estos apuntes. En la mayoria de los casos
no demostraremos los resultados aqui enunciados, suponiéndose que el lector ya los conoce
de los cursos de matematicas.

2.1 Espacio vectorial sobre el cuerpo complejo C.

Consideremos un conjunto de elementos

H={|z),|y), ... }.

Supongamos que existen dos leyes de composicion tales que:

i) A todo par |z) € H, |y) € H, la primera ley de composicién (para la cual usaremos el
simbolo +), asigna un objeto (|z) +|y)) € H, y se cumple:

(@) |z)+|y)=|y)+|z) (Ley conmutativa).
(b) ) +(y) +12)) = (lz) +1y)) +[2) (Ley asociativa).

(c) Existe un elemento nulo |0) € H, tal que
|z) +10) =[z) .

(d) Todo | z) puede ponerse en correspondencia con un elemento de H, que denotaremos
por | —z ), denominado opuesto de |z ), tal que

|z) +[—2)=10).

ii) A todo elemento |z) € H y a todo nimero « € C la segunda ley de composicién (para
la cual usaremos el simbolo -), asigna un objeto - |z) € H, y se cumple:

() 1-]z)=|z).
(b) a-(B-|z))=(af)-|x) (Ley asociativa, § € C).

31
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(¢) (a+pB)-|z)=a-|z)+F-|x) (Ley distributiva para la adicién de escalares).
(d) a-(Jz)+|y))=a-|z)+a-|y) (Ley distributiva).

Diremos en tal caso que H es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros complejos C.
Es inmediato ver que

0-]z)=10) vy (=1)-|z)=—|z)=]|-2).

Es usual ignorar el simbolo - para la multiplicacién por un escalar.

2.2 Operadores Lineales.

A es un operador lineal en K si es una aplicacién de H en H que cumple con
) Alp)edH, Vy)eX
i) Va,peCy |z),y) eI, Ala|z)+p6ly)) =aAlz)+PAly) Lincalidad.

2.3 Vectores duales y producto interno.

A cada vector | z) € H le asociamos un vector dual {|z )} = (z|. Esta asociacién define un
espacio dual de 3, denotado por H', si tal asociacién cumple con:

{ala) +Bly)} = a(z]+ 5 (y] .

Introducimos, ademés, una aplicacién de H' x H — C, un “producto interno” entre los
elementos de H y H' por:
(x| e, |y) e H — (z|y)eC.

La aplicacién H' x H{ — C cumple con las condiciones siguientes:
i) (afzy [+ 6(x2]) ly) = aai[y) + B(x2|y).
i) (z] (aly) +Bly2)) = alz|y) + B(x]y2).

(z]z) =
iv) (

)
)
iii)
)

z|lz)y=0siysélosi|z)=]0).

2.4 Base de un espacio vectorial.

Un conjunto de vectores {| my )} de H es una base de H si V |¢) € H, existen coeficientes
unicos Cy € C, tales que

= Cilmy)
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Como aqui se trabaja siempre en espacios con producto interno, se dispone de una métrica
y luego de conceptos adecuados de convergencia e integracion. Esto nos permite escribir
sumas como la anterior ain en casos en que los C} son no nulos para un conjunto infinito
numerable de indices k. Siempre que se escriba una tal suma, se supondra implicitamente
que ésta converge.

El nimero de elementos de la base de H se denomina la dimensién de H o bien la
cardinalidad de K.

Sea A una aplicacién lineal de H en H. Al conocer el efecto de A sobre los vectores de
una base de H, podemos determinar facilmente el efecto de A sobre cualquier vector | ).
En efecto, sea

Almi) =D Awlmy)
¢
y supongamos conocidos los coeficientes Ag,. Si|¢) = >, Cklmy ), se tiene

Aly) =Y CiAlmy) = CpAu|my)
k ok

Una base {|my )} de H es ortonormal si cumple con
(mz|m]):(51] i,jzl,...,n,

donde n es la dimensién del espacio H.
En una base ortonormal {| m; )}, el producto interno o “producto punto” de los vectores

jz) = wlmi) . y) = ylmy),
i J
puede expresarse como sigue:
(zly) :Zl‘?yj<mi|mj> szfyjfsij 5
i i
0 sea,
(zly) =) =y .

De esta ultima ecuacion se deduce inmediatamente que

(zly) = ({ylz))".
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2.5 Espacios vectoriales de dimension continua.

a dimensién de un espacio vectorial puede ser finita o infinita. En este tltimo caso la dimen-
sién puede ser numerable (en cuyo caso el indice k que rotula los vectores de una base es
discreto) o no numerable (siendo el indice k que rotula un conjunto completo de vectores del
espacio vectorial una variable continua).

Para un espacio de dimensién no numerable, las ideas anteriores deben generalizarse. En
este caso la sumatoria debe reemplazarse por una integral, escribiéndose la expansion de un
vector [1) en la forma

0) = [ dk Cw)[mik)

A los valores que puede tomar el producto interno hay que agregarle el co. La ortonorma-
lidad de un conjunto completo de vectores base de un espacio de dimensién continua queda
expresada por

(m(k) [ m(K)) = (k=K ,

donde 0 es la “delta de Dirac” (ver seccion siguiente).
Consideremos los dos vectores

o) = [dka®)m®) . Jy)= [ yw) | m)

Si las funciones x(k) y y(k) son de cuadrado integrable, entonces es posible introducir una
métrica. En tal caso el producto interno de los dos vectores queda expresado por

(alyy= [ [ abdw o () y) () (i)
_ / / dk k' 3 (k) y(K) 6k — k)

es decir,

(xly) = [ dba (k) ylh) = ((y]2))"

Cuando un vector | ) es no normalizable, impondremos al menos que |z(k)| sea acotado.
Si bien este caso puede presentar dificultades formales, en lugar de presentar una teoria
demasiado general que pueda sobrepasar el margen de interés fisico, trataremos de resolverlas
en la situacion especifica donde ellas surjan.

2.6 La ¢ de Dirac.

La ¢ de Dirac no es una funciéon en el sentido convencional, sino que esta definida como una
distribucion. Esto significa que §(z) no viene definido por su valor en cada punto, sino que
solamente por los valores de la integral
+o0
£(t) 6z —1) dt .

—00
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que se obtienen para un z arbitrario, cuando f(¢) es cualquier funcién continua. La “fun-
cién” §(z) se puede interpretar como el limite de una sucesién de funciones f,(x), con
ffooo dx | fu(z)| < A, con A fijo, y que satisface

+oo
lim folx —a')ydx' =1,

n—oo
—00

y que tienden a anularse en todo punto z, salvo para x = 0. Es facil mostrar que tal “funciéon”
cumple con

“+o0o
lim da’ g(2') fulz — 2') = g(x) .
Algunas sucesiones que generan a la ¢ de Dirac son:
i)
2 <1
d(z) = lim {a/ [l < 1/

a—oo | () lz| > 1/a ’

ii)

iii)

iv)
1 1 2
d(z) = —= lim —=exp (_:1:_) :
€

Sea f(x) una funcién con derivada continua en x = z,. Entonces algunas propiedades de
la 0 de Dirac son:

D) [IT 0 = w,) fx)dr = f(a).

i) (= ) f(a) do = —f'(x,).

J2 8" (@ — ) f(x) dw = (=1)" f™) ().

§(x) = 6(—x) = 6*(x), o sea, la § de Dirac es par y real.

)
)

v)  d(z) = 0 en cada intervalo cerrado que no contenga el 0.
)

f(@)d(x) = £(0)6().
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vii)  Como caso particular de la propiedad anterior: zd(x) = 0.

viii)  d(ax) = %ﬁ)
ix) d(f(z))=>_, %, donde z; son cero simples de f, es decir, f(x;) =0V i.

x) [0 —t)d(s —t)dt = 5(x — s).

xi) ¢'(x) = —d'(—x), la derivada de la § de Dirac es impar.

. . flz ., .
xii)  Si (z) es una funcién continua en = = 0, entonces
xr

[ @@= [ o sy e,

—00 —00

en tal caso se puede escribir

§(x) = - d(z)
xiii)
1 [T
6z —x,) = — / etkl@=2o) g
2 J_

Esta relacién es delicada. Sélo tiene sentido si se usa en una integral y luego se inter-
cambia el orden de integracién ( o si se usa con un factor de convergencia, como por
ejemplo, exp (—|k|n) con n — 0).

xiv) Es cémodo imponer (y asi se supondra durante el curso) que
o 1
| o s@) s = 3500
0
Algunas relaciones ttiles de la ¢ en tres dimensiones son:

() =4d(x)d(y)d(z) = (2;)3 /eikr Pk .

donde
6(¢—¢")d(0 —0)

sen

5(Q— Q) =68(¢p— ¢')6(cos§ — cos') =

La integracion de la variable radial, como es usual, se realiza partiendo de r=0.
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2.7 Ortonormalizacion de una base de dimension dis-
creta.

Una vez definido el producto interno, una base discreta cualquiera puede ser ortonormalizada
usando el método de Gram-Schmidt. Para ello se procede como sigue: Sea {|m;)}; una base
arbitraria. Comenzamos normalizando | m; ),

my) — |y ) = |m1) .
|my) — 1) TR,

A continuacién, se construye un vector | ms ), que sea una combinacién lineal de | my ) y | ms)
y sea ortogonal a | my ). Es facil mostrar que el vector

|ma) = |mg) — (overlinemy |my ) |7 ) ,
cumple con esos requerimientos. Normalizamos | ms ),

) — |7 = A2

(mama)
Introducimos ahora | m3)) dado por
|75 ) = Cte - [[mg) — (mr[mg) ) — (M| ms)|mz2) |-

Este vector es ortogonal a |my ) y |m3 ), etc...

2.8 Norma.

La norma de un vector |z ) viene definida por

Vo wil? caso discreto,

[ dk |z(k)|? caso continuo.

2] = {z]a) =

La norma de | x) es siempre positiva o cero, lo ultimo sélo si |z) =[0).

~

2.9 Operadores de proyeccion P.

Consideremos un espacio H provisto de una norma. Sea |m) € Hy (m'| € H'. Definamos
el operador P = | m ){ m' | como sigue:

V) e H, P — 3,
Ply)={m)(m'|}|v) =|my ' |¥)pedt.

~—
operador eH eH eC
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El operador | m )( m’ | es lineal. En efecto

[ m ) {m [alé) +B1¢)) = (a(m'[¢) + B{m'|¢))[m)
=a([m){(m' [)[¢)+ ([ m){(m [)]¢) .

Demostremos que cualquier operador lineal A es una combinacién lineal de operadores de
proyeccién. Sea A un operador lineal que sobre los vectores de una base ortonormal {|my )}
actua de la siguiente forma:

Almg) =" Aulme)
l

entonces, A se puede expresar en la forma
A= Ayl me )(my |
7]

En efecto,

Almy) ZZAej|mz><mj|mk>

= Aglme)de =Y Awlme)
0 ¢

Los conceptos aqui desarrollados se pueden extender (en la medida que las expresiones
involucradas se mantengan con sentido) para casos en que los vectores de la base estén
normalizados a la funcién ¢ de Dirac.

2.10 El operador identidad.

Consideremos un vector |9 ) € H en la base ortonormal {| my )}:
)=Z¢k’mk> : (2.1)
K
Se tiene que
(me| ) Z@Dk me|mi) = Urbu = e,
k

0 sea,

o= {me| ) (2.2)
Reemplazando (2.2) en (2.1), se obtiene

!w>—Z<mk|w \mk Zlmk (my|)

eC G

—Z{! my; ){ my, !}w

operador eH

:{Z|mk><mk|}|¢>:1|¢>-
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Esto nos permite identificar

Z | mg Y my | =1 Operador identidad.
k

Esta tdltima ecuacién también se llama relacion de completitud o de clausura y es valida al
usar una base ortonormal completa.

Si la dimensién del espacio vectorial es continua, el operador identidad se escribe de la
forma

/dk\ m(k) Y m(k) | =1

2.11 Operadores unitarios.

Consideremos los operadores U que “preservan” el producto punto, es decir, V|9, |¢) € H
cumplen con

(V]¢)=(vd|o) . (2.3)
donde,
|¥)=TUly) vy [¢)=Ulo).

En tal caso decimos que U es un operador unitario. A partir de lo anterior podemos concluir
que los operadores unitarios transforman una base ortonormal en otra base ortonormal.
Sea A un operador y (v | € H', definimos el vector dual (1 |A por

<¢|A=<¢|{2Am‘| me ) m; |}
—ZAEJ (Y me)} (my] -

——
eC cHt

Sea A un operador y |1) € H y evaluemos {A|)} :

T
{Alp)} = ZAzﬂmz (my| )

eC
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es decir,

{Alv)} = (v]AT,
donde

:{ZAmmexmﬂ} =2 Al )|

Resumen (del efecto de la operacion 7):
) (o)} = (vl

) Ll =lv).

) o) vli=1vXsl

) ({610 = {(610)} = (0]6).
) {AT} =4

Consideremos ahora la expresién (1| { A| ¢) }. Tenemos

ZAij’ m; ) m; ‘] | o)

(V[ {Al¢)} = (V]
N ——

cHt eH

\Q/LL [Z Aij |mz (m;| ) ] :;Aij<¢|mi><mj’¢>

ert LY ecC eﬂ{ ec

:{ZAz‘j<¢|mi><mj|}|¢>
= {WI (ZA“| mq )( m; |>}|¢> ={{v|A}]0),

luego

(WH{A|o)} ={(v|A} @)= (¢ |Algp).

El trabajo recién realizado muestra las distintas posibilidades de la notacién que se esta
empleando. Esta poderosa notacién, que no presenta ambigiiedades, fue introducida en la
mecanica cuantica por Paul Dirac.

Evaluemos (m; | A |m,). Tenemos

(mi|Alm;) = (ZAM myg ){ i \) |m; )

= ZAgk m; | mg><mk | m; > = ZAEkéié(skj )
Lk Lk
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finalmente,
(mi|A|m;) = Ay .

Estas son las componentes de un operador en la base {|m; )}.
Expresemos ahora en componentes la acciéon de un operador sobre un vector:

Alg)=1-A-1|y)=1-A> | me)(my ||¢)

1

:Z|mk><mk|A|mg>¢g:Z|mk>Ak£¢£
kL

= Z | my ) (Z Ake%) ~

Note que la expresion en el ultimo paréntesis no es otra cosa que un producto matricial.
Evaluemos ((¢)| A |¢))*. Se tiene

(v]A]e)) = (v {Al)}) = {Alo)}|v)
= (p|AT|v)

de lo cual concluimos
(V] A]o)* = (g|AT]y) .
Usando esta relacién se obtiene
Az = (mi | Am;)* = (my|Alims) = (AT);;

es decir,

(AN = Aj; .

Ejercicio: (Problema 2-1) Sean A, B, C tres operadores, demuestre que:
) (AB) = BIA"
i) (ABC) = CIBIAT

Definicién 2.1 Un operador A es autohermitico si AT = A.

Usando componentes se tiene:
Al = (AT); = Ay

es decir, un operador A es autohermitico sélo si las componentes del operador en una base
ortonormal cualquiera cumplen con

AL = Ay
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Consideremos nuevamente un operador unitario U y una base ortonormal {|m;)}. De-
notemos por | ;) a los vectores que resultan al operar con el operador U sobre los vectores
de la base, es decir, |m; ) = U|m; ). Se tiene:

(2.3)

055 = (mq|my) =" (m;|m;)
= {U]m;)}{Um;)} = {{m; |U}{U|m; )}
= (m; | U'U|my) ,
luego,
(mi | UM [my;) =4y . (2.4)

Por otra parte se tiene

Reemplazando (2.4) en (2.5), se obtiene
1=2 |mi)(m |((mi[ U0 |m;))
i

:Z‘ m; ){ m; |UU] m; )(m; |

ij

(Z! m; ){ mi \) Uu'u (Z! m; ) m; !)

i J

=1U0Ui=U'U.

Concluimos que el inverso U~! de un operador unitario U es igual a su hermitico conjugado:

U'l=0U'". (2.6)

Reciprocamente, si un operador satisface la relacién (2.6), entonces U es unitario. En efecto,

sea | §) = Ulv) y |6) = U|6), entonces

(019) = (¢|U'U[o) = (v|1]¢) = (v]s).

2.12 Cambio de Base.

El poder de la notacién de Dirac se pone de manifiesto al cambiar de base, proceso que en la
notacion habitual resulta a veces un poco confuso.
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Sean {|m;)}; v {|tx)}x dos bases completas y ortonormales de H y A un operador.
Entonces se tiene

A:iAi:Z|mi><mi|A|mj><mJ~|
:Z|mi>(mA)ij<mj|

El superindice m se usa para recordar que (™ A);; son las componentes de A en la base | m; ).
Por otra parte,

= |t) {Z(tﬂmi)(m_&)ij(mj th>} (t]

ij

= |tx) (A (t]
lo que nos permite identificar

(A =Y (b |mi ) ("A)y(my | 1) . (2.7)

]
Analicemos ahora la forma del operador U que realiza el cambio de base. Se tiene
Ulmy) = [t)
por consiguiente
Ul t) =|my) .

Por otra parte
U= [ te)(te | U [my ) (my]
ki
= ST L) ol = S Tl |
por lo tanto,

U=> |t ){(m|.

El “ket” |ty ) crea un vector |t; ) mientras que el “bra” (my | aniquila un vector | my ). Anéa-
logamente

U =) g )t |-
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Adicionalmente, podemos escribir

U:iU:Zymj><mj|tk><mk| = (U en la base{|m;)}) ,

U=U1i=> [t)(mu|te){t| = (U enlabase{|t,)}) .

U =107 = [t ) (8 [ ) (e |
ik

U =01 =) [my )ty | mi ) (me |
ik

De las relaciones anteriores se deduce que

("U)je = (my|te) = ("U)jr = Upe (2.8)

(MO )k = (i) = (U = Ut = Upy (2.9)

es decir, las componentes del operador unitario U que realiza el cambio de base son las
mismas en las dos bases.
Al reemplazar las ecuaciones (2.8) y (2.9) en (2.7) se obtiene

("A)ke = (U (™A)i(0);0

ij

recuperando asi un resultado conocido del Algebra Lineal.

2.13 Notacién de Dirac y la notacién convencional de
matrices.

Consideremos, por simplicidad, un espacio vectorial de dimensién finita N. Sean los vectores
{1),12), ..., INY} ={li)}, i=1,... , N, una base ortonormal. Como ya hemos visto, un
operador A se puede expresar de la forma

A= ayli)(i].
ij
Los coeficientes a;; forman una matriz cuadrada (que es la matriz de A en la base {|i)};)

api; a2 a3z ... AainN

anNt ... aNnN
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Ejemplo: En un espacio de dimensién 2 considere el operador A = a| 1 ){ 2 |. La matriz
de coeficientes en este caso es

X 0 o

A= :

Sean A, B dos operadores que en la base {|i)} se expresan por
A= ayli)il,
]
B=> byli)Jl.
]

Para el operador AB tenemos entonces:

ij
= aijbee| 1) (7 k) (L]
ikt

=> (Zaz‘jbﬂz) i) (],
it j
Por otra parte,
AB=C=) culi)(l].
it

De las expresiones anteriores se deduce que

Cit = g a;jbje

J

o sea, la matriz de C es simplemente el producto de la matriz de A y la matriz de B.

2.14 Autovalores de un operador.

Dado un operador A, decimos que |z ) es un autovector de A siendo A € C el correspondiente
autovalor si

Alz)=\z). (2.10)

Si |x) es un autovector, entonces o x ), con o € C, también es un autovector. Usualmente
se considera a |x) y a2z ), como “un mismo autovector”.
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Para el caso de un espacio de dimensién n finita, usando una base arbitraria del espacio
la dltima ecuacién se puede escribir de la forma

An A A o0 Ay, T x
Ao Ago : ) X2
) = A

A ... Ann Ty T,

De aca se deduce la ecuacién para A:

Esta ecuacion, conocida como ecuacion secular, da lugar a un polinomio de grado n, llamado
polinomio caracteristico

N 4 e A" =0

En el campo complejo C, esta ecuacién tiene n soluciones; cada solucion distinta da lugar a
un autovector, de modo que si todos los autovalores son distintos también hay n autovectores.
Si hay autovalores que coinciden (en cuyo caso se dice que el autovalor es degenerado), puede
ocurrir que el nimero de autovectores sea menor que la dimension del espacio. En todo caso,
siempre existe al menos un autovector para cada autovalor.

Veamos ahora el problema desde otro angulo. Partamos con un operador diagonalizable,
y por simplicidad elijamos la base en que ya es diagonal, es decir,

A0 0
3 0 A
A = . s
Tenemos
AN —Z 0 0 0
0 )\2 — T 0
det(A —21) = 0 0 Ay —

=M-—-x)(A—2x)...-(\,—1x)
= P(z) = polinomio de grado n.

Las raices del polinomio P(z) dan los n autovalores de A.

Si A no es diagonal, pero diagonalizable (luego veremos que todo operador autohermitico
es diagonalizable), entonces se tiene que existe un operador S tal que SAS™! es diagonal, es
decir,
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Nuevamente calculemos det ({VX —1). Usando dos de las propiedades de los determinantes:
det S™' = (det S)™! y det (AB) = (det A)(det B), se obtiene:
det (A — 21) = (det S) det (A — 21)(det S71)
_ det (SAS! — #i)
Al —T 0
Ao — T
0 ' Ap — T
=M —z)(A—x)...(\y — ),
0 sea,

det (A —z1) = (M —2) A —2)...(Ay —2) = P(z) .

Asi pues, sea 0 no sea diagonal, al extraer las raices del polinomio P(x) se obtienen los
autovalores de A.
Ejemplo Encontremos los autovalores y autovectores de

A:(192 162> '

N 4 2 2/

es decir, los dos autovalores son A\; = 1/2 y Ay = —1/2. Para encontrar los autovectores | A )
y | X2) procedemos de la siguiente manera: Expresemos el vector | A1) = a|1) + (]|2) en
notacién matricial:

Solucién:

—x 1/2

det(A—xi):‘ 12 2

( g > = notacién matricial del vector | A ).

Entonces la ecuacién de autovalores A|A;) = A;| Ay ) se escribe de la forma

(2 ) (5)=2(5)

Para el autovalor \; = 1/2, la tltima ecuacién da la relacién

(2h)-3(5) =2

Como |af*> +[B]* =1 (silos | \;) estdn normalizados), se concluye que

1

Oé:ﬁ:ﬁ’
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o0 sea,

1 1 1
)= s +12) — o (1)

Anélogamente, para el otro autovalor, A\ = —1/2, se obtiene
1 1 1
A)=—(|1)—-12)) — — .

Note que no siempre una matriz no autohermitica es diagonalizable. Por ejemplo

no es diagonalizable. Demuestre como ejercicio (Problema 2-2) que M # M y que sélo el

1 .
) es autovector de M.

vector proporcional a < 0

Ejercicio : (Problema 2-3)
Demuestre que si A = AT y B = BY, entonces los siguientes operadores son autohermiti-
cos:

i)
i) C = —

><

" VneéeN.

Li[A,B] = —1i(AB - BA).

iii) D=1{A,B}, =1(AB+BA).

2

Concluya de acd que AB = C + D con C y D autohermiticos, no es autohermitico aun
cuando A y B lo sean.

2.15 El caso de operadores autohermiticos.

Si A = AT, podemos hacer afirmaciones més fuertes que en el caso general; en efecto:

Proposiciéon 2.1 Los autovalores de A son reales.

Demostracién Tomemos el dual de la relacién (2.10)
(z]AT=(\a)" =M (z].

Realizando el producto punto con |z ) y usando el hecho que A = At se deduce que
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Proposicién 2.2 Si )\; y A; son autovalores de Ay N\ # Aj, entonces los autovectores
asociados, digamos | a; ) y | a; ), son ortogonales.

Demostracién

(ai|Ala;) = (a;| Aj|a;) = N\j(ai|a;) (2.11)

((aj | Alai))' = ({a; [ Ala;))" = ((az | Nilai))" = (\ilag]ai))” = N ((a5] @i )" = Mil(aia)) -

Pero
((aj| Ala;)" = (a;| Al a;) = (ai| Alay) .
De las dos ecuaciones anteriores se deduce que
(a;] Ala;) = Nailay) . (2.12)
Restando (2.12) de (2.11) se obtiene
0= (X —Aj)(aila;) .
Como A; # A;, se tiene que

Autovectores que corresponden a autovalores distintos siempre son ortogonales.

Proposicién 2.3 Los autovectores de A forman una base completa de K.

Demostracién Sea H; el espacio engendrado por todos los autovectores de A y suponga-
mos que tal espacio no coincide con H. Sea H, el complemento, es decir, H = H; & Ho.
Mostraremos que con esta hipdtesis se llega a una contradiccion.

Partimos construyendo una base ortonormal en J;, es decir, en el espacio engendrado por
los autovectores de A. Silos autovectores corresponden a autovalores distintos, los autovecto-
res ya son ortonormales. Si algunos autovalores coinciden, por ejemplo, \; = Ay = ... = A,
entonces decimos que el subespacio con base {|a;), |as), ..., |as)} es un subespacio de
degeneracion del autovalor A;. Mediante el método de Schmidt, siempre es posible encontrar
una base ortonormal de vectores en el subespacio de degeneracién. Asi pues, todos los {| a; )}
los podemos considerar ortonormalizados.

Usando nuevamente el proceso de Schmidt, completamos ahora la base de H con vec-
tores {|b;)} que sean ortogonales a los {|a;)}. Tales vectores pertenecen al espacio Ho.
Mostraremos a continuacién que el operador A deja al espacio H, invariante, es decir,

Vb)Y eH,, Alb)eI,.



50 CAPITULO 2. INTRODUCCION MATEMATICA.

En efecto, sea |a;) un vector de la base del espacio H;, entonces

(a;|A|b) = ((a;]A) |b)
= Aj{a;|b) =0,

0 sea, A] b) no tiene componente en el espacio H;. Asi pues, tanto H; como Hs, son espacios
invariantes ante A. Esto permite operar con A por separado en ambos espacios. Pero en
ese caso, resolviendo la ecuacién secular del operador A en el espacio Hy podemos encontrar
autovalores y, al menos, un autovector. | Contradiccion ! con el hecho que todos los auto-
vectores estdn en H;. Luego la hipdtesis inicial, de que Hy # (), es falsa. Concluimos que
Hy = H, y por consiguiente la base {| a;)} es completa, es decir,

n

D laj)a;|=1.

j=1

q.e.d.

Resumen:
La base formada por los de autovectores de un operador autohermitico A es completa y
siempre se puede elegir de manera que sea ortonormal.

Los conceptos anteriores, aunque analizados para espacios de dimensién finita, pueden
extenderse a espacios de dimension infinita numerable o no-numerable.

2.16 Conmutadores.

Definicién 2.2 EI conmutador [A, B] de dos operadores A, B viene definido por

>(

AB-B

A, B]
Dos operadores A, B se dice que conmutan si [A, B} = 0.

Teorema 2.1 Sean A, B dos operadores autohermiticos, entonces [A,B] = 0 <= existe
una base en ‘H en que ambos operadores son diagonales (es decir, existe una base de H cuyos
vectores son simultdneamente autovectores de A y B).

Demostracién
i) Supongamos que {|m;)} son simultdneamente autovectores de A y B, es decir,

Alm;) = a;|m;) ,
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i)

Entonces
AB|y) = AB) vilmi) =) viAB|m;)
_ Zw’Abi' m;) = Zwiaibz-\ m;)
_ memm — BZwiailm»
:BzzpiAymi} :BAZwilmm
:BAZW) . Z
Luego, se deduce que

[A,B] |[¢)=0, V[)eH = [A,B]=0.

Supongamos que [A, B] = 0. Sea {|m; )} una base en que A es diagonal, es decir,

Entonces

es decir, B|m; ) también es un autovector de A con el autovalor a;. Si el espectro de A
no es degenerado se debe tener que B|m; ) es multiplo de |m; ), es decir,

Se concluye que |m;) también es autovector de B. En el caso en que el espectro de
A sea degenerado hay que buscar la combinacién lineal adecuada en el subespacio de
degeneracion.

q.e.d.

2.16.1 Propiedades de los conmutadores.

A B] =-[B,A].

[

A,A] =0
[A,B+C]=[AB]+[AC].
A +B,C] =[A.C] + [B.C.
[A,BC] = [A,B]C+B[A,C]
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vi) [AB,C]=A[B,C]+[A,C|B
vii) [A, [B, CH + [B, [C,AH + [C, [A,BH = 0, Identidad de Jacobi.
viii)  Si [A, [A, BH = 0, entonces se tiene que
[B,A"] =nA™" [B,A] . (2.14)
ix) [A, f(A)} = 0 para toda funcién analitica f de A.

. Qué significa f (A)7 Para comprender mejor el significado de esta composicion de funcion
y operador, tomemos la expansién de Taylor de f,

y reemplacemos  — xA, obteniéndose
[o.¢]
x"
=D
n=0

Este operador plantea dudas de existencia, pero supongamos que esta bien definido, al me-
nos dentro de cierto radio de convergencia |z | < R. Sea A un operador autohermitico y
consideremos la base que lo hace diagonal. Entonces tenemos

A:Zaj! a; ) a; | = A"=> (a;)"] a; ){ a; |

J

) (T
ZZf( ] |% Waj | = flza;) a; ){a|.
J
Haciendo una prolongacion analitica, podemos poner x — 1 y escribir
= flaj)laj ){a;].
J
Ejemplo:
et =" a; ) a; .
J

Si bien la primera parte del analisis parecia delicada, hemos llegado a una forma plenamente
satisfactoria que legitima la composicién de funciones y operadores.

A continuacién, demostraremos algunos resultados importantes que involucran conmuta-
dores y funciones de operadores.
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Proposicién 2.4

f(A) =M Be A (2.15)

n=0
Tenemos
of DM\ i[O
- B —AA AA
o ( o ) ¢t o
Pero
Qem — A MR
o\ ’
luego
% =M (AB—BA)e M =M [A,B]e ™. (2.16)

Iterando esta relacién, es decir, cambiando B — [A, B} — [A, [A, BH en las relaciones
(2.15) y (2.16) sigue:

Pt 0 (8f

N2~ ox \ oA

) A (A, [A,B]] A
etc.. La proposicion queda demostrada el reemplazar estas relaciones, con A\ = 1, en la
expansion de Taylor.

q.e.d.

Supongamos que A y B conmutan con el conmutador de A y B, es decir, supongamos
que
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Evaluemos sus derivadas. Tenemos

8_{:_ ﬁ Az Bz Az ﬁ Bz \ _ Az/X 5\ Bz
ax_<8$e )6 te <8xe = (A+ BT,

es decir,

Usando la proposicion anterior se encuentra que

W (A+B)+ [AB] o) i) (2.17)

Como (A + B) y [A,B] conmutan, estos operadores se pueden tratar como nimeros, es
decir, la ultima relacién es simplemente una ecuacién diferencial del tipo

du(z)
dz

= (a+ Bz)u() ,
cuya solucién es
u(x) = Ce™ b
La solucién de (2.17) viene, por lo tanto, dada por
f'(x) _ Ce(A+B)x+%x2[AB} _

La constante C' es igual a 1 ya que f(0) = 1. De esta tltima relacién y la definicién de f se
obtiene:

eAxel?vx _ e(A—I—B)m—Q—%mQ[A,B] . (218)
A partir de este resultado ahora es facil demostrar las siguientes proposiciones:

Proposicién 2.5 Si A y B conmutan con [A, B] entonces:

ABe =B+ [A,B} .
Demostracién Problema 2-4.

Proposicién 2.6 Si A y B conmutan con [A, B] entonces:

JAB _ AtBri[AB] _ A4B_L[AB| _ B A [AB] (2.19)

Demostracién Problema 2-5.
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2.17 Valor esperado y varianza.

Definicién 2.3 El valor esperado de un operador A para un estado |1 ) normalizado esta
dado por

(A), = (v]A]v) .
Cuando esté claro cual es el estado 1) que se usa, se puede omitir el rétulo y poner <A>

Definicién 2.4 La varianza ((AA)?), de un operador A para un estado | 1) viene dada por
(AA)%), = (A%), — (A)] . (2.20)

Sea A un operador autohermitico, {| a, )} una base ortonormal completa de autovectores
y |¢) € H, entonces

(Ayy = (| Alg) =D (Y]Ala;)(a;|v) .

J

=Y (¢la;)a;{a;[v)
J
es decir,

(A)y = a; [{a;|v)]" €R.

J

El valor esperado de un operador hermitico es real.

Evaluemos ( (A — (A),1)?),. Se tiene:

((A—(A),1)%), = (A?—2A(A), + (A)]1),
(A% — (2A(A)) + ((A)?) .

Pero (a)y = (¢ |al|v¥) = ali|) = a, si a € C, luego
(A —(A))?) = (A% — (A)?.
De esta ultima ecuacién y la definicién (2.20), se obtiene la importante expresién

(A4)%) = ((A—(A))?) .

La varianza de un operador autohermitico es siempre mayor o igual a cero.
Cuando no haya duda para qué estado se estan evaluando los valores esperados, se usa
también la siguiente notacion:

AA = /((AA)2) = /(A - (A))?) .
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2.18 Desigualdad de Schwartz.
Teorema 2.2 Sean |[¢), |¢) € Hy (], (¢| € H' los vectores duales respectivos, entonces

(DY) (p|d) > (b)) P

Demostracién Consideremos el vector | f) = |¢) + A ). Como ( f|f) > 0 se tiene

0<I=(f|f)
= (@[ + A (¢]) ([¢) +Alv))
=(0[@) + X (V[d) + Ao v) + XMW [) . (2.21)
Minimicemos I con respecto a A y \*:
8[_0_ A 2.22
L =0=(019)+ A (w]Y), (222)
ol
o = 0= (Vo) + A ]v) . (2.23)

Luego el minimo de I se obtiene al reemplazar en (2.21) los valores de A* y A que se deducen
de (2.22) y (2.23):

Tin = (66) + (—%) (W] 6)+ (—%) (6l9)+ (—%) (—%) (W]%)

Multiplicando por (1 |1) se obtiene:

0 < I - (¥ ]Y)
< (Do) (W) — (] d)(¥]d) — (¢]d)(W]d) +(¥]d)(¥]|o)
<(plo)w|v)—[(v]o) [ .

q.e.d.

Ejercicio: (Problema 2-6) Poner A = a+ib, (\* = a —ib), con a, b € R y, en lugar de (2.22)
y (2.23), exigir 01 /0a = 01/0b = 0. Mostrar que el resultado final es el mismo.

2.19 Teorema: “Principio de Incerteza”.

Teorema 2.3 Sean A vy B dos operadores autohermiticos cuyo conmutador es [A, B] = ihC.
Sea |1) un vector arbitrario, pero normalizado, de H. Entonces

(AA)(AB) > 7§<c> .
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Demostracién Consideremos los operadores a, b definidos por
A=A — (A)yi—A—(A),
b=B— (B)yi-B-(B).

Si A y B son autohermiticos, también lo seran a y b. Mas atn, tienen el mismo conmutador,
en efecto,

[a,b] = [A — (A)1,B — (B)1]
= [AB] - [A 1] - (A) [1,B] + (A)(B) [1,1]
—[A.B] = mc
Evaluemos ((AA)?) y ((AB)?):
(AA)%) = (V| (A = (A1) |v) = (v]a*|v)

(v1a") @) = (]9} .
donde |¢) = al¢ ). Andlogamente,
(AB)?) = ({(¢[bN) (b]9)) = (x]x) .
con | x) =b|1). Usando la desigualdad de Schwartz se encuentra que

(AAPN(ABY) = (o) (x|x) = (o]x)[" - (2.24)
Evaluemos (¢ | x ),

(o1x)=(alv)i(bly)) = (¢]aTb|y)
_(|ab|e) = (] (ab ba ab+ba)
) +

)

(ab—gba) )

(ab ba

<\[ b] |

donde 2T" = (4| (ab + ba) | ¢ ). Supongamos que I' es un ntimero real (lo demostraremos a
la brevedad), entonces

(o]x) =%<[A,B}>+r: %(CH—F.

Sustituyendo esta tltima relacién en (2.24), obtenemos

2

(AP (BB = | (6]x) [ = | 240y +1
hz 2 hQ ~\ 2
=M= Mo
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y, extrayendo raiz cuadrada en esta expresion,

(AA)(AB) >

o | St

(C) .

Aun falta demostrar que I es efectivamente real. Se tiene:

(¢ |ably) = ((¢|a) (b))
={((v|b") @y ))}*
= ((¢|baly)),
luego,
2T = (¢|(ab+ba) [¢) = (¢ |ab[vy) + (¢ |ba|v)
= (¢ |baly)* + (¢ |baly) eR
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2.20 Problemas

2-1) Sean A, B, C tres operadores, demuestre que:

2-2) Considere la siguiente matriz

we(31)

. . _ 1 v
Demuestre que M # M y que sélo el vector proporcional a ( ) es autovector de M.

0

2-3) Demuestre que si A = At y B = BT, entonces los siguientes operadores son autohermi-
ticos:

Concluya de acd que AB = C+4D con C y D autohermiticos, no es autohermitico aun
cuando A y B lo sean.

2-4) Demuestre que si A y B conmutan con [A, B] entonces:

ABeA=B+ [A,B] .

2-5) Demuestre que si A y B conmutan con [A, B] entonces:

(AB _ AtBHi[AB] _ A4B_i[AB| _ BA_[AB] (2.19)

2-6) Poner A\ = a 4 ib, (\* = a —ib), con a, b € Ry, en lugar de (2.22) y (2.23), exigir
0I/0a = 0I/0b = 0. Mostrar que el resultado final es el mismo en la demostracién de
la desigualdad de Schwartz.

2-7) Considerar los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que 4, definidos
en —1 < x < 1, para los cuales se define el producto interno:

A partir de la base {1, z, 2%, 23, '} obtener una base ortonormal y representar el vector
Y(z) = 22 — 1 respecto de ella.
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2.8)

2.9)

2-10)
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En el espacio vectorial del problema anterior, considere el operador
. dP,
AP, (z)=—2.
(2) = —

Encontrar la matriz A que representa a A en la base {¢, = 2"/n!}.

Encontrar la matriz B del operador A% = d?/da? y verificar que B = A2.
Sea H un operador autohermitico definido positivo, i.e.
(uw|Hu)>0  V|u).
Demostrar que cualesquiera que sean |u) y [v) ,
[(uH[v) < (u|H|u)(v|H]|v)

y que la igualdad (u|H|u) = 0 implica necesariamente H|u) = 0. Demostrar, por
otra parte, que Tr( H) > 0 y que la igualdad no se cumple méas que si H = 0.

Sean A y B dos operadores hermiticos que satisfacen la relacién de conmutacién
[A,B] =iC,

en que C es también un operador autoadjunto Sea | 1) un estado arbitrario, definimos

los operadores A’ = A — (A),, y B’ =B — (B),, en que (A)y = (| A ).

Considere la funcién del pardmetro real a, I(a) = (| ), con | @) = (a A’ — iB')| ).

(a) Demuestre que

I(a) = (A/)? {a + 2<<§/>>2} +(B")? - 4<<§>/; , YV areal

Use esto para redescubrir la relaciéon de Heisenberg:

co <o (C?

~—

(b) Sia= —(C}/(2(A’2>), demuestre que

-/

(donde los operadores estén en representacién de coordenadas), y que por lo tanto
la relacion de Heisenberg se reduce a una igualdad en aquellos estados que satisfacen

la ecuacién
(C)A
B’ =0
{2<Af2> o } v

(M) dr*,

Determine estos estados en representacion de coordenadas si A =xy B = p (una
dimensién). Defina xy = (X) y po = (D).



Capitulo 3

Las ecuaciones basicas de la Mecanica
Cuantica.

3.1 Introduccion Semiclasica para particulas libres.

En esta seccion mencionaremos algunos resultados de la Electrodinamica Clasica y de la
asi llamada Fisica Moderna (la Mecanica Cuantica Antigua), resultados que motivaran los
postulados de la Mecanica Cuédntica desarrollados en la seccién siguiente.

Los trabajos de Max Planck sobre la radiacién del cuerpo negro (1900) y Albert Einstein
(1905) sobre el efecto fotoeléctrico llevaron a la conclusién de que la radiacién electromagné-
tica (luz) posee ambas, propiedades ondulatorias y corpusculares. La emision y absorcién de
radiacién ocurre en quanta, llamados fotones.

Analicemos brevemente las ecuaciones basicas que se tienen para las ondas electromagné-
ticas y/o los fotones.

La propagacion de las ondas electromagnéticas (luz), viene determinada por la ecuacion
de onda

1 9
c2 Ot?
Una onda electromagnética monocromatica de frecuencia v que se propaga en la direccion k
viene representada por una onda plana del tipo

V2(7,t) = (7,t) . (3.1)

Yp(7) = AeFTen (3.2)

Aqui w = 27v es la frecuencia angular y k = kk el vector de onda. De (3.2) se deduce que la
magnitud del vector de onda k esta relacionada con la longitud de onda A por

2 }
)\:%, k:‘k‘ (3.3)

Para las ondas electromagnéticas, cada componente del campo eléctrico y magnético viene
dada por una onda del tipo (3.2). Las densidades de energia y de momento lineal vienen dadas

respectivamente por
1

u(7,t) = = [E*(7,t) + B*(7,t)]

61
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. 1 -~ -
S(r,t) = —B x E , Vector de Poynting .
4me
Como F es normal a B y el promedio temporal de la magnitud del campo eléctrico es igual

a la del campo magnético, se tiene que

§(f7‘ .

Si suponemos que la realidad subyacente a estos flujos de energia y momento son unas par-
ticulas llamadas fotones, esta ultima relacion implica que

u(r) =c

E fotén = P fotén C - (34)

Este resultado es consistente con la mecanica relativista. Los fotones viajan siempre con
velocidad ¢, y por consiguiente deben tener una masa en reposo nula. La relacién general
entre la energia y el momento para una particula con masa en reposo m, en la mecanica
relativista, es

E = c\/p? +m2c? .

Para particulas de masa en reposo nula (en nuestro caso, los fotones) se obtiene precisamente
la ecuacion (3.4).
De acuerdo a Einstein, la energia de un “quantum” de luz de frecuencia v viene dada por

E =hw = hr, Relacion de Planck-Einstein (3.5)

Al sustituir la funcién de onda dada por (3.2) en la ecuacién diferencial, se obtiene

k== (3.6)

resultado conocido con el nombre de relacion de dispersion. El hecho que la relacién entre k
y w para las ondas electromagnéticas sea lineal implica que la propagacién de las ondas es
no dispersiva.

De las ecuaciones (3.5) y (3.6) se deduce que

E = c(hk)
0 sea,
p = hk .
Vectorialmente esta ultima ecuaciéon queda como:

p= hk ,  Relacién de Compton.

Las magnitudes {E, pc} y {w, /;c} son cuadrivectores. Las relaciones de Planck-Einstein y de
Compton simplemente dicen que estos cuadrivectores son proporcionales:

{E,pc} = he{w/c, k) . (3.7)
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De la relacién de Compton y ecuacion (3.3) se deduce que

pP= Relacién de de Broglie. (3.8)

Veamos cudl es la situacion que se tiene para las particulas con masa no nula m. Numero-
sos experimentos mostraron que particulas como los electrones, los protones, etc., bajo ciertas
circunstancias manifestaban un comportamiento ondulatorio. El experimento de Davisson y
Germer demostré claramente la hipotesis de de Broglie, es decir, mostré claramente que una

particula de masa m manifiesta un comportamiento ondulatorio, con longitud de onda

cuando interactia con un dispositivo intermedio que pone de manifiesto propiedades ondu-
latorias. Pero

luego la relacién
p=hk,

también es vélida para particulas con m # 0.

Aun cuando en estos apuntes comenzaremos desarrollando la mecanica cudntica no-
relativista, para no imposibilitar un posterior desarrollo de una teoria relativista, es sensato
postular también la proporcionalidad de la energia con la frecuencia angular, es decir,

E=hwo.

Partiendo de la idea vaga de que la materia tiene propiedades ondulatorias, supongamos
que para el caso de particulas libres masivas la funcion de onda que las describe, igual que
para los fotones, viene dada por una onda plana del tipo

Yp(7) = AeETen (3.9)

Guiado por ideas vagas, supondremos, igual que en el caso electromagnético, que el médulo
cuadrado de la funcion de onda sera proporcional a la densidad de probabilidad de encontrar
la particula en un punto 7

p(77) = Pp(7, t)" (7 1) = [A]? (3.10)

La relacién entre p'y E para particulas masivas, en el limite no relativista, es

Luego la relacién de dispersion para particulas materiales toma la forma

2
k2 = me . (3.11)
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La dependencia cuadratica de w con k implica que la propagacion de la onda de la particula
sera dispersiva.

. Cudl serd la ecuacién de onda, anédloga a la ecuacién (3.1) que determina la evolucion
temporal de la onda de una particula no relativista de masa m ? Para encontrarla, procedamos
en la forma lo mas andloga posible al bien conocido caso de las ondas electromagnéticas. Para
obtener la ecuacién dindmica para las ondas de particulas, derivemos (3.9) con respecto al
tiempo ¢t y a las coordenadas 7. Se tiene:

)

ai/)g(f’, t) = —Ww 1/)];(77, t) , (3.12)
Ve (7 t) = +ik (7 1) | (3.13)
V(7 t) = =k (7 t) (3.14)

Sustituyendo (3.11) en (3.14) y usando (3.12) se obtiene la ecuacién buscada:

N o R
—%V P(r,t) = zhagb(r,t) : (3.15)

Esta es la Fcuacion de Schrodinger para la particula libre.

Analicemos brevemente las diferencias mas importantes que tenemos entre las ondas elec-
tromagnéticas y las ondas de particula.

Una diferencia importante entre (3.1) y (3.15) reside en que en (3.1) aparecen segundas
derivadas con respecto al tiempo, mientras que en (3.15) s6lo aparecen sus primeras derivadas.
Asi, para obtener la evolucién de un sistema gobernado por la ecuacién (3.15) basta con
conocer ¥ (7,t) en un instante ¢ = t,. Para un sistema gobernado por la ecuacién (3.1),
ademds de conocer (7, ,), también se requiere conocer (9 (7,t)/0t)y,, VF.

Para las ondas electromagnéticas ambas, las velocidades de fase vy = w/k y de grupo
v, = dw/dk, son iguales a la velocidad de la luz c. Para las ondas de particulas se tiene que

v O _L(BEN _p _ v
7% " k\2m) 2m 2

e (Y _p
9 dk  dk\2m ) m

donde v es la velocidad de las particulas. La velocidad de fase no transporta informacion,
por lo tanto, no importa que no coincida con la velocidad de la particula; lo importante es
que la velocidad de grupo coincida. Que v sea distinto a v, para las ondas de particulas
es justamente el origen de que la propagacién de la funcién de onda (7, t) sea dispersiva
(como veremos més adelante).

Especifiquemos algunas ideas que emergen de (o sugieren) los resultados anteriores.

1. Igual que en el caso electromagnético, en que se pueden construir paquetes de onda, se
espera que también con las ondas planas de de Broglie se puedan construir paquetes de
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ondas que permitan localizar (dentro de ciertos limites) a una particula. Igual que en
el caso electromagnético, se espera que la probabilidad de encontrar una particula en
un volumen de tamafio d®r centrado en 7, sea proporcional al cuadrado de la funcién
de onda en ese lugar. (Lo anterior prepara el terreno para el postulado de Born).

2. La ecuacion (3.13) la podemos reescribir de la forma
—iMN (T, ) = Bk (7 1) = PUp(T 1) -

El momento p’ es un observable, mientras que —ihV = 7(°P) es un operador diferencial.
Algo parecido ocurre con la ecuacion (3.12). Al reescribirla queda como

0
B (7, 1) = hw V(7 1) = Bug(,1) (3.16)

La energia E es un observable mientras que —ihd/0t es un operador diferencial. Lo
anterior prepara el terreno para el postulado 2 de la Mecanica Cuantica: A cada obser-
vable hay asociado un operador.

3. Si el Hamiltoniano coincide con la energia (es decir, si 0H /0t = 0), entonces la ecuacién
(3.16) puede escribirse como sigue

0
ot
preparando el terreno para el postulado 5.

4. La relacion
(Operador) -1 = (Observable) - 1 |

sugiere que un observable es siempre un autovalor del operador asociado a tal observable.
Esta observacion prepara el terreno para el postulado 3.

5. Sea 77(P) = (x(oP) (P) »(P)) yn operador que actia en el espacio de funciones sim-
plemente multiplicando tal funcién por 7. Evaluemos el conmutador [x("p), P )] Se
tiene

(o7, 1] 1) = (27 ) f(a)

= (-in2) ) (<inl) fe o)
— _inf(x) .

Procediendo de manera andloga para los otros conmutadores se demuestra que

—1i
(op) ,(op)| __
- [J:ap i ] = 0up -

Este es el mismo resultado que se encuentra en la mecanica clasica para el corchete de
Poisson de z, y ps. Este comentario prepara el terreno para el postulado 4.
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3.2 Los postulados.

Postulado 1:

Cada sistema tiene asociado un determinado espacio vectorial H sobre los complejos; a
cada estado posible del sistema le corresponde un vector de dicho espacio; a tal vector lo
llamaremos “funcién de estado”. Reciprocamente, cada vector de H tiene asociado un estado
fisico posible del sistema. Dos vectores |¢) y | ¢) € H corresponden al mismo estado fisico
siysblosi|Y) =al¢), con a € C. La funcién de estado de un sistema contiene el maximo
grado posible de informacién sobre el sistema. Usualmente se eligen normalizados los vectores

de estado, (¢|) = 1.

Postulado 2:

Cada observable fisico Q tiene asociado un operador autohermitico Q. Los tnicos re-
sultados posibles de la medicién @ son los autovalores del operador Q. Denotemos tales
autovalores por {¢,}. Como efecto de la medicién, el sistema queda representado por el
autovector | ¢, ) del operador Q, teniéndose

Q |Qn> = Qn|Qn> :

Postulado de Werner Heisenberg. Si el sistema se encontraba “preparado” ya en un autoestado
de Q, digamos | ¢m ), entonces el proceso de medicién no alterara su estado, de modo que el
resultado de tal proceso de medicién sera g, .

Notar que los autoestados {| ¢, )} del operador Q constituyen un conjunto completo, es

decir,
Yl ) anl=1.

Postulado 3:

Consideremos un sistema en el estado ¥ y sea |U) € H su vector asociado. Sea A
un observable fisico y A = " a,| a, ){ a, | el operador asociado; (acd a, y |a,) son los
autovalores y autovectores de A). Elijamos el vector correspondiente al estado inicial W
normalizado,i.e. (U|¥) = 1. Entonces la probabilidad de obtener a,, como resultado de la
medicién es (Postulado de Max Born).

P,=|(a,|¥)* . (3.17)

Observacién:

ZPnIZHaMwHQ:Z<w|an><an|w>
= (WO lan ) an D) =(v]¢) =1,

es decir, la suma de todas las probabilidades parciales de los posibles resultados es 1.
Si (¢ ]¢) # 1, entonces (3.17) se reemplaza por

Kan¥)[* _ [{anl¥) [

TS a0y P (W)

n
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Si el espectro de A es continuo, es decir, A = [dka(k)| k Y(k |y |V) = [dk|k){(k|T),
entonces el rol de un aparato de medicién es seleccionar estados en un margen (k, k + dk).
Piénsese, por ejemplo, en un iman selector de velocidades de un haz de protones. En tal caso
dk depende de la colimacion elegida para el haz emergente, la cual no puede ser arbitraria-
mente chica. La probabilidad de observar los protones vendra dada por

k+dk 5
P(k,k+dk):/ a2
k

Luego resulta natural extender el postulado de Born a este caso como sigue: Para el caso de
un operador con espectro continuo, la probabilidad de que, como resultado de la medicion,
se obtenga un valor entre k y k + dk es

| (k|v) [ dk = P(k) dk .

Postulado 4:

Consideremos dos observables clasicos A(g;, p;), B(g;,p;), cualesquiera. Aca ¢; son las
coordenadas y p; los respectivos momentos canénicamente conjugados, con j = 1,2,3,..., N,
donde N es el nimero de grados de libertad del sistema. La asignacién de operadores A,
B a los observables cudnticos asociados se efectia de modo que en el limite de condiciones
macroscépicas del sistema (es decir, para i — 0) se tenga la siguiente correspondencia:

U rx =1 A0
3 [AB] =2 {A B}
donde {A, B} es el corchete de Poisson de las variables clasicas, es decir,

(B =3 {JA0 2408

Postulado 5:
Sean |1 (t)) la funcién de estado y H el operador Hamiltoniano de un sistema fisico. La
evolucion temporal de la funcién de estado esta gobernada por la ecuacion

L d :
ih | 6() = Hl () ‘

Comentarios:

Los postulados 1 y 2 establecen el marco formal de la Teoria Cuantica, el cual se sitia
en un espacio de Hilbert H complejo, en general de dimensién infinita no numerable. Esto
contrasta enormemente con el marco formal de la Mecanica Clasica, que se sitia en el espacio
de fase {q;,p;} de dimensién 2N, donde N es el numero de grados de libertad del sistema.

También es destacable que la Mecanica Cuantica trabaje en forma necesaria con nimeros
complejos. A nivel de teorias clasicas el uso de los complejos es simplemente un artificio
comodo, pero no es una necesidad ineludible.

La relacion entre el formalismo cuantico y los observables fisicos se hace en los postulados
2 y 3. Los postulados 4 y 5 tienen por objeto asegurar el Principio de Correspondencia de
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Niels Bohr, entregando al mismo tiempo prescripciones precisas para asociar operadores con
observables.

Adicionalmente el postulado 5 indica la ley de evolucién temporal del vector de estado en
ausencia de medicion. En tal caso existe una ley perfectamente determinista que, conociendo
el estado en ¢ = 0, permite predecir el estado del sistema en el instante ¢. En contraste a
esta ley determinista, el postulado 3 (parte b) de Born habla de una variacién brusca de la
funcién de estado al hacerse una medicién (|¥) — |a,)); tal cambio no es determinista
sino que de naturaleza estadistica.

Este “doble standard” de la teoria cuantica causé en un comienzo diversas controversias,
presentandose hipotesis sobre “variables escondidas” inobservables. El matematico von Neu-
mann probé luego que tales variables no pueden aparecer si mantenemos el marco formal de
la Mecanica Cuantica. Hoy en dia la controversia ha cesado casi del todo, pues la Fisica tiene
por objeto central la descripcién de los observables (si bien puede retener objetos inobserva-
bles directamente, como la funciéon de onda o el potencial, en la medida que le den elegancia
al formalismo).

3.3 Conjunto completo de observables compatibles.

Consideremos un sistema cudntico cualquiera y sea H el espacio de Hilbert asociado. Sea A
un operador asociado a un observable A. Como hemos sefialado ya anteriormente, es posible
elegir la base de H de modo que A sea diagonal. Sin embargo, en general, existen varios
vectores bases con un mismo autovalor para A, digamos

A|Oé,6,’}/,...>:OZ|OC,5,’}/,...>,

siendo f3, v, etc. indices adicionales, indices de degeneracion, que permiten especificar univo-
camente cada autovector de A. De este modo {|a, 3,7,...)} es una base de H rotulada de
un modo univoco.

Definimos operadores B, C, ... , como sigue:

A: Za| avﬁv’Ya"'><a7ﬁ7/y7"'|7

afy...
B:Z/B|a7/6777"'><a7/87ry7"'|7
afy...
C= Z v e, By, ), By, | ete.
afy...

Denominamos por conjunto completo de observables compatibles al conjunto

5&’0‘7ﬁ777"'> :04|04757%--->>
B|Oé,6,’)/,...> :6|a7ﬁ777"‘>7

C|a7ﬁa’77> :’7|O~/757’77”->7
etc.

{A,B,C,...} cumpliéndose
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Mediante tal conjunto podemos rotular univocamente los vectores bases del espacio de Hil-
bert. Por otro lado es obvio que

[A,B]=0, [B,C]=0, [C,A]=0, etc

Podemos pensar el problema al revés (esto es, del modo como se presenta en la practica):
Conocemos los observables fisicos del sistema. Buscamos el maximo conjunto de observables
fisicos que conmutan entre si, de modo de rotular con ellos en forma univoca la base del
espacio de Hilbert. De acuerdo a la seccion 2.15, existe una base del espacio de Hilbert en
que tal conjunto es diagonal. Si todavia queda alguna ambigiiedad en la rotulacion de tal
base, es porque se puede insertar un nuevo operador asociado a los indices que remueven tal
ambigiiedad. Sin embargo, deben evitarse redundancias; por ejemplo, al incluir B no debe
incluirse B2, con autovalor (2.

Veamos un ejemplo concreto: consideremos un sistema de una sola particula sin estruc-
tura interna (es decir, no posee spin ni se trata de una particula compuesta '). En tal caso
todo observable fisico A es funcién de las variables canodnicas conjugadas 7y p (afirmacién
vélida tanto cldsica como cudnticamente). Estos dos observables dan origen a seis operadores:
r = (X,¥,2) y p= (Pz» Py, P2). Sin embargo, al retener (X,y,z) dentro del conjunto com-
pleto de observables compatibles, ya no podemos incluir ni p,, ni p,, ni p,. (Efectivamente,
como en la mecanica clasica el paréntesis de Poisson entre z y p, es no nulo, de acuerdo al
principio de correspondencia se tiene entonces que los operadores cuanticos asociados X y p,
no conmutan). Por lo tanto T constituye un conjunto completo de observables compatibles
del sistema.

Asi pues, para una particula sin estructura interna, una base completa del espacio de
Hilbert es {|7) = | x,y,2) con 7 € R*}, con x;|7) = x; | 7), j = 1,2,3. Otras posibles bases

2
de H que se usan en ocasiones son: la base de momento {|ps, p,. p- )} y la base {ﬁQ, L L.},
donde L es el operador asociado al momento angular L=rx p. Otra opcion, algo artificial,
pero ttil si 0H/0z =0, es {X,¥,D.}.

Generalizando el razonamiento anterior a un sistema de N particulas sin spin, tendremos

que {1%1, T, ... ,f’N} es un posible conjunto completo de observables compatibles, siendo la
base asociada de H: {| 7, 75,...,7x ) con (7,...,7y) € RV}

3.4 Los operadores p y T.

Los observables p'y 7" tienen asociados, de acuerdo al postulado 2, operadores autohermiticos
p y r. Cada uno de estos operadores posee un conjunto completo ortonormal de autoestados.
Sean {| ) }rers v {| ) }pers estos autoestados, es decir

) =P1P)
) =717)

IEn realidad diversas particulas compuestas se pueden tratar como simples mientras las condiciones de
energia disponibles no pongan de manifiesto tal estructura. Tal es el caso, por ejemplo, de las particulas
«; para energias bastante menores que 20.1 [MeV] (la energia del primer estado excitado) la particula no
revelard su estructura interna.

e Qe
R
Il
RIERST]
BT
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Ambos conjuntos de vectores son conjuntos completos del espacio de Hilbert H asociado
al sistema de una particula sin spin. Es importante darse cuenta que la dimensién de H
no es 3 sino que, abusando un poco del lenguaje, “corresponde a R3”; es decir, asi como el
conjunto {1, 2, 3} sirve de rétulos para una base completa del espacio tridimensional ordinario,
el conjunto {R® = los puntos del espacio ordinario}, sirve de rétulos a H. También es
importante darse cuenta que tanto {|7)} como {|p’)} son bases del mismo espacio H, por
lo tanto | ") se puede expresar en términos de combinaciones lineales de los |p’) y viceversa.
La completitud de estas bases la podemos expresar como sigue:

[ erieri=i= [ #i5)s)
R3 R

Los vectores los supondremos ortonormalizados, es decir,

(F|r") = o(r=7"),

(p") =0(p—p") -

Si la particula tiene un momento p, bien definido, entonces el sistema estara representado
por el vector |py). Esto concuerda con el postulado de Born, pues

<ﬁ|ﬁo> :5(17_]70) ) (318)

de modo que la densidad de probabilidad | (7|7, )|* de obtener un valor § # 7, es nula. Al
efectuar una medicién del momento se obtendrad con certeza el valor p,.

Si la particula tiene un momentum p' = p, bien definido, la densidad de probabilidad de
encontrar la particula en el lugar 7 vendra dada por | (7|7, )|* (postulado 3). De acuerdo a
la seccién (3.1), es razonable el ansatz:

(7| o) = AeiPoT =y () . (3.19)
Podemos verificar que (3.19) es una eleccién correcta, reproduciendo (3.18)
(715) =87~ 5') = [ &r (517 {715
= [ 1y (715

= 4P [ i
— —/

= AP 2n* (E5 ) = AP 2nnf oG- 7).

De paso, este resultado fija la constante A. Eligiendo la constante de normalizacion de manera
que sea real y positiva se obtiene

1

A=
(27h)3/2
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Resumiendo: La funcién de onda de una particula libre con un momento bien definido p,
viene dada por

1

G T = ). (3.20)

< F| ﬁo > - Do

Las expresiones (3.18) y (3.20) corresponden a representaciones concretas de la funcién
de estado |p, ), en el espacio de momento y el espacio de coordenadas, respectivamente.
Ambas funciones tienen el mismo contenido fisico: son la funciéon de onda de una particula
con momento lineal bien definido p,. Nétese que cada una de las funciones es la transformada
de Fourier de la otra.

Si una particula libre tiene la posicion bien definida, por ejemplo, si se tiene la certeza
de que la particula se encuentra en el punto 7 = 7, entonces el sistema viene descrito por el
vector |7, ) € H. La densidad de probabilidad de obtener el valor p’ al medir el momento de
la particula, de acuerdo al postulado 3, es proporcional a | (7|7, ) |2. A partir de (3.20) se
obtiene que

—+P'T0

= @rhpr €

Sea | ¥) € H una funcién de estado arbitraria y consideremos el estado | ¢ ) = p| 1) ). Co-
nocido |t ) en una representacién concreta, ;qué podemos decir de | ¢ ) en tal representacién?
En la representacion de coordenadas se tiene:

P’ i, o
= 1)

]_ . = i‘ﬂ/.,r? =
_/dsp/ @rpyps TIV) e Y)

:_mv/d3 /73/2 7T )

(FIB|¢) = (=ihV) (7] 9) . (3.21)

El operador ﬁ opera sobre funciones complejas de 7 como el operador —ihV.
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Repitamos el andlisis, pero ahora en la representacién de momento. El operador p es
autohermitico, ya que corresponde a un observable fisico (postulado 2), luego:

(B1B1Y)=B10) )=

resultando,
(FIBlv) =0(FlY), (3.22)

El operador p opera sobre funciones complejas de § simplemente multiplicandolas por .

Podemos repetir lo anterior, pero ahora para el operador . Sea |Y) € H una funcién
de estado arbitraria y consideremos el estado |¢) = r|¢). Conocido | ) en una represen-
tacién concreta, jqué podemos decir de | ) en tal representacién? En la representacion de
coordenadas se tiene:

(Flo) = (F|T[v) = (FT|F))T )
= (F|7) ) = (F|7) )
= 7PN ) =7 (Fly),
(FIF|Y) =7 (Fly) . (3.23)

El operador T opera sobre funciones complejas de 7 simplemente multiplicdndolas por 7.
Finalmente, evaluemos (5| @) = (7|7 |¢), con |¢) € H. Se tiene,

(FIE10) = [ @ GIE )
= [@ )

d3lﬂ/

=

WP )

27Th3/2/ ¢
/th )
<h /d (P77 [9) = @93 (710
finalmente obtenemos
(PIT0) = (ihVp) (F]¥) . (3.24)

En (3.24) el operador diferencial Vj viene dado por

El operador r opera sobre funciones complejas de p’como el operador +ihﬁﬁ.
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3.4.1 El conmutador F, f)’}

Denotemos por p;, con i = 1,2, 3, a las componentes cartesianas del operador p, y analoga-
mente para r:

5: <p17p27p3) ) r= (Iv‘lyf.Qaf‘?)) .
Evaluemos el conmutador [¥;, p;]. Sea |1¢) € H un vector arbitrario. Se tiene:
(7| [F, B5] [40) = (725D, |©) — (7 DiFi[¢) . (3.25)
Evaluemos separadamente los dos términos del lado derecho de esta ecuacién:
(7| 2Dy |¢) =ri{7|Dj ) = zfma (rly) . (3.26)

El otro término

(rFlpyti|v) = (F|p <rzrw>>——m§<<f|mw>>

= it (7| ) |
(70 + (7100}

({2

Sustituyendo (3.26) y (3.27) en (3.25) se obtiene
(7| [£5,05] [4) = ihdi; (7] 4)
= (7] (ihdy 1) [¥) .

Como (7| es arbitrario, se sigue que el efecto del operador [i;, p;] es igual al del operador
ihd;1

[F:,D;] = ihdy;1 . (3.28)

Este resultado es consistente con el postulado 4. En efecto, en la mecanica clasica el corchete
de Poisson de r; y p; es

Oor; Op;  Or; Op,
k

Ory Opr, ~ Opy, Ory,

En vista de este resultado queda plenamente justificado el ansatz (3.12) sobre las autofun-
ciones de momento asi como los resultados (3.21) — (3.24) para las representaciones de los
operadores de posicién y momento, respectivamente.

Las relaciones de conmutacion, en forma explicita, son

%, by = %P =[y.0.) =[¥.0:] = 2, P.] = [2,p,] =0,
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3.4.2 El conmutador [%X;,%;] y [Pi,Dj]-

El operador ¥ = (X,¥y,2z) = (X1, Xy, X3) es un trio de operadores que es diagonal en una misma
base, luego cada uno de estos operadores conmuta con los deméas. Es decir,

Esta relacion por supuesto es consistente con el postulado 4, ya que el paréntesis de Poisson
clasico de dos componentes de la posicion es nulo.

Por las mismas razones también las distintas componentes del operador momento conmu-
tan, teniéndose

Note que no siempre las distintas componentes de un operador vectorial conmutan entre

si. Por ejemplo, definamos el operador Momento Angular por L=rx p= (Ly, Ly, E3), para
este operador se cumple que (Problema 3-1):

3.4.3 Otras relaciones que involucran a r y ﬁ

A continuacién encontraremos otras expresiones tiles que involucran a los operadores posi-
cién y momento. Consideremos una funcién de estado |¢) € H, normalizada (es decir, con

(Y1) =1).

Evaluemos el efecto del operador p sobre el vector | ). Se tiene:
Bl0) =5 [ 17} 0)
— [ @515 (5 10)
= [ 515 )
es decir, se puede hacer la identificacién

ﬁz/fﬂWWF@W- (3.29)

Otra expresién se obtiene al expandir | ) en términos de los autovectores del operador
posicion. En ese caso se tiene:

ﬁw>=5/frwxﬂwm
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de donde,
(7'1Blw) = [ &5 B17) (7] )
= [ @5 n) )
1 3. = i
1 3 = _ ity —
- (2rh)3/2 /d r {(th)e AP } (7[)
Integrando por partes se obtiene
(5110} = gz | € 77T 10)| = [ et )
(27Th)3/2 =00
Pero (7| ) }T:OO = 0, de lo contrario |1 ) no estaria normalizada), por lo tanto,
1 i =2 —
=/ — 3 —FPT (s >
PIPIY) = /d re W (—ihV) (7] 9)
= [ @17 ind) (7 w)
=1 [ ey ) o)
es decir, podemos hacer la identificacién
f- —m/d% Y (3.30)
Anélogamente, para el operador T se obtienen las relaciones
f=i [ &' |5) Vo5l (3.31)
Yy
F— /d3r|F>F<F| . (3.32)
Como ejercicio, usemos la ecuacién (3.31) y deduzcamos nuevamente la ecuacion (3.24).
Tenemos:

(FIF10) = (7] (z'h/d3p'|ﬁ'>%) 1)
=m/d3p’ (P15 Vo (7 0)

_ih / B 55— ) (|0 = (ihV) (5] 9) .
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3.5 Uso del principio de correspondencia.

En esta seccién usaremos el principio de correspondencia (postulado 4) para construir los
operadores cudnticos a partir de un observable clasico. Por simplicidad, sélo consideremos
un grado de libertad en una primera etapa.

Supongamos que tenemos los operadores cuanticos asociados a las variables canodnicas
conjugadas r — X, p — P, cumpliéndose

(%, p| = ihl . (3.33)

Proposicién 3.1

La demostracion de esta proposicion es directa.

Proposicién 3.2 Andlogamente a la proposicién anterior se tiene que
0 mas general:

Proposicion 3.3

o sea, la hipdtesis se cumple para 7 = 1. Supongamos que la proposicion es cierta para j = n,
es decir, que se cumple

p [p.x"] = [p, X" p + O(R?) ,
y demostremos que entonces también es valida para j = n + 1. Se tiene:
-~ on+l

p[p,x""] =p[p.x

= px"(—ihl) + ([p, X" p + O(h?))x (3.34)
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Por otra parte

[P, X" p = [p,X"%| p
=x"[p,X]p + [p,X"]|xp
= (—ih)X" p + [p,X"] (px + ihl)
= —ihX"p + [p, X" pX + (PX" — X" p)ih
Pero
—ihX" p + (pX" — X" p)ih = —ihpx" + O(h?) ,
luego
B, X" b = px"(=ihl) + ([p, X"] p + O(P"))% . (3.35)
Comparando las ecuaciones (3.34) y (3.35) se demuestra la proposicién.
q.e.d.
Proposicién 3.4 Sea B(z,p) un observable cldsico con el desarrollo
B(x,p) = > Bra*p'.
kot
Introduzcamos el operador B = B(%, p). Entonces
[0.B] p=p [p.B] +0(1?) .
Demostraciéon queda como ejercicio.(Problema 3-2):
Proposicién 3.5 Sea B(z,p) un observable cldsico con el desarrollo
B(z,p) = ZBM 2 pt
kot
Introduzcamos el operador B = B(x, p). Entonces
[p°.B] = (p"" [p.B] +0(r*) .
Note que esta tltima ecuacién también puede ser escrita en la forma
o8] = | L wy| [p.B] + 0 3.36
(b, B] (»] [p,B] +0(r?). (3.36)
Op 5

Demostracion Por induccién, es evidente que la proposicion se cumple para £ = 1. Supon-
gamos entonces que la proposicion se cumple para £ = n, es decir, que

[p".B] =np"" [p,B] +O(R°) .
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y demostremos que entonces se cumple también para £ =n + 1. Se tiene:

[p"*'.B] = [p"p, B]
=p" [p,B] + [p"B]p
=p" [p.B] + (np"" [p.B] +O(R") p
=p" [p,B] +

q.e.d.
Se tiene también una ecuacién andloga a la ecuacién (3.36) para el operador x:
. 0 .
<, B] = {a_x(xy] %, B] + 0(2) | (3.37)
Proposicién 3.6 Sean A(x,p) y B(z,p) dos observables clésicos con los desarrollos
A(:Eap) = ZA.M xkpf ’
")
y
B(x,p) = ZBM z*pt
k.0
Introduzcamos los operadores A = A(%,p) v B = B(x, p). Entonces
L. 0A .. 0A [ .
ABl=— [pB|+— |x,B n? :
[A.B] =5 [.B] + 5 [%B] +O0(%) (3:38)
Demostraciéon
[A,B] = ZAk@x’fpf,B
.0
=> A (x* [p",B] + [*",B] p')
ke,
=S a2 (260 B+ (@) B B+ o)
— Op ’ Ox < ’
0 5 oxk Lo
k0 x,p k.t X,p
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donde
0A _ (9A(z,p) OA _ (0A(z,p)
dp dp et ox 0r ) xpp
q.e.d.
Usando la ecuacién (3.38) con A =% y A = p se obtiene que
Corolario 1:
- B
(%x,B] = z’h%—p : (3.39)
Corolario 2:
- 0B
p,B| = —ih— . 3.40
b, B = —ih (3.40)

Para magnitudes vectoriales las ultimas relaciones quedan de la forma

£ 1(5.5)] = +in (F0(7.0)) 1

B.EB)| = i (Vi(7.5)) 1.

Sea A(z,p) un observable clasico con el desarrollo

Az, p) = ZAM AN
k.l

y consideremos el operador A que se obtiene al reemplazar los escalares z y p por los opera-
dores X y p en el argumento. Note que al seguir este procedimiento, para un mismo operador
clésico se pueden obtener distintos operadores cuénticos. Ejemplo: Sea A(x,p) = xp = px;
clasicamente el orden de los dos escalares p y x no importa. Sin embargo, al sustituir z y p
por los respectivos operadores se encuentran dos operadores cuanticos distintos:

A, =xp,

A, =px=x%p—ihl =A, —ihl .

Los dos operadores difieren en un término del orden de h.
El ejemplo anterior es un caso particular de un resultado general: Los distintos operadores
cudnticos que se pueden obtener al reemplazar en un operador clasico A(x,p), los escalares

x v p por los respectivos operadores cuanticos X y p son iguales, excepto por términos del
orden de h.
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Teorema 3.1 Sean A(x,p) y B(x,p) dos observables clasicos, con corchete de Poisson
0A 0B 0A 0B

Para cuantizar A y B, es decir, para asociarles los respectivos operadores autohermiticos,
basta con reemplazar los escalares x y p por los operadores X y p en el argumento, y poste-
riormente asegurar hermiticidad:

A(z,p) — A%, p) — A = - [A%,p) + AT(x,p)] . (3.42)

(Idem para el operador B).

Demostracién Reemplazando (3.39)) y (3.40)) en (3.38)) se obtiene

S , 0A OB 0OA OB
[A,B}—Zﬁ —a—p%+%a—p

=1h {A(J?,p), B(J/’»p)}m—»“(,p—d) :

+ O(h?)

q.e.d.

Hemos demostrado que al sustituir en un observable clasico los escalares z y p por los
operadores cuanticos X y p, entonces el operador cudntico cumplird, excepto por términos
del orden de h? con el principio de correspondencia.

Como ya hemos visto, a partir de un observable clésico, en ocaciones, se pueden obtener
varios operadores cuanticos que satisfacen el principio de correspondencia. Los distintos
operadores difieren en términos del orden de h. El hecho que el operador asociado a un
observable tenga que ser autohermitico frecuentemente (pero no siempre) restringe la eleccién
a un operador unico. No obstante, en los casos de interés real (y no meramente académico)
este tipo de ambigiiedades no se dan, al menos para el tipo de sistemas considerados en este
curso.

En la mecénica clésica la energia cinética viene dada por T' = p*/(2m). Esto sugiere usar
en la mecdnica cuantica no relativista, para el operador asociado a la energia cinética, la
expresion

~ 2
T=P2
2m

Cuando T opera sobre funciones complejas de 7 hay que sustituir p por el operador diferencial
(—ihV), obteniéndose

iR\ 2 2

N ) R e
2m 2m

Note que con esta prescripcion la ecuacion de evolucién temporal del postulado 5, en la

representacion de coordenadas, para la particula libre, lleva a la ecuacion de Schrodinger
dada por (3.15).

Resumen:



3.6. ILUSTRACIONES.

81
Variable dinamica | Operador | Operador en | Operador en
el espacio 7 | el espacio p’
Posicion r T ihV 5
Momento P —ihV P
Energfa Cinética T —h2V?/(2m) | p?/(2m)

3.6 Ilustraciones.

Para familiarizarnos con los conceptos desarrollados en las secciones anteriores, usémoslos
para obtener los siguientes resultados:

3.6.1 Teorema del virial.

Sea A un operador arbitrario y H el hamiltoniano del sistema, con H| ¥, ) = E,| ¥, ).
Entonces
= (Em _En)<\I’n‘A’\Ijm>
- (Em - En) Anm
Consideremos el caso particular en que A = —ir - f)’/ hi. Para el conmutador de A con H se
obtiene:
[AH] = [f-p.H
SR
- (% ) B-F-VH

donde F es el operador asociado al observable fuerza. Evaluamos ahora el valor esperado del
conmutador para autoestados del Hamiltoniano. Se tiene

0= (v,| [AH]|¥,)
— (U, | 2T +F-F)|0,)

es decir,

2TV = —(F-Fly, .

Este resultado es conocido con el nombre de Teorema del Virial.
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3.6.2 Regla de suma de Thomas-Reine-Kuhn.

Considere una particula de masa m que se mueve, en una dimensién, bajo la influencia de
un potencial V' (z) arbitrario. El Hamiltoniano en este caso es

=2

-~ p .
H=— .
5 V()

Los niveles de energia de la particula se obtienen resolviendo la ecuaciéon de Schrodinger
H U,)=FE,|¥,), n=012,....

Definamos

Demostraremos que
> foon =1
n

Este resultado es conocido por el nombre de Regla de suma de Thomas-Reine-Kuhn.

Demostracién
Zfoﬁn: 7 2B~ B (0 |x] W)
hQZzE — Eo) (W |X| U ) (W, | X[V,
:%Z(@n—EO)<\IJO|>2|\Ifn>)<‘Ifn|5<|\Po>+
+%n;<‘1’o|5<|\11n>((En—Eo)<‘I’n|5<|‘1’o>)-
Pero

(En — Eo)(Wo |X| W) = = (W, | (EX —XEy) | ¥y )
_<\I/o|I:IX_5<H|\Ijn> :_<\Po| [I:I’X] |\I/n> .

Anéalogamente,
(En - E0)<lpn|k|\110> = <\I}n| [I:L)V(} |\IJO> .

Luego para la sumatoria se obtiene

D fon = =g 0o TELS ) (0] o)
;Zw % |0, (0, | [H,%] |T,)

m

h2<

U, | [H,x]x|V,) + (¥, |x [H,x] |T,)

h2<
= ) e [LR] )
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Evaluemos el conmutador que aparece en la ltima ecuacion. Se tiene

N T
] = 1] =0 b %] = —in s
luego,
. h . . h?
% [HL.x]] = - [x.p] = .

q.e.d.

3.7 Paquetes de ondas y transformada de Fourier.

3.7.1 Superposicion de ondas planas.

La evolucién temporal de las funciones de estado |(t)) viene dada por la ecuacién del
postulado 5:

. . d
H|6(t)) = ih | 0(0)
Para la particula libre
-9
H=T-=2_
2m

Tomando la ecuacién de evolucién temporal y realizando el producto interno con (7| se
obtiene

(I o)) = im(r) )
Pero
I ) = — L (Rl
y
(71 S100) = S (7o) |

luego, introduciendo la notacién
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se obtiene

2
VR0 = )

2m

que es la ecuacién de Schrodinger para la particula libre.

Soluciones particulares de esta ecuacién son las ondas planas monocromaticas

- L7 1 i(Rmw
90,;(7“,25):<r|/€,t>:(QW)?’/Q@U“ 0.

Note que w = w(k) es una funcién de k. En efecto, w estd relacionada con k a través de la
relacién de dispersién de la particula libre (ecuacién 3.11)

e
om

Como la ecuacién de Schrodinger es lineal, una combinacion lineal o superposicion de
soluciones también sera solucion.

Las funciones @p(7,t) = (7| ke~ son soluciones de la ecuacién de Schrodinger VE.
Construyamos una superposicion de tales ondas planas:

/ PRU(E) ((FIF)e®") = (o) (3.43)

iwt

-

Estamos usando la misma letra U para denotar a dos funciones distintas: la funcién W(k),
que da las amplitudes de las distintas componentes de la superposicién, y W(7,t), que es la
funcion de estado resultante en la representacién de coordenadas. Como veremos en estas
notas, usar el mismo simbolo para estas dos funciones resultara muy cémodo. De hecho, las
dos funciones simbolizan el mismo estado fisico. (En la practica las dos funciones sélo se
distinguirdn por su argumento).

Si la funcién W(k ) es continua (y tiende a 0 para |k| — c0) entonces el resultado de la
superposicion de ondas planas da origen a un paquete de ondas de “ancho” finito, es decir,
U(r,t) tendrd una distribucién espacial en cierto modo localizada.

Como (7, t) es la expresion en la representacién de coordenadas de una funcioén de estado
| U(t)) € H, podemos para ella usar la notacion V(7 t) = (7| U(t)).

Para t = 0 queda
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Por otra parte, introduciendo el operador identidad, se tiene

<m\1f<o>>:/d3k<f|é><%|\v<0>>.

De las dos tltimas ecuaciones se deduce que los coeficientes de expansién (o de superposicién)
U(k) no son otra cosa que la funcién de estado | W) en la representacién de momento, es
decir,

U(k) = (k[ W(0)) .

Asi pues, para t = 0, en las dos notaciones, la convencional y la de Dirac, tenemos respecti-
vamente

Note que W(k) es la transformada de Fourier de (7, 0), luego también se tiene la relacién
inversa

(F1w0) = [ & (FImyreo)

o, en la notacién convencional,

7 1 —ik- Ty (2
\If(k):W/dgre k \IJ(?"’O) .

Obviamente ambas funciones, tanto ¥ (k) como (), poseen la misma informacién acerca
del sistema. De hecho, toda la informacién esté contenida en el vector |U) € H. ¥(r) =
(7| W) es la expresion explicita del vector | W) en el espacio de coordenadas (es decir, son los
coeficientes de expansién de | U) en la base {|7)}) y W(k) = (k| ¥) es la expresion explicita

del vector | W) en la representacién de momento. W(k) y W(7') son las componentes del
mismo vector |V ) en dos bases distintas.

3.7.2 Transformada de Fourier.

La transformada de Fourier juega un rol de gran importancia en la mecanica cudntica. Re-
cordamos aqui algunas de sus caracteristicas.

Sea f(x) una funcién compleja y f(k) su transformada de Fourier (insistimos en usar
el mismo simbolo para las dos funciones distintas, cudl es cudl se deduce del argumento).
Entonces f(x) y f(k) estan relacionadas por

1 oo ikx
fla) = o= [ e
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400
ﬂ@z%i/ dof(z)e™

En la figura 3.1 se muestran algunos pares de funciones, tales que una es la transformada
de Fourier de la otra.
Propiedades importantes de la transformada de Fourier:

1. Tanto més continua es la funcién f(x), tanto mas rapido decrece a cero su transformada
de Fourier f(k) para k — oo. Reciprocamente, tanto méas rapido decrece f(k) para
k — oo tanto més continua es f(x).

Si f(x) =% 0 como 1/x entonces f(k) es discontinua (pero con un salto de
tamano finito).

|z|— 00

Si f(x) "— 0 como 1/x? entonces f(k) es continua, pero su derivada f’(k) es
discontinua.

|z|—00

Si f(z) "— 0 como 1/x3 entonces f(k) y f'(k) son continuas, pero f”(k) es
discontinua.

Si la funcién f(z) no tiende a cero, pero es acotada para |x| — oo, entonces f(k)
es una funcién (distribucién) que tiene discontinuidades del tipo ¢ de Dirac.

Si 3 (9/0k)"f(k), entonces z" f(z) == 0.
Si f(k) foop O(1/k)"*!, entonces 3 (9/dz)" f(x).

2. Tanto més angosta es la funcién f(z), tanto mas ancha es su transformada de Fourier
f(k) y viceversa. Esto estd vinculado con el Principio de Incerteza. Para una funcién
f(z) y su transformada de Fourier se cumple rigurosamente que AzAk > %, donde

con

+o00
@aP = (f1@= @A) = [ e o= @P P
@ﬁwﬂﬂﬂ=[WMxmm2

y expresiones analogas para k.

3.7.3 Teorema de Parseval.

Teorema 3.2 Si un paquete de ondas W(7,t) estd normalizado en cierto instante ¢ = 0,
entonces estara siempre normalizado, o sea,

/d37" (7 1) = /d3r|\Il(F,O)]2 = (0| D) :/d3k\\IJ(E)|2 .
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m;[;(x) _ e—mE,/ZLz lI!(k') _ e_ksz'xz
1
1
GaUSW\
-L +L X -1/L +1/L k
() 0, |z| > L/2 o {0, |z > L/2
z)= -
13 |:L'|<U 11,|$|<0
1——
Frauenhofer

—L/2 ﬁ/z X \J |\

-1/2L' +1/2L
Ly/%/2
_ L =|=l/L _
V(z) <e ||f (k) = 1+ (kL)?
1
1
Lorentziana
L+ X -1/l +1/L k

Figura 3.1: Transformada de Fourier de algunas funciones.
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Demostracién

/d3r (1) = /d?’fr T (7 )T 1)

Plo(k — k(0| k) (k| W) Bt
ENEIW) = [ (i)
= (ww) = [@r (e = [dreE)?
qe.d.

Una demostracion alternativa es:

h%(xp\\m :h[(%m) [0) + (] (%!‘W)]
_ [(h%|\1/>>T|\I/>+(\I’| (h%bﬂ)

= (—iH[W)" [ W) + (V] (—iH| )
=i(U|H'U) —i(V|H|T)=0,

ya que Hf = H.

3.7.4 Propagacién de un paquete de ondas.

Volvamos a la ecuacion (3.43) que define la funcién W(7,t). Definamos W(k,t) por
W(E 1) = (K| W)ee®r

entonces (3.43) queda

1

GORS o~

/d3k eF (1) |

es decir, U(k, t) es la transformada de Fourier de W(7,¢). La relacién inversa es

- 1 ik =
\Il(k:,t):W/d?)re R (7, 1) |
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W)

Figura 3.2: Distribucién en el espacio de momento de las amplitudes de las distintas compo-
nentes de un paquete de ondas.

—

Supongamos que V(k) tiene la forma mostrada en la figura 3.2, y estudiemos cémo el
paquete de ondas se propaga en el tiempo.
Expandamos w(k ) en torno a (k):

wk) = w((k)) + Vzw(k) k= (k) +... .

k=(Fk)
Usando esta expansion se obtiene para el paquete de ondas la expresion:

V(rt) = (21W /dgki \IJ(E) iR T=w((R))t ,—i(Vgw)-(F—(k))t
(e
= (Qlwei(ﬁw(@))ub—w(@)))t A3k 6i(E-F—6Ew(<E>)Et)\I,(E)
m

= (factor de fase)

= (factor de fase) U(i— V w(k )|z_z)t.0) .
0 sea,
[ W(7,t) [ [ U (7 — (Vi w)t, 0) 2 .

Para tiempos ¢ no muy grandes, la funcién de onda al cuadrado en un punto 7 es igual
a la funcién de onda en el instante ¢ = 0 pero desplazada en (Vi w(k))z_gyt = U, -t , ver
figura 3.3. En la tltima ecuacién, v, es la velocidad de grupo

Uy = (Vg w(k)iz g -
Despreciar el término cuadrético en la expansion de la frecuencia angular w(lg ) es equi-
valente a despreciar la dispersién del paquete de ondas.
Un anélisis crudo del rango de validez de la presente aproximacion es el siguiente: En la
expansion de la frecuencia angular el término despreciado es

h(Ak)? _ gt
m Az’
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W

—

Figura 3.3: Propagacion de un paquete de ondas para tiempos no muy grandes.

donde Av = h Ak/m es la dispersién en velocidades y Ax ~ 1/Ak es la dispersién en posicién.
Para que el término dispersivo sea pequeno debe imponerse Az > Avt. Esto es un resultado
bastante natural, pues podemos concebir que la dispersién espacial se incrementa en Auvt
para un tiempo t. Esta conjetura se verificara a continuacién para el paquete Gaussiano.

3.7.5 Dispersion de un paquete de ondas gaussiano.

Consideremos un paquete de ondas gaussiano:
() = U(Ft = 0) = Ce /0" — (F| W)

La transformada de Fourier, que nos da la distribucion de momentos del paquete de ondas,
también es una gaussiana:

U(k)=Cle %" = (k|U) .

Evaluando las varianzas para la componente x de este paquete de ondas, se obtiene:

(A%) = (%) ~ (%)” = 02
y
(Bk)) = (k) ~ () =

Se observa que tanto mas ancho es el paquete en el espacio de coordenadas, tanto mas angosto
es en el espacio de momentos. Para paquetes de ondas gaussianos se cumple que

Az Ak, = B (AR ) = 5

o0 sea, ocurre justamente el valor minimo que puede tener este producto de acuerdo al principio
de incerteza.

Demostraremos luego que el paquete de ondas gaussiano es el tinico para el cual se satisface
AxAk, = 1/2; para todos los demés se tiene siempre AzAk, > 1/2.
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Para el paquete de ondas en tres dimensiones se obtiene

((AF)?) = ((A%)%) + ((A¥)%) + ((A2)*) = 30

(AK)) = =

402
Conociendo ¥(7,0) en un cierto instante podemos obtener W(7, t) para cualquier instante ¢:

(1) = W

C’ ST B2 21.2
_ dgk ez(k~r—hk t/(2m)) e—crok: )
=

/dgk GZEF\IJ(E) e*iw(l;')t

Al evaluar esta integral (y también la relacién entre C' y C') se obtiene el siguiente
resultado (demostraciéon queda como el Problema 3-3):

SN m \32 _g i/r?
U(rt)=C <27Th2't> 777 exp (403 ) : (3.44)

donde 3 y  vienen definidas por

Para el médulo cuadrado de la funcién de onda, es decir, para la densidad de probabilidad
p(7t) = [U(7 t)]?, se obtiene

1
U7 1) |? ox ——— e "/ 0) (3.45)

Note que la densidad de probabilidad es una gaussiana para todo ¢, atin cuando la funcién

de onda ¥(7,t) no lo es (tiene un factor de fase que depende de 7). Al evaluar las varianzas
para W(7,t), por no ser gaussiana, se obtiene que (Ax(t)) (Ak.(t)) > 1/2 , ¥t # 0.

En (3.45) el ancho o(t) viene dado por (demuéstrelo como Problema 3-4)
o (t) =0+ ——

Esta ecuacién muestra claramente que el paquete de ondas (para la particula libre) se dispersa.
La figura 3.4 muestra el comportamiento del ancho del paquete de ondas en funcién del
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-ht/(2mag, ) °
0 t

Figura 3.4: Ancho de un paquete de ondas gaussiano en funcion del tiempo.

—

tiempo para varios valores de 0y. Para tiempos grandes, la dispersién es proporcional a t.
Especificamente

—oo ht
o(t) =

~ Auvgt
2moy 0%

es decir, el ancho crece en forma proporcional a la dispersion de velocidades, como es natural
esperar semicldasicamente. Tanto mas pequeno es el valor de o, tanto méas rapidamente ocurre
posteriormente la dispersién (principio de incerteza).

Partiendo con un paquete de ondas gaussiano, jqué eleccién de oy minimiza o(t) a un
tiempo ¢t = t* dado? Para responder esta interrogante derivemos la expresién para o(t) con
respecto a o( e igualémosla a cero. De esta manera se obtiene que el valor de o en t = 0 que

genera el minimo ancho en t* es 02, = ht*/(2m), estando el ancho en el instante t* dado por
. ht*
0_2 (t )|O'min = E :

La figura 3.5 muestra una representacion grafica de estas relaciones.

Ilustraciones:

1. Consideremos un paquete de ondas que se traslada a lo largo de una orbita circular.
Para que el concepto clasico de trayectoria tenga algtin sentido se debe tener que durante
una vuelta completa el paquete de ondas no se disperse por sobre toda la érbita, es
decir, si T es el periodo, se debe tener

o*(T) < r*.
Partiendo de un paquete de ondas gaussiano, después de una vuelta el ancho minimo

es \/h1T/m. Este ancho debe ser mucho menor que el radio de la 6rbita, o sea,

hT 9
— L.
m
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Omin - /1/
! envolvente

0 t* t

Figura 3.5: Grafico de la envolvente o (t*).

Multiplicando por 27wm /T se obtiene

2mm hT—h<<
T m T

o sea, se debe tener

2mm 9
r° = mr-w = L = momento angular ,

L>h.

El concepto de trayectoria clasica de un objeto en movimiento circular sélo tiene sentido
si el momento angular L es mucho mayor que la constante de Planck.

2. Debido a la rapida dispersiéon de los paquetes de ondas, no es posible identificar a las
particulas atémicas y subatomicas con paquetes de onda. Estimemos el tiempo que
tarda un paquete de ondas en duplicar su ancho si representa a un electréon localizado
en una regién del tamario de 0.1 [A]. Se tiene At/(2mog) ~ 1072 [cm], o sea, el tiempo
que tarda en duplicar su ancho es de aproximadamente ¢t ~ 3 x 1071® [s]. Un electrén
que se traslada con una velocidad v = ¢/10, alcanza a recorrer en ese tiempo una

o

distancia de aproximadamente 6 [A].

3. Para una particula microscépica de 1073 [g] y localizada en una regién del tamafio de
0.1 [mm], el resultado es bastante distinto. En ese caso el tiempo que tarda el paquete
de ondas en duplicar su ancho es de aproximadamente 2 x 10%° [s], o sea, ~ 6 x 10? afios.

Para concluir esta seccién demostraremos que sélo para paquetes de ondas gaussianos se

cumple que (Az)(Ak,) = 3. De la demostracién del principio de incerteza (capitulo 2) se

observa que la igualdad se obtiene sélo si se cumplen las siguientes relaciones:
i) 2I' = (| (ab + ba) |y ) = 0.
i) |¢) =Alx), reC.
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En estas ecuaciones y en lo que sigue usaremos la misma notacién usada en la demostracion
del principio de incerteza (capitulo 2). La condicién ii) nos dice que los vectores | ¢ ) = alv ) y
| x) = b|¢) deben ser “paralelos”, pues en ese caso la desigualdad del Schwartz se transforma
en igualdad. En lugar de )\ introducimos ¢ € C definida por

21

A= —— .
ch

Entonces la condicién ii) se puede escribir de la forma

(r— Gote) = —2 2 g o)
de lo cual se concluye,
() _ e
DL — - R 0@ + 1 ()

Esta es una ecuacion diferencial para 1(z); probemos una solucién del tipo

Pla) =
Derivando

oY(x -
WD) _ o0 f1(a) = w(a) (@)
x
Reemplazando las dos tltimas expresiones en la ecuacién diferencial se encuentra que f(x)

debe cumplir con

J() = =5 (e = (%)) + +(p2)
Integrando resulta
flr) = =5 = )+ 3 (o) + (Cre)
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Luego, para 1(z) se obtiene

b() = (Cte.) exp (—§<x ) ﬁ<px>w) .

A continuacién evaluamos el valor de la constante ¢ usando la condicién i). Para ello evalue-
mos previamente (z|ab|¢) y (z|ba|y):

y por otra parte
(x[ba|y) = (| (ba—ab+ab)[y)
= —(z| [a,b] |[¢) + (x|ab|¢)
= —(aihL[ ) +ih (@ — (%))*()
= —ihip(w) + ih3 (= (%))*(2)
De estas expresiones se deduce que
2T = (9| (ab + ba) | )
— [ da (v lo)a) @b+ ba) )
:/dgc(¢]w>{—ih—l—ihc(w—<5<>)2}<95|¢>
_ —ih/dx (|2} (x| b) +ihe | dv(x— (%) [b@)P
= —ih(1 — c(A%)?) .

Luego, 2I" = 0 s6lo si

1
c= Ao
Con este valor para ¢ se obtiene
x—(x))?  (p.w
P(z) = A exp {—( (2Ai:)>2) + Z<ph> } . (3.46)

La constante A se determina normalizando ¢ (x).

El paquete de ondas dado por la ltima expresion es el inico para el cual Ap, Az = h/2.
Paquetes de ondas de esa forma son los que llamaremos paquetes de ondas gaussianos o
paquetes de Kennard.
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3.8 Normalizacion de una funcion de estado.

Si bien frecuentemente no es necesario trabajar con funciones de estado explicitamente nor-
malizadas, en ocaciones este requerimiento puede ser 1util.

Sea | ¥) € H un vector asociado a un cierto estado de una particula Deseamos normalizar
|W). Si (¥|¥) = A con A finito, entonces el vector | ¥ ) | U/ \If|\If si estard
normalizado. En el caso en que (¥ |W¥) = oo, por ejemplo, si \\If> =|p) 6 |V) =|7),
entonces hay que proceder con algo de cuidado.

Una manera de resolver este problema consiste en suponer que la particula no es libre sino
que se encuentra en el interior de una gran caja de paredes impenetrables (cuyas dimensiones
posteriormente hacemos tender al infinito). Con este “truco”; el espectro del Hamiltoniano
se hace discreto y las funciones de estado son normalizables.

Otra manera consiste en suponer que la particula no es libre sino que se encuentra en el
interior de una gran caja de tamano L e imponer condiciones de borde periddicas, es decir,
Y(z) = ¥(z + L). Con esta imposicién el espectro del Hamiltoniano nuevamente se vuelve
discreto y las funciones de estado son normalizables. Luego L se hace tender hacia oo.

Una tercera forma de proceder consiste en usar “sucesiones a la delta”. Por ejemplo,
supongamos que | V) = | 7). Entonces

w) = [ | ) = [ e

1 |7 — 2
_ 3.0 | 2! :
- i1 e (T
1 ri—r

Pongamos € = ¢, fijo, muy chico, pero distinto de cero. Entonces

1 3.0 | = |F/_F|2
’\IJ>NW\/dT|T )eXp(—T .

Esta expresién tiene la ventaja de que si es normalizable, en efecto

<\Ij‘\D d3 !/ dS 1 // eXp( ’ /_7;12+’1:’//_F|2)
€o
d3 / dST// (5 S H )exp | f‘IQ + |—w _ ’2
€o
2 1 9
= d3 ! —_— — 2 /dS / _“ 12
(750)3 / T’ exp ( 60\ 7| > (reo)? r’ exp €or
47 0o 4 1 62 3/2 3 1
= oa ) S5 = ——(2) ()=
el Jo e oexp < 507” ) el 2 2) (2) (2meg)3/2
Definamos

¥ - e - (%)// ey (-5 )

Esta expresion, con ¢y — 0, representa bastante bien al vector | 7) normalizado a 1.
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3.9 La funcién de Green para la particula libre.

Consideremos un vector |9 (t)) € H y expresémoslo en la forma

0(6)) =/d3k VR |()) -
Note que
(klo(t)) = (k[p(0)) e ™®"

o también

(E)) = (k| pE)) e @@=t
Sustituyendo la tltima ecuacién en la expresion para |1 () ) se obtiene
) = [ dh OB E o)

Definimos el operador de Green o propagador por:

deyz/ﬁ%wiwwwzw<éh
entonces

[9(t)) = G(t =) [p(t)) -

Debido a esta relacién, también G(t — t') se denomina “operador de evolucién temporal”.
Realizando el producto interno con (7| se obtiene

(Fly(t)) = (FIG{t—t) |9(t))
:/ (FIG(t— ) |7/ )7 | () .

Definimos la Funcion de Green o Nicleo o Kernel para la particula libre por:
GFr—7't—t)=(F|G{t—1t)|F").

Como luego constataremos, la funcién de Green depende de ¥y 7’ sélo a través de ¥ — 17,
y otro tanto ocurre con el tiempo. Esto es una consecuencia del hecho que el espacio y el
tiempo son isotropicos, no hay puntos 7 “privilegiados” pues no hay potencial; tampoco hay
fuerzas tiempo—dependientes. Para la funcién de onda se obtiene

¢mwz<ﬂ¢@>:/$waw—wx—ﬂ¢wwq
G( t_t) w(ﬁﬂ) 5

se ha denotado al producto de convolucion.

(6 7

donde con el simbolo
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La ultima ecuaciéon muestra que, una vez conocida la funcién de Green, se puede obtener
la funcién de onda (7, t) para todo t si se la conoce para t = 0; simplemente hay que evaluar

W7, t) = / &' G(F — 7' 1) (7, 0) . (3.47)

Si (7,0) = 6(F — 7,), es decir, si tenemos la certeza de que para t = 0 la particula se

r 9
encuentra en el lugar 7 = 7, entonces para la funcién de onda (7, t) se obtiene

Y(ryt) = /d37” G(r—7r"t)o(r" — )
= G(r—ro,t),
o sea, la funcién de Green es la funciéon de onda para la propagacion de una fuente puntual.
Desde este punto de vista la ecuacién (3.47) no es otra cosa que la superposicién de numerosas

fuentes puntuales, cada una de ellas con el peso (7, 0).
Evaluemos la funcién de Green para la particula libre explicitamente:

GFr—7't—t)=(F|G{t—t")|F")
= (7] [ @h e O EyE )

_ /d% =i =t) (7| V(R 7)

= (271T>3 /d3k: exp (z {IZ (7 —7") + Z—]:;(t’—t)D .

Completando el cuadrado en el numerador, sigue

3/2 .
oy = (— o s
Gr=—r,t=t) (27rhi(t—t/)) eXP <2h(t—t’)‘r )

de donde, finalmente
. m \3/2 mr?
G0 = (grm) o (%) -

Analicemos lo que ocurre con esta Ultima ecuacién en el limite ¢ — 07; recuerde que la
funcién de Green corresponde a la funcién de onda de una particula que en el instante t = 0,
con certeza, se encuentra en 7 = (.

Para concluir esta seccion, mostremos brevemente la analogia que existe entre lo anterior
y el problema de difusiéon del calor.

La ecuacién de difusién del calor en un cuerpo tridimensional homogéneo es

0
DV?T(7t) = =T(F,t) .
ot
Aqui T'(7,t) es la temperatura en el lugar 7 en el instante ¢t y D es el coeficiente de difusién.
La funcién de Green para esta ecuacion diferencial es

. 1 3/2 r?
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A T(r )

t pequeno

t grande

o
—

0 r

Figura 3.6: Evolucion temporal de la temperatura en un sélido al depositar cierta cantidad
de energia en 7= 0.

Gp(7,t) da la temperatura en el lugar 7 en el instante ¢ si para t = 0 se coloca una cierta
cantidad de energia en el origen, ver figura 3.6.

La ecuacion de difusion y su funcion de Green se transforman en la ecuacion de Schrodinger
con su respectivo nucleo si el coeficiente D se sustituye por ih/(2m).

3.10 La ecuacion de onda en presencia de fuerzas ex-
ternas.

Pretendemos generalizar la ecuacién de Schrodinger para la particula libre, para el caso en
que sobre la particula actian fuerzas externas. Para ello procedemos como sigue:

a) Consideramos el problema de una particula sin spin que ademés no posee “grados internos
de libertad”.

b) Suponemos que las fuerzas son conservativas, de modo de apuntar al problema clasico con
F = —VV(7) y un Hamiltoniano dado por H =T + V.
¢) Usamos el postulado 4 y los teoremas asociados para obtener el Hamiltoniano cuantico

= 2
HC]é,SiCO(F;ﬁ) — chéntico - Hclésico(Fu I_j) = ;)—m + V(F) .

Nosotros supondremos (postulado 5) que la evolucién temporal de un vector | U(t) ) viene
gobernada por la ecuacion

H| () = m%| U(t)) .

En analogia con lo que se tiene en la mecanica clésica, el operador Hamiltoniano H lo escri-
bimos como

H=T+V.
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Escribamos la ecuacién de evolucién en la representacion de coordenadas. Al realizar el
producto interno con (7| se obtiene

(FIH () = (7] (1)

(F|T|O@)) + (FIV(E)| () = ih%w v(t))
de donde
ey vy ey = ind (e
o ot ’
es decir,
{_Q’i_mw 4 vm] W(F, 1) = i ()

Esta es la ecuaciéon de Schrodinger en la representacién de coordenadas.
Para obtener la ecuacién de propagacion en la representacién de momento se realiza el
producto interno con (p|. De esta manera se obtiene

(PIE|0)) =in(p] 5 W)
(BT + (5IVE) 0(0) = b (7] 9(0))
D) + IV [ 0(0)) = o (5] 8())

Investiguemos el significado de la expresién (7| V(¥) | ¥(t)). Escribimos

(FIV(E)[ () =/d3p’ (FIVE) )P () - (3.48)
Ahora, introduzcamos la notacién
V-5 =(pIV(E) [5') (2mh)*? . (3.49)

Entonces se tiene

luego,

S 1 o i
V(p) = 7@#@3/2 /d37" V(7)e 7T/
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La funcién V() es la transformada de Fourier de V(7). La transformacién inversa es

- 1 S\ i
V() = (2wh)3/2/d3p V(p)etPr/h

Usando las ecuaciones (3.48) y (3.49) se encuentra que la ecuacién de evolucién temporal
para una funcién de onda en la representacién de momentum, viene dada por la ecuacion
integrodiferencial

p2 . 8 = ]- 3 7 — —/ —/
= = | U(pt) = G &p' V(g —p") U@’ t) .

3.11 Densidad y corriente de probabilidad.

Consideremos un vector |U(t)) € H, asociado a cierto estado de una particula, el cual estd
normalizado, es decir, (U | W) = 1. La magnitud | (7| ¥(t)) |, de acuerdo al postulado 3, es
la densidad de probabilidad de encontrar la particula en el lugar 7 si se realiza una medicion
de su posicion en el instante t. Denotemos esta densidad con la letra griega p, es decir,

p(7,t) = pu(Fit) = | (P U()) [* = [ U(F 1) |” .

Como (U |W) = (WU(t)|W(t)) =1 Vt (teorema de Parseval), se tiene que

[ oo = [ @ e mve)
— (w0 W) = 1.

Partiendo de la ecuacién de evolucién temporal

o d :
1 9(0) = H9(0)
realizando el producto interno con (7| se obtiene la ecuacién de Schrodinger

L0 o IR
zﬁgq/(r,t) = —%V U(r,t) + V(7)¥(r,t) . (3.50)

Partiendo con el dual de la ecuacién de evolucién temporal

~ih () | = () T = (1)

y realizando el producto interno con |7), se obtiene
=2

(ing v 1) 17 = o1 517+ (v | VEE) 7).
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102
es decir
=9 t
. 8 * [ = — p — * [ =
—th—UH(r,t) = | (7| 5= |¥(t)) | +V(F)¥*(7,1)
ot 2
h2 T
= (——V2 (7 t)) + V(7)U* (7, 1)
= —h—ZVQID (7o) + V(F)U*(Ft) (3.51)
~om e '
Multiplicando (3.50) por W*(7,t) y (3.51) por ¥(7,t), se obtienen las ecuaciones
ih W™ (7, t) aqf(f t) = —h—zqf*(F V(7 t) + V(7)) U (7, t)
at 2m ) ) ) Y
(la ecuacién compleja conjugada)
—ihW (7, t) 0 —U*(7t) = —h—Q\D( VAU t) + V(7)) W(F, )
ot - 2m ’ ’
Restando las dos ultimas ecuaciones queda
—ih | (7, t)g\lf(* t)+ U(7, t)gxlf*(* t)
i )5 (T mt) 5 (T
h2
=—— {\11 VAU (P ) — U(F VAR ) . (3.52)
El lado izquierdo es simplemente la derivada temporal de la densidad
Q(IIJ*(F Hw(r,t)) = zha (7 t) . (3.53)
o\ — o '
Por otra parte, el lado derecho se puede escribir de la forma
{\IJ* HVAU(F,t) — (7, ) VPUH(F, t) }
h h = =d — N
=G { (7 ONU(F, 1) — U7, )V (7, t)} — iRV -T(7 1), (3.54)
2m
donde 7 viene definido por
TN/ U (DT : :
J(rt) = ~5 {\I! (7, 1)V (7, t) — complejo conJugado}
h -
=—1 OV (T, t)) .
(W (7 VU7 1)
Reemplazando (3.54) y (3.53) en (3.52) se obtiene la ecuacidn de continuidad
0 -
il . t) =
o)+ =0
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El vector 7'(7,t) es una corriente de probabilidad. Esto se observa con mayor claridad si
se integra la ecuacién de continuidad sobre un volumen V. Se tiene:

—/d?’rﬁp(f,t):/d%ﬁj(f,t).
y Ot v

Usando el teorema de Gauss se deduce que

_8
dt J,

—

Br p(F ) = 7§ T ) - dA
SV

La integral al lado izquierdo de la ultima ecuacién es la probabilidad de que la particula
esté en el volumen V), por consiguiente el lado izquierdo representa la tasa con que varia la
probabilidad de encontrar la particula en V. Por otra parte, el lado derecho de la ultima
ecuacién corresponde a la corriente de probabilidad que atravieza la superficie S(V) que
encierra a V.

La definiciéon de corriente se puede hacer mas intuitiva al notar que ﬁ/m = v es el
“operador velocidad” y por lo tanto

L ((xp(t)lf><7?|5|‘1’<t)>>

m

—Re ((9(t) |7)(7[V|w(1))) -

Usando esta tltima relacion se obtiene, por ejemplo,

/d?’rj(m):<\1/|{7|\p>.

Concluimos esta seccién escribiendo la densidad y la corriente de probabilidad para una
onda plana

Se obtiene
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3.12 Propagador.

Consideremos la ecuacion de propagacion
0 .
h—|W(t)) =H|WV(t)) .
ih | W(t)) = H| 0(1))

Para un pequeno incremento temporal dt se tiene

W(5H)) = | 9(0)) + 5t S W(0))

o sea,

(5t)) = {1 _ %ﬂét] 10(0)) .

Sea 6t = t/N. Aplicando reiteradamente [1 — %PI 525} , N veces, obtenemos

() = | W(NGH)) = {1 _ %Hat] 1w(0)) .

Para N — oo sigue
[U(t)) = G(t)|¥(0)) ,
con el Operador de Green o Propagador dado por
G(t) = e ™/
Note que G es un operador unitario. En efecto,

G' = exp (+iH"t/h)
— exp(+iHt/h) = G .

(3.55)

El operador G (t) necesariamente debe ser unitario, ya que sélo en ese caso el vector | ¥(t))

seguird normalizado si | ¥(0) ) lo esté.

3.13 Un teorema importante.

A continuacion, mostraremos el llamado Teorema Generalizado de Ehrenfest que permite
completar la conexion entre la mecanica clasica y la mecanica cuantica, haciendo efectivo el

llamado “Principio de correspondencia de Niels Bohr”.

Teorema 3.3 Sca H el Hamiltoniano de un sistema, | (t)) un vector de estado del sistema
y F = F(t) un operador cualquiera. No estamos limitando de modo alguno nuestro sistema.

Este puede consistir de una o varias particulas, con o sin spin. Entonces

8 OF -
ih%(F) :z’h<a—}j> + ([F,H]) .
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Demostracién Evaluemos la derivada temporal del valor esperado de F:

L d :
Zﬁ£<F> =ih

d
S0 | R 0(1))
0 d

= in{ (G001) Flom) + (w0 (570) 160) + (w0 F (Flvo)

Usando la ecuacién que da la evolucién temporal de |(t) )

L d <
i () = H 6(1)) |
y la ecuaciéon dual correspondiente

d

—ih= ((8) [ = (0 (8) [HT = ($(t) [H

se obtiene que

Dividiendo por iA queda

%<F> :-%([F,ﬁ}>+<%—5> . (3.56)

Para un sistema de N particulas sin estructura, este resultado establece un puente con
la mecdnica clasica. En efecto, sea F(z;,p;,t), 7 =1,...,3N, el operador clasico asociado a
F(r,... , "N, D1, .- , PN, t). Entonces

dF  OF Z[@_F. aF.]

a = or 2o oy
or oF 0H OF OH
=5 X 5,5y~ vy
oF
_{F,H}+§.

Note la estrecha relacién que existe entre esta expresion y la ecuacién (3.56).
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Antes de estudiar las consecuencias de este teorema, evaluemos algunos conmutadores
que seran de gran utilidad. Sea

-2
~ 5 - p >,
H=T = —
+V 2m+V(r)
Entonces
S S 1 v, 52 ih = -2 Zh;
|:I',H:| = [T,T] = % |:I‘,p i| = 2—vﬁp = Ep 9
51| = [5,V(©)]| = Vv (@) = inF (@) ,
y

Consecuencias del Teorema:

a) Conservacion de la probabilidad. Rederivemos este resultado usando el teorema generali-
zado de Ehrenfest con F = 1. Obtenemos

d

$<i> =0,
d . d d 3 N
G0 = ZEO1O) =5 [ dr e
= % dr p(7,t) =

La probabilidad de encontrar la particula en alguna parte se conserva en el tiempo, en
otras palabras, una funciéon normalizada en cierto instante seguira estando normalizada a
medida que transcurre el tiempo.

b) Conservacién de la energfa. Usemos el teorema con F = H(F, p, t). Obtenemos
d . S oH
—(H)=(H H — ) .
1 = () + (51
Si oH /Ot =0, o sea, H no depende del tiempo, se encuentra
d - d .
Ym = YEi)=o0.
o (H) = —(E1) =0

Si el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo entonces el valor esperado de
la energia se conserva, es decir, no varia en el tiempo. Cuando el Hamiltoniano depende
explicitamente del tiempo, el sistema bajo estudio es un sistema abierto. En tal caso la
energia no es constante.

g
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c) Teorema de Ehrenfest.

(i) Sea F = p, entonces
d - A — IR
ih—(5) = [, H] ) = ib(~VV (&) .
es decir,
B) = (F) (357)
at'’P = ‘
Otra forma de escribir esta ultima ecuacién se obtiene notando que
F=-VV()=-VHEB),
luego
d -, =
5 P) = (~VH(,p)) (3.58)
(ii) Usando el teorema con F = ¥ se obtiene
Ld o 5 B ih -,
g @ = ([FH]) = 60
o bien,
d = _ (B)
—(r) =—. 3.59
o =T (359
Otra forma de escribir esta ecuacion clasica se obtiene notando que
B oo
—=V;T=V;H
P _v1-,
Luego
d - = oY %
—(r) = (VyH(r, p)) (3.60)

Las ecuaciones (3.58) y (3.60) son conocidas como ecuaciones de Hamilton.
Combinando las ecuaciones (3.57)) y (3.59) obtenemos una ecuacién estrechamente rela-

cionada con la tradicional ecuacién de Newton
& -
(r) =

e

=Sk

(7)) -

Este resultado se conoce como Teorema de Fhrenfest y permite una coneccién entre la
Mecéanica Cuantica y la Mecanica Clésica. En efecto, si el “ancho medio” de una funcién
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de onda V(7 t) es tal que sobre todo el ancho del paquete la fuerza es esencialmente
constante, entonces

(F(7)) ~ F((r)) . (3.61)

La ultima relacién es exacta para fuerzas constantes y armonicas. De cumplirse (3.61) se
tiene que el valor esperado de la posicién (7(t)) cumple la ecuacién cldsica de movimiento.
De esta manera queda establecido un puente entre la Mecanica Clasica y la Mecanica
Cuéntica en el limite cldsico h — 0 (6 m — 00 6 Ay grogie — 0).

Teorema del Virial. Usemos el teorema con F = - f) Obtenemos

-5 = ([F-pH))

0 sea,
d
ar'

Esta relacion corresponde al Teorema del virial.

Definicién 3.1 Un estado |1(t)) es un estado estacionario si |1(t)) es factorizable en la
forma

[9(t)) = |1(0) ye FH™

Para estados estacionarios el valor esperado de cualquier operador A que no depende
explicitamente del tiempo, es independiente del tiempo. En efecto

(A) = (V) [A[0(t)) = (¥(0) | /" A" | 4(0))
= (¢(0)| A |4(0)) = independiente de .

Para estados estacionarios la derivada temporal de <? . ﬁ> = 0 y, por consiguiente, el
teorema del virial queda:

2AT) = (£-VV(F)) .

Teorema general de conservacién. Si un operador A = A(?, ﬁ) conmuta con H, entonces
(A) es constante en el tiempo. En efecto

luego,
TR T d, «
Si [A,H] =0 entonces %<A) =0.

En otras palabras, si un operador conmuta con el Hamiltoniano entonces su valor esperado
es una constante de movimiento. De este modo, un conjunto de observables compatibles
con H se obtiene considerando las distintas constantes de movimiento del problema, pero
solo reteniendo aquéllas que conmutan entre si.
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3.14 El cuadro de Heisenberg.

Como ya hemos visto, el valor esperado de un operador Fg = FS(?,E))’ para un estado
|1(t)), viene dado por

(Fs) = (v(t) | Fs|p(t)) .

También sabemos que
[46()) = exp (—iHt/h) [$(0)) |
luego,
(F) = ((0) | exp (+iFt/h)Fs exp (—iFit/h) | 9(0) )

Definamos:

Fp(r,p,t) = exp (—i—iI:It/h)Fs(I:", p) exp (—iHt/h) .

Entonces, llamando |¢(t) ) = [¢s(t)) v [1(0)) = [¢m) (por supuesto que |15(0)) = [ )),
se obtiene:

(F) = (Us)|Fslus(t)) = (bu|Fu(t)ldn) .

Cuadro de Schrédinger Cuadro de Heisenberg

Toda la mecanica cuantica se puede formular usando el asi llamado cuadro de Heisenberg
en lugar del cuadro de Schrodinger como lo hemos hecho hasta aqui. Ambos cuadros son
completamente equivalentes.

En el cuadro de Heisenberg el vector |4 ) que se asocia a un estado, no evoluciona, es
decir, no varia a medida que transcurre el tiempo, pero si lo hacen los operadores.

., Cudl es la ecuacién dinamica que nos da la evolucion temporal de los operadores en el
cuadro de Heisenberg? Para encontrarla evaluemos

L 6) = L e (4481 1) B xp (—i810/8)]

Si H y Fg no dependen explicitamente del tiempo se tiene

%FH(t) — %H oxp (+iHt/h)Fgexp (—iHt/h) + exp (+iHt/h)Fg exp (—iHt/h) (‘;Z?LH>
— SHFy — SFyH |

la cual constituye la ecuacion dinamica, conocida como ecuacion de Heisenberg

d L
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Cuadro de Schrodinger Cuadro de Heisenberg
Operadores Fg=F Fp(t) = exp (%)FS exp (—2)
Los operadores son fijos Los operadores evolucionan
No evolucionan con el temporalmente
tiempo
Vectores [¥s(t)) | ) = [4s(0))
El vector evoluciona El vector |1y ) es fijo,
temporalmente. No evoluciona con el tiempo.

Ecuacién Zh%| Qﬁg(t) > = I:I| Qﬁs(t) > %FH(t) = —% [FH(t), I:I}
Dindmica Ecuacion de Schrodinger Ecuacion de Heisenberg

Note que el Hamiltoniano mantiene su forma en todos los cuadros

H=Hs=Hy .

Proposicién 3.7 Sean Ag, Bg, Cg tres operadores en el cuadro de Schrodinger y Ay, By, Cy
los operadores correspondientes en el cuadro de Heisenberg. Entonces se tiene que

[As,Bs] = CS < [AH,BH] = CH .

Demostracion Introduzcamos la notacion
. .
exp| —-Ht) =G,
p (-55)

[As.Bs] = AsBs — BsAg = Cs |

y por definicién

Multiplicando la tltima ecuacién a la derecha por G y a la izquierda por G, se obtiene
Cyp=G'CsG = G 'AsBsG — G 'BsAsG
= G 'AsGG'BsG - G 'BsGG'AG
=AyBy —ByAy = [AH, BH]
Demuestre como ejercicio (Problema 3-7) que si el operador en el cuadro de Schrédinger
depende explicitamente del tiempo, entonces la ecuacion dinamica para el operador corres-
pondiente en el cuadro de Heisenberg es

Ld L0 L
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3.15 Particula libre en el cuadro de Heisenberg.

Resolvamos el problema de la particula libre en el cuadro de Heisenberg. El operador Hamil-
toniano es:

H = p?/2m = p%/2m = p%/2m .

Note que Hg = Hy = H ya que H conmuta con G = exp (—iHt/h).

Resolver un problema en el cuadro de Heisenberg significa encontrar explicitamente la
dependencia temporal de los operadores. Como H no depende de ?, se tiene [53, Iv{} = 0.
Para el operador momentum en el cuadro de Heisenberg se obtiene

Py(t) = G7'psG = psG'G =Py ,
o sea, ﬁH(t) no depende de t. El mismo resultado se encuentra usando la ecuacion de

Heisenberg, pues, como [13 1, H] = 0, se deduce que p g = constante.
Para el operador de posicién rg(t) la ecuacién de evolucion temporal es

atat) = = [Fn ],

Como [?S,H] = %ﬁs se tiene que [?H,H] = %f)’H Luego
S H

d- iih-, 1. P
—ry(t) = ———Py = — t) =—=.
dt u(t) hmpH mpH( ) m
Integrando se encuentra que
V = ﬁs % f’s

() = £y (0) + =t = =St
(1) FH()+m 1“5+m

Para el valor esperado de la posicién se obtiene

t.
t=0

)

(r(t)) = ()

+
t=0

De esta manera se obtiene que los valores esperados de los operadores, para la particula
libre, se comportan como las variables cldsicas correspondientes (ver también el teorema de

Ehrenfest).
En la tltima ecuacién los valores esperados vienen dados por

(F(t)) = (vVs(t) [ Fs | s(t)) = (¥ | Tu(t) |du) -

También se puede encontrar toda la distribucion de densidad de probabilidad. Para ello
se deben previamente evaluar todos los demds momentos r” de la distribucion.
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3.16 Leyes de conservaciéon y simetrias

Si H no depende de ?, por ejemplo, para la particula libre, entonces el momento lineal se

conserva. En efecto, como [f),ﬂ = ﬁ,H(p)} = 0, usando el teorema generalizado de
Ehrenfest de la seccién anterior, se tiene que

d -
S =0.

7 (P)

Sea {|7) }7,crs la base de autoestados del operador ¥. Se tiene

|70) =70l70) -

¢

Consideremos una traslacion espacial: 7y — T35 = 79 + @ , donde T3 es el operador que
genera una traslacién en el espacio ordinario R?. Sea Uy el operador unitario que transforma
los vectores de la base

7o) — Ual 7o) = | Tafo) = |70 + @) - (3.62)

Por supuesto, se tiene que

Es importante notar que Ug es un operador unitario de 3 mientras que Ty es una traslacién
en el espacio ordinario R3. )
Analicemos el efecto del operador Uglf Uz, donde Ugl = U_;. Se tiene, usando la
relacion anterior,
-U- 1fﬁd‘| F() > = ﬁgl(Td'FQ)ﬁdl FO >
= (Tar)U; 'Udl 7o)
= (Taro)| 7o) = (o +a@)| 7o) = (¥ +al)|7) .

a

Siendo esta relacién véalida para cualquier |7 ), dada la linealidad de los operadores, resulta
vélido para cualquier [ ) = [ d®rq| 7 )( 70 |4 ); se concluye que

U-'fU; = (f+al) . (3.63)

Hemos demostrado que si Uz es un operador de traslacién en H entonces se cumple (3.63).
Reciprocamente, mostremos ahora que si un operador cumple con (3.63) entonces U; es un
operador de traslacién en 3. Hay que mostrar que si (3.63) se cumple entonces Ug| 7 ) es
autovector de T con autovalor Ty = 7y + @. Multiplicando (3.63) por U por la izquierda y
operando sobre un vector |7y ) se tiene:



3.16. LEYES DE CONSERVACION Y SIMETRIAS 113

de modo que podemos identificar Ug| 7)) = |7 + @), en concordancia con la relacién (3.62)).
En otras palabras, la relacién (3.63) es una condicién necesaria y suficiente para que Ujz sea

un operador de traslaciones.
Encontramos ahora una expresion explicita para el operador Ug. Para ello consideremos

primero las traslaciones infinitesimales da:
Ugd“ F0> - ‘ FO + (56) . (364)

Proposicion 3.8 Si da es un vector infinitesimal entonces Uz viene dado por:

Uz =1—-0a-p. (3.65)

SRS

Demostracién

i) Mostremos primero que Usz es unitario.
Y S O |
Us;eUs, = <1 — ﬁ5a . p) (1 + ?_L(Sa P )

3 Uy on o b, o )
—i- 2 6a-P+-6d-p + .
h(Sa p h(Sa p + O((6a))

Como 4d es infinitesimal, los términos del orden (§@)? se desprecian, quedando que es

unitario

U, Ul =1.

ii) Mostremos ahora que Usz cumple con (3.63).

U1 Us; = U1 Us

_ <i+%5a-fs) : (i—%&?-ﬁ)

:F+ﬁ(56-ﬁ)?—ﬁf’(56-ﬁ)
5 e, 5o
—r—{—ﬁ[éa-p,r}

<

=

Evaluemos el conmutador [(56 P, r] :
[55- B, fj] — (G- B)F; — ,(0@ - B)
= (day, pr¥; — F; S P)
k
= Z day, (Prfj — T;Dk)
k

= day (—ih) 6, = —ihda; ,
k
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en forma vectorial,

Luego

es decir, Ugz efectivamente es el operador unitario para traslaciones espaciales infinite-
simales.

Mostremos la similtud que existe entre lo anterior y el operador de las traslaciones tem-
porales infinitesimales. Para estas tltimas, en una seccién anterior, habiamos encontrado:

[9(t+d7)) = (1~ 107D 6(1))

donde 47 es un desplazamiento temporal infinitesimal. Esta ecuacién se compara con

7%+ 0d) = (1— ~0a-p) i) .
H es el generador de las traslaciones temporales infinitesimales; 13 es el generador de las
traslaciones espaciales infinitesimales.

Del mismo modo como exp (—iﬂt /h) es el operador unitario para traslaciones temporales
finitas, se espera que exp (—ia - f)’/ h) sea el operador unitario para traslaciones espaciales
finitas. Para demostrar esto hay que probar que tal operador es unitario y ademas cumple
con la relacién (3.63). Definamos

Us = exp (—35. ﬁ) . (3.66)

Por ser p un operador autohermitico, es inmediato que Uz , definido por (3.66), es un
operador unitario. Demostremos que este operador satisface la relacién (3.63). Evaluemos
primeramente el conmutador [F, Ud}:

|:R exp (—%6- ﬁ)] =1ih <§ﬁ exp (—%6
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Concluimos que el operador Uz dado por (3.66) efectivamente es el operador unitario para
traslaciones temporales finitas. Al mismo resultado se llega aplicando n transformaciones
infinitesimales (con dd = d@/n):

lim <i — %% f)') = exp (—id@ - p/h) .

n—oo
Como Uj; sélo depende de f), conmuta con p y se tiene
Uglﬁﬂﬁzﬁglﬁ&'ﬁ :5 )

o sea, el operador P no es afectado por la transformacién de similitud con el operador Ug.
. Qué pasa con otros operadores? ;Cémo son afectados por el operador de traslacion Ug 7
Consideremos el operador r'? ; se tiene:

Definicién 3.2 Un operador F se dice que es invariante ante un operador unitario U si

U 'F(r,p)U =F(r'p) .
Si F es invariante ante U entonces F y U conmutan.

Proposiciéon 3.9 Sea F un operador arbitrario, entonces

[F, 0] =0 Vi< [F.5|=0.

Demostracién
i) Supongamos que [F, ﬁ} = (. Como F conmuta con p, también conmuta con el operador
U; = exp (—id - p/h).

ii) Supongamos que [F, Ua} = 0. Como esta relaciéon, en particular, se cumple para trasla-
ciones infinitesimales da, se tiene

finalmente
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Resumen:
H es invariante bajo traslaciones si y sélo si

U, = H = [H,0,] = 0= [ 0= 2(5) =0

-
a

En un capitulo posterior repetiremos lo hecho en esta seccion pero para el caso en que el
Hamiltoniano sea invariante bajo rotaciones.
Finalmente note que para los operadores de traslacién Uz se cumple que

UaU; = Uz = U = U Ua

Con este producto el conjunto de los operadores

{ Ijﬁ } acR3

forman un grupo, el asi llamado grupo de simetria. En este caso particular el grupo es un
grupo conmutativo isomorfo al grupo aditivo en R3.

3.17 Estados estacionarios.

En lo que queda de este capitulo consideraremos sistemas descritos por un operador Hamil-
toniano H que no dependa explicitamente del tiempo.

Definicién 3.3 Una funcion de estado es estacionaria si la dependencia temporal es factori-
zable de la manera

[9(1)) = |9(0)) e B/" = o) e R (3.67)
Los estados | 1(t) ) evolucionan segin la ecuacién de Schrodinger
L d :
ih—1¢(t)) = H|9(t)). (3.68)
Reemplazando (3.67) en (3.68) se obtiene
- . d .
H| ’l/) >€71Et/h — Zh—’ w >€71Et/h
dt
— i) (—%E) e

—iEt/h

o sea, cancelando el nimero complejo e , se obtiene

H|¢y) = Ely) , (3.69)

ecuacion que se conoce con el nombre “Ecuacion de Schrodinger tiempo independiente” o
ecuacién de autovalores de energia. La ecuacién (3.69) representa un problema de valores
propios. Como el Hamiltoniano es hermitico (H = HT) los autovalores, es decir la energia F,
son reales.
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Denotemos el autovector de H con autovalor E por |1z ). El valor esperado de la energfa
es (H) = F, la varianza AH = AE = 0 (la demostracién de estas afirmaciones es directa).
Al realizar una medicién de la energia a un sistema descrito por un estado estacionario | g ),
se obtiene con certeza el valor E.

Para estados estacionarios, tanto la densidad p (7,t) como la corriente J(7,¢) son inde-
pendientes del tiempo. En efecto,

y andlogamente para J'(7, ).

Ya lo habiamos mencionado anteriormente: Para estados estacionarios el valor esperado
de cualquier operador A = A(?, f)) que no depende explicitamente de t, es independiente de
t (atin cuando tal operador no conmute con H).

Una combinacién lineal de estados estacionarios no es un estado estacionario si incluye
estados de energfa distintas. Sea | W) = |¥(0)) € H una funcién de estado arbitraria, en el
instante t = 0. Ademés sea {| ¢z, )} una base de autovectores estacionarios de H, es decir,

H|¢p, ) = Eu| ¢5,)

65, (1)) = | 6, Yo Ent/n (3.70)

El vector | W) se puede desarrollar en términos del conjunto completo de autofunciones de
H, teniéndose

= 1 )(m, | V) .

Dado el caracter lineal de la ecuacién de evolucién temporal, para | ¥(¢) ) se tendra

- Z | ¢E, ) (P8, | ‘P)e_iEnt/h :

puesto que cada componente evoluciona segun (3.70). A pesar de que | ¥(t) ) puede ser una

funcion de estado del sistema, no es un estado estacionario ni un autovector del Hamiltoniano.
Al realizar una medicién de energia del sistema descrito por la funcién de estado | ¥(¢) ),

de acuerdo al postulado 3, se obtendra siempre un autovalor del operador correspondiente,

en este caso del Hamiltoniano. El autovalor E, se obtendrs con probabilidad | ( ¢, | W) |*.
Para | W(t)) el valor esperado de la energia es:

(B) =D (g, )e™"(op, |H|dp, ) dp, | V)e B

n,m

=S (W] g, ) BB, 6, (b, | W)

n,m

=S (V|5 ) Euldp, | V) ZElqun\\I’H

n
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Es decir, el valor esperado de la energia es igual a la suma de cada valor que se puede
obtener en una mediciéon multiplicado por la probabilidad de obtener ese valor. El resultado
es independiente del tiempo.

Si la funcién de estado de un sistema es | ¥(t) ), entonces el valor esperado de un operador
A arbitrario, en general, si depende del tiempo. En efecto:

(A)(t) = (W() [ A]W(1))
- Z< Vo, )Aum(oE, |V >ei(En—Em)t/h 7

donde Anm = <¢En | A | (bEm >

3.17.1 Operador de Green.

Encontremos el operador y la funciéon de Green en términos de las funciones de onda tiempo
independientes. Para ello consideremos la evolucién temporal de un estado | ¥(0) ):

| V() = Z |65, Ye M g, | U(0)) .

Se observa que definiendo el operador de Green por

G(t)=> |oén, e " ¢p, |, (3.71)

se encuentra que
[ U(t)) = G(t) | (0)) -
Con esta definicion, la funcion de Green queda
G(F, 7' t) = (7| G (t)|7")
= Z<F| ¢p, e P Gp, [ T') (3.72)

En el limite ¢t = 0, tal como debe ser, se recupera la delta de Dirac:

G, 7,0) =Y (7ldp, )(dm, |7') = (F|F') = 6(F = 7).

n

Mostraremos a continuacién que la expresién (3.71) coincide con el resultado obtenido en
la seccién 3.12. Se tiene

GO =3 |én, e B g |
= Z e E G ) b, |
=" g ) o, |
— Y g, ), | =

resultado que coincide con la ecuacion (3.55).
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3.17.2 Funciones de onda reales.

Finalmente, mostremos que si el Hamiltoniano es real en la representacién de coordenadas, las
autofunciones de la ecuacion de Schrodinger tiempo independiente siempre se pueden elegir
de manera que sean reales.

Consideremos las autofunciones 1z, (7) del Hamiltoniano tiempo independiente H, es
decir,

Realizando una conjugacién compleja de esta ecuacién y usando la hipétesis de que H = H*,
se deduce que

Hyy, (7) = B, (7)

o sea, 1, (') también es solucién de la misma ecuacion de Schrédinger, con el mismo auto-
valor. Por supuesto que una combinacién lineal de las dos funciones anteriores también es
solucion. Luego, si el espectro de energia es no degenerado, usando una combinacion lineal
adecuada de las dos funciones g, (') y ¢, (), siempre se puede encontrar una autofuncién
del autovalor F,, que sea real. De aqui en adelante siempre supondremos que elejimos las
funciones de esa manera cuando el espectro es no degenerado. Note que si la funcién de onda
es real, la corriente de probabilidad 7'(7) = 0, o sea, para estados estacionarios no degenerados
no hay corriente de particulas.

Si el autovalor FE, es degenerado, siempre es posible elegir combinaciones lineales de
manera de obtener una autofuncion real, pero no siempre es conveniente hacerlo.

Ejemplo:

Consideremos el caso de una particula libre en una dimension. En ese caso el espectro es
continuo todos los valores positivos de E son autovalores del Hamiltoniano con degeneracion
doble. Las ondas planas

\I’E(:B,t) _ ei(k:x—wt) _ \I]E(f) e—iwt ’

qu(l‘,t) _ ei(—lm—wt) — \IJE(ZL‘) e—iwt 7

que viajan en la direccién +2 y —2 respectivamente, son dos autofunciones linealmente inde-
pendientes correspondientes al autovalor E = (hk)?/2m. A pesar de ser funciones complejas,
son éstas las funciones que deben usarse para representar ondas planas con corriente no nula.

Dos funciones reales, linealmente independientes, autofunciones de H para el mismo au-
tovalor E (pero de corriente nula) son:

Uy = U+ g,

v =i (v -y) .
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3.18 Degeneracién del espectro y simetrias.

En esta seccién repetiremos algunos de los desarrollos hechos en la seccién 3.4, ilustrando los
resultados con un ejemplo concreto.
Comenzamos recordando un teorema que se demostré en la introduccién matematica.

Teorema 3.4 Sean A y H dos operadores autohermiticos. Si los dos operadores conmutan
entre si, entonces existe una base de J, cuyos elementos son simultaneamente autovectores
de Ay H.

Sea A un operador autohermitico que conmuta con el Hamiltoniano H y consideremos el
operador unitario asociado a A definido por

U, = exp (—iMA/h) .

La demostracién de que U, es unitario es directa.

Como U, sélo depende de A y el Hamiltoniano conmuta con A se tiene que H conmuta
con U,. Es facil demostrar que en ese caso el Hamiltoniano es invariante ante Uy y que, en
forma andloga a las traslaciones temporales y espaciales, se cumple que

[A\H] =0 «— U,'HU,=H.

El conjunto de operadores {Uy}xer = Gy forman un grupo 2

Los operadores {U,} estdn estrechamente relacionados con la degeneracién del espectro
de energfa, es decir, con la existencia de varias autofunciones del Hamiltoniano H que tienen
el mismo autovalor de energia. En efecto, sea |1g) un autoestado del Hamiltoniano con
autovalor E. Mostremos que entonces U K% E) también es un autovector de H con el mismo
autovalor. En efecto (usando el hecho que Uy conmuta con H):

H (U, |¢g)) = UsH|vp) = UsE|¢p) = E (Uy|¢g)) -

Sin embargo, en general, no todos los vectores que se obtienen de un vector | g ) aplicando
el operador U, son necesariamente linealmente independientes (1.4.), lo cual tiene incidencia
en las propiedades de simetria de la funcién ¢ g(7).

Denotemos por {| E,a)} a los autovectores comunes de H y A, o sea,

H|E,a)=E|E,a) A|E,a)=alE,a) .

Si para F y a fijos existen dos o mas autovectores [.i., entonces existe un observable que
permite distinguir esta degeneracién, o sea, existe otro operador autohermitico B que con-
muta simultdneamente con A y H. Lo anterior se repite hasta que los nimeros cudnticos
E a,b,c, ..., especifican univocamente a los autovectores. Entonces tenemos que el conjun-
to de operadores H, A, B, C,... forman un conjunto completo de operadores compatibles.
Notamos que pueden existir operadores que conmuten con H, pero que deben excluirse del

2El grupo G puede tener varios “generadores”, es decir, varios operadores A, B, etc., que conmutan con
H. En tal caso los operadores unitarios son U(A1, Ag,...) = exp[—i(MA + 2B +...)].
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conjunto completo de operadores compatibles por no conmutar con todos los deméas operado-
res del conjunto (tales operadores sin embargo pueden tener mucha importancia; por ejemplo,
en el capitulo de Momento Angular éstos serdn los operadores “de subida y de bajada”.)

Ejemplo: Consideremos el caso de una particula libre en una dimensién. El operador Ha-
miltoniano es:

om

Para cada valor positivo E, la ecuacion de autovalores

I:IWE>:EWE>

tiene dos autovectores [.i. En la representacion de coordenadas dos vectores [.7. son

(x|¢§;)> = cos (kyz) 'y <x|w§§)> = sen (k,) ,

con k, = v2mE/h. Como cada autovalor de H es doblemente degenerado, existe un obser-
vable, en este caso la direccién en que se mueve la particula, que permite distinguir estos dos
estados. El operador autohermitico asociado a este observable es

k, _ P

‘kx| N |pr| .

A=
En efecto, [A, H] = (0 y los autovectores comunes a A y H son

(W) =B +) =0g)) +ilvg)) v vg) =B =) =og) —ilvg) .
En la representacion de coordenadas estos estados corresponden a las ondas planas
(z|yg)=et™® y (a|yp)=e"".
Los estados | E, +) y | E, — ) son autovectores de A y H y se tiene
AlE+)=+E+) v AlE-)=-|E-),

Los operadores H y A forman un conjunto completo de operadores de H.

. Qué autovectores se obtienen al operar con el operador unitario Uy = e /" sobre el

autoestado | ¢§§) )7
Unlw)) = 40 )

—i)\A 1 —
el (1up) +up)
_ % [efiAA/h’ E,—|—> + efi)\A/hl E, _>:|

1 ) .
_ 5 (G_M/h| E,—f—) _I_ez/\/h| E,—>) ]

Variando ) € R se obtienen los distintos autovectores de H con el autovalor E. En este caso
solo dos de ellos son [.3.
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3.19 EIl Wronskiano.

En lo que sigue y hasta el final de este capitulo nos limitaremos a la ecuacion de Schrodinger
en una dimension.
Con la notacién

27.2
o -k ’
2m
y
2m

la ecuacién de Schrodinger tiempo independiente en una dimension, es:

d?
[@ + k- U(x)] P(r) =0, (3.73)

Definicién 3.4 Sean i (z) y 19(x) dos funciones continuas. El Wronskiano de 11(x) y 1o (x)
es,

Ui() ¥h() | |

W (1, o) () = , = P1(@)y(x) — ta(a)ihy () -

() hy()

Propiedades:

1) W(thi,2) = =W (b2, ¢1).
ii) Si¢(z) y 1a(x) son linealmente dependientes entonces W (1), 19) =0 V.

iii) Reciprocamente, si W (1, 9)(z) = 0 Vx entonces ¢ (x) y ¥o(x) son linealmente depen-
dientes.

Demostracion Por hipdtesis

Urthy — Yol =0 .
Dividiendo por vy - 19 se obtiene
Y _ Y
Y1 by

o sea, las derivadas logaritmicas de las dos funciones son iguales:

d d

%lnwl(az) = %lan(a:) .
Integrando se obtiene

Iny(z) =Ines(z) + C,
de donde, ¢ (x) = A\a(x).
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iv) Si v (z) y 1o(z) son soluciones de la ecuacién (3.73) para el mismo valor de k%, entonces
el Wronskiano no depende de x.

Demostracion Por hipdtesis
d’ 2 2
{@—H{: — U(x)} P1(x) =0y {@—1—/6 — U(x)} Yo(x) =0
Multiplicando la primera de estas ecuaciones por ¥ (z) y la segunda por ¢ () se obtiene:

1?21//{ = (U - k2)¢2¢1 y ¢1¢; = (U - k2)¢2¢1 .

Restando una de otra se deduce que
0 = Yoty — W1ty
d / /
= %(@02@/11 - @Dﬂ/’Q)
d
=——W
dx (,QZ)M ¢2) )

es decir, el Wronskiano W (14, 1,) = constante.

v) Si¢(x) y e(z) son dos soluciones de la misma ecuacién de Schrodinger (3.73) y si el
Wronskiano es cero en un punto, entonces ¥ (x) y ¥o(z) son linealmente dependientes.

3.20 Condiciones de borde.

No todas las soluciones de la ecuacién de Schrodinger de un problema fisico son soluciones
fisicamente aceptables. Para que lo sean las funciones deben ser normalizables, o al menos
estar acotadas, es decir, [(x,t)] < A Vaz, con A fijo. Esta restriccién tiene consecuencias
importantes sobre el tipo de espectro de un problema fisico. Analicemos el comportamiento
de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger para x — +4-00.

a) Caso en que U(z) — k? > M? > 0 Vz > =z, es decir, el caso en que para ¥ — 00
la energia cinética es menor que la energia potencial, region cldsicamente prohibida, ver
figura 3.7. Escribimos nuevamente la ecuacién de Schrodinger en la forma (3.73):

d2
—— — (U(x) = k") | ¥(z) = 0.

dz?

Consideremos las soluciones particulares de esta ecuacién que satisfacen las condiciones

de borde
di(vo) =1, ¢1(x0) =0, y ¢arg) =0, ¢olag) =1

Note que tales soluciones existen. Por ser (3.73) una ecuacién diferencial ordinaria de
segundo orden, las dos funciones ¢; y ¢2 forman un conjunto completo de soluciones.
Toda solucién de la ecuacién (3.73) puede escribirse como combinacién lineal de tales
funciones.

Las soluciones ¢ () y ¢o(x) tienen las siguientes propiedades:
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U(X),

M2

20
L/ _

Figura 3.7: Representacion esquematica de la energia potencial y cinética para el caso en que
U(x) —k*> M? >0 Vx> x.

i) Vo >xo, ¢1(x) >0y ¢o(x) > 0, pues, de acuerdo a la ecuacién diferencial (3.73), las
segundas derivadas de la solucién tienen el mismo signo que la funcién (ver también
figura 3.8.

W(x)

0 N
Figura 3.8: Comportamiento de las funciones ¢, (z) y ¢o(x) para z > x.

ii) Las funciones ¢1(x) y ¢o(x) crecen al menos exponencialmente para x — 0.
Demostracién Las funciones ¢;(x) y ¢o(z) cumplen con

¢;ZM2(Z§1 Ve >z, vy ¢;2M2¢2 Vo > x, .

. . . ., "
Consideremos ahora las soluciones particulares de la ecuacién v = M?u, dadas por

uy(z) = cosh [M(x — zo)] v wug(x) = % senh [M(z — x,)] .

Las condiciones de borde que satisfacen son

ur(zg) =1, UII(I0> =0 y wus(z) =0, u;(xo) =1.
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Como uy , us y ¢1, ¢ satisfacen las mismas condiciones de borde en x = xg y las
segundas derivadas de ¢; , ¢ son mayores que las de u; , us para x > xq, se tiene

o1(z) > uy(z) = cosh [M (x — zo)] Vo > z0,
2(0) > uala) = 5 senb (Mo = )] V>

1
0 sea, para T > T,, ¢1 Yy ¢2 crecen al menos como ; exp(Mz).

iii) El Wronskiano W (¢1, ¢o)(z) = 1.

Demostracion ¢; y ¢, son soluciones de la misma ecuacion de Schrodinger, luego,
de acuerdo a un teorema anterior, el Wronskiano W (¢, ¢2) es constante. Basta
evaluarlo en un punto. Evaluémoslo en z = xy. Se obtiene

W (1, 62)(x0) = b1(x0)dy(T0) — P2(w0)dy (w0) =1 .

La solucién general de (3.73) se puede, excepto por un factor multiplicativo, escribir de la
forma

U(z) = ¢1(z) + age(z) acC.

Consideremos las funciones f(z) y g(z) definidas por
b1(x) _ ¢1(2)
T =5 ¥ W= 5w
Derivando estas funciones se obtiene
oy Db — e W(d, o)) 1 -
L 5 ER (1975 ) ERN
y
, G105 — D30,
7=y
_ [U(x) = K] (2)¢s(2) — [U(x) — K] da(2)¢) (2)
(¢a(2))?
_ [U) = B W (91, 60)(x)
(¢5(2))?
_ U(x) — #7] > M* >0 V>

(62(x))?  — (6y(x))?
por lo tanto, f(z) es una funcién decreciente para todo = y ¢g(z) es una funcién creciente
para x > xo. Para la diferencia f(x) — g(z) se tiene que

oy = O1@) 61(@) _ $185(x) — ¢y (2) ()
f(x) —g(x) @) A PNOTAE)
_W@Lo)@) _ 1 e

Ga(x) o) Pachy '
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Breves momentos de reflexién muestran que la tinica posibilidad para que g(x) sea crecien-
te, f(x) sea decreciente y la diferencia f(z) — g(x) tienda a cero, es que ambas funciones,
f(z) y g(z), tiendan a una constante I' (ver figura 3.9).

f,g

Figura 3.9: Comportamiento de las funciones f(z) y g(z) para z — oc.

Resumiendo: 3T € C tal que lim, . f(z) = lim, o g(z) =T.
Es claro que g(z) < I' < f(z). Restando I, se obtiene

glz)—-I'<0< f(z)-T. (3.74)
Pero
f(z) — T = f(z) — g(x) + (g(x) — ) < f(z) — g(x) = ﬁ ,
y
g(x) = T = g(z) — f(z) + (f(z) = T) > g(z) — f(x) = —ﬁ .

Reemplazando estas desigualdades en (3.74) se deduce que
1 1
020, S 0t
Consideremos ahora la solucién particular de (3.73) dada por

O(x) = ¢1(2) = Tha(w) = (f(x) = T) () .

<glz)-T'<0< f(z)-T (3.75)

Entonces

' (x) = ¢1(x) = Ty(x) = (9(x) = T) ¢a(w) -
Usando (3.75) se obtiene

Ly R
" @) <P'(z) <0< P(x) < @)
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a)

Pero ¢o(z) v ¢y(z) tienden, para x — 0o, a oo en forma exponencial, luego ®(z) es
positivo y tiende a cero exponencialmente. Cualquier otra solucién de (3.73) diverge. En
efecto, consideremos la solucién

O(z) = ¢1(x) — Cpa(2) ,
con C' # I, entonces ®(z) puede escribirse de la forma
®(x) = ¢1(x) — I'ga(z) + (I' = C)ga(x)
®(z) + (I = C)a(z) = (' = C)da(2) .
i

Como ¢s(x) diverge, también ®(x) diverge.

Resumen:

o SiU(x) —k*> M? >0 Vx> xzy, entonces existe una solucién particular de la
ecuacién de Schrodinger (3.73) que decrece a cero a lo menos con la rapidez e=*,
Todas las demas soluciones divergen al menos como e?.

e Adicionalmente, si la solucién W(x) es positiva, su curvatura es positiva, y si es
negativa su curvatura es negativa. Esto asegura que nunca W(x) oscila para x — oo,
pudiendo a lo mas cortar una vez el eje.

Caso en que U(x) —k* < M? Vz > xg, es decir, el caso en que, para x — 00, la energia
cinética es mayor que la energia potencial. En este caso la curvatura posee signo distinto
a la funcién, lo que necesariamente lleva a oscilaciones.

Si la energia potencial U tiende, para x — 00, a una constante Uy lo suficientemente
rapido (més rapido que 1/z 4 Up), entonces la ecuacién de Schrodinger (3.73), para © —
00, queda como

dx?

d2
[— + (k% — Uo)] U(r)=0.
La solucion general de esta ecuacion viene dada por

U(z) = A,sen(v/k2 — U,z + ¢,)
donde A, y ¢, son constantes.

No consideraremos otros casos por el momento. Es importante hacer notar que los casos
y b) no cubren todas las situaciones que se pueden dar. En particular, deja fuera el

importante caso en que el potencial V(z) es periddico, situacién que se da con frecuencia en
el estudio de la materia condensada.

Hagamos algunas observaciones sobre el espectro de valores propios que presentan pro-

blemas unidimensionales que cumplen con las situaciones planteadas en a) y b).

U-‘r

Supongamos, para fijar ideas, que el potencial U(x) para x — +o0 tiende a una constante
y para & — —oo tiende a U~. Supongamos ademds que Ut > U~ y que U(z) tiene un

minimo U,, con U, < U~ (ver figura 3.10).

Podemos dividir el problema en tres regiones:
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oC
=y

Figura 3.10: Comportamiento esquematico de la energia potencial del ejemplo discutido en
el texto para establecer las caracteristicas del espectro de energia.

a)

k2> UT.

Si la particula es libre, tanto para para * — 400 como para r — —o0, entonces el
espectro de H es continuo y degenerado de orden 2. En efecto, en este caso, cualquier
solucién de (3.73) en las regiones asintéticas oscila entre dos limites finitos. Tal funcién
de onda se puede normalizar a la funcién § de Dirac. Como (3.73) tiene dos soluciones
linealmente independientes, el espectro resulta ser doblemente degenerado.

U <k*<UT.

Si U™ < k? < U™, entonces el espectro de H es continuo pero no degenerado. En efecto,
para x — 400 la inica solucién aceptable es la que decrece exponencialmente (ésta existe,
como se demostré al comienzo de esta seccién). Tal solucién oscila para z — —oo, decrece
al menos exponencialmente para r — +oo y es normalizable a la funciéon 6. Todas
las otras soluciones crecen al menos exponencialmente para x — 400, por lo tanto no
son aceptables, hay que descartarlas como soluciones fisicas. El requerimiento de que la
funcién de onda decrezca exponencialmente para r — 400 impone una condicién existe,
por lo tanto, sélo una solucién para cada energia.

U, <k®<U".

En este caso el espectro es discreto y no degenerado. En efecto, la solucién debe decrecer
al menos exponencialmente para r — oo y también para x — —oo. Esto impone dos
condiciones sobre la solucién, situacion que soélo se satisface en casos muy excepcionales
(lo que da origen a los niveles de energia discretos). El nimero de niveles discretos en un
potencial puede variar entre 0 e co.
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3.20.1 Continuidad de la funcion de onda.

En una region del espacio en que el potencial es finito, la funcién de onda, como también
su derivada (gradiente), es siempre continua. En efecto, supongamos que el gradiente de la
funcién de onda ﬁ¢(m) no es continuo en algin lugar. Entonces, al evaluar el Laplaciano
V2¢, se obtendran discontinuidades de tipo § de Dirac, lo que estarfa en contradiccién con
la ecuacion de Schrodinger

d? 9
0(w) = (K = U()o(x)

Si la energia potencial tiene saltos de tamafio infinito (por ejemplo, el potencial consta de
d’s de Dirac o estamos en lugares donde el potencial representa a una pared impenetrable),
entonces la derivada de la funcion de onda en esos lugares si tendra discontinuidades. La
funcién de onda ahi seguird siendo continua, pero es no derivable.
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3.21 Problemas

3-1) Definamos el operador Momento Angular por L=7Ffxp= (Ly, Ly, Ls), para este
operador se cumple que:

3-2) Demuestre que si B(x,p) es un observable cldsico con el desarrollo

B(z,p) = Z Brea p* .
k.t

El operador B = B(x, p) cumple

tiene como resultado

encuentre la relacion entre C'y C'.
3-4) Demuestre que en la ecuacién (3.45) el ancho o(t) viene dado por:

h2t?
4m2o?2

02(t) = 03 +

3-5) Encuentre los tiempos de dispersion para un dtomo localizado dentro de una region del
tamano de 1 [A ].

3-6) Un virus, jse comportard ya definitivamente como un objeto clésico?
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3-7) Demuestre que si un operador en el cuadro de Schrédinger depende explicitamente del
tiempo, entonces la ecuacion dinamica para el operador correspondiente en el cuadro de
Heisenberg es:

Ld L0 - S
zh%FH(t) = @hEFH(t) + [Fu,H] .

3-8) Considere el Hamiltoniano H = p2/(2m) + V(I), con su conjunto de vectores propios
| k) y valores propios Ej (espectro completamente discreto). Muestre que si |[1) es
cualquier ket propio, asociado a un valor propio Ej, se cumple:

-2

2m

Z(Ek—El)Hk’XU)

k
donde X es una componente cartesiana de r.

3-9) Una particula estd confinada al interior de una caja que estd dividida en una parte
izquierda y otra derecha por una membrana. Se cuenta con un detector que especifica
totalmente el estado actual de la particula, diciendo si se encuentra a la derecha o
a la izquierda del recipiente. (A estos dos estados se les puede llamar | D) y | 1),
respectivamente, y se les puede considerar base ortonormal.) El Hamiltoniano es

H=E(IXD|+|D)I]).

(a) Encuentre los autovalores y autovectores del sistema.

(b) Muestre que hay efecto tinel, es decir, que si en t = 0 la particula estd a la
izquierda, hay una probabilidad no nula de observarla a la derecha para ¢t > 0.
., Cuadl es la probabilidad de observarla a la derecha como funcién del tiempo?

(¢) Suponga que erréneamente se usa H = E(| D )( I |). Muestre que en tal caso no
se conserva la probabilidad.

3-10) Sea Ay el operador asociado a la medicién de cierta variable dindmica de un sistema
dado en la direccién 6. En cierta base, este operador esta representado por la matriz

A@Zl( cosf —zsene) '

2\ isenf —cosf

(a) ¢Puede Ay asociarse realmente a un observable fisico?

(b) Calcular los autovectores, ortonormalizarlos y verificar la completitud de la base
obtenida.

(c) (Cuéles son los valores posibles que se obtienen al medir este observable?

(d) Se mide A, (Ay—y) y se obtiene como resultado a; (> as.) Se vuelve a medir A..
.,Cual es la probabilidad de obtener ay?

(e) Se mide A, y se obtiene a;. Luego se mide Ay (6 arbitrario). ;Qué se obtiene?
.Hay algin 6 para el cual se obtenga as con certeza?
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f) Se mide A, vy se obtiene as. Luego se mide A/, v se obtiene a;. ;Qué probabilidad
. /
hay de obtener ay al medir A.?

3-11) Normalice los siguientes paquetes de onda y calcule ((Az)?) y ((Ap)?):

(8) w(a) = el
(b) V(@) = Hy(a/L)e=C2,

donde H,, es el polinomio de Hermite de orden n.

3-12) Muestre que (Azx) es igual al valor de @ que minimiza la expresién

V(a) = / V*(z + a)r*Y(z + o) dr
y que este minimo es
Vmin = <(A£IZ')2> = <.I'2> - <£C>2 :
3-13) Considere una particula cuya funcién de onda asociada, 1(x,t) en t =0 es
U(x,0) = (2rAzd) V4w /(@A)

Investigue la evolucién temporal (promedios, desviaciones cuadréticas) de este paquete
si, para t > 0, la particula se mueve bajo la accién de una fuerza constante. Interprete
en términos de los resultados clasicos. Compare con los resultados obtenidos para una
particula libre.

3-14) Considere el Hamiltoniano H = Hy+H, y su correspondiente operador de evolucién aso-
ciado U(t, tg). Sea Uy el operador de evolucién asociado al término Hy del Hamiltoniano.
Se define el cuadro de interaccién, intermedio o de Dirac, a través de los kets:

[9r(t)) = U3t to) | s (1) ) -

(a) Demuestre que ellos satisfacen la ecuacién
L d - y ot
Zh%“ﬂ](t)) :H]|'¢](t)> , donde H]:UOH1U0 .

(b) Encuentre el operador de evolucién de este cuadro, Us(t,t) y demuestre que satis-
face la ecuacién

d - ..
h—U;(t, ty) = H;U; .
Zdt 1(70) V71

(¢) Demuestre que en este cuadro los operadores satisfacen la ecuacién de evolucién

d - o . . S
ih—Qy = [Hg”, Q,] T QQS . donde H" = U{H, U, .
dt ot "),
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(d) Demuestre que U satisface la ecuacién integral

.t
Ur(t,to) =1— %/ H(t)Ur(t' t) dt’ .
to

3-15) (a) Para sistemas conservativos, muestre que si en ¢ = 0 el vector de estado |(t))
es un autovector del observable A asociado al autovalor a, entonces, para t > 0,
| 1(t) ) serd un autovector del operador Ay (—t) asociado al mismo autovalor a.

(b) Evalide los conmutadores

Pu(t), Zu(t2)] ,  [Pu(t),pa(t2)] , [Ta(t),Ta(t2)]] -



134 CAPITULO 3. LAS ECUACIONES BASICAS DE LA MECANICA CUANTICA.



Capitulo 4

Solucién de algunos problemas
unidimensionales.

4.1 El pozo infinito.

Consideremos una particula de masa m en un pozo de potencial (ver figura 4.1).

00 <0
V() =140 O<z<lL
00 L<z

0

Figura 4.1: Pozo infinito.

4.1.1 Autofunciones y energias.

La funcién de onda serd no nula sélo en el intervalo |0, L. Siz < 0 o bien si z > L la funcién
de onda es idénticamente nula debido al caracter altamente prohibido de tales regiones. Al
imponer continuidad a la funcién de onda se concluye que ¢(0) = ¢(L) = 0. En el intervalo
10, L[, la ecuacién de Schrodinger coincide con la ecuacién de una particula libre. Las energias

135
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Y

X‘

0 L
W

X‘

0 .

Or— >
£
X

Figura 4.2: Funciones de onda de los tres primeros estados de un pozo infinito.

y las funciones de onda normalizadas vienen dadas por

h2 2
"= 3 7;2(71—1—1)2 n=01,23...,
m
y
2 |
P () = \/;sen ((nz Mx) ze|0,L],
con

L
/0 d ()P =1 .

El espectro es no degenerado y discreto. En la figura 4.2 se muestran las funciones de
onda de los tres estados de menor energia.

Considere la funcion de onda designada con el rétulo, nimero cudntico, n y note que la
paridad de tal funcién respecto al punto x = L/2 es (—1)" y que el nimero de nodos en el
intervalo (abierto) ]0, L[ es n.

Este primer ejemplo ilustra bien cémo las condiciones de borde que debe satisfacer la
funcion de onda, que en este caso son ¥(0) = (L) = 0, implican la cuantizacién de la
energia. También es interesante notar que el espaciado entre estos niveles de energia depende
inversamente de la masa m y del cuadrado del ancho del pozo L. Asi, sim — oo o L — oo el
espectro se torna cuasi continuo, en concordancia con lo que corresponde a este limite hacia
el nivel clasico, donde imperan grandes masas y distancias.
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También cabe destacar que la minima energia no es cero, en contradiccién con la mecanica
cldsica, sino que Ey = h*mr?/(2mL?) > 0. Esto corresponde a la “energia del punto cero”, la
que se puede entender en base al principio de incerteza. En efecto, en este caso la incerteza
Ax en posicién es Az < L/2, lo que implica que Ap > h/(2Ax) = h/L. Como (p) = 0, sigue
que

(Ap)? _ @?) _ I
2m om — 2mlL?

Pero (p?)/(2m) = Eesn = E, ya que V(z) = 0 en la regién fisica. Luego este argumento
muestra que Ey posee cierta cota inferior, h?/(2mL?). En el presente caso hay un factor 72
de por medio.

4.1.2 Regla de cuantificacién de Bohr-Sommerfeld.

La regla de cuantificaciéon de Bohr-Sommerfeld requiere que
?{pdx:(n—i—l)h, conn € Ny .

Esta regla, de importancia histérica, da buenos resultados para algunos sistemas simples; no
obstante, falla en sistemas més complejos. En el presente caso se tiene que
P
E:2— y p==xVvV22mE
m

luego,
L
fpdsz/ V2mE dx = 2LV2mE = (n+ 1) h .
0

A partir de esta ultima ecuacion se deduce que

(n+1)2(27h)? _ w2h3(n +1)2

E, =
8L2m 2mL2

n=0,1,2,...,

expresion que coincide con el resultado exacto.

4.1.3 Ensanchamiento repentino.

Supongamos que el sistema se encuentra en el estado fundamental y que en cierto instante
to el pozo de potencial se ensancha bruscamente de L a 2L. ;Cual es la probabilidad de
encontrar el sistema, para t > ty, en el estado n?

Que inicialmente el sistema se encuentre en el estado fundamental significa que la funcién
de onda que describe la situacion fisica es
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Despiies de la expansién brusca las autofunciones y autoenergias del sistema son

- /1 1
v, = Esen<%) n=0,1,2...,

_ 5 n—+1\°
om(2L)?2 T\ 2 '

Al realizar una medicion de energia, de acuerdo al postulado 3, la funcién de estado “colap-

sard” a uno de los estados ¥, siendo la probabilidad de encontrar el sistema en el estado n,
después de la expansion repentina,

P =] { T |40) [ 2
- ' 2 o (DT o (7

0 si n impar # 1
=1{1/2 sin=1

) 2
272 (("—“) - 1> si n par

2

Por supuesto que se debe tener que

n=0

0 sea,

1 2 1
§+FZ—:1'

2
(n+1)?
gggr < 4 1)

Esta ultima relacion es verdadera, ya que, efectivamente,

n>0
n impar
Ejercicio: (Problema 4-1) Verifique esta iltima expresién numéricamente.

Debido a que la particula no realiza ningin trabajo (estamos esencialmente en presencia
de una expansion libre), el valor esperado de la energia de la particula debe mantenerse
constante. Antes de la expansion, el sistema se encuentra en un autoestado de energia Ej,
teniendose, por consiguiente, para el valor esperado:
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Después de la expansién el valor esperado de la energfa es la suma de los autovalores E,
multiplicada por la probabilidad de obtener tal autovalor en una medicién de energia, o sea,

-y rE
La igualdad del valor esperado de la energia antes y después de la expansion implica que
=> E.P,.
n=0

Usando las expresiones que tenemos para las probabilidades P, y energias F,, la ultima
ecuacion queda

1:ZPR(”

4(n+1)?
7'['2; (n+1)2—4)2

n par

Esta tltima relacion es verdadera ya que, efectivamente,

Y ot

2 _ 12 4
n>0 (n 4) 4
n impar

Para una expansion brusca, también la podriamos llamar expansion libre, la energia in-
terna se conserva. Antes de la expansion el sistema se encontraba en un estado bien definido;
después de la expansion el estado del sistema viene dado por una mezcla de autoestados y
s6lo podemos establecer probabilidades de encontrar el sistema en uno u otro de los autoesta-
dos al realizar una medicién de energia. En cierto modo, esta pérdida de informacion puede
vincularse a un aumento de la entropia del sistema.

0 | 32/(97%) = 036035 (~36%)| 1/4 | 0.09006
1 1/2 = 05 (50%) | 1 | 0.50000
2 |32/(257%) = 012969 (~13%)| 9/4 |0.29180

3 0 = 00 0%)| 4 0.0
4 32/(217%) = 000735 (1% <) | 25/4 |0.04594

5 0 = 00 0%)| 9 |00
0—51] 0.99729 (~99.7%) 0.92780
(~ 93%)

Tab_la 4.1: La tabla muestra el resultado de P,, la suma »_ P,, la energia E, y la suma
> E, P, para los primeros 6 estados.
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4.1.4 Ensanchamiento adiabatico.

Supongamos ahora que el sistema se encuentra inicialmente en el estado fundamental y que
procedemos a ensanchar el pozo de L a 2L adiabaticamente. Esto lo realizamos moviendo la
pared derecha del pozo N-veces bruscamente en L/N y pasando luego al limite N — oo,
JEn qué estado se encontrara el sistema después del ensanchamiento?

Ensanchemos el pozo lentamente, en N pasos, desde La L = L+AL = L+L/N = L(1+
+)=L(1+¢) con € << 1. Después de un ensanchamiento infinitesimal las autofunciones

N
y energias son

_ R*(n+1)*x? _ 2 m(n+1)x
ETL = W y vy \Ijn(x') = —= S€n T .

Calculemos la probabilidad de que el sistema siga en el estado fundamental después del
ensanchamiento. Tal probabilidad viene dada por

= % /OL sen (%) sen <L> dx (4.1)
Note que
sen <%> = sen <L _7;2_ L) ~ sen (%(1 - %))
= sen (W—Lx(l - e))
= sen (W—Lx> + %6 cos <%) + 0(€%). (4.2)

Luego, reemplazando (4.2) en (4.1), se obtiene que

P 4 /Ld 2 <7r:c> L /Ld (3:77) (m:) ?
= — r sen’ | — — r x sen|— ) cos|—
LL | J, L L J, L L
4 L 7w [F 2rx 2
N —=<{ — 4+ — dr x sen | —
L2 2L ), L

+
h
3
h [}
I~
VRN
N
ﬂw‘b,‘\.,
2}
D
=
VRN
b‘l;f
K
N——
|
8
~| g
(@)
@]
[0}
VR
h|[>\13
K
N—
N—

R 2
N —
_l’_
h
3
hﬂ\
]
S
——

N——
[\o}

/N
—_
+

N

N—
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Pero

L 1
—_ = — e = %1— O 2
I L—-L+L 1+AL 1+« €+0(€),

luego,

e (e ) (-9 () - 00

A partir de este resultado se deduce que, al ensanchar el potencial N—veces, la probabilidad
de que el sistema quede en el nivel fundamental es

P=(1+0(A))? (1+0()? ... (1+0()’

N J/

VvV
N veces

~1+ NO(?) =01
pues € = 1/N.

Concluimos que al ensanchar el pozo adiabaticamente no hay transiciones. El sistema
seguird en el estado en que se encuentra, y la funcién de onda se ajustara adiabaticamente a
la nueva situacion. Que el sistema siga en el mismo estado, en cierto modo significa que la
entropia del sistema no cambia.

La energia del sistema, por otra parte, si cambia. Inicialmente era Ey = h*n?/(2mL?)
mientras que al finalizar la expansién es Ey = h?m?/(8mL?).

Esto es analogo a la expansion adiabatica de un gas en un pistén; la energia interna del gas
disminuye, pues el piston realiza trabajo pero la entropia no varia. El proceso de expansion
adiabatica es un proceso reversible. También en este caso podemos comprimir nuevamente
el pozo potencial adiabaticamente y recuperar el estado inicial 1.

4.1.5 Presion y trabajo.

L Qué “presion” ejerce la particula sobre la pared del pozo? En el caso unidimensional consi-
derado en el presente problema, el concepto de presion es equivalente al de fuerza promedio.

Supongamos que el sistema se encuentra en un estado, no necesariamente estacionario,
dado por la superposicion

|\I]>:ZCn|wn>a

con Y. |Cy|* = 1. El valor esperado de la energfa es entonces

m2h &
(E) = E; =) |Cul* By = 55 > Gl (n+1)%.
n n=0

Hemos denotado al valor esperado de la energia que el sistema tiene inicialmente por la letra
E;. La presion, o fuerza promedio F' se calcula usando la expresion

O(E)

F==21

wh?* 2 9 :
=+ -ﬁ;m (n+1)*,
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de donde,

j
L
Es interesante notar que clasicamente se puede obtener el mismo resultado con una ar-
gumentacién completamente distinta. Sea Ap el cambio de momento que ocurre al chocar la
particula eldsticamente contra la pared y sea At el tiempo entre 2 colisiones (contra la misma
pared), entonces

F_Ap_ 2p 2pv 2 p? _2F
At (2L/v) L2 L2m L

Calculemos ahora el trabajo realizado por el sistema al ensanchar adiabaticamente el pozo
de L a 2L. Este viene dado por

2L 3
W_/ FedL (4.3)
L

Escribimos la fuerza F de la forma

_ 2 h? ) ,\ 1 A 2E

n=0

donde A es una constante que no depende de L (note que E; si depende de L). Sustituyendo
esta expresion en (4.3), se obtiene

2L !
iU’ A[1 1
W=A bl _ 4 _
/LL’3 2(L2 4L2>

_ 34 _ 3,
812 4

Este resultado debe compararse con la energia perdida por el sistema, que viene dada por

E—Ey =Y |Cu’E, =) _|CW]E,
= Z ‘CnP(En - En)
n=0
_ Z‘C ’2h2w2(n—l— 1) 1 1
~ " 2m L2 (2L)?

3 h2m2n?
=72 1GI

2m L2
3

- _Ei-
4

Ambas magnitudes coinciden.
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4.2 Estados ligados en potenciales unidimensionales.

Mas alla de las consideraciones hechas en la seccion 3.20, queremos entregar informacion
adicional sobre los estados ligados a un potencial V(x). Consideraremos sélo casos para los
cuales V(z) —— 0.

|z|—o0

4.2.1 Analisis dimensional.

Siempre es posible encontrar una escala tipica de distancia que caracteriza el intervalo de
variacion del potencial.

En el caso homogéneo, V(x) = Wy|x|*, se puede usar el teorema del virial para encontrar
esta escala tipica de distancia. Segin dicho teorema, para estados estacionarios,

2T) = <xa(v9;x)> .

Estimamos el lado izquierdo con el principio de incerteza

h? h?
2T ~ 2 = .
2m(Ax)?2  ma?

Para el lado derecho se tiene

oV o|x|*
() (T it v

Con estas estimaciones y el teorema del virial sigue

aa+2 — hQ
amWy '
y
h? T|o
Vi) = —— |-
(z) ama? la

En general, podemos escribir V' (z) = Vyv(z/a), donde v(€) es una funcién adimensional y V;
encierra una magnitud tipica del potencial. Definimos los pardmetros adimensional £, A y 1
a través de las relaciones
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Note que vy = Vy/Ey, donde Vj es la magnitud tipica del potencial y Ej esté relacionada con
la “energia del punto cero”. Con los parametros adimensionales, la ecuacién de Schrodinger
queda

0 2 2
s +Au(©)] 1O = vu(g
El espectro de autovalores de esta ecuacién viene dado por una secuencia de constantes
numéricas \; < Ay < A3 < ..., las cuales sélo dependen del pardametro adimensional 1.
Conocidas estas constantes numéricas tenemos el espectro de energias
o 2
E, = —5.3 Ao = —Eg\, .

Asi, la secuencia de niveles F,, depende inversamente de la masa y del cuadrado del “ancho
medio” de la funcion de onda. Esto tltimo indica que, para comprimir un sistema, es necesario
entregarle energia, ya que sus niveles de energia se incrementaran. En el caso de potenciales
homogéneos, el ancho a depende de la masa m, teniéndose

. B2\
En = —(OéVVO>D‘7Jr2 (—) )\2 .

m n

[lustremos las ideas anteriores con un ejemplo. Para una particula de masa m y carga
—e interactuando con un nicleo de carga Ze el potencial “Coulombiano” unidimensional es

V(x) = —e?Z/x, donde e es la unidad elemental de carga y Z es la carga nuclear. En este
caso @ = —1 y Wy = —e%?Z. En lo que sigue usaremos el radio de Bohr y la constante de
Rydberg
h? o h?
= =0.53 [A R, = = 13.6 [eV
Qo me 62 [ ] ’ Y 2me CL(Q) [e ] )

donde m, es la masa del electron. Nuestras estimaciones provenientes del analisis dimensional
arrojan para la escala tipica de distancia y el espectro de energia el resultado
Me

Zm

a = ap ,

m
E, = EZ2Ry>\i :

Al estudiar el atémo de hidrégeno en un capitulo posterior se encontrard que A\, = 1/n y que

estos resultados siguen siendo validos al extender el problema al espacio fisico R3.

Estos resultados son muy interesantes, pues permiten hacer predicciones mas alla de todo
calculo detallado. Por ejemplo, permite predecir el orden de magnitud de las energias de los
electrones atémicos, ~ 10 [eV] para dtomos livianos y unos 100 [keV] para los estados mas
ligados de los atomos estables mas pesados.

Las ecuaciones anteriores también muestran que la energia crece y el radio medio decrece
al aumentar la masa m. Por ejemplo, en los dtomos muonicos un electréon es reemplazado
por un muon, para la masa del muén se tiene m,, ~ 205 m.. En ese caso los radios orbitales
llegan a ser del tamano nuclear teniéndose, por consiguiente, un efectivo catalizador de las
“reacciones de fusién fria” del tipo d + t — *He + n.
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4.2.2 Potenciales singulares.

Consideremos un potencial del tipo

0
Vv = ——
(@) = ~5
con 3 > 0, de modo que V' (0) = —oo. Un ejemplo de un potencial de este tipo es el potencial

Coulombiano. En este caso no es obvio a priori que exista un tamano finito para la funcion
de onda de minima energia. Estudiemos el problema con mayor detalle.
Sea U(z) una funcién de onda y pongamos

1 T
\Ij - a <_) ’

(z) NAAY

donde, f(§) es una funcién fija y a es una medida del ancho de la distribucién de probabili-

dades. Es inmediato concluir de acd, y del hecho que W(400) = 0, las siguientes expresiones
para los valores esperados de la energia cinética y energia potencial:

)=~ [ ()

o0
2
h2

2 +o00
__h / d¢ ofl” _
2ma?® J_ o o0& 2ma?
2 _ _WO

W= [ au@ e =20 [ iror- -1t

00 o €7

donde I' y €2 son constantes numéricas independientes de a. De acd sigue para el valor
esperado de la energia total

I >0,

h? W
-~ 2ma? aP
Minimizando esta expresion respecto a a obtenemos el minimo posible para la funcion de
onda. Se verificard luego que todo autoestado satisface esta condicion de minimo. En el
presente contexto nos interesa saber si es fisicamente posible el “colapso” de la funcién de
onda a tamanos puntuales.

De (4.4) se deduce que, para [ < 2, la energia llega a un minimo cuando

)+ vy =0,

(E)

Q. (4.4)

es decir, cuando se cumple el teorema del virial. En este caso, para el minimo ancho posible
de la funcién de onda del estado fundamental se obtiene

B2 pYe-s)
(min = |:2mW0 §:| '

Este resultado para = 1 explica por qué un electron no cae al nicleo atémico: una vez
alcanzado el minimo ancho posible (lo que ocurre cuando a es del orden del radio de Bohr)
la energia total del electron empieza a aumentar ante ulteriores decrecimientos.

Si B > 2, de la ecuacion (4.4) se deduce que la energia minima es (E) = —ooy a =0, o
sea, la funcion de onda colapsa concentrandose en el punto x = 0. Tales potenciales carecen
de sentido fisico, aunque existen fenémenos naturales reminiscentes de esta situacién.
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4.2.3 Potenciales simétricos.

Consideremos una particula moviéndose bajo la influencia de un potencial simétrico respecto
al origen, es decir, que cumple con V' (z) = V(—z). La ecuacién de Schrodinger es

[_h_Zd_Q +V(z) - E] Up(x)=0.

2m dx?
Al realizar el cambio de variable xt — —x en la ecuacién de Schrodinger y usando la simetria
del potencial, se obtiene

4 V(2) - E] Up(—2) =0,

es decir, si Ug(z) es solucién entonces también lo es U (—2z) para el mismo autovalor. Tam-
bién seran soluciones las combinaciones lineales

Wh(r) = ¢ (Vu(r) £ ()] (45)
Por supuesto que estas funciones son autofunciones del Hamiltoniano
H g (z) = EVg(x)
y cumplen con
UE(—z) = +VE(z) .

De este modo, si V(z) = V(—x), los autoestados de energia pueden elegirse con paridad
definida ante la inversion. De este argumento parece desprenderse que el nivel E es dege-
nerado, lo que es en general erroneo en el caso de espectro discreto. Lo que ocurre es que
la solucion posee una paridad definida a priori, siendo idénticamente nula alguna de las dos
combinaciones lineales de la relacién (4.5). Esto se visualiza mejor al resolver por separado
la ecuacién de Schrodinger para soluciones pares e impares; es extremadamente improbable
esperar que los dos espectros asi obtenidos tengan coincidencias.

4.2.4 Ejemplo ilustrativo.

Para ilustrar algunos conceptos generales consideremos el potencial (ver figura 4.3)

B 0 si |z|>a/2
V<$)_{—Vb si x| <a/2

Recurriendo a los conceptos ya desarrollados, pongamos

h2

E=— A\
2ma?
y
h2
Vi v
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V(x)

NS N

Figura 4.3: Grafico del potencial usado en el ejemplo ilustrativo.

Por estar interesados en estados ligados estamos restringiéndonos a las soluciones con energia
negativa. Introduzcamos también la coordenada espacial adimensional £ = x/a y el vector
de onda adimensional k a través de
2 h’ 2 2
2ma? (Vo ) 0

Como E > —Vj se tiene que k? > 0.

Debido a que el potencial es simétrico respecto a x = 0, basta resolver el problema para
¢ > 0 e imponer la condicién ¥(0) = 0 para las soluciones impares y 0¥ (0)/0¢ = 0 para las
soluciones pares. Las soluciones satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales:

0? 9 .
(~ge - ) w© =0 sc<i

2
(—68—52 + /\2) V(E)=0 si&>1/2.
Para £ > 1/2, existe sélo una solucién aceptable, teniendo ésta la forma Aexp (—X) ,
la exponencial asintéticamente creciente debe ser descartada. En la region 0 < & < 1/2,
la solucién de la ecuacién de Schrédinger es sinusoidal y del tipo B cos (k€) o Bsen (k€).
Ambas soluciones son aceptables, la primera dando origen a las soluciones pares y la otra
a las impares. Sin embargo, no existen soluciones para cualquier valor de k. En efecto,
en & = 1/2 la funcién de onda y su derivada deben ser continuas, es decir, la derivada
logaritmica debe ser continua, condiciéon que solo se cumple para ciertos valores discretos de
k. Analiticamente, la condicién de ensamble de la funcién de onda entre las dos regiones lleva
a las relaciones

k A - k2
tan (§> =7 = VOT ., para las soluciones pares, (4.6)
Yy
k — A - k2
tan ( 5 W) =7 = VOT . para las soluciones impares. (4.7)
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- - |
T 4 8 A,
Figura 4.4: Solucién gréfica de la ecuaciones (4.6) y (4.7). La linea monétonamente decre-

ciente corresponde al lado derecho de las ecuaciones. Las demas lineas corresponden a los
lados izquierdos ,las lineas cortadas para las soluciones impares y las lineas llenas para las

pares.

Estas ecuaciones se pueden resolver graficamente (ver figura 4.4).

Se encuentra que siempre existe al menos una solucién. Las soluciones kg, ki,..., etc.,
cumplen con

O<ky<m<ha<2n<...<kn<vy<(N+1r. (4.8)

El niimero total de estados ligados es N 41 = [vy/7] + 1, donde con el simbolo |...] se denota
la parte entera. Usando la definicién de 1 se obtiene

2mVya?
h?m?

# total de estados ligados = 1 + (4.9)

La energia de los estados ligados viene dada por

2

E2<0 n=0,1,...N,

E,=-V
ot 2ma? "

y las funciones de onda cumplen con
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Conclusiones:

(a)
(b)

En este ejemplo el niimero de estados ligados es finito, el crece con V), m y el ancho a.

El estado fundamental es par y no tiene nodos (no se consideran como nodos el cero que
tiene la funcién de onda para & — +00). A medida que las autoenergias aumentan, la
paridad de las funciones de onda correspondientes se alterna, mientras que el niimero de
nodos crece en una unidad de nivel a nivel.

Supongamos por un momento que se cambia el origen desde el cual se miden las energias,
ubicandolo en el minimo del potencial. En ese caso las energias de los estados ligados
vienen dadas por E, = h%k2/(2ma?). Usando la ecuacién (4.8) y comparando con las
autoenergias F>° que obtuvimos en la secciéon anterior para el pozo infinito se encuentra
que las energias del pozo finito vienen acotadas superiormente por las del pozo infinito,
es decir,

Ey<EF <E,<EFX<Ey<Erf<....

Esto puede explicarse recurriendo al principio de incerteza: En el caso del pozo infinito
se cumple rigurosamente que V(§) = 0 si |z| > a/2; en el pozo finito se permite que
la particula incursione fuera de la regién cldsicamente permitida, lo que aumenta A,
bajando asi la energia cinética.

Si Vo — o0, los primeros estados ligados casi coinciden con los del pozo infinito; de
hecho, en tal limite las funciones de onda se anulan muy rapidamente al salir de la regién
clasicamente permitida. Esto establece un puente entre el caso idealizado de la primera
seccién (Vy = 00) y el presente caso, mas real.

Si Vp — 0, siempre persiste un estado ligado. Esto es una peculiaridad de los potenciales
puramente atractivos en una dimensién, no siendo valida para potenciales tridimensio-
nales.

La ecuacién (4.9) establece un criterio intuitivo para establecer cuando un potencial es
“débil” o “fuerte”. Llamando

2.2
A, = hem

2ma? ’

esto es una especie de “energia del punto cero” se tiene

# total de estados ligados — 1 = [ V' Vo/Ag ]

Si Vo < Ag hablamos de potenciales débiles, pues ellos son “rebalsados” por la energia del
punto cero. En dimension 3 tales potenciales débiles no tienen estados ligados y afectan
muy poco a una particula en un problema de scattering.
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A
V()

Xi A B %

J
Vmi n

Figura 4.5: Potencial usado para discutir el comportamiento de las soluciones.

A

4.2.5 Consideraciones semiclasicas.

En esta seccién haremos algunas consideraciones no rigurosas, pero que nos aportaran infor-
macién cualitativa sobre los autoestados de energia ligados a un pozo atractivo unidimensio-
nal.

Clasicamente, el momento de una particula de energia £ en el punto = viene dado por *

Petas(7) = /2m(E — V(z)) .

Usando el principio de de Broglie en este contexto semicldsico, tenemos que la longitud de
onda de la particula depende de x segin la relacién p(x) = h/A(x). Aproximemos los puntos
de retorno cldsico, es decir, los puntos donde p(z) = 0, como nodos de la funcién de onda
(ésta es una consideracién completamente valida en el limite m — oo). En la figura 4.5
estos puntos son A y B. Debemos imponer, por lo tanto, que existe un nimero entero de
longitudes de onda entre los puntos A y B, es decir,

B
/ A 123
A M)

Usando la relacion de de Broglie sigue

/B dr\/2m(E -V (z)) =nh . (4.10)

A

Esta condicion es similar a la regla de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld. Las presentes
consideraciones tienen validez para los niveles muy excitados y m — oo.

IEsta, expresién tiene sentido cuantico en la medida que podamos construir paquetes de ondas suficiente-
mente estrechos en torno a Zz, y cuya dispersién de momentos sea despreciable en comparaciéon al momento
medio (p), de modo que

(p*) _ (B

~

2m 2m

T =

donde Z es la posicion media del paquete.
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Consideremos lo que ocurre con el dltimo nivel excitado que atin esta ligado. Supondremos
que para tal nivel la energia F ya es muy cercana a cero en comparacion con la profundidad
del potencial. De este modo, la tltima ecuacién se puede aproximar en la forma

1 [T
E/ dx A/ 2m(=V (z)) = Niotal = {# total de niveles ligados} , (4.11)

donde se ha supuesto que V(x) < 0 Vz; y V(z) — 0 si 2 — Fo00, de modo que los puntos
de retroceso estan en +oo. Esta expresion sugiere que un pozo posee un nimero finito de
niveles ligados si V() se anula méas rdpido que 1/z*. Es decir,

2V (z) 2230, 0 = Existe un nimero finito de estados ligados . (4.12)

Una grosera estimacién de este nimero la tenemos al aproximar (4.11) por

1 [2mVya?
E \/ 2m%a = Tﬂi = Ntot .

Esta expresion es muy similar a la relacion encontrada en la subseccién anterior.

Si el pozo no cumple con la relacién (4.12), entonces existe una secuencia infinita de
niveles ligados, al menos en el limite m — oo.

Consideremos ahora el potencial

con 8 < 2. Pensemos nuevamente en un nivel muy excitado con energia cercana a cero y con-
temos el nimero de nodos de la funcién de onda asociada a él. Como ya hemos mencionado,
el nimero de nodos ordena los niveles ligados del sistema, de modo que si los ordenamos en
orden creciente:

EFy<BEi<EBEy<...<E,,

al nivel F,, le corresponden n nodos. Los puntos de retorno clasico para esta energia vienen
dados por

—%) " (4.13)

Aproximemos (4.10) por su forma asintdtica a partir de cierto punto zg:

o) =2 [ e[ mmy [(%)5 - (i)ﬁ

2 [2mW, (!
S u / d§ \/§ P — 1+ (constante) (4.14)
n\l 572
R LIJ()/.TR

+ (constante)
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Cuando xg/xr — 0 en la ecuacién (4.14), y dado que § < 2, se tiene

D‘

2 /2
Sy WEWQ/O/ d¢ \/¢ P —1+ (constante)

~ 2y f2mWorl2? . MORIGS) .
P(%—f—l)

D‘II\D

Usando (4.13), despejamos la energia en funcién del niimero de nodos, obteniéndose para

n—oo

con

Aca Ey es

-
nd
_ 26

By o [WO <h2>]1/(2 B) ‘

En el caso limite § — 2 (y en el limite n — o) se verifica que

con

En ~ _EO e " s

hm
— \/57 s
“ mWo

Ey = Wy /22, siendo x( una distancia tipica a partir de la cual vale la forma asintética.
En el caso del potencial Coulombiano —Ze?/|z| se tiene 8 =1y Wy = Ze?, de modo que

con

Ey
Bn=m
Z%e'm
Ey = (cte.) =

Al encontrar el resultado exacto, la constante resulta ser 2.
Las consideraciones cualitativas desarrolladas en la presente subseccién se verificaran con
calculos numéricos que se desarrollaran a continuacion.
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4.2.6 Analisis numérico de la Ecuacién de Schrodinger.

En la presente seccion haremos una somera descripcién de un método numérico para encontrar
el espectro de los estados ligados a un potencial atractivo unidimensional. Como subproducto
de este andlisis confirmaremos algunos de los resultados adelantados en las subsecciones
anteriores.

Escribamos el problema de autovalores en la representacion de posicion

9*P _2m

oz = 2 V(@) — Ee(x) = U(E,2)2(z) (4.15)

Como se mostré anteriormente, la funcién de onda ®(z) se puede elegir siempre, y asi lo
supondremos aqui, real. De la relacién (4.15) se concluye que la curvatura de la funcién de
onda tiene el mismo signo de la funciéon de onda en una region clasicamente prohibida y el
signo opuesto en una regién clasicamente permitida.

Trabajemos con un ejemplo concreto: consideremos el potencial mostrado en la figura 4.5
e indiquemos una forma de proceder para encontrar los estados ligados a tal potencial. Las
soluciones que buscamos deben tender a cero para |r| — oo. Al tratar el problema en forma
numérica no se puede imponer esta condicién (en x = +00), debiéndose aplicar para valores
de z finitos. Para una energia fija, busquemos dos puntos, uno al lado izquierdo y el otro
al lado de la regién cldsicamente permitida. Si esos dos puntos, llamémoslos x; y xy, estan
ubicados en regiones altamente prohibidas, la probabilidad de encontrar la particula en la
vecindad de esos lugares serd despreciable y, por lo tanto, podemos modificar el potencial
para z < x; y ©* > xy , reemplazdndolo por 400, es decir, encerrando la parte relevante del
potencial entre paredes impenetrables. En otras palabras, en lugar de buscar las soluciones
que para |z| — oo se anulen, buscaremos las soluciones que se anulen en x; y xy.

Para integrar la ecuaciéon de Schrodinger, usamos la expansién de Taylor de segundo orden
para escribirla de la forma

2

P(x+ A) = 0(z) + D' (2)A + U(x)P(2) % : (4.16)
P'(z+A)=d'(x) + U(z)®(x) A . (4.17)

Estas ecuaciones permiten, en principio, evaluar la funcién de onda y su derivada en un punto
x 4+ A al ser conocidos sus valores en z. La integracién se comienza en z; con los valores
O(x;) = 0y ®(x;) = 1. El valor que tiene la derivada en el punto inicial es irrelevante
(mientras sea distinta de cero); esta observacién es evidente al recordar que un multiplo de
una solucion sigue siendo esencialmente la misma solucion. Conociendo la funcién de onda y
su derivada en el punto inicial, usando las ecuaciones (4.16) y (4.17), es posible encontrar los
valores de la funciéon de onda y su derivada en los puntos sucesivos x; + A, x; + 24, ... hasta
llegar a xy. Es decir, contamos en principio con un método para prolongar analiticamente una
solucién ®(E, z) desde x; hasta zf, para A — 0, el método deberfa ser exacto. Generalmente,
al seguir este procedimiento, la funcion de onda que se obtiene no se anulara en el punto final
xy. En ese caso se deberd repetir el procedimiento con una energfa E diferente. Realizando
numerosos calculos, variando la energia en forma sistematica, es posible encontrar las energias
y las funciones de onda de los estados ligados.
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Region Regi6n
convexa convexa _
Regién Region
concava concava
B X_
Xi -
Regién %
convexa

Figura 4.6: Comportamiento tipico de una solucién numérica de la ecuacion de Schrodinger
del potencial mostrado en la figura anterior.

Trabajemos inicialmente a nivel conceptual y analicemos la solucion que se obtiene me-
diante este proceso iterativo.

Para ello notemos que en la figura 4.5, la regién entre A y B corresponde a la regién clasi-
camente permitida; las demés regiones son clédsicamente prohibidas. Comenzamos integrando
la ecuacién de Schrodinger desde x = z; con ®(z;) = 0y ®'(z;) = 1. El proceso iterativo
lleva a una solucién coéncava (esto se desprende de inmediato de la ecuacién de Schrodinger)
en la regién cldsicamente prohibida [z;, A] Cuando pasamos a la regién cldsicamente permi-
tida, A < x < B, la funcién de onda inicialmente se torna convexa, lo que la hace declinar,
eventualmente anuldndose y cambiando de convexa a céncava cuando ®(z) se hace negativa.
Si el intervalo [A, B] es suficientemente ancho, y 0 < E — V(z) suficientemente grande en
tal regién, la funcién ®(z) puede cambiar varias veces de signo en esta regién clasicamente
permitida, dado que alli serd conicava si ®(F,x) < 0, y convexa si ®(F,z) > 0. La figura 4.6
ilustra esta situacién. Al pasar nuevamente a una region clasicamente prohibida, B < z < xy,
se pierde el comportamiento oscilatorio, pudiendo a lo mas tener un cero adicional en tal re-
gién, cosa que sélo puede ocurrir si la funcién de onda y su derivada difieren en signo en
x = B. Después de este posible cero la funcién de onda tiende a diverger. Asi, pues, en
general la funcién ®(FE, z) tiende a oscilar en regiones cldsicamente permitidas, y a diverger
en regiones prohibidas. Luego, para una energia arbitraria £ no se satisfard la condicién de
borde ®(z;) = 0. Debemos ajustar cuidadosamente E para conseguir tal igualdad (asociada
a la condicién fisica ®(z = c0) = 0).

La figura 4.7 muestra esquematicamente lo que ocurre con la funcién de onda a medida que
aumenta la energia. Cuando la energia es suficientemente baja, casos Ey, Fy y Ej3, la funcion
de onda no tiene nodos. Al incrementarse suficientemente la energia, digamos F = FEy, la
funcién de onda ya posee un nodo.

A primera vista podria pensarse que ®(F,x) puede adquirir bruscamente dos nodos, al
seguir un proceso como el esbozado en la figura 4.8; no obstante, tal proceso es imposible,
pues en algin momento la funcién y su primera derivada serian nulas. Esto tltimo, a su vez
implica que la funcién ® es nula en todas partes, la funcion de onda y su derivada en un
punto determinan de manera univoca la funciéon de onda en todas partes. Excluido este tipo
de procesos concluimos:
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Eq
d(Ey)

; region
Xi clasicamente %
permitida

Xi X
region
clasicamente E
permitida 5

Y

Figura 4.7: Comportamiento de la funcién de onda a medida que se aumenta la energia
E, < Ey; < E3 < ... Las energias de los autoestados se denota con €, n =20,1,2,...
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E
Xo

-
—

X

Figura 4.8: Grafico usado para mostrar que no puede aparecer un cero doble en la funcion
de onda.

El nidmero de nodos de ®(E,x) aumenta mondtonamente con E, incremen-
tandose de 1 en 1. Los nuevos nodos deben surgir por x = 400 (para evitar un
cero doble) y se desplazan de derecha a izquierda a medida que E se incrementa.

En realidad, la gran mayoria de estas soluciones ®(FE, x) carecen de sentido fisico pues
O(E, +00) = +oo; sblo tienen sentido fisico aquellos valores criticos de la energia donde
un nodo de ®(F,x) se encuentra en x = 400, en nuestro esquema de célculo numérico, lo
ultimo se aproxima por la condiciéon ®(E = ¢,,z¢) = 0. En la figura 4.7 se muestran algunas
de estas situaciones (las energfas denotadas por &,, n = 0,1,2,...). La primera solucién
aceptable se obtiene para €y, con F3 < g9 < E,. También se muestra un grafico de ®(FEs, x),
con E5 > FEy; dicha curva ya empieza a sugerir la aparicién de un nuevo nodo. También se
muestran los dos primeros estados excitados fisicamente aceptables con energias €; y €2, con
Es < g1 < Eg < e9; alli se ve claramente cémo los nodos se desplazan paulatinamente de
derecha a izquierda a medida que aumenta la energia, apareciendo los nuevos nodos desde
x = 4+00. De este modo, se cumple que:

La funcion ®,(x) = ®(e,,x) posee v nodos, exceptuando los nodos en f00;
acd estamos ordenando los autovalores en orden creciente: g < €1 < €9 < ...

Algunas consideraciones practicas:

a) Dado que al interior de una regién cldsicamente prohibida, la solucién ®(F,x) tiende a

diverger, el esquema de integracion antes descrito resulta ser numéricamente inestable en
Y
la region B < x < xf, aunque hayamos ajustado relativamente bien la energia £,. De
s

hecho, en la regién prohibida la solucién general es del tipo ae ") * 4 pet#(*)* v qunque
la solucién que se estd encontrando numéricamente ya involucre un valor despreciable de
b, tal término se incrementard para x — oo de modo de opacar la contribucién fisica que
proiviene del término ae"®)?

La forma de resolver esta dificultad numérica consiste simplemente en iterar de derecha
a izquierda en tal intervalo, de modo que la solucién fisica ae "®)* sea exponencialmente
creciente en la direccién de la iteracion. De esta manera, el esquema de calculo numérico
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involucra integracién desde los puntos z; y xy, hacia un punto intermedio z;, donde
se empalman las derivadas logarftmicas. Asi, pues, si ®7)(E, 2) y ®F)(E, z) son las
soluciones obtenidas al iterar desde x; hacia la derecha, y desde z; hacia la izquierda,
respectivamente, la ecuacion de autovalores es

{% log[® (B, x)] — % log[® (B, 2)] }EZEV =0.

SiV(z) = V(—=x), el esquema iterativo se puede simplificar, dado que en tal caso la funcién
de onda tiene una paridad bien definida. Se itera s6lo desde la izquierda hasta z = 0 y se
impone que ®(F = ¢,,0) = 0 (caso de solucién impar), o bien que ®'(F = ¢,,0) = 0 (caso
de solucién par). Es fécil convencerse que en este caso se alternan las soluciones pares e
impares, teniéndose

O, (—x)=(—-1)"0,(x) v=0,1,2,... .

Un esquema de iteraciéon mejor se consigue al efectuar una expansién de Taylor de mas
alto orden. Para mayor detalle al respecto recomendamos las Tablas Matemdticas de
Abramowitz-Stegun.

4.2.7 Resultados numéricos para algunos pozos.

En las figuras siguientes mostramos resultados numéricos para particulas de diversas masas
ligadas a diversos potenciales.

En las figuras 4.9, se comparan las autoenergias para 3 potenciales, los cuales se eligen de

igual profundidad Vj e igual “area” _+°° dzV(x) = —Vpay/m. El valor de V; en los ejemplos es

[e.9]

20. De este modo, nos aseguramos que sus “anchos” sean similares. Asi, estos tres potenciales
difieren principalmente en la forma como se anulan hacia 4oo.

En las figuras 4.9 se usan: un potencial Gaussiano

T

Vo) = ~toewn (%)

que va a cero muy violentamente, un potencial Lorentziano

Vo
Viz)=—— 0
(z) 1+ mz?/a?
que va a cero lentamente y un caso intermedio
Vo

V) =13 (2/(2a))%

que se anula en +00 como 1/x*. Para un caso se consideran dos masas para la particula:
m = 0.2 y m = 0.5. Para m fijo se verifica que el nimero de estados aumenta a medida
que el potencial decae mas lentamente, sugiriéndose un numero infinito de estados para el
potencial Lorentziano, este iltimo cumple con la ley F, = Eyexp(—yv) para v — o00.
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V(z) = -V, exp(—z?/n?) V(z) = —Voexp(—z®/n?)
(M=0.5) ~ (m=02)
I X ] I X
V(z) = —Vo/(1 + (2%/7)) Vizg) = Vo/(1+ (2%/(47)))?
(m=0.2) (m=0.2)
I X I X ]

Figura 4.9: Niveles de energia para una particula de masa m = 0.2 y m = 0.5 ligada a varios
potencial que decaen con distinta rapidez a cero para |z| — 0.

De este modo, los resultados numéricos confirman las conclusiones cualitativas del analisis
semiclasico para los potenciales que decaen lentamente; esto es razonable, pues en la region
asintética (alcanzada para los estados con v — 00) se cumple que la longitud de onda de de
Broglie es mucho menor que el rango de variacion del potencial.

Los potenciales de corto alcance tienen un ntimero finito de estados ligados.

La figura 4.9 muestra claramente que la separacion entre niveles decrece al aumentar la
masa. En la figura 4.9 se puede apreciar que los niveles méas bajos aparecen casi equies-
paciados, cumpliendo aproximadamente la relacién €, == vy + n(rv 4+ 1/2). Como luego se
verd, ello se debe a que estos primeros estados ven aproximadamente un potencial parabdlico
(oscilador arménico).

En la figura 4.10 se analiza el potencial

1
V(z) =K §x2 — b1+ 22/a2| |

el cual posee una barrera en x = 0, que da lugar a dos valles laterales. Se puede apreciar
que los estados por debajo de esta barrera aparecen formando “dobletes” muy delgados, en
especial cuando se incrementa la masa. Estos dobletes estan formados por una solucién par,
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X

Figura 4.10: Niveles de energia para una particula ligada a un potencial con un monticulo al
centro. En el caso de la arriba la particula tiene mayor masa que en el de abajo

{®,+,e,4}, y otra solucién impar {®,_,e,_}. Se puede constatar que

1
V2
es una funcién de onda localizada casi completamente a la derecha del monte central, mientras
que

P, r(z) = (@4 (2) + P (2)] ,

b
NG

estd localizada hacia la izquierda del monticulo.

P,r(r) = (@01 (z) — Du_(z)]

Ejercicio: (Problema 4-4)Verifique que si ®(t = 0) = ®,r(x), entonces ®(t) se alterna perié-
dicamente entre los estados ®,z v ®, 1, con un tiempo de intercambio

hm
Ell* - v+ ‘

T, =

De acuerdo a este ejercicio, mientras mas estrecho es el doblete, mas tiempo permanece la
particula en cada valle lateral; este tiempo tiende a incrementarse si la masa de la particula
crece, como es natural esperar de tal limite semiclasico, donde el “efecto tinel” a través del
monte se torna mas improbable.
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Ejercicio: (Problema 4-5) Analice el potencial

_Jto si || >a/2
Viz) = {Woé(x) i || < a/2

Ponga W, = Rh?Q/m y tome el limite a — oo. Haga ver que se obtiene un espectro
similar al de la figura 4.10. Interprete sus resultados analizando las autofunciones de cada
doblete @, (x). Este ejercicio, propuesto por P. W. Anderson, motivé en forma directa a
un alumno suyo (B. D. Josephson) a descubrir un interesante efecto observado en uniones
superconductoras.

4.3 Particula ligada a un potencial delta.

Consideremos una particula de masa m ligada a un potencial delta atractivo

Vie)= -V § (3) .

Zo

4.3.1 Estado ligado en la representacién de coordenadas.

Encontremos el espectro y las funciones de onda ligadas realizando el calculo en la represen-
tacion de coordenadas.

Para x # 0 la particula es libre. Estamos interesados en encontrar estados ligados, es
decir, estados con energia negativa. Definamos x por

h?K?

2m

=|E|=-E.

Para x > 0 la solucion de la ecuacion de Schrodinger que no diverge es
U(z) = Ae™ |

mientras que para x < 0 ésta es
U(x) = Ae™"™ .

La continuidad de ¥ exige que A = A. Podemos resumir entonces las dos ecuaciones ante-
riores escribiendo

U(z) = Ae "l (4.18)

Note que ¥ es continua en x = 0, pero que su derivada ¥’ no lo es.
La ecuacién de Schrodinger en el espacio de coordenadas es

B Vo 8 (ﬁ)] U(z) = EV(x) .
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Para E < 0, con Uy = 2mV;/k?, esta ecuacién queda de la forma

dQ
@ + U()ZEQ(S(Q?) —F/iz \IJ($) =0.
Para x =~ 0, la ecuacién es esencialmente

d—z\If(:z:) = —Uszo¥(0)d(z) .

dz?
A partir de esta ecuacion se deduce que la funcion de onda en x = 0 debe satisfacer la relacion
U(0F) —W'(07) = —Upzo¥(0) .
Sustituyendo la expresién (4.18) para la funcién de onda, se obtiene
—2rkA = —UpxgA .
De esta manera, se encuentra que s necesariamente debe satisfacer

ono
K =
2

Luego, este problema sélo tiene un estado ligado (no degenerado). La energia del estado
ligado es

mViZx?
2h2
y la funcién de onda normalizada viene dada por

vmVyzo mVpxo
g x| s lz| | -

E =

U(z) =

Ejercicio: (Problema 4-6) Reproducir estos resultados usando la solucién del pozo cuadrado
con a — 0, Vj — oo de modo que alj = constante. Muestre que sélo aparece una solucion
y que ésta es par.

4.3.2 Estado ligado en la representacién de momentos.

Resolvamos nuevamente el mismo problema, es decir, encontremos la energia y la funcién de
onda para el estado ligado, pero realizando ahora el calculo en la representacién de momentos.
La ecuacion de Schrodinger en la representacion de momento es

(% N E) Vip) = \/;% /dp' Vip=p)u(@) . (4.19)

donde V (p) es la transformada de Fourier de V' (z), es decir,

(7 1 oo —ipz/h —Voxo
V(p) = NorT dz V(z) e v
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En este caso particular la transformada de Fourier del potencial resulta ser una constante.
Reemplazando este valor en la ecuacién de Schrodinger (4.19) se obtiene

2 400
p ‘/Ox() / /
E—— ) ¥(p) =— 1 ) 4.2
( Qm) (p)=-5+ /_oo (p')dp (4.20)
Definamos § y « por
_ 7
T 2m <0,

Con estas definiciones la ecuacién (4.20) queda
(p* +6)¥(p) = o,
es decir,
o«
p2 + 62 :
Reemplazando este resultado en la definicién de « se obtiene la condicion de auto-consistencia
mVoxo / T adp
o= —_—
Th ) o PP+

mVyxoa

g

V(p)

o0 sea, se debe tener que

mVoxg
h

Conocido 3 se conoce la energia del inico estado ligado del problema. Esta resulta ser, como
ya sabiamos,

6=

oo (mYoro\® 1 mViag
h 2m 2h2
Para la funcion de onda, en el espacio momento, se tiene la expresion
a
(p) =(p|¥) PEGE

El valor de « se obtiene normalizando la funcién de onda:

+o0 +o0 d a27r
U (p)2dp — 2/ 4 _ -1
J o= [ G




4.3. PARTICULA LIGADA A UN POTENCIAL DELTA. 163

o= \/253/2 .
T

Asi, concluimos que la funcién de onda del estado ligado de este problema, en la representacion
de momentos, viene dada por la lorentziana

mVozg ) 3/2
W(p) = \/%M . (4.21)

e ()

es decir,

La transformada de Fourier de ¥(p) reproduce la funcién de onda en el espacio de coordenadas

U(r) = (x| V) =

En la ecuacién (4.21) p es una cantidad real, en contraposicién a lo que erréneamente
podria haberse pensado al considerar el operador p ~» —ihd/dx aplicado sobre la funcién
U(z). Esto tdltimo lleva a:

(z|p| V) = (ih) sgn(z) (MVoxo/R*) ¥(z) .

Esta relacion no implica que p posea autovalores imaginarios; lo ultimo es imposible. En
esta tltima expresién (ih) sgn(z) (mVoze/h?) no es un autovalor dado el factor sgn(x).

4.3.3 Cambio brusco de la intensidad V;.

Consideremos nuevamente la particula ligada al potencial §. ;Cuéal es la probabilidad de
encontrar la particula en el continuo, es decir, con energia positiva, si la intensidad V; del
potencial aumenta bruscamente a 21,7 Con esto estamos simulando el problema fisico de
un atomo de tritio. El tritio es una forma de hidrégeno, pero cuyo el ntcleo, en lugar de un
proton, tiene adicionalmente dos neutrones. Tal nicleo, sin embargo, no es estable; después
de cierto tiempo (tipicamente 12 anos) el nicleo de tritio decae por un proceso 5~ a un nucleo
de 3He, que ahora posee carga nuclear Z = 2. Un electrén ligado al tritio observa un brusco
aumento de la atraccion del potencial, como en el presente simil unidimensional.
Inicialmente, la funcién de onda viene dada por

.
o) = ) e exp (-l )

La probabilidad de encontrar la particula en el estado ligado del pozo d después de cambiar
éste su intensidad de Vg a 2V} es

P=|(T| W) |,

donde | ¥y ) es el autovector del estado ligado posterior al cambio brusco. (z | ¥y ) viene dada
por

‘I’o(x) = (37"1’0> =

2mVoxg 2mVoxg
2 OXP |~y lz] ) .
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Evaluando P se encuentra

400
' fm%xo/ exp (—3mv0x0|x|)dx

2

oo h?

28

9

mVoxo 2h?
= 2
' V2 h?  3mVyxg

Luego, la probabilidad de encontrar la particula en el continuo después de la modificacion
Vo — 2V, es

le—le.
9

4.3.4 Relaciéon de completitud.

A continuacion, encontraremos todas las funciones de onda del continuo, en el espacio de
coordenadas y demostraremos que tales funciones de onda no forman un conjunto completo.
Para obtener un conjunto completo se deberd incluir ademas una funcion, que resulta ser
igual a la funcién de onda del tnico estado ligado del sistema. De esta manera quedara
explicitamente demostrada, en este caso particular, la relacién de completitud.

La ecuacién de Schrodinger que estamos considerando es

d2
@ + k2 - 2W05(Z‘) \IJ(JJ) =0 y
donde
_ Woxom

En lo que sigue permitiremos que W, sea positivo o negativo. Si Wy > 0, entonces el problema
sera el de una particula libre con un pozo delta en z = 0, mientras que, si Wy es negativo,
en lugar del pozo se tendrd una barrera delta en z = 0.

Para cada valor de la energia E > 0, hay dos soluciones linealmente independientes (el
espectro tiene degeneracién 2). Estas soluciones, que corresponden a estados no ligados,
pueden escribirse de la forma

- 1
o) () — NG sen(kz)

\Ill(gpar)(x) (sen k|x|) + Wio cos(k‘|:1c|))

f\/k?i

Note que las funciones impares (respecto al origen = 0) no son afectadas por la presencia
de la delta.
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Por ser autoestados del espectro continuo, las funciones anteriores estan normalizadas a
la delta de Dirac:

+oo ,
/ U () W (@) d = 6,0 (k — k)

oo

*

donde p = impar o par. La operacién * no tiene ningun efecto ya que las funciones de onda

son reales.
Evaluemos

/ \I/,(gimpar)(x) \I’,(Cimpar)(l’/> dk—l—/ \I]]E:par)(x) \I,](Cpar)(l,/) dk =
0 0

= / h U () U () dk (4.22)

Si el conjunto de funciones {\Ifﬁf ) (x)} con p = par e impar y k > 0 es completo, el resultado
de ((4.22)) deberfa ser §(x — z’).
Evaluemos separadamente las integrales con las funciones pares e impares. Se obtiene

/ @ mpan) () g mean) 1y g — = / sen(kz) sen(ka')dk
0 0

=5 [0(x —2") = 6(x + 2],

00 1 [~
/ WP ()W (@) dk = — / cos(k|z|) cos(k|a'|) dk —
0 T Jo

W2 dk Wo [ kdk
_ 70/0 =g W2 cos(k(|z| + |2'])) + _|__/0 e W2 sen(k(|z| + |2'])) .

La primera de las tres tltimas integrales vale 36(|z| — |2/]) + 36(|z] +]2/]), lo que es lo mismo
que

]' / 1 /
26(x a:)+25(1:—|—a:),

independiente del signo de = y .
Para evaluar las otras dos integrales realizamos una integracion de contorno en el plano
complejo k. Para ello:

o] 1 [too .
(a) Reemplazamos fo ... por 3 f_oo ...dk, ya que el integrando es par,
(b) escribimos las funciones seno y coseno en términos de exponenciales y

(¢) completamos el camino de integracién con semicirculos en el semiplano superior o inferior,
segun corresponda. Los polos del integrando estan ubicados en k = +|Wy|i.
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La evaluacion de las dos ultimas integrales da

1
= 5 IWol exp{=[Wo|(|z| + |2"])}

1
= 5Wo exp {—|Wo|(Jz| +[])}

respectivamente. De esta manera se obtiene que
1 /
2 | @ @k = 5o — ) = 5 (Wal = Wa) e WD

Si Wy es positivo, es decir, V| es negativo, entonces el conjunto {\I/,(g”“ )(x)} efectivamente
wk

es completo, ya que el resultado coincide con la delta de Dirac. Note que si V es negativo
no hay estados ligados.

Sin embargo, si W, es negativo, es decir, V; es positivo, en cuyo caso el problema tiene
un pozo delta con un estado ligado, entonces

Z/ \IJ,(C“)(x)\I/,(C”)(w')dk =0z — ') — Woe—IWOI(\fvl-HiU'\) :
0
I

o sea, {\I/,(C“ ) ()} .k Do es un conjunto completo. Para que sea completo hay que agregarle al
conjunto anterior las funciones de onda correspondientes a los estados ligados. El conjunto

de todas las funciones de onda ligadas {\I/%i_gados) (x)} deben satisfacer
¢ E;<0

Z \If hgados) (hgados)( ) ’WO|67|W0|(|I|+|I,|) '

Con z = 2’ queda

Z ‘\If hgados ’ Wy ‘6_2|W0Hm|

e integrando de x = —oo hasta © = +00 se obtiene

+o00 ligad 2
)Y ML CIFEEE
E; YT

Se deduce, por lo tanto, que hay sélo un estado ligado.

Resumiendo:

Para Vi > 0, es decir, para el caso en que el problema tiene un pozo delta, el conjunto de
todas las autofunciones de energfa positiva del operador H no forman un conjunto completo
mientras no se le agregue la funciéon de onda

‘Ijgigado)(x) _ /|WO e—\WgHm| :

del tnico estado ligado del problema. Note que para Wy < 0, la definicién de |[Wj| coincide
con la de k y por consiguiente la funcién de onda obtenida para el estado ligado coincide con
la obtenida en las primeras partes de este problema.
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4.3.5 Transformacion de Galileo.

Consideremos una particula de masa m ligada a un pozo potencial V(z —b) que se encuentra
centrado en el lugar x = b, con b fijo. La ecuacién de Schrodinger tiempo dependiente que
describe el problema es

0 2m 9 —iEt/h
(@ﬂLV(m—b)—H?E)lPE(x—a)e =0,

donde ¥ (z — b) es solucién de la ecuacion de Schrodinger estacionaria

(dd—;+V(x—b)+H2>\IfE(x—b):O.

Supongamos ahora que la delta se traslada uniformemente con velocidad vg, es decir,
b(t) = by+uvot. {Cémo deben modificarse las soluciones encontradas para el caso estacionario?

Como se espera que el médulo al cuadrado sea |V g (z—b(t))|?, hacemos el siguiente Ansatz
para la solucién:

Up(x —b(t)) exp[—iEt/h+i&(x,t)],

con &(x,t) real. Sustituyendo esta hipotesis de trabajo en la ecuacién de Schrodinger se
obtiene que &(z,t) debe satisfacer la siguiente ecuacion:

s OEN: ¢ 2m. ., 2m. O
Como ¢ y Uy son funciones reales, se deduce que
9e\?  2mog
— <%) s 0 (4.23)

, [0 muy 1 0%
Ve (8:70 h ) 2\I/E0x2 =0

Las funciones ¥’y y Wy son linealmente independientes, luego la tltima ecuacién se cumple
solo si

o0& muy

= _ 7 _ 4.24
Ox h 0, (4.24)
y
0%
92 0
Integrando (4.24) se obtiene
(e, t) = o+ (1) (4.25)

h
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donde f(t) es una funcién arbitraria que se determina sustituyendo (4.25) en (4.23). De esa
manera se encuentra que f(t) debe satisfacer la ecuacion

mug o4 _

—0.
no Tt

Integrando nuevamente se encuentra que f(t) es de la forma

2
_ MY
f(t) ==t +C.

Eligiendo C' = 0, C' # 0 sélo contribuiria con una fase global a la funcién de onda, se obtiene
finalmente la expresion

1 1
E(x,t) = P (mvox - §mv§t) :

Usamos estos resultados, obtenidos para un potencial arbitrario, para encontrar la funcién
de onda ligada a una funcién delta que se traslada con velocidad uniforme vg. Se tiene:

(2] To(t)) = Y00 o (_mVOxO Iz — a(t)|) exp (%x mvo> exp <_1(E0 4 %mvé)t) .

h h? h

Para el valor esperado del operador energia ihd/0t 1 obtenemos
. 1
(Wo(t) |ihd/0t 1 | Wy(t)) = Ey + §mv§ :

es decir, la energfa es la energfa intrinseca del estado Ey mds la energfa de traslacién mu3 /2.
En forma andloga al operador de traslacién espacial

T,, = exp (ipzo/h) ,

el operador

T,, = exp (iXpy/h) ,

corresponde a un operador que traslada a la funcion de estado en momentum en una magnitud
Do-

Al observar una particula de masa m desde un sistema de referencia que se mueve con
velocidad vy respecto al potencial, entonces la particula adquiere un momento adicional muvy.
Este es precisamente el origen del término exp (iz mvy/h) en la funcién de onda.

4.3.6 Ionizacion tras una aceleraciéon repentina.

Considere el sistema fisico consistente de una delta ubicada en el origen y en reposo con una
particula de masa m ligada a ella. Supongamos que en el instante ¢ = 0, una fuerza externa
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acelera bruscamente la delta, adquiriendo ésta una velocidad constante. La posicion de la
delta viene dada por

b(t) = 1o O(t) t ,

donde O(t) es la distribucién escalén. Debido a la aceleracion brusca de la delta, la particula
de masa m no necesariamente continuara ligada a ella; de hecho, con cierta probabilidad la
particula pasara al continuo. El objetivo de esta parte del problema es calcular la distribucion
espectral de la probabilidad de encontrar la particula en el continuo para t > 0.

Este problema tiene una clara motivacion fisica. Por ejemplo, podemos pensar en un
neutrén que impacta un nucleo atémico, imprimiéndole bruscamente un momento. Como
consecuencia de este impacto el niicleo perdera parte de sus electrones externos. (De acé el
efecto biolégico que tiene un fuerte flujo de neutrones).

Denotemos por |®) la funcién de estado del sistema. Para ¢t < 0 la funcién de onda que
describe la particula de masa m es

(2] 8(0)) = = exp (—%) xp (—%) ,

donde hemos introducido la definicion

h2
- 2mVozo

Para t > 0 las funciones de onda del estado ligado y los estados del continuo son
1 — alt E
(1 90(0)) = e () e (17200 e (1521

(2[4 (0)) =z sen k{a — a(0)] exp (17" exo (_i %)

(x| WM(t)) = cos [k | _\/(j_r<t>| + 0 exp (z%x) exp (—z%) ,

donde Ey = Ey + mv2/2, E, = (hk)?/(2m) + mv/2 y

0 = t L
. = arctan %N )

Para t > 0 expresemos la funcién de estado de la particula como combinacion lineal de
las “autofunciones” del sistema, es decir:

0(0)) = Alwo(e) + [ i (B9 0) + W) )

0
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Debemos encontrar los coeficientes de expansion A, By y Cy, Se tiene que A = (Wy(t) | D(t))
y expresiones analogas para By y C). Como los coeficientes son independientes del tiempo,
evaluémoslos para t = 0. Se tiene:

A = (T(0) ] B(0)) = % /_OO dr exp (—%) exp @%@
1
1+ (mvgA/h)?
Analogamente, se encuentra que
By = (1""(0)| 2(0))
2\ 1 1

— /22 _

T 14 (B oopn)? o (Zmed 2k)\)2]

2mug\ B
O = (TP ()| D(0)) =4 - i .
= (U0 ]20)) = F5E — s

Para presentar los resultados es util medir la energia de la particula en unidades de Ej,
es decir, definamos

E
€ EO .
También introduzcamos un parametro adimensional relacionado con la rapidez de la delta.
Conviene introducir el parametro

1
= émvg/Eo .

La probabilidad de encontrar la particula para t > 0 en el continuo con una energia entre
€y €+ dees

P(e)de = (|Bi|* + |Ck|*) dk ,
es decir,
(%) (B +1c)
8 ( r ) I'ye
=—|1+ 5 -
T I+€) [(1+e+T)2—40¢

La figura 4.11 muestra la distribucién espectral de la densidad de probabilidad P(e) para
varios valores de I'.

Para la probabilidad total de encontrar, para t > 0, la particula en el continuo, es decir
que se ionice, se obtiene,

P(e)

1
(1+T/4)2°
Es decir, la probabilidad de tener la particula en el continuo mas la probabilidad de tenerla
ligada es 1. La figura 4.12 muestra P en funcién de I' = mv3/(2Ep).

P:/deP(e):1—|A\2:1—



4.3. PARTICULA LIGADA A UN POTENCIAL DELTA. 171

0.2 I I I I

PQ)

0.1

0 2 4 6 8 1C

Figura 4.11: Distribucion espectral de la densidad de probabilidad de encontrar la particula,
para t > 0, en el continuo con energia e = E/Ej.

Figura 4.12: Probabilidad de ionizacién en funcién de T'.
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V(X) A

N S
0 X, Q

Figura 4.13: Potencial correspondiente a una pared dura con una barrera delta enfrente.

4.4 Resonancias y decaimiento exponencial.

Resolvamos el problema de una particula de masa g moviéndose en el potencial (ver figu-
ra 4.13)

00 <0
Viz) = .
(@) {Wg dr—z9) x>0

Este problema tiene relevancia para entender algunos fenémenos de la Fisica Nuclear, como
el decaimiento « y los fenémenos de resonancia en experimentos de scattering.

4.4.1 Estados estacionarios y resonancias.

Es claro que el espectro es continuo y no degenerado. Para todo valor positivo de la energia
E existe una soluciéon. Consideremos la ecuacién de Schrodinger tiempo independiente

y encontremos la solucién que satisface la condicién de borde ¥(0) = 0.
Si Wy = 0 la solucién es

0O (z) = \/gsen(ka:) = \/22_7r (e7* —eth) (4.26)

donde k = /2uE /h. Como el espectro es continuo y no degenerado, todos los estados del
sistema se normalizan a la funcién delta, es decir

/ WO () O () do = 5k — I) .

0
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El primer término al lado derecho de la ecuacién (4.26) representa una onda incidente, eso
es, una onda que se mueve desde 4+oo hacia el origen, mientras que el segundo término
corresponde a una onda emergente.

Si Wy # 0, es decir, cuando esta presente en x = xy una barrera delta, la solucién de la
ecuacion de Schrodinger que cumple con las condiciones de borde, viene dada por

, A sen(kx 0<z<uz
Uy () = \ﬁewk  J Awsentha) " (4.27)
& sen(kx +9;) o <u

donde, 45, y Ay vienen dados por

tan (kxo)

O = —kxy + arctan 7 (4.28)
1+ kg tan (ko)
y
5y —1/2
Ay, = {senQ(k:xo) + (cos(k:xo) + k:ixo sen (l{:xo)> } : (4.29)
En las ecuaciones anteriores se introdujo un parametro adimensional
_ 2pzoWy
a = 2

Note que ;. es el corrimiento de fase que sufre la onda estacionaria para x > xq debido a la
barrera delta, mientras que A es la amplitud que la onda estacionaria adquiere en el interior
del “pozo” formado por la pared en x = 0 y la barrera delta. Como se verd mas adelante,
a esta relacionado con la “penetrabilidad” de la barrera delta. Para a = 0 la barrera esta
ausente y, como se espera, en tal caso 6, = 0y Ay = 1, es decir, U(z) = U (z)), mientras
que para o = oo la barrera es impenetrable y, por lo tanto, 0, = kxg y Ax = 0, es decir,
U(z) = VO (z — x).

En la figura 4.14 se muestra el corrimiento de fase d; en funcion de kxy para a = 40.
En la vecindad de kxy = nm, con n € N, la fase §;, aumenta rapidamente en 7. Esta es una
caracteristica tipica de resonancias.

Sea R la razon entre la probabilidad de encontrar la particula en la regién I y la probabi-
lidad de encontrarla en la region Il en un intervalo de tamano z, esto es, del mismo tamano
de la regién I. Para R se encuentra

2kx)
_ (1 sen(2kx ‘
I K ( le'o

En la figura 4.15 se grafica R en funcién de E para a = 40. Se observan resonancias que se
ensanchan a medida que la energia aumenta.

Estas resonancias estan relacionadas con los estados cuasi-estacionarios que existen en la
region I (ver figura 4.16). Si o = oo, entonces en el pozo (entre x = 0y x = z) existen
estados estacionarios solo si kxg = nm, lo puede comprobar. Si « es finito, estos estados

aparecen a energfas levemente menores (k,zo ~ nr(l — 1/«a)) y adquieren un cierto ancho
r,.
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10

O+ kxg

o N b OO 00
T

Figura 4.14: Corrimiento de fase d en funcién del momento de la particula incidente.

n=1 n=2 n=3

S A T

80

a=40|
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1
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0 1EX02 <
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Figura 4.15: Probabilidad relativa de encontrar la particula al interior del “pozo” en funcion
de la energia incidente.
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veg! ! I

Estados _
cuasi—estacionari

\/

0 X 3

Figura 4.16: Estados cuasi-estacionarios. El ancho de cada nivel se muestra con una banda
achurada.

4.4.2 La féormula de Breit-Wigner.

Para x > x¢, la funcién de onda Wy (x) se puede escribir de la forma

U — < (,—ikx 240y ikx ) 4.
p(x) =1 \/; (e e*k ') (4.30)

Comparando con \IJ,(CO)(QZ) se encuentra, tal como era de esperar, que sélo la parte emergente
de la funciéon de onda es modificada por el potencial. Especificamente, ésta es multiplicada
por un factor, la asi llamada matriz-S

S = 627L(5k

Para este problema la matriz-S es un solo niimero complejo y viene dada por

1 1
S =S5O ex {2@' arctan (—)] =50 (1 +1 ) ,
P 2 B3

donde S©, que es una funcién que varfa suavemente con k, y [ vienen, respectivamente,
dados por

1+ 2 tan(kzo)

kxo

S(O) _ ,—2ikzo _
‘ ’ 2 tan(kxo)

(4.31)

Evaluemos 3 en la vecindad de una resonancia. Las resonancias ocurren cuando

- k
tan (k,zo) = — n 0

«
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Si k es cercano al valor resonante k,,, entonces

tan(kxg) ~ tan(k,zo) + xo(k — k) = _ o

+ zoAk . (4.32)

Sustituyendo este resultado en la ecuaciéon que define 3 y reteniendo sélo los términos de
menor orden en Ak = k — k,,, se encuentra que

ala+1)Ak _ala+1)pu(E-E,) E-E,

~ _ ~ = = , 4.33
donde I',, esta definido por
202 k3 19 a1 22703
.= nfo et 2277 (4.34)

Cpala+1) T mdpa?

En el proceso de obtener la ecuacién (4.33) se tuvo que suponer que a - Ak < k < k.
Sustituyendo (4.33) en la expresién para la matriz S se obtiene la asi llamada formula de
Breit- Wigner para una resonancia aislada

SzS(°)<1—@' In )
(E—E,)+ 350,

Correspondiendo I',, al ancho de la resonancia situada en £ = E,, = h%k2/(2u).

En la figura 4.17 se grafica |S — S©|? como funcién de E para la primera y la tercera
resonancia. La linea llena corresponde al resultado exacto mientras que la linea cortada
corresponde al resultado que se obtiene usando la formula de Breit-Wigner.

n=3

4.0

IS-S°f

Breit-Wigner
Exact

4.0
Ex, /W

Figura 4.17: Forma de la tercera resonancia, con a = 20. Comparacion entre el resultado
exacto y el obtenido con la formula de Breit-Wigner.

3.5
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4.4.3 Decaimiento exponencial.

Consideremos ahora el problema tiempo dependiente que se obtiene si el parametro Wy que
mide la “intensidad” de la barrera delta, lo hacemos depender del tiempo:

Wt 00 t<0
olt) =
Wo (O<W0<OO) t>0

Para t < 0, la barrera delta en z = x( es impenetrable, y en la region I el sistema tiene
estados estacionarios discretos para las energias

2.2 2 2.2
I O O

by = =5 T
21 2w

neN,

con las autofunciones correspondientes dadas por

iEn
o 1) ,/%sen(%x)e’Tt 0<x <
n x? =

0 r<0, x>x.

Supongamos que para t < 0 el sistema se encuentra en un particular estado (ligado) n. Por
supuesto que en tal caso uno tiene una probabilidad de 100% de encontrar la particula en
la regién 1. Aqui la situacién fisica que se estd simulando podria corresponder a un ntcleo
inestable del cual tenemos seguridad que en el instante ¢ = 0 no ha decaido radioactivamente,
de modo que la particula « esta retenida dentro del potencial nuclear.

En el instante ¢ = 0 la barrera se vuelve permeable y, a medida que el tiempo avanza, la
probabilidad de encontrar la particula en la regién I disminuira. Para encontrar la evolucion
temporal de esta probabilidad se debe estudiar la dependencia temporal del estado ¢, (z,t)
para t > 0.

Para t > 0 el potencial es nuevamente independiente del tiempo y las funciones

{‘i’k(x)}bo = {exp(—i0g) Vi(T) }rsg »= {exp(—iék) [z 2 (e7the — 62i5keikx)] }
k>0

™

donde U (z) viene dado por la ecuacién (4.30), es un conjunto completo y ortogonal de auto-
funciones para el problema. Hemos multiplicado las soluciones encontradas en las secciones
anteriores por una constante, para asi trabajar con funciones reales. Para 0 < z < z las
funciones ¥, (z) simplemente vienen dadas por

2
Ui(z) = Ak\/;sen(kx) , 0<az<ua.

Expandiendo ¢, (z,0) en términos de este conjunto completo se obtiene

on(z,0) :/0 Vi \i/k(x) dk |
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donde los coeficientes de expansion son

Vi = /Oxo gbn(:c,O)\ifk(:c)d:c

24, [*° (mr >
= sen | —ax | sen(kx) dx . 4.35
T | e () senth (4.35)

El factor Ay es una funciéon que varia fuertemente con k y es significativamente distinto de
cero s6lo en la vecindad de una resonancia (esto es, en la vecindad de k = k,, = nw/zg,n € N).
Por otra parte, la integral que aparece en la ecuacién (4.35) varia lentamente con k y tiene
su maximo valor para k = nn/xy y vale cero para k = mn/xo, m € N, m # n. A partir
de estas consideraciones deducimos que ;. es significativamente distinto de cero sélo en la
vecindad de k,, = nm/x.

Para k en la vecindad de k,, = nw/zy, la integral en la ecuacién (4.35) vale esencialmente
xo/2, luego para k en la vecidad de k, tenemos

Zo
Ve | — Ak .
s

Conociendo v; podemos ahora obtener la evolucién temporal de ¢,:

co 2
Pn(z,t) = /0 Y6 Vi(z) exp (zzit> dk .

1

A partir de este resultado se puede evaluar aproximadamente la dependencia temporal de la
probabilidad P(t) de encontrar la particula en la regién 1. Se tiene:

zo
P(t)= [ dalon (a0
0
| hk?
= / dx / Y Vi(x) exp | i—t | dk
0 0 24
2
xo 2 2
~ / dx / \/ @Ak Ak\/jsen(kx) et dk
0 kackn VT Q
Zo hk2 2
— dx sen’®(k,x) / A2 et ot dk“
™ Jo krckn
2 k2 2
~ ()|, e

La amplitud A; y el corrimiento de fase J; estan estrechamente ligados a través de la
continuidad de la funcién de onda en z = zy. De la ecuacién (4.27) se encuentra que

2

2.130

sen(kxg + )
Ay = R0 T O
sen(kzo)
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Evaluemos ahora A? en la vecindad de la resonancia localizada en k, = nw/xy (n € N)
usando las mismas hipdtesis que se usaron anteriormente para derivar la férmula de Breit-
Wigner para la matriz S, esto es, a > nrw y oAk < ky,.

De las ecuaciones (4.28) y (4.31) se encuentra que

1 52 —1/4
sen(kxo + Jx) = sen <arctan %> = (1 + Z) :

También, en analogfa con la ecuacién (4.32)

k N
sen(kxg) ~ B0 AR AR et T
« o «
Para la amplitud se obtiene entonces:
a2
A2 ~ (E) — g _
g B 1+ &k —kn)?
1+ T

donde, k,, da la posicién de la resonancia y & viene dado por

~(2)

Con estos resultados se encuentra para la probabilidad P(t) la expresién

P(t) ~ (@>2 / € e,
T e, 1+ E223(k — k)2
k2 2
Zo 2 —+o00 elﬁt
~ | — ——dk
(2 ey
= exp(—t/7) (4.36)
donde 7,, viene dado por
2 2
. pryQ
=55 57 (4.37)

De la ecuacién (4.36) se deduce que la probabilidad de encontrar la particula en la regién I
decae exponencialmente con una vida media 7,,. Comparando (4.37) con (4.34)) se obtiene
una relacion entre la vida media 7, y el ancho de la resonancia I',:

n == - 4.38
e (4.38)
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4.4.4 Energias complejas.

Deseamos nuevamente describir, procediendo de una manera distinta, el decaimiento de un
estado cuasi-estacionario para el caso en que la barrera delta es muy impenetrable.

Al ser la barrera muy impenetrable, tendremos en la regién I estados cuasi-estacionarios.
Tratemos de describir estos estados usando la ecuaciéon de Schrodinger tiempo dependiente,
buscando soluciones que cumplan condiciones de borde “adecuadas”. La ecuacion de Schro-
dinger tiempo dependiente para este problema es:

hQ d? . 0
<——7 + W (5(1’ - $0)) \IJ(.%, t) = Zha\y(l’,t) ’

Busquemos soluciones de esta ecuacién que en la region I tengan la forma de las soluciones
estacionarias, pero que en la regién II, después de atravesar la barrera tienen la forma de

ondas planas que se alejan hacia la derecha.
Planteamos el ansatz: V(z,t) = Vg(z)exp(—iEt/h). Con k = \/2uE/h, la ecuacién para
Up(z) es

h? d?
(s + Wad(o — o) = K2 W(e) =0 .
x
Busquemos soluciones que en las regiones I y II tienen la forma:
U; = Asenkx
U, =B eik(:):fxo)

W, se anula en el origen y W;; corresponde a una onda que se traslada hacia la derecha. La
continuidad de la onda en x = xo implica que

Asen (kxog) = B .

En x = z( la derivada de la funciéon de onda debe cumplir

-y 2p
Wi (o) — Wi(eg) = 25 WoW(ao)

Esta condicion nos da la relacién

2
ik sen (kxo) — kcos (kzg) = h—'l;WO sen (kxo) .
Introduciendo nuevamente el parametro adimensional «, la 1iltima ecuacién queda

ikxgsen (kxg) — kxg cos (kxg) = asen (kxg) . (4.39)

Para una barrera poco penetrable el valor de a@ > 1. Las soluciones que buscamos deben
tener un valor k cercano al que tienen los estados cuasi-estacionarios. Por eso ponemos

kxg =nm+ €,
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y esperamos poder encontrar soluciones con € < 1. Se tiene

cos(kxp) ~ 1

sen(kzg) ~ € .
Con estas aproximaciones la ecuacién (4.39) queda
i(nm+€)e — (nm+¢€) = e .
Despreciando € frente a n7 la ecuacién se simplifica a
e(a —inm) = —nm |

de donde

Para el vector de onda y la energia, en el orden mas bajo, se obtienen las expresiones

2
kxo :mr—z'(ﬁ>
Q@

5 n?r?  ndndh?

—1 .
2 2 2
2 g [T R

La parte real de la energia coincide con el resultado obtenido para los estados estacionarios
del pozo, cuando la barrera es impenetrable. Pero ademas de tener una parte real, la energia
también tiene una parte imaginaria. ;Cudl sera el significado de esto?

Para averiguarlo, escribamos la densidad de probabilidad en la regiéon I en funcién del
tiempo; se tiene

pr(a ) & (Ur(a)e )" (W (x)e ")

(&
(\IJ;(:E)€+2‘E*t/h) (\Ijl(l,)e—iEt/h)
_ ‘\Ijl(w)P €+2 Im(E)t/h )

Vemos que la probabilidad de encontrar la particula en la region I decae exponencialmente
con una vida media 7 dada por
h

- 2Im(E)

T =

i x% o

2n3m3h’
resultado que coincide con el obtenido en la subseccion anterior. Naturalmente, este artificio
de introducir energias complejas solo es una modalidad comoda para describir procesos de

decaimiento, pero en rigor el Hamiltoniano del sistema persiste con todos sus autovalores
reales, dado que se sigue cumpliendo que Hf = H.
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4.4.5 Consideraciones semiclasicas.

En ocasiones, recurriendo a argumentos semiclasicos, es posible obtener, en forma sencilla,
resultados que al menos cualitativamente son correctos.
Consideremos una particula clasica de masa p y energia

21.2
E%:hkn
2

Y

situada en el pozo, entre la pared en = 0 y la delta en x = zy. El tiempo T entre colisiones
sucesivas contra la delta viene dado por

2 2

Un, ( hk,, >
1
Un simple célculo (hdgalo como ejercicio) muestra que la probabilidad de penetracién P de

una particula a través de una barrera delta aislada Wy §(x — z) viene dada por

1

« 27
1

en el caso a >> nm la expresion anterior se reduce a

2
P~ (Qk"xo) . (4.41)

(0%

P =

El tiempo medio 7 se define como el tiempo para el cual la probabilidad de que la particula se
encuentre en la regién I ha decrecido a 1/e. Si P < 1 (lo que es el caso si a > nr), el nimero
de colisiones N de la particula contra la barrera para que esto ocurra viene implicitamente
dado por la relacion

u—mNzé.

Tomando el logaritmo natural de esta expresién y usando la hipdtesis P < 1, se encuentra
que

N=+. (4.42)

Multiplicando (4.42) por T', notando que 7,, = N T y usando las ecuaciones (4.40) y (4.41)
en el limite P < 1, se obtiene para 7, la expresion

—T—h o
O I CT T

resultado que coincide con el obtenido antes.
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4.5 Scattering sobre barreras.

4.5.1 La matriz de transferencia.

Consideremos una barrera centrada en el origen, descrita por un potencial V' (z), tal que
V(z)=0 si |z] > A.

Supongamos que incide sobre la barrera una onda monocromaética desde la izquierda con
energfa ' = h*k?/(2m). La funcién de onda que describe este problema con las condiciones
de borde recién mencionadas, es de la forma

ekt oy etk six<—A
d(x) = ‘ (4.43)
t_ethe si x> +A

Aca r_, y t_, son las amplitudes de reflexién y transmision de la barrera para una onda
que incide por la izquierda. Estos numeros son complejos y satisfacen (conservacién de la
corriente)

ol =1

Conocido el potencial V(x) se puede, en principio, evaluar explicitamente las amplitudes
r_ y t_. En lo que sigue supondremos conocida esta parte del problema.

Deseamos ahora encontrar un resultado mas general. Si al lado izquierdo la funcién de
onda es

ulezkz + UZefzkx ’
icomo serd la funcién de onda al lado derecho de la barrera?, es decir, si a la derecha la

escribimos de la forma

vlezk:ﬂ + ,02677,]6.73 7
icudl es la relacién que hay entre los coeficientes uq, us y v1, v 7 Para poder responder
esta interrogante note primeramente que si ®, dado por (4.43), es solucién de la ecuacién
de Schrédinger, entonces ®* también serd solucién (con el mismo autovalor). Por supuesto
que también lo serd la combinacién lineal £® 4 n®*. Escribamos explicitamente la forma que
tiene esta ultima funcion al lado izquierdo y derecho de la barrera:

(€ +mrm)e + (& + e siz<—A
D+ nd* = ‘ ‘ (4.44)
51;6”“ + nt*_,e‘”“ six>A
Identificando

w =&+l up=8&r— 4

Ul:gt* ) U2:77t: )
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se deduce que

1 _1_7“*_, r_, . 1
U] = —v —v Uy = —V —Vs .
1 r 1 ) 2 Y U2 - 1 . 2

El resultado anterior lo podemos resumir en forma matricial escribiendo
(“l> =M (”l) , (4.45)
U2 V2

M = ( i Ti/ti) . (4.46)

con

roJt 1/t%,

La matriz M se denomina matriz de transferencia.
Supongamos ahora que una onda plana de magnitud 1 incide sobre la barrera desde la
derecha. La funciéon de onda en este caso tendré la forma

e~thT 4y ik si x> +A
—ikx : —A
t_e s1 <

. Cémo estan relacionadas las amplitudes ¢, r— y t_,, r_,7 Usando las ecuaciones (4.45) y

(4.46) se tiene
()= ()= (" o) 5)

es decir,
r n r¥, 0 r_, n 1 .
- - = re—m — = l— .
ot Yo T

De aqui se encuentran las relaciones buscadas

te =t (4.47)

re =-—r",—. (4.48)
.

Note que las probabilidades de reflexién y transmisién son independientes de si la particula
incide desde la izquierda o de la derecha. No obstante, existen “cambios de fase” en la funcién
de onda al comparar uno y otro caso; como veremos, tales cambios de fase son altamente
relevantes para la fisica del problema.

Al trasladar la barrera desde el origen a la posicién a, el “camino éptico” de la onda
reflejada aumenta en 2a; para la onda transmitida nada cambia. Luego, la inica modificacion

que hay que hacer es:

r_, — r_e2ke
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a

Figura 4.18: Dos barreras, una centrada en x = 0 y la otra en z = a.

4.5.2 El caso de dos barreras.

Consideremos ahora un problema con dos barreras, una en torno a * = 0 y otra en z = a.
Supongamos que las barreras no se interpenetran, es decir, no hay traslape entre Vi(x) y
Va(x) (ver figura 4.18). La matriz de transferencia de cada una de las barreras serd

1/t 710"
M, = , (4.49)

rOal 1/

1/t2) e~ 2ika p ()7 4(2)"
= ) 4.
M, (ka2 2 s (4.50)

Podemos considerar ahora las dos barreras como una unica barrera de estructura mas com-
plicada y asociarle a ella una matriz de transferencia

1/t e/t
PYI e
ro/t. 1/t

M= MM, .

Es claro que se tiene
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Realizando el producto matricial podemos identificar las amplitudes de reflexiéon y transmision
para la doble barrera; obteniéndose

1 rO @ N
s = ( 0.0 TSt )
0@ " 07,

y
0@~ {07 0

Estas expresiones, con la ayuda de las ecuaciones (4.47) y (4.48), se pueden reescribir de la
manera siguiente:
+(1) 4(2)

s (4.51)

t1) p2) (1) g2ika

1 — e2ika 2 (D~

P

(4.52)

Expandiendo estas expresiones en serie podemos identificar cada uno de los términos con un
cierto proceso virtual. En efecto,

t, = tW? 4 2ikap(1)2).(04(2)  plika 4 (1) (r@r(j))Q t2 4+

— Y— — = T — Y —

La figura 4.19 muestra los procesos virtuales que corresponden a los primeros tres términos de
la serie. Todo calza: el factor de fase da el largo del camino 6ptico, el nimero y la direccion
de las reflexiones y transmisiones coincide con el observado en la figura 4.19. Por ejemplo,
consideremos el proceso “virtual” e?*#et()r2)r1¢2) gsociado a un doble rebote entre las dos
barreras, después de lo cual la particula emerge a la derecha. Este proceso involucra, primero,
la amplitud de transmisién de la primera barrera, t(!), después la amplitud de reflexién sobre
la segunda barrera 7?), después la reflexién por la primera barrera de una onda que ahora
viaja de derecha a izquierda, ") (de ac4 el cambio de sentido en la flecha), y finalmente
la transmisién por la segunda barrera de una onda que viaja de izquierda a derecha, t(2).
Lo anterior aparece multiplicado por un factor de fase exp(2ika) asociado al camino 6ptico
adicional, de valor 2a.
Realizando lo mismo para la amplitud de reflexion se obtiene:

r_, =) 4 ka2 (D) o pdika (1) .2) (1D,

La figura 4.20 muestra los procesos virtuales que corresponden a cada uno de los primeros
tres términos de esta serie.

Evaluemos ahora las probabilidades de transmision y reflexién. Denotemos por T y R; las
probabililidades de transmisién y reflexién por cada una de las barreras j = 1,2 en ausencia
de la otra:

T, =[O, B=[9, =12
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1 2
t@ tg)
- -—
tg) @
- —
e2ika - E) r (3
1
t® {@
S -
-
edika(r @) (1)) 2
—_— ad ——

Figura 4.19: Representacion grafica de los procesos de transmisién con 0, 2, y 4 rebotes
virtuales entre ambas barreras.
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Figura 4.20: Representacion de los procesos de reflexion con 0, 1 y 3 rebotes virtuales entre
ambas barreras.
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Para las probabilidades de transmisién y reflexién (a través de la barrera doble) se obtiene

T_ T, T,
’1 + v Rl R2€7i9‘2 ’

(4.53)

2

R— vV Rl + vV Rgeie

= 4.54
1+ vV Rl Rge*"" ( )

donde
9:‘90+2]€CL,

con 6y una fase constante. Es facil verificar que T+ R = 1.
Al aleatorizar la fase correspondiente a la distancia a obtenemos el resultado clasico

1 [% T, T T, T
e KT —
27 0 ‘1 + vV Rl R2€_19‘ (1 - Rl Rz)

Mostremos que esta ultima expresion efectivamente es el resultado clasico, es decir, es el
resultado que se obtiene con la hipétesis de que los multiples procesos de reflexion y trans-
misién son procesos reales (y no virtuales). Para ello, consideremos nuevamente dos barreras
con coeficientes de transmision y reflexion 77, Ry y Ts, Rs, respectivamente. Sumando los
distintos procesos reales, mutuamente excluyentes, mostrados en la figura 4.21, se obtiene

Ty =TT+ TiRoR\ Ty + Ty RoRy Ro Ry Ty + . ..
=T, (1+ RoRy + RoR1RoRy + RoR\RoRiRoRy + ... ) Ty
T, T,

(1— R Ry) "

Anéalogamente, para el coeficiente de reflexién se obtiene

(Th)* Ry
Rao=R +———.
1—RiR,

Note que Tyy < Ty v Ty < Th, es decir, la transmision clasica a través de las dos barreras es
menor que la transmisiéon por cada una de las barreras por separado. Estas desigualdades
son bastante intuitivas. El resultado cuéantico, sin embargo, no cumple con desigualdades
analogas. Esto se debe a que el razonamiento cldsico asume que los distintos procesos (trans-
misién con cero, uno, dos, ... rebotes) son opciones mutuamente excluyentes. Cudnticamente
debe considerarse como que todas estas opciones estan simultaneamente contribuyendo a un
proceso real de transmision. Esto es completamente ajeno a toda experiencia macroscopica,
y, sin embargo, da cuenta de notables efectos, como la transmisién resonante.
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LK RR; T,

LE! (R:R)? T,

—_— ad ——

Figura 4.21: Representacién de los procesos de transmisién con 0, 2, y 4 rebotes reales entre
ambas barreras.

4.5.3 Transmision resonante.

Supongamos que T} < 1, es decir, supongamos que la primera barrera (en ausencia de la
otra) es muy reflectante. A pesar de eso, jse podra obtener una transmisiéon importante a
través de las dos barreras? La respuesta es si. En efecto, si 77 =Ty y 6 = 27n, con n entero,
entonces la doble barrera es totalmente permeable:

T(T1:T2,9:27rn):1.

Lo anterior se conoce con el nombre de transmision resonante.

Clasicamente, esto resulta muy asombroso, pues la condicién de resonancia involucra
informacion precisa sobre lo que ocurre al otro lado de una barrera casi impenetrable, y, sin
embargo, se puede llegar a una transmisiéon del 100 % .

Si las dos barreras tienen reflectividades muy distintas, no es posible conseguir una trans-
misién resonante. Esto guarda relacion con el hecho que los estados de un sistema unidi-
mensional desordenado son localizados no hay posibilidad de transmisién por una barrera de
potenciales no equivalentes dispuestos desordenadamente. Sélo hay transmisién si existe una
unidad béasica que se repite idénticamente o con una regularidad particular.
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AV(X)

=21 -t 0 411 +211

Figura 4.22: Potencial periédico.

4.6 Potenciales peridédicos unidimensionales.

Consideremos un potencial unidimensional periédico
V(z)=V(zx—a) Yz,

donde a es una distancia fija. Un potencial de este tipo modela a un electrén en una red
cristalina unidimensional con sus dtomos separados una distancia a. (Ver figura 4.22)

4.6.1 Teorema de Bloch.

Consideremos una particula de masa m en un potencial periédico unidimensional, la gene-
ralizacion a potenciales que son periédicos en dos o mas dimensiones no presenta mayor

dificultad.

En primer lugar, notemos que
H(x +al,p) = H(X,p) ,

es decir, el hamiltoniano H es invariante frente a una traslaciéon r — = + a. Se tiene, por lo
tanto, que

U, 'H(x,p)U, = H(%,p) ,

es decir, H conmuta con el operador de traslaciones U, = exp(—iap/h). Lo anterior nos
permite elegir las autofunciones del problema de manera que sean autofunciones simultanea-
mente de H como de U,,.

;Cusles son las autofunciones de U_,? Sea | ¥) una autofuncién de U_, con autovalor
A, es decir

U_,|T)=)\T).
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Dado que U_, es un operador unitario, sus autovalores poseen médulo 1, siendo del tipo
A= ke
esto define k. Luego tenemos
U_,|T) =k ) |

Esta tltima relacion, en la representacién de coordenadas, queda

(2] U_a| W) = (2| (U_o] ¥)) = e™(a| V) = ™ ()
(2] U_o| )= ((z|U_) | V) =(z+a|¥)=U(z+a)

conbinandolas ecuaciones anteriores
U(r +a) =e*U(x) .
Definamos uy(z) por
ug(z) = e U (z) . (4.55)
Demostremos que entonces ug(z) es una funcién periédica con periodo a. En efecto:

up(z + a) = e FEHIY (1 + q)

— ik gmikagikagy (1) — =G () = 4y (2) .

El vector de onda k es real, ya que, si no lo fuera, la onda divergeria en una de las dos
direcciones x — =00, lo cual no es fisicamente aceptable. De lo anterior concluimos:

Teorema 4.1 Las autofunciones del Hamiltoniano correspondiente a una particula en un
potencial periddico siempre se pueden elegir de la forma wuy(x) exp(ikz), donde k es real
y ug(z) es un funcién periédica con el mismo periodo del potencial. La funcién ug(x) se
denomina onda de Bloch.

Note que las ondas de Bloch son funciones no localizadas, la probabilidad de encontrar la
particula esta dispersa sobre toda la red.

Un comentario sobre los autovalores del operador U_,: Todos los vectores de onda k +
2mna, con n € Z, dan origen al mismo autovalor ¢** de U_,, o sea, los valores de k en el

intervalo

generan todos los autovalores posibles de U_,,.
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4.6.2 Modelo de Kroning-Penney.

Existe un caso de un potencial periédico unidimensional que es relativamente facil de tratar;
es el modelo de Kroning-Penney. Este modelo consiste en un arreglo periédico de potenciales
tipo delta:

V(z) = Z Wod(z —na) ,

donde W), tiene las dimensiones de energia por unidad de longitud. La periodicidad del
potencial nos permite buscar soluciones del tipo (4.55). El problema se reduce a calcular las
funciones periédicas uy(x) y encontrar la relacion entre k y la energia E.

En el intervalo 0 < = < a, el potencial se anula y, por lo tanto, la solucién general de la
ecuacién de Schrodinger es:

U(r) = Ae'* + Be "%
donde hq = v2mE. Para la onda de Bloch se tiene, entonces:
u(x) = Ae'1he 4 Be~ilathe (4.56)

Para determinar los coeficientes de expansién A, B, imponemos las dos condiciones de borde
usuales:

(a) La funcién de onda W(x) debe ser continua en los lugares na, (n € Z). Esto implica que
también uy(x) debe ser continua en esos lugares, es decir:

e—0

ug(€) — up(—€) — 0.
Pero
up(—€) = ug(a — €)

de modo que

e—0

ug(€) —ug(a —e) — 0 .
Usando la ecuacién (4.56), la condicién de continuidad queda

A+ B = A¢'ltRe 4 pgemilathla (4.57)

(b) La funcién de onda W(x) debe ser solucién de la ecuacién de Schrodinger también sobre
los puntos de la red, es decir,

2m dx?

<E + fii) U(z) = f Wo d(x — na) U() .

n=—oo
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Integrando esta ecuacién sobre un pequeno intervalo —e < x < €, se encuentra

te R [d¥(x) dV(x)
E/6 \I/(ZL') dx + % |:W - - dr $_6:| = WO\IJ(O) (458)
Ahora bien:
d\z(az) — igAe'® — jgBe e <3 iq(A— B) ,
Z T=¢

y, aprovechando la periodicidad de ug(x):

dw d ik
., Ta ]
_ d ik(z—a)
= dr—a) (ur(z — a)e ) o
d )
— @ (U (l,)ezk:refzka) -
A — i ) iy
- ( dicx>>x_a_g > e g (A" — Be™™)
Ademas,
+e 0
E / U(z)dr =0,
y
luego (4.58) queda:
2
2h_z'q (A — B — Aefla=ka . Befi(quk)a) =Wo(A+ B) . (4.59)
m

Las condiciones de borde anteriores nos dan un sistema homogéneo de dos ecuaciones
para los coeficientes A y B. De (4.57) se deduce que

1 — eilag=k)a
B = Ae—i(q+k)a — 1
y reemplazando este resultado en (4.59) se obtiene
AR? 1 — ¢ilak)e

—i(g+k)a (1 _ pilg—k)a
—Zq 14— ei(q—k’)a _ e (1 et )
2m 1 — e—ilgtk)a 1 — e—ilg+k)a

1 — ei(q—k)a :|
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Figura 4.23: Gréfico de la ecuacién (4.60) para mWya/h? = 37/2.

de donde

A (eika . e—iqa o eiqa + e—ika) — AT;;V;/;O (eiqa . e—iq:z) 7

es decir,

mWO
coska — cosqa — ——senqa | A =0
h*q
Puesto que nos interesan las soluciones no triviales, el coeficiente de A en la ultima ecuacion

debe anularse, lo que nos da la siguiente relacién entre ¢ y k, es decir, entre la energia y el
vector de onda:

mWya sen qa
h? qa

cos ka = cos qa + (4.60)

Esta ecuacién puede ser resuelta graficamente. Notando que para un dado valor de k el lado
izquierdo no puede exceder el valor de uno, se obtiene que los valores de ga deben estar en
las zonas “gruesas” del eje ga (ver figura).

Utilizando que E = h?q*/2m podemos graficar E en funcién de k en la zona “reducida”
—7/a < k < 7/a. Para un k dado existe una cantidad infinita de soluciones para FE, las
cuales se distribuyen en “bandas” con “brechas” (gaps) entre ellas. La figura 4.24 muestra las
primeras dos bandas de energia E en funcién de k, para los mismos parametros de la figura
anterior. Este gréafico revela claramente la existencia de “gaps” o “zonas prohibidas” para la
energia. Esta es una caracteristica general que se observa en todos los potenciales periddicos,
ya sea en una o tres dimensiones.

Estas bandas de energia, con sus zonas prohibidas, estan estrechamente relacionadas con
el hecho de que algunos cristales son conductores y otros son aisladores.
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— W(qa)?
2 banda | 3arm
oep
1banda¢ o~ / "
T 0 o
a a

Figura 4.24: Bandas de energia del modelo de Kroning-Penney.

4.7 Efecto Aharanov-Bohm.

En esta seccion analizaremos un problema que esta relacionado con el efecto de Aharanov-
Bohm.

4.7.1 Particula en movimiento circular.

Consideremos una particula de masa p y carga q que esta constrenida a moverse en el plano

x — y sobre una 6rbita circular de radio pg alrededor del origen, pero que por lo demas esta

libre. Encontremos los autovalores de la energia y las correspondientes autofunciones.
Usemos coordenadas cilindricas con p = constante = py y 2z = 0:

U =V(p,o¢,z) =V (p) .
La ecuacién de Schrodinger “libre”; en coordenadas polares, para p = pg, viene dada por

" 19°V(9)
21 pg  OP?

Dos soluciones linealmente independientes son:

+EVU($) =0 .

T () = jQ_Wexp (isz,fL‘EpoaS) ,

soluciones que estan normalizadas de acuerdo a

27
/O ()P do = 1.



196 CAPITULO 4. SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS UNIDIMENSIONALES.

Figura 4.25: Espira circular de radio b por la cual circula una corriente I.

La condicién de que la funcién W(¢) no sea multivaluada, da la cuantizacién de la energia:

V2pEpo

V(o +2m) = U(p) = 3

= entero ,

es decir, el espectro de energias y autofunciones son

h2 2
B, =
24105
y
+ L i
U (o) = e )

4.7.2 Potencial vectorial magnético.
Introduzcamos ahora un campo magnético representado por el potencial vectorial:
Oz x 71

A= """
2m(2 X )2

(4.61)
y mostremos que el campo magnético B =V x A asociado a tal potencial vectorial corres-
ponde aproximadamente al de un fino y largo solenoide con flujo ®, colocado a lo largo del
eje z. En la subseccion siguiente estudiaremos el movimiento de una particula cargada en
movimiento circular, en la presencia de tal campo.

El potencial magnético A en un punto P = (1,60, ¢), producida por una espira de radio b,
por la cual circula una corriente I, para r > b, es (ver figura 4.25)

A= A(r,0) = Ay(r,0)0
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solenoide

:://¢
dr

Y.

197

Figura 4.26: Solenoide, de longitud infinita, con n vueltas por unidad de longitud, por la cual

circula una corriente I. Note que rsenf = y sen a.

con

Inb? r senf
A _ : .
(1) ¢ (4124 2br senf)3/?

A partir de este resultado, para un solenoide que tiene n vueltas por unidad de longitud (ver

figura 4.26), se deduce que

oo Inh? X sen
Ay(r,0) = dz .
+(r:6) /Oo c n(b2—|—2bxsena+xz)3/2 y
El campo magnético generado por tal solenoide es
dmin . | interi
B - en el interior '
0 fuera del solenoide

Para el flujo magnético ® se encuentra el resultado:

4m2?
&= 2B = 2"
c
es decir,
Inb’n @
c  Ar

Con esta expresion, para el potencial A se obtiene

® +oo d
Ay(r,0) = o sen@/ -

™

o (B2 4172422+ 2br sen® — 2rz cosf)3/2
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En el limite b — 0, es decir, para un solenoide muy fino, queda

Or senf [T dz
Ay(r,0) = 2T500
() 4 /_Oo (r2+ 22— 2rz cos)3/?
B dr sen 6 2
T A4r r2sen26 ’

es decir,

/T:g?#‘
21 (2 % 7)?

T

Asi, hemos demostrado que el potencial magnético dado por la ecuacién (4.61) da origen a
un campo magnético que es nulo en todas partes, excepto sobre el eje 2.

4.7.3 Particula cargada en un campo potencial magnético.

Volvamos al problema de la primera subseccion, es decir, consideremos nuevamente el mo-
vimiento de una particula de masa p, restringida a moverse sobre un circulo de radio py.
Adicionalmente, supongamos que la particula posee una carga ¢ y que normal a la espira,
por el centro, pasa un solenoide del tipo analizado en la subseccién anterior.

Si bien, en todos los lugares por donde se encuentra la espira, el campo magnético B es
nulo, no lo es el potencial magnético.

Es nuestro objetivo determinar el espectro de energia y mostrar que éste coincide con el
espectro que se obtuvo para ® = 0 (primera subseccién de la presente seccion) si el flujo ®
toma ciertos valores cuantizados.

Al moverse una particula cargada en presencia de un potencial magnético ff, el momento
p en el Hamiltoniano debe ser reemplazado por

O IR

F—P+ A,

resultado bien conocido de la mecénica clésica.
2 ., e 7. . .
En lugar de —;L—NVQ, en la ecuacion de Schrédinger debe introducirse el operador

o (9 4 L)’

La ecuacién de Schrédinger que debemos resolver es por lo tanto

1 (—m—— " —A¢)2 W(6) = BU(9) .

En el plano x — y, a una distancia py del origen, el potencial magnético es

0
_27TP0’

Ay
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luego la ecuacién de Schrodinger queda

2p po0¢ — 2mpoc
o0 sea,
1 K% 02 b 0 2?2
= |~ i q2 —+q72 —FE|V(p)=0.
21 p; 00* Tppc0p  Ampic?
Esta ecuacion la reescribimos de la forma
o> ov
—_— —_— =0 4.62
con
h2
a=—-—7,
2005
_ ihg®
- 2mppge’
y
_ q2q)2 B
TP
Busquemos soluciones del tipo
U(p) =e"?

Reemplazando este ansatz en (4.62) se obtiene la relaciéon que debe satisfacer I':
al? + 8T +~v=0.

Resolviendo la ecuacion cuadrética se obtienen dos valores para I':

i )
I'= ~7 (q_ :FpO\/Q/LE) .

2me
La funcién de onda para el problema es, por lo tanto,

U*(¢) = \/%eXp {—% (g—i ﬂFpox/2/TE) eb}

La condicién de que ¥ sea monovaluada (i.e., £ (¢ + 27) = U*(¢)) nos da ahora la cuanti-
zacion de la energia:

qP 2uEn,
2mhe T o h?

=m, conméEZ



200 CAPITULO 4. SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS UNIDIMENSIONALES.

2
| 2HRE
-h2
10 +
3-3 A2
8 3 2.
T -23
61 -
2. S
4l 2-2 371
T2 -1
B I S
7 1,-1 ,/‘_'1' - - 02
1 0,1 0 e
0 QT o gz 1 -
0= O 1/4 1/2 3/4 1

Figura 4.27: Espectro de energia para diversas intensidades del flujo magnético.

es decir,
h? o \?
En=7— m—q , conméeZ.
2105 2mhce
La funcién de onda correspondiente viene dada por
1 )
U, (¢) = —=e™?
9) Ver
Si
)
°_ _ 5 — entero ,
2mhe

entonces el espectro coincide con el que se obtuvo en la primera parte para ¢ = 0.
Caractericemos el flujo ® con el parametro de intensidad 9, es decir, escribamos

2mhed
. )

El espectro tiene degeneracion doble si § es semientero. Con ¢ entero el espectro también es
doblemente degenerado, con la excepcién del estado fundamental (ver figura 4.27). En los
demds casos el espectro es no degenerado.

Note que los niveles de energia dependen de la intensidad del campo magnético B al cual
la particula no esta expuesta. Contrariamente a lo que ocurre en la electrodinamica clasica,
donde los potenciales eléctricos y magnéticos son sélo magnitudes auxiliares que ayudan a
una formulacién mas elegante de la teoria, en la mecanica cudntica el potencial magnético A
genera un efecto observable, efecto de Aharanov-Bohm.

Para un vision sobre la verificacién experimental del efecto de Aharanov-Bohm recomen-
damos leer el articulo Quantum Interference and the Aharanov-Bohm Effect, aparecido en
Scientific American, Abril 1989.

O =5 =
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4.8 Problemas

4-1)

4-2)

4-3)

4-4)

4-8)

Verifique la siguiente expresién numéricamente

T impar

Considere el estado U = (¢ +¢1)/v/2 en t = 0. Encuentre cémo evoluciona ¥ temporal-
mente y demuestre que es una funcién periédica del tiempo con periodo T' = h/(E;— Ey).
Grafique |¥(z,t)|* parat = 0, 7/4 y 7/2. Interprete semicldsicamente la evolucién tem-
poral como un “rebote”; calcule el periodo T" y muestre que, en orden de magnitud,
coincide con el de una particula clasica de energfa F = (H). Usted concluird de este
ejercicio que un factor de fase en una superposicién 1y + e*“; es altamente relevante:
o+ €'y # )y +101. Aunque un factor global de fase es irrelevante: ¥ y e?#W describen
al mismo estado.

Repita el anélisis realizado para el potencial culombian en la subseccion 4.2.1 para el
oscilador arménico.

Verifique que si (¢t = 0) = ®,z(x), entonces P(t) se alterna periédicamente entre los
estados ®,r v ®, 1, con un tiempo de intercambio
hm
T, = .
E, —E,.
) Analice el potencial
1|z| > a/2
Viz) = +00 s% |z| > a/
Wod(x) si|x| <a/2

Ponga Wy = h?Q/m y tome el limite « — oo. Haga ver que se obtiene un espectro
similar al de la figura 4.10. Interprete sus resultados analizando las autofunciones de
cada doblete @, (z).

) Reproducir los resultados para el potencial delta atractivo usando la solucién del pozo
cuadrado con a — 0, Vj — oo de modo que aly = constante. Muestre que solo
aparece una solucion y que ésta es par.

Una particula (en dos dimensiones) estda encerrada en una caja rectangular de paredes
impenetrables, dentro de la cual se puede mover libremente. Encuentre las autofuncio-
nes y autovalores del Hamiltoniano del sistema. ;Qué se puede afirmar acerca de la
degeneracion de los autovalores?

Encuentre las autofunciones y autovalores del operador de Hamilton para el siguiente
potencial:
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V(X)

4-9) Estudie los estados ligados y no ligados del potencial:

Wy szl <a
V(x)—{ 0 silz|>a

Haga el limite Vy — 00, a — 0, con 2Vya = V', y compare con el resultado para un
potencial delta atractivo, V(z) = =Vzyd(z).

4-10) Considere el pozo de potencial, nulo en el intervalo [0, a], infinito en el resto del eje real.

(a) Mostrar que para una particula en este pozo infinito valen las siguientes relaciones,
en el n-ésimo estado:

() = za,

a® 6

., Cémo se entiende que la probabilidad de encontrar la particula en a/2 sea nula
para los estados con n par?

(b) Determine la funcién distribucién de probabilidad de momentum para una particula
en el n-ésimo estado.



Capitulo 5

El oscilador armonico.

En muchos problemas de la Fisica se esta interesado en analizar problemas para los cuales
el sistema solo estd levemente fuera del equilibrio. En ese caso el problema generalmente
se puede describir como un conjunto de osciladores independientes. Lo tltimo es cierto en
la Mecanica Clasica como también en la Mecanica Cuantica, que es el formalismo que debe
usarse para estudiar las oscilaciones de nicleos, moléculas y sélidos.

En este capitulo consideraremos la solucion cuantica al problema del oscilador arménico
unidimensional, cuyo Hamiltoniano esta dado por:

. . 1
H=HEp) =L + Smuw’K? (5.1)

5.1 Energia de punto cero.

En esta seccion estimaremos la minima energia que puede poseer un oscilador arménico de
acuerdo al principio de incerteza. Para ello notemos primeramente que

(Az)* = (x*) — ()" = (x7) , (5.2)

(Ap)* = (p*) — (p)* = (P%) , (5.3)

pues, por simetria, (X) = (p) = 0.
De acuerdo al Principio de Incerteza, siempre se tiene que
h2
(A (Ap) > 7
Supongamos que la funcién de onda para el estado fundamental es tal que en la ultima
ecuacion se puede usar el simbolo de igualdad, o sea, que se tiene

_ (5.4)
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Evaluemos el valor esperado de la energia. A partir de (5.1), se obtiene

1 1 v2

(B) = () = L (57) 4 L)
Luego, usando (5.4) se obtiene
h? |
(E) = 8m(x2) g e

Minimizamos (E) con respecto a (x*):

FE h? 1
< >:— +§mw2:0.

d
A=) Sm(x2)?

El valor de (X?) que minimiza (F) es, por lo tanto,

h2
S22
<X >min - 4m2.? :
Con este valor se obtiene para (E)y;, el resultado
(E)in = 5h
min — 2 .

Como el valor esperado de la energia de un estado estacionario coincide con la autoenergia
de tal estado, se tiene que

1
Emin = éhw )
resultado que, como veremos, coincide con el resultado exacto.
Es importante notar que la energia del estado fundamental del oscilador arménico no es
nula. Esta energia minima, que ningin oscilador puede perder, se llama energia de punto

cero.

5.1.1 Regla de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld.

Antes de desarrollar formalmente el problema del oscilador arménico, evaluemos el resultado
que arroja la regla de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld para el espectro de energia.
La Regla de Cuantizacién de Bohr-Sommerfeld exige que

7{]9(3:) dr =nh, conné€Ny. (5.5)

Para el momento p, en funciéon de la coordenada x, se tiene la expresion

p(z) = £V2mE — m2w2a?

Luego

zo
j{p(x) dr = 2/ V2mE — m2w?a? dz |
.
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donde z( es la amplitud clésica del oscilador:

1 /2F
Tog = — —_— .
w m

Para evaluar la integral realizamos el cambio de variable u = /55wx. Se obtiene
[2E1 [* 2nE
j{p(x)da: =4v2mE ——/ V1= @du ="
m w J, w
Combinando este resultado con (5.5) queda

2rE,
w

= n2rwh ,
es decir,
E,=nhv, conn=0,1,2,... .
Esta expresion da el correcto espaciamiento de los niveles del oscilador arménico, pero erré-
neamente la energia del punto cero.
5.2 Los operadores a, a' y n.

Comenzamos el tratamiento formal del oscilador armoénico introduciendo variables adimen-
sionales. Definimos los operadores &, 7 y el escalar o por

< X . P
E=—, T =
h/muw mwh
y
+1 E
o+-=—.
2w

Note que \/ h/mw y vVmwh son la amplitud méxima y el momento méximo que tiene un
oscilador clasico si su energia es F = %hw El conmutador de estos operadores viene dado

por
L1 mw _ 1 V_lvv_@_,
[6777] - |: h X, mwhp:| - h[x7p] - h =1.

Con estas definiciones el Hamiltoniano para el oscilador arménico queda expresado por
e b - 1 < 92 <2
H(E 7) = Sho (724 &) .

mientras que la ecuacién de Schrodinger tiempo independiente, H| W) = E| ¥y ), queda

%(ﬁ2+é2)\%>= (0+%> [ Vo)
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Introduzcamos el operador a definido por

a

Sl -

(€ +i) .
Su hermitico conjugado es
al = %(éﬂ'ﬁ)*: 1 (8- i) = —= (E—in) .

ya que £ y 7 son operadores autohermiticos.
Si € y 7 fuesen variables clésicas, serfa natural la factorizacién

(7 +€)=4a"a.

Sin embargo, debido a que los operadores momento y posicién no conmutan hay un término
correctivo adicional:

de modo que

Conviene definir el operador n por
n=ala.

Este si es un operador autohermitico (dado un operador A arbitrario, el producto ATA es
siempre autohermitico). Con esta definicién el Hamiltoniano toma la forma

. 1
(]

Para completitud, escribamos también las relaciones inversas para los operadores £ y 7,
es decir, estos tltimos en términos de los operadores a y af:

.1,
€:ﬁ(a+aT)

1
2

Como af # a se tiene que a no es autohermitico y, por consiguiente, no es un operador
asociado a un observable.

7= (a—al) .
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Usando el operador n y la definicién de o, la ecuacion de Schrodinger queda de la forma:

|0, ) = o] T, ) .

[a,a'] = % & + i, & —in]
Lo 9 1o o
=3 [5, —m] + 3 [271',5}
=—i[&w] =1

Proposicién 5.1

al|w,) o |Wayr) .

En el lenguaje técnico se dice que a es el operador de bajada y a' es el operador de subida.

Demostracion
n(alv,)) =a'aalv,) = (aa' — 1) alv,)
—a(a’a)| v, ) —alv,)=am—1)T,)
=a(c—1)|¥;) ,
es decir,

n(alV,)) = (0 —1)(a¥,)) .

Luego a| ¥, ) es proporcional a |W,_; ), pues, para el oscilador arménico, el espectro es no
degenerado. Esta tltima relacion ensena que, si o es autovalor de nn, en general o — 1 también
serd autovalor de n, a menos que a| ¥, ) = 0. En forma anédloga se demuestra que

éT|\IIO> XX ’\I’U+1> .

Proposiciéon 5.2 Se cumple que o > 0, es decir, £ > %hw

Demostracién 0 < ((, |af) (a| U, )) = (T, |n|¥,)=0.

Corolario: Sea |¥,) un autoestado para el oscilador armoénico, entonces la serie |V, ),
a|v,), a?| v, ), ... debe terminar, o sea, 3 7o > 0 tal que

al v, )=0.

En otras palabras, existe un estado fundamental un autoestado con energia minima, ver
figura 5.1. Una vez determinado oy, sabemos (al aplicar a') que el espectro de 1 serd oy,
oo+ 1, 00+2, ... Otro autovalor de n llevaria a la violacién del caracter positivo de n, como
se ve al aplicar reiteradamente el operador de bajada a.
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On
¢ ; On-1
LR,
Y
g

Figura 5.1: Una aplicacién sucesiva de a a un estado lleva al estado fundamental.

Proposicién 5.3 g9 = 0.

Demostracién Como a|V,, ) = 0, se tiene que
n| ¥, )=alalv, )=0.
Por otra parte,
0|V, ) = ool Vo, ) ,

luego op = 0.

De las proposiciones anteriores se deduce:

Corolario: El autovalor o de la ecuaciéon n| ¥, ) = o| ¥, ), es un entero no negativo, o sea,

1
En:hw(n—i—i) ,con n=0,1,2,... .

Note que el estado fundamental tiene energia Ey = %hw, resultado que coincide con el obte-
nido en la primera seccién de este capitulo usando el Principio de Incerteza.

Notacién: A o, por ser un entero, de aqui en adelante lo denotaremos por n, mientras que
Y 9 ?

para los autoestados | ¥,, ) usaremos la notacién |n ), conn =0,1,2,...

De esta manera, la ecuacion de autovalores queda

nn)=mn|n).

Sabemos que a|n) es proporcional a |n —1). Evaluemos la constante de proporcionali-
dad, es decir, escribamos

ajn)y=b,n—-1), b,eC.
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y evaluemos b,. Se tiene
(n|nfn)=(n[n[n)=n(nln)=mn.
Por otra parte,

(nlin)=(n|a'aln) = (an))" (aln))
=bby(n—1|n—1)=b,]*.

De estas ecuaciones se deduce que |b,|?> = n, o sea,
b, =/ne . con B, €R.

Eligiendo los b, de manera que sean reales positivos, se obtiene finalmente

aln)=+vn|n-1). (5.6)

Repitamos lo mismo pero para el operador af. Escribamos
alln)=cyn+1), con c,€C.

y evaluemos ¢,. Se tiene

0 sea,
len> =n+1.

Eligiendo nuevamente los coeficientes de manera que sean reales y positivos, queda
chn=vVn+1,

obteniéndose finalmente

alln)y=vn+1|n+1). (5.7)

Otra manera de obtener este tltimo resultado es la siguiente: Sabemos que (ver ecuacion

(5.6))
(A)n = (m]aln) =dpn1vn .
Esta relacion implica que

(éT)mﬂl = (é);,m = 5n,m—1\/ﬁ = 5m,n+1 vn+1,
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es decir,

alln) => (amm |m) =D bmmpVn+1m)=vVn+1ln+1).

m

El Hamiltoniano en términos de n queda

g 1 1
H:m(éTé+§):<ﬁ+§>m.

Asi pues, 1 es el operador de nimero (o de cantidad) y da el niimero de cuantos hw del estado
|n). En la teoria cudntica de campos:

e n cuenta el nimero de fotones que posee un cierto modo.
e a aniquila un fotén (operador de aniquilacién).
e af crea un fotén (operador de creacion).

Evaluemos los conmutadores de fi con a y af. Se tiene:

La relacion (5.7) permite obtener las funciones de estado en funcién del estado base |0 ),
el estado fundamental |0) es también conocido como “vacio” de excitaciones. En efecto,
aplicando en forma consecutiva a' sobre el estado fundamental se encuentra

(ah"fo) = @H"'Vi1)

@h"2viva|2)
= (@ ?v1-2-313)

Vil |n).

es decir

ah" o).

-
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5.3 Funcion de onda del estado fundamental.

En la seccién anterior se encontro el espectro de energia del oscilador. Encontremos ahora las

funciones de estado para el oscilador arménico en la representacion de posicion. Comenzamos

el andlisis encontrando la funcién de onda (£|0) = Wy(&) del estado fundamental.
Escribamos la ecuacién (5.6), pero con n = 0:

al0)=0.

Realizando el producto interno con el “bra” (£ |, se obtiene

(¢lal0) =

De las expresiones anteriores se deduce que la funcién de onda W, (&) satisface la bien conocida

ecuacioén diferencial
e+ L) woe) =0
de) S T

Es inmediato ver que la solucion de esta ecuacion es la gaussiana
Wo(¢) = Ae™812
El valor de A = 7~ 1/4 se obtiene normalizando la funcién de onda. De esta manera se obtiene

To(6) =7 Ve 2 = (¢]0) |
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V(X)=mey? X [ 2A

/ Energiafw ]

1 1 1 X

2 -1 0 1 2 nme]

o

Figura 5.2: Estado fundamental del oscilador armonico.

Escrito en términos de

Wo(&,t) =7 Yexp (—%2 — % (%ﬁw) t)

L e ity

\%

Es importante notar que, de acuerdo a la 1ltima ecuacion, el paquete de ondas Gaussiano
que representa al estado fundamental no se dispersa a medida que transcurre el tiempo;
siempre se mantiene Gaussiano y (contrario a lo que ocurre para una particula libre) seguird
cumpliendo en todo instante la relaciéon Az Ap = h/2.

Un grafico de la funcion de onda del estado fundamental se muestra en la figura 5.2.

5.4 Estados excitados.

Comenzamos evaluando explicitamente la funcién de onda del primer estado excitado (n = 1)
en la representacion de posicién. Se tiene:

(€]1) =T.(§) = (¢la']0),
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o0 sea,

Uy (§) = <£\€—fmyo>

(e (=) et

-7 (i)
Aen

En general, para el n-ésimo estado excitado, se obtiene:

U (§) = (&ln) = (¢la'™]0)

&\HS\

b

Vn!
1 1 d\"

:ﬁw(ﬁ—@ (€]0)

I SR PSR Sy
_M%QH/Q (i {) e )

Consideremos la expresion

5 /2 ¢ d <ef£2/2¢(£)) _ _652/2 (—5652/2¢(£) Le 52/2d¢(£))

dé d§
(S - —5) 5(E)

Deducimos que el operador diferencial £ — d/d¢ se comporta igual que el operador
_egrnd e
dg
luego

" d 2 2 d 2 2 d 2
D) (o et 2l g2 g2 D g2 822 T 822
(6= ) — e e et e
dr 2
= (e L e

dgn

Con esta expresion, la n-ésima funcion de onda del oscilador arménico se puede escribir de

la forma

(—1)” 2,5 d™ 2 2
U () = ep0 e -2
© \/znn!\/%6 den ‘
Definicién 5.1

H,(¢&) = (—1)”65”—”6*&2 . (5.8)

reves momentos de reflexion muestran que los {H,(£)},, con n € N, son polinomios, los asi
llamados Polinomios de Hermite.
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Con esta definicién, las funciones de onda quedan

JEy
,(8) = WHH(@ =(&|n) . (5.9)

Los polinomios de Hermite tienen paridad bien definida:

Hy(=&) = (=1)"Hn(§) ,

luego, también la tendran las funciones de onda del oscilador armoénico,

W (=€) = (=1)"Wn(§) -

Esto coincide con un resultado general obtenido anteriormente, donde se noté que todo po-
tencial par V' (z) = V(—z), posefa autofunciones con paridad definida.

La figura 5.3 muestra un grafico de las funciones de onda V¥, () y la densidad de proba-
bilidad cudntica peuant(£) = |(€|n )|? para varios estados.

La densidad de probabilidad clasica de encontrar la particula en el lugar £ al oscilar ésta
con una energia igual a la del n-ésimo estado cuantico, viene dada por

1

donde &, es la amplitud clasica del oscilador, es decir,

En=V2n+1.

En la figura 5.3 también se muestra la distribuciéon de probabilidad clasica.

pol(g) =

Los aspectos de la figura 5.3 que valen la pena destacar son:

e El niimero de ceros de las funciones de onda es igual al niimero cuantico n que carac-
teriza el estado. Cada estado tiene un cero mas que el estado inmediatamente inferior
en energia.

e Las funciones de onda tienen una paridad bien definida, siendo ésta (—1)".

e La distribucion clasica diverge en los puntos de retroceso & = &,. Mas alla de estos
puntos, la densidad de probabilidad clasica es nula.

e La distribucion de probabilidad cudntica muestra oscilaciones y si penetra en la regiéon
clasicamente prohibida.

e Si bien, para los estados de menor energia, las densidades de probabilidad clasica y
cuantica son muy distintas, a medida que n crece la distribucién clasica comienza a
representar bastante bien al promedio de la distribucion cuantica.



5.4. ESTADOS EXCITADOS. 215

Probabilidad
) o .

Estado Fundamental

3

5 : L
-4 -2 0 2 4 4 -2 0 2 4
Probabilidad

n=1

A LIJ6 n=6

Figura 5.3: Funcién de onda y distribuciones de probabilidad clésica (linea punteada) y
cudntica (linea llena) para varios estados del oscilador arménico.
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5.5 Polinomios de Hermite.

En esta seccién resumiremos algunas de las propiedades que cumplen los Polinomios de Her-
mite. Partiendo de la definicion que hemos dado, los polinomios de Hermite los podemos
reescribir de la forma:

A" o
H,(&) = (=1)" [ e —e¢
© =1 (e e )
o" 2
— (L) o (Es)
(=1)" e _
2 8” 2
_ 1)ef = (€=9) —1)"
(e e )
an 2 2
_ 9" e 1
Dam _ (5.10)
Definamos la funcién generatriz de los polinomios de Hermite
F(s,8) = €897 = o="+2s¢
Al expandir F(s,&) en torno a s = 0 obtenemos
1 /0"
F = — | =—F "
0= (5ere0)|
Pero los términos
an
—F
(Gre0)|
son precisamente los polinomios de Hermite (ver ecuacién (5.10)), luego
1
_ 732+23£ . il n
F(s,&) =e => —HA(€)5" (5.11)
n=0

En el curso de Métodos de la Fisica Matematica II demostramos que

F(S7f) L€7§2/2+\/§s£752/2 - Z \Iln(g) s

!
v —~ nl

F(s,€) es la funcién generatriz de las autofunciones del oscilador arménico.
Partiendo de la definicién de la funcién generatriz podemos encontrar relaciones de recu-
rrencia. Por ejemplo, se tiene:
oF

8—€:2SF
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Usando el desarrollo en serie de F' dado por la ecuacién (5.11), esta relacién queda

LH (65" O 2H,, (€)s™ T
> =D T

Igualando los términos de la misma potencia s”, se encuentra la relacion de recurrencia

H’I’l(f) = 2an,1(£) .

Del mismo modo, se obtiene que

oF

= (=25 +20)F

s — (25T %)
Luego, usando (5.11)

H,(&ns" ! = H,(&)(—
3 <£7)1l -y (&)(

n=0 ’ n=0

2)8n+1

de donde, igualando términos de la misma potencia s”, se encuentra la relacion de recurrencia

26H, (&) =2nH,1(&) + Hp1 () -

oF
75 (“?)

Procediendo en forma analoga a los casos anteriores, se encuentra la relacion

(26~ 5 ) 1O = Ha(©)

Los primeros polinomios de Hermite son:

También se tiene que

HO(§> =1

Hi(§) = 2¢

Hy(&) = =2 + 42

Hs(&) = —12¢ + 8¢°
()

La relacién de ortonormalizacién queda de la forma

+00
(nlm) =G = [ de (n]€)ém
L [T
_W/_oo d e H,(€) Hon(€) |

es decir,

/ - dEH, () Hp(€)e 8 = 2"nI/T b -

e}
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5.6 Funcion de Green.

De la definicién de los polinomios de Hermite (5.8) y la igualdad

e 1t 2L o
e :—/ dt exp (—t i22§t) ,

sigue que
H, _ 1 o \n 2 2 .
W(6) = — dt (F2it)" exp (& — ¢* £ 2i€t) . (5.12)
Evaluemos ahora la expresion
1 [«
Fleme) =3 o (5)" Hal©) Halm) (5.13)
Al usar (5.12) se sigue
Loy [ \n 22 o
Pema) =3 (5) i / e (it exp (€ £~ 2ie)
_ 1 +OO i E (iat)" Hy(n)| exp (& — ¢* — 2i€t)
TJ- n=0 n‘

Usando ahora la funcién generatriz (5.11) se obtiene

1 [t |
(&, a) = NG / dt e~ (1-0?)P+2i(an-9)t+€*

Completando cuadrado e integrando se obtiene
1 —1 202 | 2
F(¢n,a)= N exp {m (04 (& +n°) — 204577) : (5.14)

Si{E.} v {¢n(&)} son las autofunciones del Hamiltoniano de un sistema, la funcién de
Green para ese sistema se escribe de la forma (ver ecuacién (3.72))

G(&n,t) Zexp —i Bt /1) 6},(€) dn(n) -

Usando (5.9) y (5.13), se encuentra

—iw(n 1 2402
G(&n.1) Z e e Hal€) )
1 —iwt/2 —(£2+772)/2 > 1 e*iwnt "
= = " - Hn Hn
Cemre @y L () e Hin

/2 TSI, i)

5=
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Ahora usamos (5.14), obteniéndose

1 e—wt/2 o= (E2+1%)/2

Glemt) = NG V1 — exp(—2iwt) .
exp [_ (exp(—2iwt) (€% + n?) — 2 exp(—2iwt)En) }
1 — exp(—2iwt)

~ o slen(wt) P Lenzwt) (%(52 ) cos(ur) _&7)} '

Por ejemplo, si 2wt = € — 0, entonces,

Glen.0) = e (He—?) = st6—n).

1
\/ €

tal como debe ser. Esta ultima relaciéon demuestra que

Z —H,(€) Ha(n) = 5(6 =) -

5.7 Representaciéon matricial de los operadores.
Consideremos la base ortonormal de J{ formada por los autovectores del operador n. Eva-

luemos los elementos de matriz y escribamos la representaciéon matricial de los operadores a',
a, 7, &, ny H, en esta base.

(i) (@)nm = (nlam) = /monm

0v1 0 0 0 ...

0 0 v2 0 0 ...
@=|0 0 0 V3 0
0

Para el operador hermitico conjugado se tiene
0 0
vi 0
0 V2
0 0 V3
0

0 ...
0 ...
0 -
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a+ a'), luego

>
~—r

S

(i) & =

0
0
0
0

(ﬂém,n,l +vn+ 15m7n+1) .

i

0
0
0

1
V2

(é)n,m =
)

7/2

(vi) £ =¢-&
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Consideremos un estado | ¥ ), superposicién de autoestados del oscilador arménico:

Uy = [n){n|¥).

La dependencia temporal de | ¥) viene dada por:

[U(t)) = [n)(n|W)err/ar,

n=0

Evaluemos el valor esperado del operador posicion y mostremos que éste satisface la misma
ecuacion que la variable de posicion clasico. Tenemos:

(€)= (v 1€ v())
=) (W) [n)(n]€m)(m|¥(t))

- Z<\Ij|”><”|é|m)(m|\11>e—iw(m—n)t .

n,m

Pero &, = <n | é | m> = % (\/ﬁém,n—l +vn+ 15m,n+1>7 luego

HUEDS (<‘1”n>\/§<”—1|‘1’>€M+<‘I’\n>\/n;1<n+1|‘1/>e‘m)

:Z\/%Re{<\ll|n><n—l|\1/>@iwt} )

Tomando la segunda derivada se concluye que

& 2
2 &) +w(€(1) =0,

es decir, el valor promedio de la posicion efectivamente cumple con la ecuacién clésica para
el oscilador armoénico.

Estos resultados también se pueden obtener usando el teorema de Ehrenfest. En efecto,
de acuerdo a la ecuaciones (3.57) y (3.59), se tiene:

—(p) = (F) = —mw*(%) ,

Combinando estas ecuaciones y escribiéndolas en términos de las variables adimensionales,
se encuentra

e
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5.8 El oscilador armonico en el cuadro de Heisenberg.

Recordamos las expresiones que relacionan los operadores y funciones de onda en los cuadros
de Schrodinger y de Heisenberg. Se tiene:

AH(t) _ 6iI:It/h AS efiI:It/h ’

Us(E,t) = e MM Ug(¢, 0)
— e*iI:It/h \I/H<€) .

Los dos cuadros coinciden en el instante t = 0. En el cuadro de Heisenberg las funciones de
estado no varian en el tiempo; son los operadores los que evolucionan. La ecuacién dinamica
para los operadores es la ecuacion de Heisenberg:

d o

5.8.1 Ecuaciones de movimiento.

Escribamos la ecuacion de evolucién temporal para los operadores de posiciéon y momento en
el cuadro de Heisenberg. Se tiene:

d,
Zh%&{ = [EHaH] .
El Hamiltoniano para el oscilador armoénico es
- 1 2 .o
H = Shw <5H+wH) .

Para el conmutador entre & ;v H se tiene:

. 1 S .
[EH»H] = §hw [£H>7T%{} = thwtty |
luego,
d - _
@5 H = Wy
Andlogamente, se deduce que
d . <
d—ﬂ' n=—w&y -
Derivando respecto al tiempo las dos tltimas ecuaciones se obtiene
€y

dtQ +W2EH - 0
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d*7
dtQH +w2ﬁ'H:0,

ecuaciones que son idénticas a las ecuaciones clasicas de movimiento. Las soluciones de estas
ecuaciones diferenciales son

€4 () = €5(0) cos(wt) + 75 (0) sen(wt
= & cos(wt) 4 7t g sen(wt) (5.15)

7y (t) = 7t g cos(wt) — Egsen(wt) . (5.16)

De acuerdo a (5.15) y (5.16), los valores esperados de los operadores de posicién y momento
vienen dados por

(€u (1)) = (€s) cos(wt) + (7rs) sen(wi) (5.17)

(7t (t)) = (frg) cos(wt) — (Eg) sen(wt) . (5.18)

Al tomar promedios vemos que los resultados concuerdan con los obtenidos anteriormente
usando el teorema de Ehrenfest; es decir, el valor medio de la posicién y el momento evolu-
cionan clasicamente; aunque, naturalmente, nuestra solucién mantiene peculariadades de los
sistemas cudnticos (principio de incerteza, espectro de energias discreto, etc.).

Escribamos ahora las ecuaciones de movimiento para los operadores de subida y bajada.
Se tiene:

da y 1
m% = [ay, H] = hw [aH,a}IaH n 5} — hway |

es decir,

dagy -

— = —Ww

dt "

En forma andloga se obtiene

dvT

—H — tival,

La solucion de estas ecuaciones viene dada por

ay(t) =age ™y al(t)=alet™.
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Hacemos notar que estas relaciones se pueden obtener directamente usando la definicién
de ay y la ecuacién (2.19). En efecto,

ay = eth/héS e—th/h _ eiwtﬁés o iwtn
= &g + iwl[n, ag] + (“;f)Q [0, [0, &5]] +
Pero [n, as] = —ag, luego,
an(t) = s — iwtds + <i°;f)2as L =age it
Tomando el hermitico conjugado sigue
Al (1) = a e

5.8.2 Interpretacién del cuadro de Heisenberg.

En el cuadro de Heisenberg no evoluciona la funcién de onda, sino los operadores.Veamos qué
se obtiene para los operadores en el cuadro de Heisenberg si para la funcién de estado Wy (§)
se elige la funcién de onda tiempo independiente correspondiente al estado fundamental del
oscilador armonico, es decir:

¥i(§) = ¥ol€) = =exp (—%) |

Al aplicar la relacién (5.17) al estado fundamental, se obtiene que en todo instante los
valores esperados de los operadores momento y posicion en el cuadro de Heisenberg son nulos,
es decir,

(1)) = (Fut) =0 Vt.

Esto en realidad era lo que se esperaba.

. Qué sucedera si la funcién de estado del sistema es la misma gaussiana, pero desplazada
en una cantidad & respecto al punto de equilibrio & = 07 Analicemos la situacion que se
obtiene en ese caso. Elijamos la funcién de estado como sigue (ver también figura 5.4):

V() = e (—@) |

En este caso se tiene:
Vt—O—\IIV\I/—lﬂod ) =
Ealt = 0) = (¥ &5 W) = = [ dscom (6 - 0)) = -

También se demuestra que
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V(X)=mey? X / 24

/ Energiafiw |

-2 1 0 1 £, [VA/me |

Figura 5.4: Funcién de estado correspondiente a la funcién de onda del estado fundamental
desplazado.

Luego, la evolucion temporal de los valores esperados de los operadores posicién y momento
viene dada por:

(€u(t)) =& cos(wt) , vy (7u(t)) = —& sen(wt) .

Estas ecuaciones son idénticas a las correspondientes ecuaciones clasicas.

. Qué pasa con el paquete de ondas Wg(&,t) en el cuadro de Schrédinger? Ya sabemos
que el valor esperado de la posicion oscila igual que un oscilador clasico, pero ;el paquete
de ondas cambiara su forma a medida que oscila? Analicemos este problema en detalle. Se
tiene:

Us(E,t) = e MGy (e) .

Para la funcién de onda de Heisenberg, que no depende del tiempo, estamos tomando el
estado fundamental desplazado en &:

U(€) = 5= e (36 @) = wa(g).

donde Wy(&) es la solucién de la ecuacién de Schrodinger tiempo independiente correspon-
diente al estado fundamental del oscilador arménico. Luego, se obtiene:

Ws(€,t) = e /M =07 gy (¢)
_ e—th/h o ioTs e—i-th/h e—iﬁt/h \110(5)
— ko7 (—t) 64Ht/h ‘1’0(5)
_ e—ifofrH(—t) e—iwt/Q \110(5) )
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Usando (5.17), se tiene que
efiE()frH(ft) — efiég(és sen(wt)+7g cos(wt))
— e*iﬁoés sen(wt)efifoirs cos(wt)e—(—igo)Q[éS,irs] sen(wt) cos(wt) /2

_ e—ifofg sen(wt) e—zfo cos(wt) g ei{g sen(2wt)/4

Con este resultado, para la funcién de onda se obtiene

efiwt/2 eiég sen(2wt)/4 e*iéoés sen(wt) 671'50 cos(wt) 7tg Lef§2/2

\I]S(éa t) \4/7_T

, , s 1
_ o —iwt/2 i€2sen(2wt)/4 ,—i€o&g sen(wt) —(€—&o cos(wt))?/2
=€ € (& —€
T
L —(e—gocos(wn)?/2

V&

—i(wt/2—¢&2 sen(2wt) /4+£0€ sen(wt))

(&

y para la densidad de probabilidad se encuentra:
1 2
U NIZ = — e~ (E—€ocos(wt))?
| S<§7 )| ﬁ €

Como se ve, la densidad de probabilidad en todo instante es Gaussiana y oscila entre —&; y
+¢&p, sin cambiar su forma. Este estado, correspondiente al estado fundamental desplazado,
es el que presenta la mayor analogia con el oscilador clasico.

5.8.3 Descomposicion de V() en autoestados del oscilador armé-
nico.

Escribamos la funciéon de onda del estado fundamental desplazado,

(€]Wpg) = —= e C702 = (¢| 77| 0) |

1
NS
en términos de las autofunciones del oscilador arménico {|n )},

| Up) =) ealn) . (5.19)

n

y evaluemos los coeficientes de expansion. Para ello expresamos el operador de traslacion
como sigue:

= exp (%é*) exp (-%é) exp (% (%)2 [5T75‘}>
() () ()
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luego,
6—1’507'!‘| 0> = exp <_%) exp <%QT) (1 — %é—}— %gQQ — .. ) |0>
o (8 exp (G
= exp L) P \/ia |0) .

Expandiendo la exponencial en series de Taylor, y usando

(@)
0y =)

concluimos

W) =e-fé/4nf%% (%)nm |

de modo que

Cn = \/%653/4 : (5.20)

Al realizar una medicién de energia, la probabilidad de encontrar el oscilador con energia

(n+1/2)hw es
1 [E\" _.
len|? = - (50) e~0/2 (5.21)

Esta distribucién es una Distribucion de Poisson.
Reemplazando (5.20) en (5.19) se encuentra que el estado fundamental desplazado en &,
queda expresado por

[e’s) é,g .
Up)=) —22—e%M|n). 5.22
V) /] In) (5:22)
., Cudl es la energia mas probable? Evaluémosla para el caso de un oscilador con amplitud

grande (es decir, & > 1). En ese caso el méximo ocurre para n grande y podemos usar la
formula de Stirling, n! ~ ne™™. Se encuentra que

2\ " 2
len|* —= <§—0> exp (—%0 — n) :
n

El valor méximo de esta distribucién se obtiene para el valor n, = £2/2. El valor més probable
de la energia es, por lo tanto,

2
1
E=(n,+1/2)hw =~ n,hw = %Ohw = émw%g :

es decir, si desplazamos el estado fundamental del oscilador en una magnitud z(, la energia
més probable del oscilador serd imw?z?, coincidiendo con el resultado que se obtendria

2
clasicamente. Esto es natural, puesto que hemos considerado grandes desplazamientos en

comparacién a la escala cudntica de distancia (§y > 1 si y sdlo si zg > 4/ m—Z)
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5.9 Estados coherentes.

En esta seccion se generalizaran, en cierto modo, los resultados de la seccién anterior.

5.9.1 Definicidn.

Definimos el espacio coherente por el conjunto {| &) }aec de estados que satisfacen
ala) =ala) .

Sean {|n )} los autoestados del operador n. Supongamos que existen estos estados cohe-
rentes, “autofunciones” del operador de bajada. Consideremos a uno de tales estados y supon-
gamos que estd normalizado, es decir, supongamos que cumple con (« |« ) = 1. Expandamos

| ) en la base {|n)}:

= In){nla

Evaluemos los coeficientes de expansién. Tenemos

n

<n|a>=<0|m!@>=m

Con este resultado, el estado coherente | o) queda

(Ofa) .

la) =(0]|a) Z\/_|n

Como | o) estd normalizado, usando esta tltima relacién se obtiene

(ala) =[(0]a)] Zm

ey = gojay el =
0 nl O

m|n)

De esta relacion se concluye que
_11g2
<0 | a) =€ 2 o] )

finalmente, los estados coherentes normalizados se escriben de la forma

o) = elo?2 Z \/_|n . (5.23)

Note que esta expresion, con o = & /v/2 es idéntica a la ecuacién (5.22), o sea, el estado
fundamental desplazado es un caso particular de estado coherente.
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5.9.2 Valores promedios de algunos operadores.

Calculemos el valor promedio de la energia para un estado coherente |« ):
. . o1
(H)o = (a[H[a) =({a|w (n+] |a)
v'i-v 1 2 1
= hw( | aa—|—§ |a) = hw |04]—|—§ :

Evaluemos también la varianza de la energfa. Para (H?), se encuentra

()0 = (a8 0) = (o] 122 (4 1) 1)

1
= R o (éTééTé—b— ala + Z) | )

1
= h2w2{|a|2<a|ééT|a> + a* + Z}

1
= h*w? {|oz|4 + 2la* + Z} .

Para la varianza se tiene entonces

(AH), = (H — (H)o)*)a = w|af” .
De los resultados anteriores también se deduce que

AHa _ |Oé| || grande i |or] =00
), Jof+ 1 al

0,

es decir, para |a| >> 1 la desviacién de la energia relativa al valor promedio es muy pequena.

Calculemos los promedios (), y (n?),:

(h)o = (a|a'a|a) = |a?

(0%)a = la* (| (1 +a'a) o) = [af* +a|*

luego para la varianza se obtiene:

También se tiene

es decir, en el limite |a| — oo la dispersién es grande, ya que una gran cantidad de estados
participa en forma sustancial en la formacién del estado coherente |« ). Sin embargo, la
dispersion relativa tiende a cero en este limite.
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Note que el valor esperado de la energia también se puede escribir de la forma

1

(H), = hw ((ﬁ)a + 5) :

Encontremos también los promedios de la posicion y del momento para un estado cohe-
rente. Tenemos

luego

Para los valores esperados del momento se encuentra

(a|®|a)=v2 Im(a) .

5.9.3 Forma explicita para |a).
Tenemos

(elala) = - (64 ) (€la)

1 d

:ﬁ<§+d_g) ®.(§) =0.

Para encontrar la solucién de esta ecuacion diferencial, usamos el Ansatz

Do (&) = (&la) =

Para f(£) se encuentra la ecuacién diferencial
E+(6)=V2a,
cuya solucién es

F(&) = —5(6 ~V3a)® + cte..

La funcién ®,(), entonces, viene dada por

D) = A exp <_%(5 . m)z) |
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A se encuentra exigiendo que ®,(€) esté normalizado:
+oo
(ala)= [ e @ae) = 1

Eligiendo la fase arbitraria de A de manera que A sea real y positivo, se obtiene

1 _ 2
A=—=e Im(a)®
v
De esta manera, en forma explicita, en la representacién de coordenadas, el estado coherente
queda expresado por

d,(¢) = 7 e~ (@) exp (—%(f - \/ﬁa)z) : (5.24)

Proposicion 5.4
la) =@ ="3 | 0) = A|0) , (5.25)
donde |0) es tanto el estado fundamental del operador n como del operador a.
Demostracién
poal—ara 0) = poal jara e|a\2[af,a]/2| 0)

_ e—\oa|2/2 eoaé.T ‘ 0>

nxtn
DY T2 o)

n!

n=0

__—lal?/2 E : a” o
=€ —Nn)= |
n=0 " n“ > | >

5.9.4 Evolucion temporal.

Analicemos brevemente la evolucién temporal de un estado coherente | av):
| Wa()) =77 a)
Note que | U,(0)) = |a). Se tiene

| Ua(t)) = e i)

= e i oxplaal, — a*ag)]0)
— o H exp[aég — a*ag] et Al o=l 10)

— 72 explaal, (t) — aag(t)] |0)
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Figura 5.5: Evolucion temporal del oscilador en el espacio a.

y ap(t) = ak

[Wa(t)) = e expla(t) &f — a’(t) a5]| 0) = e | a(t)) ,

Pero ag(t) = ag e~ et Tuego,

con
a(t) = ae ™" . (5.26)

Note que | U, (t)) no es idéntico a |«a(t)); casi coinciden, difieren en un factor de fase. Sin
embargo, al evaluar promedios de operadores, ambos estados dan el mismo resultado.

Todos los promedios temporales siguen de los promedios en el instante ¢ = 0 al remplazar
a por a(t) = a exp (—iwt). En particular se tiene

(€)aw = V2 Re (a(t))

(7)ot = V2T (a(t)) -

El grafico 5.5 es ilustrativo: El punto «(t) representa el estado coherente del oscilador en
cada instante, dando (excepto por un factor v/2) la parte real e imaginaria de a(t) la posicién
y momentum promedios. Este punto rota con frecuencia angular w sobre la circunferencia
de radio |a|. La frecuencia angular w es la del oscilador cldsico. Ejercicio: (Problema 5-3)
Demuestre las siguientes relaciones:

(a> <éQ>t _ % (a262iwt + a*26—2iwt + 2|Oé|2 + 1)
(b) <,ﬁ.2>t — _% (a2€2iwt + a*Qe—int _ 2‘042 _ 1)

(c) Con estos resultados evalie las varianzas de la posicién y el momento y demuestre que
(A¢)?* = (A7)? = 1/2. De esta manera queda demostrado que en todo instante

AEAT=1/2.
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5.9.5 Comentarios.

Los estados coherentes son autoestados del operador de bajada a. FKEste operador no es
hermitico. Como consecuencia de esto se tiene que:

e No existe un observable asociado a este operador. El autovalor «, por lo tanto, no
necesariamente es real, En efecto, atin si en t = 0 es real, al transcurrir el tiempo «
evoluciona de acuerdo a la ecuacién (5.26), siendo en general un nimero complejo.

e El conjunto de vectores {|a)} no tiene por qué ser ortogonal, de hecho, no lo es.
Analicemos que pasa con la ortogonalidad de los estados coherentes:

(a] 9y = et 5 L )

* 2\n
_ - Llali) § (@B)"
—e 2 Z p
n
_ o0 B-S(al+15P)
por lo tanto

[(alB) = el

Deducimos que la distancia entre los puntos a y 8 del plano complejo es una medida
de la ortogonalidad de los estados coherentes |a) v | 3).

e A pesar que los estados coherentes no son ortogonales, si forman un conjunto completo.
En efecto, mostraremos a continuacién que

/ Lo ) o | d(Re(a)) d(Im(a)) =1 . (5.27)

Para ello, usemos la ecuacién (5.23) e introduzcamos coordenadas polares en el plano
complejo a:

Q-1 / o Z \/n'_|m n d(Re(a)) d(Im(a))
Z |m n| 1/ ety dp /2” dg e'tm—m)0

0

J

~~

270 nm
:Z|m><m]— dr? e " r?m
! ———
m |
=Y Im){(m|=1

Usando (5.27), cualquier vector de estado del oscilador arménico se puede expresar en
términos de estados coherentes. En efecto:

) =10 = /|a (o] W) d
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A
F (1)

0

Figura 5.6: Fuerza externa que actia sobre el oscilador analizado en el texto.

e En realidad, el conjunto de estados coherentes es sobrecompleto. En efecto, como «
puede tomar cualquier valor complejo, hay X (infinito no numerable) estados coheren-
tes. La dimensién del espacio de Hilbert 3 del oscilador arménico es sélo ¥y (infinito
numerable).

e El operador a' no tiene autoestados fisicamente aceptables. Los autoestados del ope-
rador af divergen. En efecto, en lugar de ser “gaussianas” son proporcionales a es?/2,

La importancia de los estados coherentes radica en que es ésta la realizacién que tienen
los osciladores arménicos en el mundo macroscopico, y no simplemente el limite n — oo
y h — 0 de los autoestados |n). Para representar a un oscilador cldsico es necesaria la
superposicion de muchos autoestados de energia del oscilador arménico.

5.9.6 Primera ilustracidn.

En esta seccion encontraremos la solucién a un problema que corresponde a un caso muy
particular de un oscilador arménico forzado.
Consideremos un oscilador arménico sometido a la siguiente fuerza externa, ver figura 5.6:

F(t) = Fy O(—t) .

Para t < 0 sobre el oscilador actia una fuerza constante Fy que desaparece brusca-

mente a t = (0. Clasicamente esta fuerza da origen a un potencial tiempo dependiente
V(z,t) = —F(t)x. Cudnticamente éste queda representado por
v h F(t)(a+a)
= —/— a+a').
2mw

El Hamiltoniano para el problema es, por lo tanto,

H = hw (aTa - %) —/=—F(t)(a+a). (5.28)
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Denotemos por |0), |[1),...,|#n), ... alos autoestados de H para t < 0,y por |0), | 1),

,|n), ... alosautoestados de H parat > 0. Supongamos que para ¢ < 0 el sistema est4 en
su estado fundamental | 0). En el instante ¢ = 07 la funcién de onda ain serd 1(£) = (£]0),
pero los autoestados del Hamiltoniano ahora son los estados [0), [1), ..., |n), etc. Como
|0) #]0) el sistema no estara en el estado fundamental para ¢t > 0.

Reescribamos el Hamiltoniano (5.28) de manera de expresarlo, para t < 0, explicitamente
como un operador desplazado. Se tiene

2
= hw Ka*aju %) - %(éJréT)} ,

donde &, es la posicién clasica de equilibrio para t < 0, es decir, {§ = +/mw/hzy con
zo = Fy/(mw?). Introduciendo el operador a = a—&;/+/2 el Hamiltoniano se puede reescribir

de la forma
H = hw a:eH—1 —hwég
2 4

H= hw( fa + 1) " pya+a

Consideremos el operador A (), definido en la ecuacién (5.25), con a = &/+/2:
A(a) = e %0
De acuerdo a un ejercicio se tiene que
Af(—a)aA(—a)=a—&/V2=a.
Usando este resultado, el Hamiltoniano para t < 0 se escribe de la forma
. . 1 .
H= 67“‘-&0 I, (éT{l + 5) €+“T€O s
siendo los autoestados
) =e ™0 n) .

De la discusion anterior es claro que el estado inicial en que se encuentra el sistema para
t < 0 corresponde al estado fundamental desplazado

0) =e™]0) =] =%)

5
es decir, un estado coherente.

En el instante ¢ = 07 el valor de a es & /v/2, donde & es la amplitud de la oscilacién que
tendria el analogo clésico.

La expansion de | 0) en términos de los estados del oscilador arménico es

— o 3lal? ’
=e 2 n)
Z /ol
La probabilidad de encontrar para ¢ > 0 al sistema en el estado |n) viene dada por la

distribucién de Poisson:
1 n
= (gpee) e (=55e2)
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5.9.7 Segunda ilustracion.

Consideremos la luz de un laser. Este produce un onda electromagnética coherente, siendo
los campos eléctrico y magnético de la forma

(E) = Ey cos(wt) vy (B) = By cos(wt) ,

donde Eo y EO son grandes, o sea, corresponden a un oscilador arménico desplazado en una
magnitud grande, cerca del limite clasico.

Hacemos incidir la luz sobre un fotocdtodo adosado a un fotomultiplicador. El voltaje del
pulso generado por el fotomultiplicador es proporcional al nimero de fotoelectrones generados
en el fotocatodo, el que, a su vez, es igual al nimero de fotones que inciden sobre éste. En
otras palabras, el fotocatodo corresponde al operador de ntimero n. La probabilidad de
encontrar n fotones es |c,|?, dado por la ecuacién (5.21). Al observar el resultado de este
experimento en un multicanal se encuentra una distribucién de Poisson (ver figura 5.7).

Fotomultiplicador

[ Laser NANNANY

Fotocatodo

Voltaje
Voltaje
<n>
l Tiempo
Multicanal
ndmero
de cuentas l
Distribucion

/ de Poisson

Altura del pulso
Canal

Figura 5.7: Luz coherente incidiendo sobre un fotocidtodo. Se muestra esqueméaticamente la
disposicién experimental y el resultado que finalmente se observa en un multicanal para la
distribucion de fotones de una onda electromagnética clasica.
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5.10 El oscilador armoénico en tres dimensiones.

Consideremos una particula de masa m moviéndose en el espacio tridimensional bajo el efecto
del potencial

1
V(7)) = =mwr? .
2
En coordenadas cartesianas el Hamiltoniano de este problema es
H=H,+H,+H.,

donde

s 1=x,Y,2 .

es el Hamiltoniano de un oscilador arménico para cada una de las tres direcciones espaciales.
La ecuacién de Schrodinger estacionaria que debemos resolver es

Hy) = B|v) .

Notemos que {H,, I:Iy, H.} es un conjunto (completo) de observables compatibles; ademés
cada uno de estos operadores depende de variables mutuamente independientes, luego su
diagonalizacién conjunta se obtiene multiplicando autofunciones independientes !. En otras
palabras, (7|1 ) = 1¥(7) se puede escribir de la forma

La ecuacién de Schrodinger queda

h? 1
[—%Vz + §mw2r2 — E] Yo () Yy (y) .(2) =0

Dividiendo por la funcién de onda se obtiene

L[ o 1 ,, 1 [ h® o 1,
E {—%@—Fgmwx wx—i-w—y —%a—gﬂ++§mw Yy Iby‘i‘
sélodep;gde de x sélo dep;;de dey

~
s6lo depende de z

!Sea H un espacio de Hilbert constituido por el producto tensorial de espacios de Hilbert H; y Ho, es
decir, H = H; ® Hy. Denotemos por Aj7 con j = 1,2, a los conjuntos completos de operadores compatibles
para cada uno de los espacios de Hilbert J{;, siendo | ;) los autoestados, es decir, Aj|a;) = aj|a;) ,
j =1,2. Entonces una base de H viene dada por el producto tensorial {|] a1, a2) =| 1) ® |ag)}. Esta base
diagonaliza {A1 ®1,1® Ag}. En la representacion de coordenadas estos autoestados son representados por
un producto ordinario de funciones.
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AEnergiafiw ]

& 3 nivel excitadc
4+

¢ 2do nivel excitadc

i 1er nivel excitadc
2.

¢ Nivel Fundament
0

Figura 5.8: Espectro de energia de un oscilador tridimensional.

Denotemos las constantes de separacién por F,, I, y E,. Entonces

a1, .
—5am et | U(ay) = Bpyle) . =2z,
J
con
E,+E,+E. =E.

Hemos reducido el oscilador arménico tridimensional a tres osciladores en una dimension,
todos de la misma frecuencia.
Los autoestados del oscilador tridimensional son, por lo tanto,

wnznynz(F) = <F‘nxnynz> = wnz(x) wny<y)¢nz(2> = <x‘nﬂc><y|ny><z‘n2> )

donde | n ) son los autoestados de un oscilador arménico. Para los autovalores se tiene:

3
E = hw Z (nj+1/2):hw(nz+ny+nz+§) :

J=T,y,2

La energia del punto cero, es decir, la energia del estado fundamental, es £ = %hw La
tabla 5.1 da los niveles de energia que se obtienen con los distintos nimeros cuanticos. Note
que con combinaciones de niimeros cuanticos distintas es generalmente posible obtener rei-
teradas veces el mismo valor para la autoenergia, es decir, los niveles del oscilador armdnico
tridimensional son degenerados (ver también figura 5.8).

Podemos introducir el nimero cuantico N dado por

N =n,+ny,+n,,

el cual puede tomar cualquier valor entero no negativo. La energia sélo depende de N; en
efecto, Ey = hw(N +3/2). La paridad de los autoestados también sélo depende de N, siendo
(=1~
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Ng | Ny | N

En

paridad

degeneracion

+

1

+4++ 4+ +

H ORFR P ONNOOWORFOONO O
— = ONDNOFOWOIFOFONOORFRO
NN OFRRFEFOWOOIFEFONOOIF OO

LW WWWWWWWWwWWwhoNmNmNe NN~

10

Tabla 5.1: Oscilador armoénico tridimensional en coordenadas cartesianas.
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La alta degeneracion que muestran los niveles de este oscilador tridimensional no es ca-
sual. Como hemos ya mencionado, cada simetria del problema suele estar asociado con una
degeneracion. El oscilador en tres dimensiones considerado en esta seccién es isotropico y
ademds es invariante ante el intercambio &€ y 7, o sea, al intercambio de la posicién y el
momento. Estas simetrias del Hamiltoniano dan origen a las degeneraciones de su espectro.
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5.11 Problemas

aat—a*a

5-1) Demuestre que el operador A = e satisface las siguientes relaciones:

(a) Af(a) = A(-a)
(b) At(a)A(a) = A(a)Al(a) =1,

o sea, el operador A es unitario.
(¢) A(—a)A(a) = Af(@)Al(—a) =1
(d) Af(a)aA(a) =a+al
(e) Af(a)afA(a) =af + o1

5-2) Demuestre que el operador Q = aal — a*a es antihermitico 2. Por consiguiente, el

operador A = e® es unitario.
5-3) Demuestre las siguientes relaciones:

(a) <é2>t _ % (a262iwt + a*2e—2iwt + 2‘0&’2 + 1)

(b) <7rr2>t — _% (a2€2iwt + a*Qe—int _ 2|Oé|2 _ 1)
¢) Con los resultados anteriores evalie las varianzas de la posicién y el momento
y y

demuestre que
2 .
(AP = (Amf =5
De esta manera queda demostrado que en todo instante
AEAT=1/2.

5-4) Demuestre que la degeneracién del nivel Ey del oscilador tridimesional viene dada por
(N +1)(N +2)/2.

5-5) Considere un oscilador bidimensional (isotrépico). Encuentre el espectro y la degenera-
cién de cada estado estacionario.

2Un operador Q se dice que es antihermitico si Qf = —Q.



Capitulo 6

Momento angular.

6.1 Operadores de rotacion en el espacio de Hilbert.
Consideremos una rotacién en R3
Fg e RQ;FO = 7;»0/ .

Acé gg = ¢ ¢, donde ¢ = |(E | indica la magnitud de la rotacién y $ es un vector unitario que
apunta a lo largo del eje de rotacién, ver figura 6.1; el sentido de la misma se obtiene con la
“regla de la mano derecha” (de modo que ¢ es un pseudovector).

L
¢

e

0

Figura 6.1: Rotacién de ry.

Sea {| 7 )} ecrs la base de autoestados del operador T, es decir,

|70) =70|70) -

=<

241
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Introduzcamos el operador unitario U 5 que transforma los vectores de la base de autoestados
de posicién del espacio de Hilbert H segin:

’F0>—>35\F0>5‘R¢‘;7?0>- (6.1)
Por supuesto que se tiene que
¥ Ryio) =¥ Ugli) = (Rymo)| Byo) -
De las relaciones anteriores concluimos que
rU; 7% ) = (Rz0) Ugl 7o) -

Es importante hacer notar que U 5 esun operador unitario de H, mientras que R 5 €s una
rotacién en el espacio ordinario R?, de modo que sus componentes son reales y conmutan con
los operadores de H 1.

Multiplicando la tltima ecuacién a la izquierda por UEI = U_, se obtiene

_¢7
U(;f-'quﬂ 7o) = I’qu1 (R;70) Ugl )

= (Rz70)|70)

= RyT| 7).

Siendo esta ecuacién valida para cualquier vector |7 ), dada la linealidad de los operadores,
resulta valido para cualquier | ). Se concluye que

= R;F . (6.2)

Hemos demostrado que si U 5 es un operador de rotacién en 3, entonces se cumple (6.2).
Reciprocamente, mostremos ahora que si un operador U 5 cumple con (6.2), entonces es un
operador de rotaciones en H. Hay que mostrar que si (6.2) se cumple, entonces U ¢;| To) €s

autovector de ¥ con autovalor R 5 To- Multiplicando (6.2) por U v operando sobre un vector
arbitrario |7 ), se deduce que:

Hemos demostrado que (6.2) es una condicién necesaria y suficiente para que U  sea un
operador de rotaciones en H.

La ecuacién (6.2) representa tres relaciones entre operadores, una para cada componente
vectorial:

J

'R 3 puede ser representado por una matriz 3 x 3.
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0

Figura 6.2: Rotacion infinitesimal del 7.

Encontremos una expresion explicita para el operador U - Para ello consideremos prime-

ramente rotaciones infinitesimales d¢ en R?, con d¢ = 1 d¢. Es facil convencerse que el efecto
de tal rotacién infinitesimal sobre un vector arbitrario 7y es (ver figura 6.2)

R5$F0:F0+5F0:F0+5¢ﬁXF0. (63)
Consideremos ahora el operador U 55> asociado a Rz, que actia en H. Usando la definicién
(6.1) y la relacién (6.3), obtenemos
U,z |70) =70+ 0pn x ) .

Usando las propiedades de las traslaciones (ver ecuaciones (3.64) y (3.65)), se encuentra

. YU
U5¢;’T0>: 1—ﬁ6¢nxr0-p}]ro>
S N
= 1+ﬁ5¢nxp~ro}|r0>
— i+%5¢ﬁxf>.f«’]|m
- i+%5x%-5¢ﬁ]|Fo>.
Dado que el vector base |7 ) es arbitrario, se deduce que
;3 i3
U, = 1+ﬁ.§1 ijepjf“k5¢e] - 1+ﬁ‘§1 ijffkpj5¢f] : (6.4)
J”Z ]7 7:
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Acd se usé que [r;, px] = 0 si j # k. Podemos reescribir la ecuacién (6.4) de la forma
. . 7 - 5
Uyy=1-506-L, (6.5)

donde L es el llamado operador de momento angular orbital, definido por

L=rxp. (6.6)

El operador L es autohermitico. En efecto
ﬁ} = Z €kt (Fpo) = Z €kt Iﬁfz = ZEjke Pl = unfkf)e =L,
k¢ k¢ k.l k¢

-1 %,

es decir, L = L. De aca sigue trivialmente que U,z es un operador unitario.

Busquemos ahora una expresién explicita para el operador U 3 correspondiente a una
rotacién finita en H. Empezamos por notar la existencia de un homomorfismo entre el
producto de rotaciones euclideanas en R? y el producto de rotaciones en H. En efecto, sean
Rz v R, dos rotaciones en R?, y sea R 3 la rotacion “producto”, es decir,

R<51 Rd;z - RQ; ’

donde 5 = gg ((51,52) es el angulo de rotacion resultante de componer las dos rotaciones

sucesivas ¢1 v ¢9. La funcién ¢ (qﬁh (bg) es complicada, y no es de interés estudiarla aqui.
Consideramos ahora los operadores de rotaciones en el espacio de Hilbert asociados a estas
rotaciones en R3. Tenemos

Us,Ug 7o) = Ug | Ry, To) = | Ry, Ry, 7o) = | Rgo) = Ugl 7o)

donde |7 ) es un vector arbitrario de la base de posicién. De acé se deduce que
UsUs, =Usg.a »
por lo tanto, los operadores {U‘ 5} sobre JH preservan la ley de producto de las operaciones

euclideanas propias sobre R3, son grupos homomorfos de operadores.
Dado que para dos rotaciones sobre el mismo eje se cumple Ry Ron = R(g16)5, se tiene
que

N
Rz = (Ra/zv) )
y, por lo tanto,

U;= (Uég)N , con 5¢:%.

En el limite N — oo, (55 es infinitesimal, de modo que

. N
S PR TR (R A 3
U(b—]\}l_rgo(l BN L) =e¢ .

Note que Ij; =U_ 3= Ivjd_;l, luego, U 5 esun operador unitario.
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6.2 Momento Angular Orbital.

Antes de continuar, analicemos algunas de las propiedades del operador momento angular

orbital L. En particular, encontremos los conmutadores de este operador consigo mismo y
con los operadores de posicién y momento.

Las componentes cartesianas de L son:

L= ereixpe, j=1273. (6.7)
k,l

Consideremos la ecuacién (6.2) para el caso de una rotacién infinitesimal dada por la
ecuacién (6.5). Se tiene

LT - B O 505 U
[1+ﬁ5gb-L} r [1_ﬁ5¢'1‘} =Ry =r+09XT.
En primer orden en 55 queda
%[&Em,ﬂ — G XT.
La componente j en esta igualdad da la relacién

Zé(bk [f'J,Lk] = ihZEjkgé(bkf'g .
k k0

Como ¢ es un vector arbitrario, se obtiene la siguiente relacion de conmutacién

[f‘j, ]:k} = lhz Ejkgf‘g .
L

Evaluemos a continuacion el conmutador entre el momento lineal y el momento angular.
Usando el conmutador [f, Ps] = iidgs y la ecuacién (6.7), tenemos

[Ds, Lj] = Z €kt [Ps, k) Pe = —th €js¢Pr

k0

es decir,

[pi. L] = zhz%kpk . (6.8)

Conociendo los conmutadores de L con los operadores de momento y posicién, podemos
evaluar el conmutador del operador de momento angular consigo mismo. Se obtiene:

[Li, L]:| = th Eijk]:k s
k

es decir, las distintas componentes del momento angular no conmutan entre si.
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6.3 Invariancia Rotacional.

Multipliquemos la relacién (6.8) por d¢; y sumemos sobre j:

1
h

Con esta ecuacion y (6.5), se encuentra

[ﬁ,qu;] = (5qg>< p.

5,06 L) = (66 % B)

7

Aplicamos esta relacién sobre un autoestado | po ) del operador de momento lineal:

B (Ugslin)) = 5o Uyl o) + 06 x il o)
= (5o + 06 % ) Uggl o) + 0 ((09)%) -
De este modo
B (Usgli)) = Bazio (Ussl o))
lo que permite la identificacién
Usslbo) = | Rsz00) -

Sea d¢ = q;/N . Usando el homomorfismo entre los {U J;} y los {Rq;}, tenemos, al aplicar N
veces Uy 5

Ul i) = | Ry -

De este modo los operadores U 5 1o s6lo rotan los autoestados de posicion, sino que también
los autoestados de momento lineal. Repitiendo el proceso que nos llevé de la ecuacién (6.1)
a la ecuacion (6.2), deducimos la siguiente relacién entre operadores:

En general, para un operador F = F(F, p) se obtiene
= F(Rq;f', R:p),

como es facil de ver al expandir F en series de Taylor.
Para rotaciones en R? se tiene que:

—~

Rzp) - (Rzp) v 7-p=(Rz7) (RzP) ,

rer=(RgT) - (Rz7), p-p=
2
(

luego, si F = 1:"2, r- ﬁ, 5 ), entonces F es invariante ante de;, es decir
U P25 p,p?) Uy = P25 -5, p)
Si F es invariante ante U s Vgg, entonces [F, U 5] =0
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Proposicién 6.1

F.0;| =0 V6= [F.L]=0.

Demostracién

(i) Supongamos que |F, f} = 0, entonces, como U zes solo funcion del operador f, se tiene

que [F,Ud;} = 0.

(ii) Supongamos que F,U q;] =0 ng?. Entonces, en particular, esta relacion se cumple para

rotaciones infinitesimales Uy 3 luego,

0=FU;;— Uy F
- - 1 - 5 “ 1 - 5 -
—F(i-t56-L)— (i-t6¢-L)F
(1 g0 ) - (1500 E)
e = 5 1 - S
— _'F55- L+ Lo LF
h5¢ + 506
A . 5 5 7 =
= —0¢ [FL—LF}:—};M [FL} ,

luego, [F,f] =0.

Resumen:

Si el Hamiltoniano H = H(#?, p?,¥-p), con ¥* =¢-T y p? = p- P, entonces H es invariante
bajo rotaciones. La afirmacion anterior implica

e - S - 5 d =
-1 o = - = — J— —
USHU; =H [H,UJ 0 [HL} 0 = (L) =0.

Es decir, un sistema con un Hamiltoniano esféricamente simétrico bajo rotaciones de posicion
y momento lineal, posee como constante de movimiento al momento angular orbital.

Definicién 6.1 Operadores vectoriales son un trio de operadores en H, que bajo rotaciones
transforman como

F (R Rs5) = RF (75) .

Los operadores T, p, L = rx p, p x L, son operadores vectoriales, recuerde que el producto
cruz de dos vectores transforma como un vector ante rotaciones propias.
Si F es un operador vectorial, se deduce que

US'F (?, fs) U; = R;F(E.P) , (6.9)
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o bien,
6i$~i/h I efigi;i/h _ Ra;ﬁ _

Para rotaciones infinitesimales se obtiene que

P«

U FGEB) Uy = F+ 1[50 LF] .

Por otra parte

luego, reemplazando estas dos tltimas ecuaciones en la definicion de operador vectorial, se
obtiene la relacion

Dado que el angulo infinitesimal (55 es arbitrario podemos elegir (5(5 = d¢ é;, concluyendo
i — = ~ Z ~ hd ~
- [5¢ : L,Fz‘] => 700 L, Fi] = eijudoFy
J

ik

luego,

k

Es inmediato revertir el desarrollo para una rotacién infinitesimal 5(5, pasando de la
relacién (6.10) a la ecuacién (6.9) y aplicando reiteradamente el resultado para rotaciones
infinitesimales, obtener la relacién (6.9) para una rotacién finita. De este modo:

Proposiciéon 6.2 Todo operador F que cumple con la ecuacién (6.10) es un operador vec-
torial, y a la inversa, todo operador vectorial cumple con relacién, (6.10).

El conjunto de operadores {U' 5}\ dl<n forman un grupo, el asi llamado grupo de simetria de

las rotaciones propias en H. Tal grupo es isomorfo al grupo de rotaciones en R3: {R 5}\ dl<m
y se denomina grupo SOs.

—

Por ltimo, hacemos notar que si A y B son operadores vectoriales, entonces se cumple
que

=

(i) A - B es un invariante ante rotaciones, es decir,

711» DA . hey et _1» hey
U$A~BU¢;_<R$A)-(R$B)_A.B.

(ii) A x B es un nuevo operador vectorial
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6.4 Autovalores y autovectores.

Comenzamos esta secciéon recordando algunos de los resultados encontrados en secciones
anteriores.El operador momento angular orbital viene definido por

=
ol

L=7#x

)

y satisface las siguientes relaciones de conmutacion:

I‘Z, j —Zhg ijrk

p27 - th Ez]k’pk .

~ —
—

Estas tres relaciones derivan de la relacién (6.10) y del hecho que ?, P v L son operadores
vectoriales.

Como los tres operadores {Lz, Ly, LZ} no conmutan entre si, no pueden ser todos ellos
incluidos en un conjunto completo de operadores compatibles del sistema. De acuerdo a la
relacién de incerteza de Heisenberg tenemos que:

L. . h .
k

En vista de esta tultima relacién, es imposible medir simultdneamente dos componentes del
momento angular orbital L, a menos que (L;) = 0 para las tres componentes j = x,y, 2
Definamos el operador

[2=L.L=12+L

2 [ 2
2412,

>, %2
Dado que L es un operador vectorial, L es invariante ante rotaciones, y por tanto

[LZ,Lj]:O, j:xayaz

Esta ultima relacién implica que para cualquier componente i = x, ¥, z, las magnitudes fisicas

asociadas a los dos operadores {L L;} pueden ser simultdneamente observadas, o sea, pueden
pertenecer a un conjunto completo de observables compatibles. En ese caso existen estados

|Y) € H que son simultdneamente autoestados de ambos operadores. No es posible incluir
>, %2
otra componente de L en el conjunto de observables compatibles, a menos que L tenga

autovalor nulo al actuar sobre |1)).
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En el desarrollo de la Mecanica Cuantica se encontraran en diversas ocasiones trios de
operadores autohermiticos J = (J,,J,,J.) que satisfacen entre si las mismas reglas de con-
mutacion del momento angular orbital, esto es, cumplen formalmente con

k

Como ejemplo, el momento angular intrinseco (o spin) de una particula elemental cumple tales
reglas de conmutacion. También existen operadores que no tienen relacion alguna con la idea
intuitiva de “momento angular”, y que también cumplen con (6.11), como por ejemplo ciertos
generadores de simetrias de algunos Hamiltonianos, como el caso del atomo de hidrégeno y
el oscilador arménico bidimensional. Asi pues, para efectos de mayor generalidad, conviene
basar los desarrollos siguientes exclusivamente en la relacién (6.11), y no usar para nada las
propiedades especificas del momento angular orbital.

La relacién (6.11) implica que J es un “operador vectorial” al usar el propio J como
“generador de rotaciones”:

—,

= R(&)

o

53

St
SR

-
¢

e e . (6.12)

El operador R(qg) no es necesariamente es un operador de rotacién en el espacio real en que
nos desenvolvemos, sino que puede ser una rotacién en un espacio abstracto. Cuando J es
el momento angular orbital E, entonces R(gg) si corresponde a rotaciones en nuestro espacio
usual R3.

A partir de (6.12) se deduce que

ei®d J2 79 = en?®d j . j e w9
= en?d j e~ w?d . endd j e w?d

(6.13)

Il
oy
S
\_/l
(ST
~——
/— N
=
S
vl
[T
——
Il
¢
no

Tomando el limite ¢ — 0 en (6.13), o usando las reglas de conmutacién (6.11), es facil
demostrar que

[jz,ji] =0, i1=x,9,2.
52 -
En el conjunto de operadores compatibles podemos incorporar a J = J 2y a una com-

ponente de J. Por fijar ideas, trabajemos con {32, J .} como observables compatibles y sea
| Am ) un autoestado de ambos observables, es decir,

JHAm) =\ Am) y J|Am) =hm|im) .
Usando la ecuacién (6.13) podemos escribir

ei?T I 5 A ) = A Am) |
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0 sea,
J? (e_%‘gj| Am)) = h?\ (e_%$'3| )\m>> :

De este modo, se encuentra que mediante rotaciones del estado | Am ) es posible obtener otros
autoestados de J2 con el mismo autovalor A2)\.

Estudiemos con mayor detalle las caracteristicas del espacio de degeneracién de J2. Para
ello, introduzcamos los operadores

J,=J,+dJ, y J_ =J,—-iJ,.

Dado el cardcter autohermitico de J, y J y» Se cumple

G =3 vy @) =3

Es inmediato mostrar que J, y J_ cumplen con las siguientes reglas de conmutaciéon

I:jZ’j+:| :+hj+ ; 6]_4

[J.,J_]=-hJ_, (6.15)
y

[32,J.] =0 (6.16)

A partir del ultimo conmutador se deduce que
I (Il am)) = r°A (Jo| Am))
. -2
de modo que los JL|Am ) también son autovectores de J con el mismo autovalor original,
R2).
Analicemos como se comportan estos vectores ante la accién de J,. Para ello reescribimos
las relaciones (6.14) y (6.15) en la forma

3.3. =3, (3. £ i) .
Operando con esta igualdad sobre un vector | A\m ) concluimos que

J. (Jo|am)) = A(m +1) (1] Am))

3. (3 am)) = hm —1) (3_| Am)) .

Es decir, al actuar sobre un vector | Am ) con los operadores J., el autovalor de J?, que es
K2\, no se altera, mientras que el autovalor ante el operador J, si se modifica, pasa de hm
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a h(m £ 1). Por esta razén, los operadores J1 se denominan “operadores de subida” y de
“bajada”, respectivamente. De la discusién anterior se tiene que

Jo | dm) =ar(m)| A, m+1) (6.17)

J_|dm)=a_(m)|\,m—1). (6.18)

Para evaluar las constantes a4 resultan ttiles las siguientes expresiones

L S, COS CURY S S ) CO, CI

RIS P TR COs
Tenemos
0 < Jag? = ([ am)) (T4 Am))
= (Am|J_J | dm) =" A—m(m+1)) . (6.19)
En forma andloga:
0 < Ja = (3| xm))" (3| 3m))
= (Am|J T | am) =R (A —m(m —1)) . (6.20)
Sumando estas dos desigualdades obtenemos que A — m? > 0, o sea,
—VA<m<+VA L (6.21)

Esta desigualdad parece estar en contradiccién con las relaciones (6.17) y (6.18), pues dichas
relaciones nos llevan a escribir

(ji)h |Am) = (constante) |\ ,m+h) , (6.22)

de modo que, al elegir h suficientemente grande, aparentemente podemos encontrar valores
de m’ = m 4+ h que no cumplan con la desigualdad (6.21). Esta aparente contradiccién se
obvia sélo si suponemos que la constante envuelta en la ecuacién (6.22) es nula a partir de
cierto valor de h.

Sea my el valor méximo de m que se puede obtener al aplicar sucesivamente J, a | A\m ).
O sea,

j+|)\m1>:0

Al aplicar J_ sucesivamente a | Am; ) el niimero cudntico m volverd a disminuir. Después de
aplicarlo h veces, se llegard a un valor minimo my = m; — h, de manera que

j_|)\7Tl2>:0,
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con
my —mg=heN. (6.23)

De las relaciones anteriores y las ecuaciones (6.17) y (6.18) que definen las constantes a(m)
se tiene que

ar(my) =a_(me) =0.
Usando este resultado en (6.19) y (6.20) se obtiene que

0=h*(A—mi(my +1))
0=h%(\—my(my—1)) ,

es decir,
A= ml(ml + ].) = mg(mg — 1) .

Esta ecuacién, junto con (6.23), implica que

h
my 5 y 2 9 1
El valor maximo que puede tomar m lo denotamos por j, esto es j = my = h/2 = —ma.

Como h es entero, j puede ser entero o semientero. También se tiene que
A=j(+1).

Notacién: De aqui en adelante, siguiendo la tradicién, los autovectores de J? vy J, los
denotaremos por | jm ).

Con esta notacién se tiene que:

J2|jm) = R*j(j+1) | jm)

jz\jm):hm\jm).

De acuerdo a lo dicho anteriormente, los valores posibles para j son

y para un j fijo los valores que puede tomar m son

mE{—j, _]+1>aj_1a j} )

en total 27 + 1 valores.
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Debido a la importancia de estos resultados los recapitulamos:

Para un trio de operadores (j | " J .), que cumple las leyes de conmutacién de momento
angular [j,-,jj} =ih) eijkjk, se tiene que {J? , J.} forman un conjunto de observables
compatibles. Al diagonalizar dicho conjunto, el espacio de Hilbert se “desglosa” en subespacios
JH;, caracterizados por un autovalor bien definido de J2. h2j (7+1), con j entero o semientero.
Dichos espacios poseen dimensién (25 + 1) y una base es

Dicha base esta caracterizada por las ecuaciones

[ jm) = W*j(j +1)| jm) (6.24)
J.| jm) = hm|jm) (6.25)
Jiljm) =h/j(G+1) —m(m£1)|jm=E1), (6.26)

conJy=J,+ iJy.

Hacemos notar que cada subespacio H; es invariante ante la acciéon de cualquiera de las

componentes del operador vectorial J , esto es,
[0) € 3 = Ji|v) € H;

lo cual se ve inmediatamente al poner

. 1 ,. -
Jy=5 (3 -1)

y usar las ecuaciones (6.25) y (6.26). Del mismo modo, se encuentra que H; es invariante

ante (J - ¢), donde ¢ es un angulo arbitrario, o bien ante (J - ¢)", con n € N. De lo anterior
se concluye, al recurrir a una expansion en series de Taylor, que el espacio H; es invariante

ante rotaciones generadas por J:

1Y) eH;, — e 1| y) eH; V|G

Demostraremos una relacién interesante que involucra a operadores vectoriales. Sea F un
trio de operadores que cumple las leyes de conmutacién

[Fj, jk:] = ’LFLZ Ejngg s (627)
4
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donde J es un operador “tipo momento angular”, i.e. que cumple con relaciones de conmu-
tacién (6.11). Si un operador cumple con las reglas de conmutacién (6.27) decimos que tal

operador es un operador vectorial respecto a J. Definamos
F,=F,+iF,. (6.28)

A partir del conmutador (6.27) se deduce que también se satisfacen los siguientes conmuta-
dores:

[J.,Fy] = +hF, .
Proposicién 6.3 Sea | jm = j) uno de los autovectores de {J?, J.}, entonces

F.ljj)=alj+1j+1). (6.29)

Demostracién Sabemos que
[J..F.] =hF,,
luego
J. (Fyljj)) =Fy (J.+ A1) | jj)
=n(j + 1) (F+]j5)) -

Esto demuestra que el “ket” o vector (F+kzetj j) es autoestado de J. con autovalor h(j+1).
Analicemos ahora el efecto de J? sobre tal ket. Usando la relacién

P=J.(h+J.)+J_J,,
concluimos que
I (F44g) = G+ 10 +2)F[55) + T I Fo]jj)
=0+ 1)+ 2F]5j) + I-Fodi]jj)
=1+ 1) +2) (Fli5)) -
Concluimos que F,|jj) también es autoestado de J?, con autovalor i%j'(j/ + 1), donde

j' = j+1; esto completa la demostracion.

Queremos indicar, sin embargo que la constante « en la relacién (6.29), puede que sea
nula, no existiendo criterios generales para saber cuando ello ocurre.
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6.5 Autofunciones del momento angular orbital.

Volvamos al caso particular en que J=L=rFx 13 es el momento angular orbital.
Consideremos un estado |1 ) € H arbitrario y lo expandimos en la base de posicién:

o) = [ @l

Al operar sobre él mediante U ¢ tenemos

PR

Uslw) = 1¥50) = [ )| By

y cambiando la variable de integracién, 7 — R;l 7, se tiene

) = [ (R7)I7).
de modo que
(Fe i ) = e Py(r) = v (RS (6.30)

Si (7) = ¥(r), con r = |7|, al usar la invariancia rotacional de ¥ (r) y la ecuacién
anterior, se obtiene que

f;iw(r) =0, i=uzy,2,

es decir, una funcién con simetria esférica posee momento orbital nulo.

. . u\2
Proposicién 6.4 El operador (L)? = (FX ﬁ) sélo posee autovalores h?((¢ + 1), con ¢

entero.

Demostracién Sea |¢m) un autoestado de {L? L.}. Entonces tenemos
exp (—%aiz) [ lm) = e "™ | Im) .

Realizando el producto interno con (7| , usando la definicién ¢, (7) = (7| ¢m) y haciendo
uso de la relacién (6.30), sigue que

Yim (RozT) = € thym (7).
Expresando el vector 7 en coordenadas esféricas, respecto al eje Z, se obtiene
o (1,0, — @) = ey (r,0,¢) , Vo eR. (6.31)

Si elegimos o = 27 en la tltima ecuacion, la condicién de que (') sea una funciéon monova-
luada en R3, exige que

1/ng(’f‘, 0, ¢ - 27T) = wfm(rv 0, ¢) )
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de modo que

6727rzm -1

Esta relacion exige que m debe ser entero, y, por consiguiente, también ¢, que es el valor
maximo que puede tomar m, es decir, para el caso del momento angular orbital

(=0,1,2,3,....

Usemos la ecuacién (6.31) con o = ¢. Definamos ¢, (7, 6,0) = 1, (r,0). Entonces se
encuentra que

Vim (1,0, 0) = ™y (r,0) . (6.32)

A continuacién deduciremos una expresion general para los autoestados de los operadores
{LQ, LZ}, asociados al momento angular orbital.
Comenzamos escribiendo la ecuacién (6.26) en la forma

Ly |tm) = hy/({ —m)({ +m + 1)|f,m + 1)

L_|tm) =i/ (£ +m)({ —m + 1)[l,m — 1) .
Partiendo de | ¢,¢), aplicando reiteradamente L_, obtenemos los distintos | £m ):

L_|00) =nv20)e0—1)

L2|00) = h2\/20(20 — 1)1 - 2|00 — 2)

L2 |00) = m3\/20(20 —1)(20 — 2)1-2-3 |00 — 3)

L*|e,0) =n*

Existen expresiones analogas a éstas que se obtienen al operar sobre |¢, —¢) en forma reiterada
con el operador L, . Poniendo ¢ — k = m se obtiene

1 {4+m) .
[m) = 7= (zé)!(z—)m)! LE™ | et)
_ ! (L= m)! Lm0 (6.33)

~ e\ @01+ m)!
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6.5.1 Los operadores de momento angular en la representacion de
coordenadas.

Sea | ) € H un vector arbitrario. Entonces

es decir,

Acé LP) es un operador diferencial que opera sobre funciones complejas. Para cada una de
las componentes cartesianas por separado se tiene:

z
0 0
ST — N
(1T | 9) = =it (5 —a ) 0
y
0 0
(FIL|0) = =it (2 =y ) w(7)
Expresemos ahora estas ecuaciones en coordenadas polares esféricas:
r = /$2+y2+22,
x=r senf coso ,
y =1 senf senao
y
z=r cosf .
Pongamos
0 0 0 0 0
—ih(y——2—)|=A—+B—+C— 6.34
' <y3z Z@y) 20 Cae " “ar (6:34)

y encontremos el valor de las constantes A, B, C.

Operando con la relacién (6.34) sobre /22 + y% + 22 = r:

0 0 0 0 )
4 I VS 2 2 2 _ _ _
zh(yaz zay>\/x +yt+z <A89+Ba¢+08r>r.
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De aqui se obtiene que

lo que implica que
C=0.

Operando con la relacién (6.34) sobre la funcién x = r senf - cos ¢ se obtiene
0 0
07

Z ( 702 Zﬁy)

=71 (A cosf cos¢p — B senf sen¢) .

(A2 8_¢) (r sen@ cos¢) ,

es decir,

Finalmente, operando con la relacién (6.34) sobre z = r cosf, se obtiene
0 0 0 0
—ih (ya — Za_y) z = (A— +B8¢) rcosf ,

—thy = —Arsenf .

es decir

De las relaciones anteriores se deduce que

thr senf sen ¢

A= = thsen ¢
r senf
Yy
0
B = ihw = ih cotgf cos¢ .
sen ¢

)

Podemos ahora escribir el operador diferencial L) en coordenadas polares esféricas:

0 0
Llr) — _; IV — _
o ih ( 82 Z@y) ih <Cotg0 cos ¢8¢ + sen p— )

Anélogamente, se obtiene

0 0 0
(op) — _; _ — _
L, 1h (z x ) th (cotg@ sen ¢a¢ coS (bae)
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Notar que esta iltima relaciéon concuerda con (6.32):

—ih%eim‘b = hme'™? |

Para L' = L +iL{™ se obtiene

L' = in (cotg@ cos gb—¢ + sen ¢p— 0 ) (—h) (cotg9 sen Cb% — COs Q7 0 )

=h [cotgG (i cos ¢ — sen @) 9

d¢
o[ 0
— he'?
he (89 +2c0tg68¢)

Anslogamente, para L'? = L — i L se encuentra

L) = peid ( (;99 +zcotg088¢>

-

Para el operador Ler)* = [(op) . [(©P) g0 obtiene
2 1 0 0 1 02
Llr” — _p? — 0— — .
[seneae (Sen ae) T senzo a¢2]

6.6 Los autovectores en la representacion de coordena-
das.

+ (i sen ¢ + cos @) %}

Puesto que en coordenadas esféricas los operadores diferenciales asociados a {I?, Lz} s6lo
dependen de 0 y ¢, se obtiene que tales operadores s6lo imponen restricciones sobre la forma
de la parte angular de la funciéon de onda.

Encontremos la forma explicita de las funciones ¢y, () = (7’| m ), es decir, los autovec-
tores del conjunto de operadores {I?, Lz} en la representacion de coordenadas. Esta funcion
la escribimos de la forma

wlm<rv ‘97 (b) = f(r)nm(ev (b) )

donde f(r) es una funcién de r arbitraria, aunque se exige que f(r) sea continua y que rf(r)
sea acotada en R™. El momento angular no impone ninguna restriccién sobre f(r), pero si
determina la forma que toma la funcién Yy, (60, ¢).

La ecuacién (6.32) implica que Yz, (0, ¢) se puede escribir como el producto de dos fun-
ciones, una de las cuales sélo depende de 6 y otra que sélo depende de ¢:

Yon(0, 6) = gom(0)e™ .
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Como ejercicio, evaluemos L., | #m ) en la representacién de coordenadas y mostremos que
efectivamente se obtiene el resultado Am. Se tiene:
(06| L. | tm) = L) Y0 (6, 0)
0

— —iha—¢ g@n(é’)emq5 = hm gem(0) eme

= hm Y, (0,0) = hm (0¢ | tm) .

6.6.1 Evaluacion de Y.

Consideremos el caso particular en que ¢ = 0. Entonces también m = 0 (recuerde que para
un valor de ¢ dado, m sélo puede tomar los valores —¢, —¢ 4+ 1, ... | ().
Al usar (6.26) con j = ¢ =m = 0, se encuentra que

(06 L1 ]00) = L Yoo (6, ¢) = L goo(60) =0 .

Al usar las expresiones explicitas para los operadores diferenciales L(i"p ) en coordenadas po-

lares esféricas concluimos que goo(6) debe ser una constante. Elijamos dicha constante igual
a 1/v/4m, a fin de normalizar ante una integracién sobre (6, ¢), es decir,

Yoo 0, 6) = ﬁ_ﬂ ,

teniéndose asi

(0100) = [ [0 yulo.0) =1

De este modo se demuestra que toda funcion de onda, con momento angular orbital £ = m =
0, s6lo depende de la coordenada radial r:

Wpmm—o(7) = f(r) .

6.6.2 Evaluacién de Y.

Consideremos ahora el caso m = {. Para encontrar la funcién Y (0¢) = (06| ((), usemos el

resultado dado por la ecuacién (6.29) con el operador vectorial F = F. De acuerdo a (6.28),
definimos

FLo=%+iy.
Se tiene:

|11) = (cte) ¥4 |00)
122) = (cte) (£4)? |00

| 00) = (cte) (¥4)"]00) . (6.35)
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En la representacién de posicién el operador (¥+)¢ queda expresado por
(2P + iy = [r sen B(cos ¢ + isen )] = rfsen’ § e .
Usando esta expresion podemos escribir (6.35) en la representacién de posicion:
Yy(0, ¢) = (cte) rfsen’d e?Yy(6, ¢) ,
o bien,
Yy (0, ¢) = Cp e send | (6.36)

La constante de normalizacién C; se evalia exigiendo
2
[ 9 Ynto.0) =1
De esta manera se encuentra que

2 +1
1:40u{/ dg | (dcos®)(sen? §)
0 —1

22@ (E!)Q

— 4rlo,)p 22
m|Ci| 20+ 1)!

Despejando C} y eligiendo la fase en forma tradicional, obtenemos

(1) [+ 1)

Y, — il V4 )
Note que también se tiene que
_ (=1 § (% +iy)’
| 00) = 52 71 (2¢+1)! T|00> . (6.37)

En lo que sigue usaremos esta relacion para evaluar las demas autofunciones del momento
angular orbital.

6.6.3 Evaluacién de Y,,,.

Las restantes autofunciones se obtienen aplicando sucesivamente a | £¢) dado por (6.37), el
operador de bajada L_. De esta manera se obtiene al usar (6.33)

—1)t Cem) (LT (% +iy)!
wm>:(%£/¢@e+n%[jg%(7;) L—ﬁllmoy

Como



6.6. LOS AUTOVECTORES EN LA REPRESENTACION DE COORDENADAS. 263

podemos escribir

o 1 -~ b—m , . -~
Lo = oy (L) T & —ay)
1 1 3 l—m
= Li X - Z
oo (et) &)
Luego
v N S AN O Y
1 o t=m . X + (4
(x — iyL(p)> (x —iy) ( v) Yoo(09) -
Ahora
1 e
r—iy rsenf
y

(z —iy)(z +iy) = r¥sen?0 .

Usando estas relaciones y la expresion del operador L'?) en coordenadas polares esféricas, se
obtiene
(—1)° 2€+1(£+ m)! e \"
Y (0,0) = X
(0, ¢) 2001 pt m)! \ rsenf

z¢> L
rsenf h " sen™

imao —m
1 \/2€+1(€+m) ‘ ( 0 ) (cos?H — 1)° .

~ 20 A (0 —m)! sen™@ \ Ocosf

A estos autoestados de L? y L se los conoce como armdnicos esféricos. Estos se expresan
normalmente en términos de las funciones asociadas de Legendre Py, (cos8):

Vi (0, ) — (_1)m\/ %; ! Eﬁ - Z; ! Py (cos ) €9 (6.38)

donde,

m

Pon() = (;12!’” E§+Z; (1 _1332)5 (%)M (22— 1) . (6.39)

Esta ultima ecuacién constituye una generalizacién de la llamada férmula de Rodrigues para
los polinomios de Legendre.
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6.6.4 Armonicos esféricos.

De acuerdo al andlisis anterior los arménicos esféricos cumplen con

L) nm(e, ¢) = R*0(0 +1)Y0,(0, ¢)

LYY (8, ¢) = ha/(E Fm) (£ £+ 1)Ygmar (6, 0) -

. . 2 . .
Usando la expresién explicita en coordenadas polares de L(°?)°| la primera de estas relaciones
es equivalente a la ecuacion diferencial

m? d d
1) — 2 P, =
{€(€+ ) sen?0 | dcos? (sen 0dcos€>} im(c0s6) =0,

ecuacién que a veces se usa para definir los polinomios asociados de Legendre.
A partir de las relaciones (6.38) y (6.39) se puede demostrar que

Yz;n(ga gb) = (_1)m}/€,—m(0a gb) = nm(ea _gb) :

También es facil verificar que Py,(—z) = (=1)"™P,,(x). De las dos relaciones anteriores se
encuentra que

ng(ﬂ —0,0+ 7T) = (_1)€Y£m(97¢) :

Pero (m —0,¢ + m) y (0, ¢) son direcciones diametralmente opuestas en el espacio, de modo
que

Wi (—7) = (=1) W () (6.40)
esto es, una funcién de onda con momento angular par, £ = 0,2,4, ..., es invariante ante la
inversién espacial, mientras que si £ = 1,3,5,... entonces ¥y, (7) es una funcién impar ante

la inversion espacial.
Las relaciones de ortogonalidad y completitud de los armoénicos esféricos son:

<€m | ﬁ'm') = /dQ YZH(QQS)Y%IWI(QQﬁ) = (Sgg/ 5mm/

(Q1Q) =(Q] (Zwm >|Q’ = (09| (Zwm )|9’ )
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En forma explicita, algunos de los armoénicos esféricos de orden maés bajo son:

15 r + 1y
Y. 0) = oY £2i¢ 9
242(Y) 32’/T6 setl 27 T )
15 L 15 (:U:I:zy

265
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6.7 Problemas
6-1) (a) Verifique que

LY Yyu(0,6) =0 .

b) Muestre que la expresi(’)n 6.36) es la unica solucién del tip() 67;(1%92 0 que posee la
ecuacién diferencial de la parte anterior.



Capitulo 7

Problemas con simetria esférica.

En este capitulo nos dedicaremos a buscar autoestados de energia en sistemas tridimensionales
centrandonos en forma casi exclusiva en problemas con potenciales esféricamente simétricos.

7.1 El problema de dos cuerpos.

Consideremos dos particulas, 1y 2, interactuando a través de un potencial V(ﬂ — 1%2). Aca
r| y T son los operadores de posicién de las particulas en cuestion.
El espacio de Hilbert de este sistema compuesto es del tipo

H=H, & H,,

donde H; y Hy corresponden a los espacios de las particulas aisladas. Una base de H es
{|71,7) = |71) ®|72)}, o bien {| 7, p2) = |71) ® |pa)}, ete. ) teniéndose que {17,752}, o
bien {1;'1, 132}, etc. son conjuntos completos de observables compatibles, sociados con una y
otra eleccién de bases. Aca 131 y f)Q son los operadores de momento, conjugados candnicos de
T v T». En el problema en cuestién supondremos que no existe ningdn potencial externo, lo
cual simplificard considerablemente el andlisis, como se vera a continuacién. De este modo,
el Hamiltoniano del sistema compuesto es

2 -2

= P P2 - >
H=—+——=4+V(r; — ) 7.1
oy + iy + V(T) — 1) (7.1)

Es claro que este Hamiltoniano es invariante ante una traslacion rigida de ambas particulas,
digamos en una cantidad @. Poniendo

UY) — —idp,/h :

y recordando que
[1311‘71523‘] = [plianj] =0 , €Ol Za] =2,Y, z,
tenemos

UW g — —i@@i+8:)/h — e—z‘af)T/h

a )

267
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con

OO U2 H(E B, By, ) 0 0% - BOVETY, OPH0%, 5,5,
=H(¥, — @ t>» — @ Py, Do)
Al particularizar esta relacién a nuestro Hamiltoniano (7.1), sigue
o @PT/R pi@Pr/h _ ] s [H 54 =0. (7.2)

Asi pues, el momento total es constante de movimiento como consecuencia de la simetria de
traslacion rigida de las particulas.

Busquemos un conjunto de observables canénicos conjugados {Pr, R, p,r} que cumplan

[Ro, Prs] = [Far Ps] = ih0as

[Ra., Ps] = [fa, Prs] = 0.

Una posible eleccién de dicho conjunto es

>, 1 . .

Rz—(mF mf’),
i 1T + Mol

PT:ﬁ1+ﬁ27

con M = mq + ma.

De acuerdo a (7.2), conviene expresar el Hamiltoniano en términos de este nuevo conjunto
de variables canénicamente conjugadas. Usando que

> 5 My =
plzp‘i‘MPT
y
A 5 Mo =
p2:—p+MPT7
sigue,
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Acéa p es la masa reducida

mims
H = M
Asi,
5 P2 .
H=-L+H
2M+ 0 5
con
)
p z,
Hy=—+YV
0 2M+ ()

Notar que {13T, H, (?, f)')} forman un conjunto de observables compatibles.

Pasemos a la representacion de coordenadas. Se tiene:

I:I\I]p’O’EO(F, R) = |:—0 + E():| \Dﬁo,Eo(F’ R) =F \Ijﬁo,Eo(F’ R) .

Como Hj no depende de P ni de R, el sistema de ecuaciones de autovalores representado
por las tres ultimas ecuaciones admite soluciones en la forma de productos

esto es
\IIPO Eo (Fv é) = PRty 0 (F)
y
p v
{ﬂ - V(F)} Uy (7) = Eo Wi, (7) .

Es precisamente este tipo de ecuacién, particularizada al importante caso V(r') = V(¥), la
que se estudiard en la siguiente seccion.
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7.2 La ecuacion radial de Schrodinger.

=

Consideremos el caso de un potencial esféricamente simétrico, o sea, V(r) = V() sélo de-
pende de la magnitud » = /7 - 7. Una particula de masa reducida p, moviéndose bajo la
influencia de tal potencial estara descrito por el Hamiltoniano

~2

A p -
H(T,P):@Jrv(r) .

En este caso, los operadores L2 L, y H conmutan entre s{ y forman un conjunto completo
de observables compatibles. Denotemos por | E¢/m ) los autovectores comunes de estos tres
operadores, es decir:

H|Eém) = E| Efm) ,
L% Etm) = h*0(0 4 1)| Efm)

L.| Etm) = hm| Etm) .

Antes de proseguir escribamos el operador L? de otra forma:

i
:E E €ijk€itmT;PET(Pm

i jkfm

= Z Z (0;e0km — 0jmOre) TPk ePm

i jkfm
= 1’p” + 2ihr - p — (£ p)(T- P) — ihr'- P ,
es decir,

-2

B +ini-p - (¢5) (FB) .

=L

2=
Despejemos p? v usemos la relacién
(7 )P = —ih7- V = —ilir— .

De esta manera se encuentra que
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La funcién de onda V gy, satisface la ecuacién de Schrédinger, en coordenadas polares,

{ K 0 (2a>+L(Op)2_|_V(r)—E}‘IfE5m(F):O-

C2ur? or " or 2412

LP? e un operador diferencial que sélo opera sobre las variables angulares 6 y ¢. Sabemos
que las soluciones son del tipo

Ui () = Ree(r) Yo (0, 0) .

Reemplazando esta expresion en la ecuacion diferencial se obtiene

R d [ ,d\  RH(+1)
ng(é,gb) {—2;“”2% (T %) + W + V(’l“) - E} REK(’I“) =0 ,

donde, Rp(r) satisface la ecuacién

{ i d <r2 d ) + UAlCh ) +V(r) - E} Rpe(r) =0

S 2ur?dr dr 2412

Con la sustitucién uge(r) = r Rge(r) se obtiene

d 5 d _d ,d\ u

%(r %)R_dr(r dr)r

_d [ Gldu 51
—a(rm‘rﬁo

_d(du N du
Cdr Tdr Y _Tdr2’

es decir,
h? d*u P20+ 1) u
— — ——+V(r)—E)—-—=0.
2ur2rdr2 < 2ur? (r) ) r
Multiplicando por —2—’2‘7“ se encuentra, finalmente:
2 0+ 1) )
{W BT U(r) + k“| uge(r) =0 . (7.3)

Esta ecuacién se conoce con el nombre de FEcuacion Radial de Schrédinger. En (7.3), U(r) y
k? estan definidos por

U(r) = Avi(r)

h2k?
21 -

E.
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También es posible definir el potencial efectivo

e+ n?
r2 2u

Vi(r) = [U (r) +
adquiriendo la ecuacién (7.3) el aspecto de un problema unidimensional, con la restriccién

ukg(r)|rzo =0 s
lo que equivale a una pared impenetrable en la regién r < 0.
Una vez encontradas las soluciones de la ecuacién (7.3), la funcién de onda (7| Efm )

viene dada por

(7| Ebm ) = Vg (r,0,¢) = ure(7)

Yo (0, 0) -

Para una energia F fija, la solucién general viene dada por

o0 4

Vo) =3 3 Ay, 0,0) (7.4

=0 m=—¢

donde las constantes (en general complejas) son determinadas por las condiciones de borde.

Cuando el espectro es discreto, que es la situaciéon que normalmente ocurre cuando los
potenciales son atractivos y la energia es suficientemente baja, los autovalores de la ecua-
cién radial de Schrodinger, es decir el valor de k2, dependeran del valor de ¢ que se esté
considerando. Las energias discretas en ese caso vienen especificadas por dos niimeros cuan-
ticos, E = E,y, donde n es el indice que enumera los autovalores de energia para un ¢ fijo.
Cuando se tienen energias discretas, generalmente las autoenergias para valores de ¢ distin-
tos no coinciden, luego, a menos que exista una degeneracién accidental, en la relacién (7.4)
se debe suprimir la suma sobre /. Esto significa que sélo existen (2¢ + 1) funciones lineal-
mente independientes con energia Eyp: { V(7)) = Rue(r) Yo (0, @)}, siendo m el indice de
degeneracion.

El origen fisico de esta degeneracién se debe al hecho que al rotar un autoestado de
energia de un hamiltoniano esféricamente simétrico, el nuevo vector de estado persiste como
autoestado de energia y con el mismo autovalor inicial. En efecto, sea | ¥ ) autoestado de
energia:

H|Up) = (%Jﬂ/(f)) V) =E|Ug) .

Se tiene que
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(a) (b)

Figura 7.1: (a) Funcién de onda ¥y y (b) funcién de onda rotada U 7V, en presencia de un
potencial esféricamente simétrico.

esto es, U d?H — HU 3 Este resultado nos permite concluir que
a (U$| \IIE>> —E <ﬂ$| \1/E>> .

De este modo, todos los estados U (g\ Up) poseen igual energia. Si |Vp) posee momento
angular ¢, el espacio engendrado al rotar | Vg ), o sea, el espacio de degeneracién de la
energia E, posee dimensién (20 + 1).

La figura 7.1 muestra intuitivamente el origen de esta degeneracién. En (a) se muestra
esquematicamente una funcién de estado Vg (7') (simbolizada por las lineas continuas) some-
tida al potencial V(|']), cuyas equipotenciales son superficies esféricas, indicadas con linea
punteada; en (b) se muestra al estado rotado UgWp(7). Es obvio que ambos estados son
degenerados en energia, ya que la relacién entre la funcién de onda y el potencial es la misma
en ambos casos.

7.2.1 Propiedades asintéticas de la ecuacion radial de Schrodinger.

Analicemos brevemente el comportamiento asintotico de las soluciones de la ecuacién radial
de Schrodinger

2 (0 +1

———( + ) —U(’/’)+/€2 Uu(?“)zo.

dr? 72

Limiter — 0

c . ., . r—0 ..
Multipliquemos la ecuacién radial por r? y supongamos que r?U(r) —— 0, en una seccién
anterior se vio que carecfan de sentido fisico potenciales que divergen mas fuerte que —1/r?
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en 7 = 0. Con esta hipdtesis, y descartando los términos despreciables en » = 0, llegamos a
la ecuacién asintotica

d2
_T2W+€<€+1) upe(r) =0, enr=0.

Esta es la ecuacién de Euler, siendo las soluciones r**! y 7~ Recordando que Ry () tune(r) /7,

concluimos que las dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién radial de 2° orden
cumplen:

RSZ) ~ 7t (solucién regular)

Rfe) ~ 7~ (solucién irregular).

Limite r — oo

Este limite fue ya discutido en el caso unidimensional. Sélo recordemos dos situaciones de
interés:

(i) Si V(r) === 0, entonces el espectro se separa en una parte ligada (discreta) y otra
parte libre (continua)'. Si E,; < 0 es un estado ligado, entonces la funcién de onda
radial cumple

Une(r) = e ™|

con E,, = —h?k*/(2u). Si se trata de un nivel del continuo, entonces
ung(r) ~ eﬂ:z‘kr ’

con E,, = h*k?*/(2u).

(i) Si V(r) 2 Vior®, Vi, o > 0, entonces sélo son posibles los estados ligados, no existe
regién libre en el espacio. En tal caso

Une(T) = exp [—C’rHa/Z]

_ |8V
¢= R (o +2)%

'Puede darse, sin embargo, que un potencial atractivo no tenga estados ligados en dimensién—3, esto dada
la restriccion une(r = 0) = 0 antes senalada.

)

con
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7.3 La particula libre en coordenadas polares esféricas.

La ecuacién radial de Schrodinger para la particula libre viene dada por

{—ii (r2 d ) G k?} Rue(r) = 0 .

r2 dr dr r2

Esta es la ecuacién diferencial que satisfacen las funciones de Bessel esféricas. Dos soluciones
linealmente independientes son j,(kr) y ne(kr).

7.3.1 Funciones de Bessel esféricas.

En esta subseccion resumiremos algunas relaciones importantes que satisfacen las funciones
de Bessel esféricas.

La funcién j,(kr) es regular en el origen mientras que la funcién ny(kr) es singular en el
origen. Estas funciones estan relacionadas con la funcién de Bessel de orden semientero de

acuerdo a:
(k) = | ——J, 1 (k
) = \ o Ty ()
y
k (] X k
ne(kr) = (=1) %J—(u%)( r) .

Dependiendo del problema, en lugar de usar la base de soluciones j,(kr) y n,(kr), puede
resultar ser mas conveniente usar otro par de funciones linealmente independientes, las asi
llamadas funciones de Hankel esféricas. Estas vienen dadas por

hE(kr) = ng(kr) £ ijo(kr) .

El comportamiento asintotico de estas funciones viene dado por

z
ny(2) Sk 1COS (z—%r) )
z
stoo 1 i tx L+ 1
hi(z) =2 —eﬂ<z—%>.<1iz (; )—...> ,
z z

y el comportamiento en la vecindad del origen

2¢ 22
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Sea fi(2) cualquiera de las funciones ji(2), n¢(z), o hi(z), entonces fy(z) satisface las
siguientes relaciones de recurrencia

R0+ 1)[e(2) = 2 (ferr(2) + fea(2)

o) = (= + ) fialo

z

fere) = (o + ) ) (75)

El Wronskiano W (ny, j¢)(z) es

W (ng, je) (2) = ng(z)djé(;) — jg(z)dnéiz) = 1 )

22

Si ¢ # 0, usando (7.5), esta ultima ecuacién se puede escribir de la forma:

ne(2)emr () = G(Dmea(2) = 5

z

Algunas de las funciones en forma explicita son:

sen z

z
sen z COSs z

COS z

z
COS z sen z

) =
)= z
) =
) =
Dos relaciones muy importantes son:

ek = Z (20 + 1)i*j4(kr) Py(cos 0)
=0

P =% Z (4miY 5, (05, 7)) Ge(kr) Yo (6, ¢) - (7.6)

Acé la ultima relacion deriva de la anterior al hacer uso del teorema de adicion de los armo-
nicos esféricos.
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Energia

A
S(y

eff

k2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

O punto
de retroceso

clasico

Figura 7.2: Gréfico esquemaético de jy(kr). El punto de inflexién, que coincide con el punto de
retroceso clasico, corresponde al valor en que la energia E es igual a la del potencial efectivo
Ue(r) = B2+ 1)/(2ur?).

7.3.2 Funcién de onda para la particula libre.

Para la particula libre, {H,L? L.} son un conjunto completo de observables compatibles.
Las funciones que son autofunciones de estos tres operadores en forma simultdnea son:

\I’kém(ra 67 (b) = jf(kr)}/ém(ea ¢) ) (77)

y tespecto a los tres operadores tienen los autovalores £ = h*k*/(2u), R*(0 + 1) y hm,
respectivamente. La solucién (7.7) es una solucién particular de la ecuacién de Schrédinger
para la particula libre. La soluciéon general para una energia fija viene dada por

() = ZAzmjz(kT)Yzm(@y@ :

donde los coeficientes Ay, son determinados por las condiciones de borde.

En particular, para una onda plana ¥ (7") = exp(z’/; -7), la expansién viene dada por la
ecuacion (7.6).

La figura 7.2 muestra esquematicamente el comportamiento de la funcién regular jy(kr).
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7.4 Particula en una caja esférica.

Consideremos ahora una particula restringida a moverse al interior de una cavidad esférica
de radio a, es decir, supongamos que el potencial viene dado por

V(r):{oo r>a.

0 r<a

La solucién para una energia E = h?k?/2u, momento angular £ y proyeccién m fija, es
Uiom (7) = Jo(kr)Yem (0, 6) , parar <a.

Debido a que 7 = 0 es accesible para el sistema, la solucién ny(kr)Yn (0, ¢) resulta no ser
fisicamente aceptable, ya que es singular para r = 0.

Para r > a el potencial es infinito, luego la funcién de onda debe anularse para esos
valores. Como W (7") debe ser continua, se debe tener que

\Ijkﬁm(r:a707¢):()7 V&,QZ),
lo que se cumple sélo si

Esta ecuacion nos da los niveles discretos de energia para un ¢ dado. En efecto, sean y, s,
n=1,2,..., las raices de j,(x), entonces (7.8) implica que k no puede tomar cualquier valor,
sino que sélo los valores

=k, = 2
a

Consecuentemente, la energia solo puede tomar los valores

h2 2
E=FEy=5 1,
21 a

Los ceros de las funciones de Bessel con distintos valores de ¢ no coinciden, luego la dege-
neracion de cada nivel sélo se debe al nimero cudntico m. Asi, pues, la degeneracién de un
nivel E,, es 2¢ + 1.

Es usual designar el momento angular que tiene un nivel de energia con una letra de
acuerdo a la convencion siguiente:

=0 S
(=1 p
(=2 d
(=3 f
(=14 g
(=5 h
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n ¢ | xne | nomenclatura | degeneracién
1 0] 3.142 1s 1
1 114493 1p 3
1 25763 1d 5
2 0]6.283 2s 1
1 31]6.988 1f 7
2 17725 2p 3

Tabla 7.1: Ceros de las funciones de Bessel esféricas jy(z).

La tabla 7.1 da los ceros de las funciones de Bessel en orden creciente. El nimero cuantico
n se denomina numero cudntico principal.

La energia del estado fundamental “1s” es

h272

2 7

10 = 2ia?

siendo la funcién de onda correspondiente
— . A wr
\IIIOO<T) = Aj[)(l{}’l“)yoo(€7 gb) = ? sen <_> .

7.4.1 Inclusion de un carozo.

Consideremos ahora el mismo problema, pero agregéndole un carozo (nticleo) repulsivo al
centro, es decir, consideremos una particula de masa p moviéndose en el potencial dado por

oo r<hb
V(ir)=<¢0 b<r<a .
0o r>a

Encontremos la solucién para un momento angular ¢ y proyecciéon m fijos. Para b < r < a,
la particula es libre y la solucién general de la ecuacién de Schrédinger es

Usom () = (Jo(kr) + ang(kr)) Yo (0,0) . (7.9)

En este caso no hay razén para excluir de la solucién la funcién ny(kr), ya que el origen no
estd en la region donde la expresion (7.9) es valida.
Para r = by r = a la solucién (7.9) debe anularse,

Viem (r:a,9,¢) :q]kém(r:baea(ﬁ) =0, VG,(Z) .
Usando (7.9) se deduce que debe cumplirse

Jo(ka) + ang(ka) =0
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]g(k‘b) + Oéng(k’b) =0.
Eliminando « de estas ecuaciones se obtiene la relacion que define los valores de k posibles:

Je(ka) _ je(kb)

ne(ka) — ne(kbd)
Para ¢ = 0 se obtiene explicitamente que
sen(ka) cos(kb) — sen(kb) cos(ka) =0 ,
despejando,
sen(k(a—0))=0.

Los valores de k posibles para de k, para ¢ = 0, son

kn(): n:1,2,....

a—>b"’
Para la energia del estado fundamental se obtiene

h? w2

Bo—t T
2 (a—b)?

Con b = 0 este resultado coincide con el obtenido anteriormente. Evaluando o podemos
también escribir la funcion de onda del estado fundamental, ésta resulta ser:

o) = 4 (") o (55) o (253 o (23]

donde A es una constante de normalizacion.

7.5 La funcion hipergeométrica confluente.

En las dos secciones siguientes se usard la funcién hipergeométrica confluente. Recordaremos
en esta seccion su definicién y algunas de sus propiedades.

Definicién 7.1 La funcién

1F1(a,c;z)zl+%+a(a+ +
cll  cle+1)2!  cle+1)(c+2)3!

se llama la funcion hipergeométrica confluente.
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Usemos la notacion

con
la,c,—1] =1
Con esta notacion obtenemos:
d > Zn—l
- (a,c;z) :;m[a,c,n—
y
d2 o Zn—2
Tz 1fi(eci2) :; ) [a,c,n — 1]
Evaluemos
d? d d
s 1Fi (a,c; Z)—i—c% 1F1 (a,c; Z)_ZE 1Fi(a,c;2) —aq1Fy (a,c;2)

Czn—l

_ ((z ol la,c,n — 1]—m[a,c7n—1])+

2\ 2" at+n a+n
:Z—[a,c,n—l] n c —n—ap,=

et ! c+n c+n

es decir, la funcion
¢1(2) = 1F1 (a,¢52)
es una solucion particular de la ecuacién
2¢ do
c—2z)——ap=0.
‘4 + )dz ¢=
Otra solucion linealmente independiente es
$o(2) =2 Ry (a—c+1,2—c;2) .

281

(7.10)
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La solucién ¢4 (z) es regular en el origen, en efecto:
$1(z=0)=1F (a,c;0)=1.

La solucién ¢y(z), en tanto, diverge en el origen si ¢ > 1; en efecto, ahi se comporta como
2=,

Algunas propiedades de la funcién hipergeométrica confluente 1 Fj (a,c;z) y algunas re-
laciones que cumple, son:

1Fi(a,a;2) =€
1Fy(a,c;2) =€ Fl(c—ac —z)
(c—a)yFi(a—1,¢c;2)+ (2a —c+ 2)1Fi (a,c;—2) = a1 Fy (a+ 1,¢52)
(a—c+1)1F(a,c;2)+ (c—=1)1Fi(a,c—152) =a1Fy (a+1,¢; 2)

d
@1F1(a,c;z):%1F1(a+1,c+1;z) .

Note que si el primer argumento de la funcion hipergeométrica es un entero negativo, entonces
es un polinomio de grado n:

1F1 (—n, ¢; z) = polinomio de grado n si n € N.

7.6 El oscilador armodnico en tres dimensiones.

En una seccion anterior resolvimos el problema del oscilador armoénico tridimensional en coor-
denadas cartesianas. Ahora encontraremos la solucién usando coordenadas polares esféricas.
El potencial para el oscilador arménico isotrépico es

1
Vr)= §#w27’2

Introduciendo la coordenada adimensional

y poniendo

se obtiene para @(§) la ecuacién diferencial

d? , (l+1)

dg? &
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donde

S\ &

M
Il

Realicemos otro cambio de variable, z = £2 y usemos la notacién a(z) = u(£). Para u(z) se
obtiene la ecuacién diferencial
d? ((0+1)

d
0% vt
dz+ Zd22 N z

42| a(z) =0 . (7.11)

De acuerdo a los resultados obtenidos en la seccion 7.2, el comportamiento asintético de la
solucion fisicamente aceptable es: Para z — oo, esta ecuacion toma la forma

zZ—00 —

ﬁ(z)—>e 3

y
N(Z)Z—_>O>ZS,
con
(41
S = ——
2

Las observaciones anteriores sugieren plantear para @(z) la expresién

u(z) =e 2z°w(z) .

Veamos qué ecuacién diferencial resulta para w(z). Para ello, evaluemos la primera y segunda
derivadas de @(z). Se tiene:

1 dw(z)

= —ée_gzsw(z) +se 225 w(z) e — 2

dz
)

_edy (—%w(z) + Ju(e) +
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Con estas expresiones se obtiene, después de alguna algebra, la ecuacion diferencial que
cumple w(z):

d? 1 d
[z@—l— (23—1—5—2) E—Fn} w(z) =0, (7.12)
con
€ 1
n=-—5——.
2 4

La ecuacién (7.12) es la ecuacién hipergeométrica confluente. La solucién regular en el origen
es

1
w(z) =11 (—n,23 - 3 z) )

Del problema (7-2) se desprende que n = 0,1,2.... Esta condicién sobre n nos da las
autoenergias discretas del sistema:

1
E,y = hwe = (2n+23+§>ﬁw:hw(2n+€—l—g) ,

conn=20,1,2,... y£=0,1,2,... . La funcién de onda correspondiente es
Voo () = Te exp <—%> &R (—7%54' 5752) Yo (0, ) -
La energia del oscilador arménico tridimensional sélo depende de A = 2n + ¢, donde
A=0,1,2,.... A se denomina nimero cudntico principal :

La tabla 7.2 muestra los niimeros cuanticos, la energia y la degeneracion de los distintos niveles
de energia del oscilador armoénico tridimensional. Compare esta tabla con los resultados que
se obtuvieron para el mismo problema usando coordenadas cartesianas.

Es claro que la relacién entre A y los nimeros cuanticos de la soluciéon en coordenadas
cartesianas ng, n,, n, es:

A=n,+n,+n,.

Analizando el problema en coordenadas cartesianas encontramos que la degeneracion de
Ep es (A +1)(A +2), ésta se puede obtener contando los distintos trios de enteros mayores
o iguales a cero (n,, ny,n,) cuya suma es A.

Puesto que la simetria esférica del oscilador arménico tridimensional sélo explica la dege-
neracién (2¢ + 1) asociada a cada valor del momento angular total, el hecho de que existan
estados degenerados en energia con distintos valores de ¢ corresponde a una situacion ex-
cepcional, que se da sélo con muy pocos potenciales centrales V (r), otro caso especial es el
potencial coulombiano V(1) = a/r.
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n|l|A|(n+1)0 | E/hw | degeneracién | degeneracién | paridad
notacion parcial total

0[0[0| s 3/2 1 1 +
0[L|1| 1Ip 5/2 3 3 -
0122 1d 5

1107 2 2s 7/2 1 6 +
0/3]3 1f 7

101/3] 2 9/2 3 10 -
044 Ilg 9

1024 2 11/2 5 15 +
2104 38 1

Tabla 7.2: Oscilador armoénico tridimensional.

Esta degeneracion en energia entre estados con distintos valores de £ se puede explicar en
términos de simetrias del Hamiltoniano H en el espacio de configuracién (g, 7) de dimensién
6; alli el Hamiltoniano basicamente corresponde a la norma euclideana de un sexti—vector del
espacio (p,7):

1 52

H=_—-V ,
24

con

-

V = (Dr; Dy, Dz X, 0y, pwz) .

Cualquier operador unitario U que preserve la norma euclideana en este espacio de dimension
6, dejara a H invariante. En efecto, si

OvVO- =V |

-2 2
con V. =YV | entonces

UHU'=H,

y, por tanto, si H| W) = E| Vg ) entonces U| Vg ) es degenerado con | ¥y ).

De hecho existen operaciones unitarias que sin corresponder a rotaciones euclideanas en
el espacio ordinario R, dejan a V2 invariante. Son justamente estas operaciones de simetria
de H las que explican la degeneracién adicional del oscilador arménico tridimensional (ver
subseccién siguiente).

Escribamos en forma explicita las funciones de onda para los 3 primeros estados. Para el
estado 1s,es decir, n =0y £ =m = 0 se tiene que

3
1F1 <O7§;§2> =1.
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Para el estado 2s, es decir, n =1y £ = m = 0 se tiene que

3 2
Fil-1,=;¢)=1-Z2¢&.
11( 72a€) 35

Para el estado 1p se tiene que

y para el estado 1d

7
1F1 (O,§§€2) =1.

De esta manera las funciones de onda son:

Estado 1s (7]100) = 7= exp (—£2/2)
Estado 1p (7] 11m) = %fexp (—€2/2) Yin (6, 0)
Estado 1d (7] 12m) = \/%7 2 exp (—£2/2) Vo (6 6)
T
Estado 2s  (7]200) = % < 2 — g) exp(—&%/2)

7.6.1 Operadores de subida y bajada.

Recordando los desarrollos del oscilador armoénico unidimensional introduzcamos operadores
de subida y bajada definidos por:

1
24

J

(uwi‘j + ’Lf)j)

&

1
2/

:

al = b, (nwt; —ip;)

con j =z, ¥y, z. Los conmutadores de estos operadores con el Hamiltoniano son

Ejercicio: (Problema 7-3) Demuestre que si |¥g) es autovector del Hamiltoniano H, es
decir, H| Vg ) = E| V), entonces el estado a;| V) también es autoestado de H, pero con
autoenergfa F — hw. Andlogamente, muestre que el estado b;| Vg ) es autovector de H con

autoenergia F + hw. De esta manera, tenemos tres operadores de subida y tres operadores
de bajada.
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5 SR -~ ot
Definamos ahora el operador a = (a;,as,a3) y b = a . Estos operadores son operadores

vectoriales respecto a L, demuéstrelo como ejercicio, (Problema 7-4), es decir, cumplen las
siguientes reglas de conmutacion:

8, L] =ik ejnety

[f)j, ]:k} = lhz Ejkgl;)g .

Note que son operadores vectoriales atin cuando no son autohermiticos.
Sean {| A¢m )} los autovectores del oscilador arménico tridimensional, es decir,

H| Alm) = hw (A+ 3) | Alm ) |

L2 Afm) = B*0(0 + 1)| Alm)

L.|Alm) = hm| Alm) .
Entonces:

Proposicién 7.1

b-b|Alm) oc | A+ 20m) .

Demostracion Siendo b un operador vectorial se tiene que b-b es invariante ante rotaciones,
y, por tanto, [Lj,b . b] = 0 para j = z, y, z. Demuestre la expresiéon anterior evaluando
explicitamente el conmutador. En particular, se tiene que

% -b = b - bL?
y
L.b-b=b-bL, .

Usando estas expresiones se encuentra que
12b - b|Alm) = b - bL| Alm)
— b-bRE2({ + 1)| Alm)
= R20(0 + 1) (13 b| A€m>> ,
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es decir, b - f)| Alm) es autovector de L? con autovalor A2¢(¢ + 1). De la misma manera se
demuestra que b- B| A¢m) también es autovector de L. con autovalor Am. Concluimos que

el operador b - b no afecta la parte angular de los autoestados.

Evaluemos ahora H (f) . f)] Alm >) Para el conmutador [I:I,B . lV;] se tiene que
FLb-b| = > (b; [H,,b;] +
J

J

T

’Bj] BJ)

b

T«

Usando este conmutador se encuentra que
i <B-ﬁ|A£m>) - (ﬁ-ﬁﬂmmﬁﬁ) | Alm)
3 Y, X
— hw (A+2+§) (b-b\A£m>) ,
luego, (ﬁ : f;| A€m>> es autovector de H con autovalor fiw(A + 2 4 3/2). Con esto queda
demostrada la proposicion.
Definamos ahora los operadores
a, =a,+ia, y b, =b,+ib,.
Proposiciéon 7.2

b |Al) o< [A+10+10+1) vy ay|All) oc [A—10410+1) .

De{nostgacién Debido a que b es un operador vectorial es claro que B+] ALl es autovector
de L? y L. con autovalores 1i*(¢ + 1)(£ 4-2) y h({ + 1), respectivamente. El conmutador de
b, con H es [H, b+} = hwb, . Demuéstrelo como ejercicio (Problema 7-5). Luego

Hb, | Af) = (b H + hwby ) | ML) = hw <A+ 1+ g) b ALl

es decir, (by|All)) es autovector de H con autovalor iw(A + 1 + 3/2). Con esto queda
demostrada la proposicion.

Proposicion 7.3

a by | ALY o< |[AL+20+2) .
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Demostracién Es ficil demostrar que a,b, conmuta con H, demuéstrelo como ejercicio
(Problema 7-6). Luego a, b, | All) es autovector de H con el autovalor hw(A +3/2). Usando
la proposicién 2 se encuentra que a,b,|Al) es autovector de L? y L. con autovalores
P20+ 2)(0 + 3) y A(f + 2), respectivamente. Con esto queda demostrada la proposicion.

Esta tltima proposicién concuerda con la tabla de autoestados que se mostré anterior-
mente para el oscilador armoénico tridimensional, pues en ella aparecen como degenerados
estados con un A¢ = 2; por ejemplo, para F = %hw son degenerados los estados con £ =1y
(= 3; para F = 1—21hw son degenerados los estados con ¢ = 0,2 y 4.

Recordemos un resultado que ya hemos demostrado.

Proposiciéon 7.4
L_|Alm) oc|Am —1) .

Usando las proposiciones (7.1-7.4) se demuestra ahora facilmente que:

At

(L)"B (b -b) "7 000) o | Alm) . (7.14)

Acé (A — ¢)/2 debe ser entero no negativo. Si A es par entonces £ = 0,2,4,... A, y si A es
impar entonces £ = 1,3,5,... ,A. De lo anterior se concluye que Deg(Ey) = 3(A+1)(A+2).
Como este resultado coincide con el obtenido usando coordenadas cartesianas, se concluye
que la relacion (7.14) representa la forma més general posible de un autoestado de H.

Definamos ahora los operadores

Demuestre como ejercicio (Problema 7-8) que estos operadores son autohermiticos. También
demuestre que son constantes de movimiento para el oscilador armonico tridimensional, es
decir, demuestre que

[H,J;] = [H K] =0
De acd se concluye que el operador unitario
U =exp {—i (Z )\ijjij + Z 7'in,5> } ,
i#j ij
con (Aij, 7i; € R) deja invariante al Hamiltoniano:
UHU '=H.
Son precisamente éstos los operadores asociados a transformaciones que preservan la norma

del sexti-vector V mencionado anteriormente.
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AV(r)

Figura 7.3: Potencial coulombiano atractivo.

1
h ~
representan la conservacién del momento angular, las constantes de movimiento (K;;) estan

asociadas clasicamente al hecho que un potencial armonico lleva a orbitas elipticas, las cuales
(por no precesar) mantienen fijos en el espacio los puntos de retroceso (esto es, el periasto
y el apoastro). De este modo, existe una relacién entre el hecho que el problema cudntico
posea una degeneracion “extra” (normalmente llamada “degeneracién accidental”) y el caracter
cerrado de las orbitas clasicas. Una situacion andloga vuelve a presentarse en el atomo de
hidrégeno (problema asociado a las 6rbitas keplerianas clésicas).

Note que, en particular, J jk = 7 €jke L,. Mientras las constantes de movimiento (jij)

7.7 El atomo de hidrégeno.

En esta seccion consideraremos el problema de una particula de masa p ligada por un poten-
cial de la forma (ver figura 7.3)

72

Vi) = -2

Deseamos encontrar los estados ligados, o sea, los estados estacionarios con energia £ < 0.
Definamos v > 0 a través de

h2"}/2
— QM .

E = (7.15)

Con esta nomenclatura la ecuacién radial de Schrodinger para el presente problema es

d? 5 2yn L(l+1)

W_’y—i_ r 72 thelr) =0,
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con

uZe?
vh?

(7.16)

Repitamos el andlisis realizado para el problema del oscilador armoénico tridimensional, esto
es, analicemos el comportamiento de las soluciones de la ecuacion diferencial para r — 0y
r — 00.

La ecuacién radial de Schrodinger para r — oo es

(j—;— 2>u(r):().

Dos soluciones linealmente independientes son

u(r) =e""

u(ry=¢e".

La primera de estas es fisicamente inaceptable pues u(r) debe tender a cero para grandes
valores de r.
Cerca del origen de la ecuacién radial de Schrédinger toma la forma

{j—i—gw—gl)]u(r):().

Busquemos soluciones del tipo u(r) = r®. Con este Ansatz se obtiene para «
ala—1)—L(l+1)=0,
es decir,

Oélz—g,

042264‘1.

Como u(r) debe ser regular en el origen, el primer valor de « resulta ser inaceptable. Luego
la solucion fisica se comporta cerca del origen de la forma

r—0
u(r) === 1
La discusién anterior sugiere introducir la funcién f(r) definida por

u(r) =" ()
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y buscar la ecuacién diferencial que satisface. Para la primera y segunda derivada de u(r) se
obtiene

d ’
d_u = (g + 1)7’56777"]0 — f}/r,"[‘i’le*'ﬂ’f + ,r,f+1ef’yrf
r

U _ g Ka“ b _ 2(£:r 1)7 +72> f+2 (HTI - v) f+ f”} :

dr? 72

Con la ayuda de estas relaciones se encuentra que la ecuacion diferencial para f(r) es
(+1 2
fr+2 (T—7> fra—yn—=(+1))f=0.
Cambiemos de variable

p=29r,
y llamemos f(p) = f(r). De esta manera la ecuacién se simplifica un poco:

2

d d _
pd—p2+(2€+2—p)d—p—(€+1—n) f(p)=0.

Esta es la ecuacién de la funcién hipergeométrica confluente. La solucién regular en el origen
es

flp)= 1F1({+1—n,2042;p) .

Igual que en el caso del oscilador armonico, la serie hipergeométrica debe ser un polinomio
para que el comportamiento de u(r) para r — +oo sea aceptable. Esto implica que el
término —(¢ 4+ 1 — n) debe ser un entero no negativo, o sea

n.-=n—~¢—1, con n,=0,1,2,... .
De esta relacién se deduce que
n=n,+{+1,

es decir, n a su vez también debe ser un entero positivo. Esta condiciéon nos da los niveles
de energia discretos que posee el sistema. Para las energias de los autoestados se obtiene
(usando las ecuaciones (7.15) y (7.16)) la expresién

E, =

_hQ,yQ B A2 (N2ZQ€2> B _,LLZQ€4 RZ2

on  2p \ Rin? 2R n?

La energia depende sélo de n, el nimero cudntico principal. R = 13.6 [eV] es la constante de
Rydberg.



7.7. EL ATOMO DE HIDROGENO 293

nin, |/ (n?) E,/RZ? | deg. parcial | deg. total | paridad
Nomenclatura

11010 1s 1 1 1 +

2110 2 1/4 1 n
01 2p 1/4 3 4 -

31210 3s 1/9 1 +
1|1 3p 1/9 3 9 -
02 3d 1/9 5 +

41310 4s 1/16 1 +
2 |1 4p 1/16 3 -
12 4d 1/16 5 16 +
013 Af 1/16 7 -

Tabla 7.3: Niveles de energia del atomo de hidrégeno.

Note que para un mismo valor de n, el nimero cuantico ¢ puede tomar varios valores
distintos, si simultaneamente se varia también el niimero cuantico n,.. Para n fijo, el maximo
valor que puede tener el momento angular es ¢,,,. = n — 1. El hecho de que exista una dege-
neracién en energia entre estados correspondientes a distintos momentos angulares orbitales
/, es una consecuencia de las simetrias especiales que posee este particular sistema.

La tabla 7.3 muestra las energias, degeneracion, paridad y los nimeros cuanticos de los
distintos autoestados del a&tomo de hidrégeno.

Para el estado con ntimeros cuanticos n, ¢, m, la funciéon de onda viene dada por

(Flntm) = W (r,0,¢) = Cpr’e™™ 1Fy (041 = 0,20+ 2;297) Yo (6,9) ,

donde la constante de normalizacion C,,, es

(27)° 5 (n+0)!
Cre = (20+1)! \/(27) oan(n—(— 1)1

El ndmero cuantico n, = —(£+1—n) da el nimero de nodos radiales que posee de la funcién
de onda.
Para un n fijo, la degeneracién del nivel es

n—1

Deg(E,) = » (20+1)=n".
=0

Escribamos explicitamente algunas funciones de onda. Para el estado fundamental 1s, los
numeros cuanticos son n =1y ¢ =m = 0, por lo tanto,

Wi00(r, 0, ¢) = Croe™ " 1 F1 (0,25 297) Yoo = Croc ™
1007, 0, 10 141U, 4527 00 \/E
3
— /e (7.17)

™
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con

B uzer 7
7= h? ap .

o

Aqui ayg = 0.52947 [A] es el radio de Bohr. Sustituyendo vy en (7.17) se obtiene

i} Z\*? 1 Zr
Wigo(77) = (a—()) Jr exp <_a_0) :

Escribamos ahora la funciéon de onda para el estado 3p, los nimeros cuanticos son n = 3,
(=1

Usin(7) = Csrre” "1 Fy (—1,4529r) Yin(6, 9) .

Pero

1F1<—1,4;2w):1—¥,

y para el estado 3p la constante v es

B 1 puZe? A

773 h? 730/0’

luego,

\D31m(F) = Cyr (1 - GZ—T) €xp (—ﬁ) }/lm<97 ¢) .

ap 3&0

Finalmente, evaluemos (r), (r?), (1/r) y (1/r?)para el estado fundamental. Se tiene:
)= [ @ )

Z\° 1 > 27
= <—) —47r/ dr r3exp (__r)
ap,/ ™ 0 Qo

_ 30
277
2 2
o N [bn* 4+ 1 —30(L + 1)]
<T>*a0 272 ’

1\ z
r/  agn?’

(=) =
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Figura 7.4: (a) Orbita kepleriana, el apoastro es fijo y M es una constante de movimiento.
(b) Orbita en un potencial no kepleriano, el apoastro precesa.

7.7.1 Degeneraciéon accidental del atomo de hidrégeno.

Escribamos el Hamiltoniano del atomo de hidrégeno en la forma

-0

o p .

g
2M+V(r) ,

con

V(r) =

!

r

En vista de la simetria esférica del Hamiltoniano tenemos inmediatamente tres constantes
de movimiento: L, L, y L.. Por otra parte, si pensamos clasicamente, tenemos otras tres
constantes de movimiento. Estas tres constantes adicionales estan asociadas al vector que
apunta en la direccién del “apoastro” (o punto de méxima elongacién) de la érbita, como
se indica en figura 7.4. Este vector que apunta en la direccién del apoastro y que mantiene
constante su modulo, se llama vector de Runge-Lenz y viene dado por

1 - T

M:—(Zxﬁ—ﬁxL)+a—.
21 r

Esta expresion se ha escrito de modo que, al sustituir las variables clasicas por operadores

cuanticos, el operador M resultante sea un operador autohermitico.
Es facil demostrar que

[I:I7M]]:OJ j:xhy?Z?

luego, el operador M también es una constante de movimiento cuédntica.
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Transformemos el operador M usando el operador unitario de las rotaciones. Tenemos

LN, B, §) e 9T/ = M(R,L, Rz, R7)
LIp v R Rf xR + 1
= ﬂ gl X Iizp — figp X gl + \R$r|
— R;M. (7.18)

Acd Ry = (¢) es el operador de rotacién en R®. La ecuacién (7.18) demuestra que M es un
operador vectorial.

Denotemos por {\ nfm )} a los autoestados del atomo de hidrégeno que simultaneamente
son autoestados de H, L? y L, con autovalores E,, h2€(€ + 1) y hm, respectivamente. In-

troduzcamos los operadores M, = M, + zl\/[y. Por ser M un operador vectorial, se tiene
que

(M) |n00) = Cy|ntt) .

C'y es una constante de proporcionalidad. Se puede probar que Cy # 0 si £ < n — 1, pero que
Ci—n = 0.
Aplicando ¢ — m veces el operador L_ se concluye que

ném) oc (L-)" (ML) [n00) |
conl=0,1,2,....n—1lym=—L,... +L
Como [L;, H] = [M,, H] = 0, se concluye que
UHU '=H,

U = o~ dL+M)/h

De este modo el grupo de simetria del Hamiltoniano del atomo de Hidrégeno es un grupo
bastante amplio; posee 6 parametros para enumerar sus elementos. Se puede probar que dicho
grupo es isomorfo al grupo de operaciones euclideanas en R*. Es justamente este hecho lo que
explica la degeneracién extra, a veces llamada degeneracion accidental) que posee el dtomo
de Hidrégeno. Si |Ug) es autoestado de H con energia F, entonces el conjunto completo de

funciones {U(¢,0)| ¥ ) ; (¢,0) € R%}, serd degenerado con | U ).
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7.8 Problemas

7-1) Recurriendo a un élgebra de operadores, diagonalice el conjunto de observables compa-
tibles {H = p?/(2u), L2, L. }, siguiendo las siguientes instrucciones:

(i) Demuestre que para ¢ = 0, las autofunciones con energia
h2k?

E
ES o

Y

vienen dadas por

sen(kr) s kr

kr kr

Wy pmm—o(r) = A
(ii) Demuestre que el operador momento lineal p satisface
|:p+7 I:I} =0 )

donde py = p,+1p,. Luego, usando el hecho que 13 es operador vectorial, concluya
que

<%p+)£ Wroo(7) = Wree(F)

(iii) Luego demuestre que

y ademas que
[P, (X +iy)]=0.

(iv) Combinando los resultados anteriores concluya finalmente que

W (7) = ($ +iy)g rt (E%Y Wroo(r) = Re(r) Yee(0, 0) -

r

Identificando, salvo una constante multiplicativa, a [(x +iy)/r]* con los arménicos
esféricos Yy (0, ¢), concluimos que la funcién radial Ry, se puede escribir en la

forma
Rye(r) = Agje(kr) + Benge(kr)
con
) (1 0\ [senkr
jitkr) = (=) (;a) ( o )
y

=) (i) (577)
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r—00 .z . , .
7-2) Demuestre que para que se tenga u(r) —— 0, la funcién hipergeométrica 1 F (—n, 2s + % ; z)
debe ser un polinomio, es decir, la serie debe terminar. Esto sélo ocurre si n es un entero
no negativo.

7-3) Para el caso de un Hamiltoniano de oscilador arménico en 3 dimensiones, demuestre
quesi |Vp) es autovector de H, es decir, H| Wy ) = E| ¥ ), entonces el estado &;| ¥p )
también es autoestado de H, pero con autoenergia E — hw. Andlogamente, muestre que
el estado bJ| ) es autovector de H con autoenergia E + fiw. Use las definiciones de
a; v bj, ecuacion (7.13).

7-4) Demuestre que los operadores definidos (7.13) son operadores vectoriales respecto a L.
7-5) Demuestre que

|:I:I, B+:| - hCUB+ .
7-6) Demuestre que a,b, conmuta con H.

7-7) Demuestre que

(L)*27™a, b | All) o< | AL+ 2m) .

7-8) Definamos ahora los operadores

Ji; =i (ab; — a;b;)

Demuestre que estos operadores son autohermiticos. También demuestre que son cons-
tantes de movimiento para el oscilador armoénico tridimensional, es decir, demuestre
que

7-9) Para las componentes del vector de Runge-Lenz, demuestre que

[MZ’, L]] = th CijkMk .
k



