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Clase 1

Uno se queda con la idea, en Mecanica Analitica, de que basta conocer
el Lagrangiano o el Hamiltoniano, en las coordenadas que sea, y con las
condiciones iniciales uno puede decir exactamente que le va a pasar al
sistema, siempre.

Ejemplo: velocidad final de caida. Robusto a pequenas incertezas experi-
mentales.

Es una idea correcta, pero incompleta. No siempre es asi.

Modelo crecimiento de poblaciones: igual a la del ano pasado, corregir
por factor multiplicativo, corregir por factor de penalizacién a crecimiento
excesivo.

Iteracién numérica: r = 1,5, z = 0,3, trayectoria, atractor (estado asintéti-
co), transiente.

x = 0,5, independencia de condiciones iniciales.
r=3,3, r = 0,3, dos valores alternados!

r = 3,5. Cuatro valores

Orbita de periodo 1, 2, 4, etc.

Panorama general: eliminar el transiente, graficar los siguientes N puntos.
Diagrama de bifurcaciones.

Doblamiento de periodo.
Cada vez mas seguido, mayor periodo.
Regién cadtica, atractor cadtico: orbita de periodo infinito.

Caos no es desorden. Hay una acumulacion de puntos en la zona cadtica. El
sistema, ain en la zona de caos, recuerda que alguna vez tuvo una érbita
de periodo 8. Ventanas de orden. Nuevas bifurcaciones hasta llegar al caos
nuevamente.



Toda esta estructura la podemos entender matematicamente, predecir, de-
cir cosas analiticamente, calcular cuando van a ocurrir las bifurcaciones,
cuando empieza el caos...El caos no es un desorden, es un concepto que
tiene un significado matematico preciso.

Clase 2

Autosimilaridad. Ampliaciones sucesivas preservan la estructura.

Sensibilidad a las condiciones iniciales: no es un problema experimental,
es un problema intrinseco. No es correcto decir: como es un sistema deter-
minista, si yo conozco aproximadamente la condicién inicial voy a poder
llegar a los mismos resultados. Determinismo es diferente de sensibilidad
a las condiciones iniciales. Ejemplo con dos x separados por 107, Tras
200 iteraciones, son completamente distintos. Esto es caos determinista.

Calcular distancias entre puntos sucesivos de bifurcacion. En el limite,
constante de Feigenbaum.

Calcular distancia entre ramas de la bifurcaciéon. En el limite, pardmetro
de reduccion.

Universales para mapas diferenciables, unidimensionales, maximo cuadrati-
co local.

La teoria del caos no se trata de estudiar lo diferente entre los sistemas,
sino encontrar las caracteristicas universales.

Mapa logistico es nuestro oscilador armoénico para la Teoria del Caos.

Anélisis de una trayectoria: funcién de retorno. Lineas que representan
iteraciones sucesivas.

Periodo uno: un punto estable, otro inestable (jx = 0!) en M.

Periodo dos: mostrar evoluciéon para M. Dos puntos fijos. Funcion de re-
torno para M?: dos puntos estables, dos inestables.

Definir punto fijo (la transicién del experimento numérico al analitico no
fue bien hecha, y qued6 un poco enredada esta parte).

Punto fijo estable (cruza la curva en direccién “hacia arriba”).



— Punto fijo inestable (cruza la curva en direccién “hacia abajo”).

— Transicion en la bifurcacién ocurre justo cuando M (z*) = 2* ocurre cuando
M' = 1. Asi puedo calcular analiticamente cosas. Esto hay que repetirlo
mejor la préxima clase.

— (Lo malo no fue haber alcanzado a ver exponentes de Lyapunov, que va a
servir para la proxima ayudantia.)

Clase 3

— Los anélisis anteriores para el mapa logistico fueron numéricos. Ahora nos
propondremos revisar algunos resultados analiticos.

— Punto fijo 6rbita de periodo 1, M (z*) = z*.
— Punto fijo érbita de perfodo 2, M?(x*) = x*.
— Puntos fijos para mapa logistico.

— Estabilidad tiene que ver con qué le pasa a una condicién inicial cercana
al punto fijo, si se acerca o aleja de él. Luego hay que ver como evoluciona
la distancia al punto fijo.

— Estable (atractor) si |M’| < 1, inestable (repulsor) si |M'| > 1.

— Para el mapa logistico, un punto estable y el otro inestable, como ya
sabiamos.

— Perfodo 2: anélisis con M?2.
— Perfodo m: anélisis con M™ (mala letra m, cambiar a p o algo asi).

— Ecuacién para la distancia d,,. Tiene la forma de una ecuacién exponencial.
Ansatz exponencial.

— Exponente de Lyapunov.
— Caso orbitas cadticas, m = oo.
— Algoritmo de calculo:

a) Los ) son los puntos sucesivos, eliminado el transiente.
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b) m mayor que el periodo de la 6rbita, irrelevante, porque la suma se
separa y queda la formula correcta para m finito. Para m = 1 la suma
es p veces el mismo término, y queda simplemente la derivada en un
punto, que es el A correcto para una érbita de periodo 1. Si m = 2,

por ejemplo,
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¢) Mide la evolucién de la distancia entre trayectorias cercanas, luego
mide la sensibilidad a las condiciones iniciales, luego mide la existencia
o no de caos. A < 0 drbita periddica, A > 0 caos.

d) Grafico exponente de Lyapunov mapa logistico, al lado del mapa
logistico. Correlacién entre el signo del coeficiente de Lyapunov y
el mapa.

e) Zoom a regién cadtica, estructura interna, ventanas de orden (cuencas
profundas en Lyapunov), todo mapeado perfectamente.

f) Puntos superestables (A = —oo, M’ = 0). La distancia entre érbitas
cercanas no quiere cambiar (a primer orden).

— (Grupo de renormalizacién me lo salté, porque quedaba sé6lo media hora
de clases y queria terminar los sistemas continuos. Alguien pregunté sobre
Feigenbaum, pero decidi saltarme la discusién para el final del capitulo,
porque la tarea incluye un problema sobre Lorenz.)

Caos en ecuaciones diferenciales ordinarias. Sistemas a los que estamos
acostumbrados como fisicos. ;Hay caos? ;Podemos usar algo de lo que ya
aprendimos para estudiar caos, si lo hay, en el caso continuo?

Resena histérica estudios de Lorenz (imprecisién en condiciones iniciales,
resultado completamente inesperado, comienzo del estudio del caos).

Sistema de Lorenz: de ecuaciones de fluido, para un sistema meteoroldgico,
o relacionado con la difusién y la viscosidad, b relacionado con si el sistema
conduce mas por conduccién o por convecciéon. Derivacién complicada.



No es el sistema original en que Lorenz vio caos, pero Lorenz después
encontré esta versién mas sencilla.

Integracion para o = 10, b = 8/3, r = 28, ciertas condiciones iniciales.
Atractor cadtico. Una curva que nunca se cruza a si misma (sistema inte-
grable, por unicidad no puede cruzarse), llena el espacio no uniformemente.
(Se mostré figura, no se integré explicitamente.)

Sistema meteoroldgico intrinsecamente cadtico, el tiempo, en definitiva, es
un problema escencialmente impredictible, porque las ecuaciones subya-
centes exhiben caos, y por tanto sensibilidad a las condiciones iniciales.
Pequenas perturbaciones o imprecisiones en las mediciones, llevan a resul-
tados completamente distintos. Efecto mariposa. Y sin embargo, estamos
aprendiendo que se pueden decir ciertas cosas.

Exponente de Lyapunov, midiendo la distancia entre dos trayectorias ini-
cialmente cercanas. Recta en grafico semi-log. Se puede seguir usando para
caracterizar el caos.

Otro método: generar mapas discretos. Viejo truco de convertir problemas
dificiles desconocidos en problemas féciles ya resueltos.

Idea sencilla: Definir un plano y marcar un punto cada vez que la érbita
pasa por ese plano. Es un conjunto numerable de puntos, puedo dibujar la
secuencia, puedo dibujar la funcion de retorno, todo. Esta es la idea bésica,
habiendo distintas estrategias para hacerlo dependiendo de los detalles, lo
que da origen a distintos tipos de mapas.

Corte de Poincaré: z(t) = C, dz/dt = 0, uno mira sélo los cruces al plano
en cierta direccién. (Sélo figura.)

Mapa de los maximos sucesivos. El atractor de Lorenz es acotado en el
espacio, y por tanto la trayectoria de cualquier coordenada deberia estar
llena de maximos y minimos. Idea: tomar la sucesiéon de maximos de una
coordenada. Resultado: mapa similar al triangular. (Sélo figura.) Dado eso,
uno puede empezar a hacer analisis para esa coordenada, y caracterizar el
sistema, si hay dérbitas periddicas, caos, etc., aislando una sola coordena-
da. (No lo dije bien en la clase, sino después de ella, a propdsito de una
pregunta.)



— Mapa estroboscopico: darse una cierta escala de tiempo 7', y sacarle fotos
a la trayectoria cada un tiempo 7.

— Ilustracion con el péndulo anarménico forzado.

— Graficamos el espacio de fase, (z,4). Para un oscilador arménico, es un
circulo.

— Integracién beta=0.1; A=1; w=1; A = 1es grande, y sin embargo el siste-
ma se parece a un oscilador arménico. Es un circulo. Se ve mas desordenado
que eso, pero porque seguimos toda la trayectoria. Botamos el transiente
(primeros 200 puntos), y se ve una linda elipse.

— A=1.2; Para un A sélo un poco mayor, el comportamiento es completamen-
te distinto. Un ejemplo muy bonito de lo que pasa cuando las ecuaciones
son no lineales.

Clase 4

— Recapitulacion oscilador armoénico A=1.0;, A=1.2;.

— Mapa estroboscépico para T = 21 (A = 1,0), y para T = 67 (A = 1,2) (en
los apuntes de Menéndez aparece 127, pero 67 también funciona.

— Podemos calcular las constantes de Feigenbaum numéricamente, y eso es
lo que les pedimos en la tarea. Pero uno puede hacerlo analiticamente.

— Observacion: autosimilaridad en el mapa logistico. Partes del sistema se
ven iguales al sistema completo, pero reescaladas y trasladadas.

— Técnica: grupo de renormalizacién, un pomposo nombre para una idea
basicamente sencilla. Encontrar la transformacién de coordenadas que per-
mite convertir al sistema en una réplica de si mismo, pero reescalada, y
posiblemente trasladada.

— Vamos a estudiar la sucesién de puntos fijos superestables, en vez de la su-
cesion de puntos donde sucede la bifurcacién. Deberia ser el mismo limite,
si hay convergencia de Cauchy.

— Estudiemos solamente la primera bifurcaciéon, para pasar de periodo 1 a 2.



Comparamos los mapas M y M?. En torno a los puntos fijos superestables
la funcién de retorno se puede aproximar por una cuadratica. En torno
a dichos puntos, las funciones son iguales, pero reescaladas, rotadas, y
trasladadas. Transformacién de coordenadas.

Desarrollo algebraico hasta encontrar 7., § y a. (Esta parte no fue muy
limpia y no me gusté cémo la discuti, me enredé mucho.)

Mostrar que se ve por qué va a ser la misma constante siempre que el
maximo sea cuadratico.

Grupo de renormalizacién 1til en muchisimos otros contextos (transicio-
nes de fase, exponentes criticos). (No fue una buena idea mencionar esto,
porque ellos no han visto nada de esto.)

(Por una pregunta, me puse a hablar del trabajo de transito y caos en un
sistema de un auto. Fue entretenido, pero creo que innecesario. La pregunta
era qué es lo que se hacia hoy en dia en caos, y la verdad la respuesta
deberfa haber sido vaga, del tipo “lea Ud. los papers y se dara cuenta”.)

Caos es un concepto que aparece en muchos otros sistemas. Nosotros solo
vimos el mapa logistico y el sistema de Lorentz. Hay muchos otros ejemplos,
y no son para nada sistemas exoticos:

Problema de 3 cuerpos. Uno sabe que el problema de 1 cuerpo se resuelve
exactamente. El de 2 se reduce al de 1 (via masa reducida), y se pue-
de resolver exactamente (el viejo truco). El de 3 ya no se puede resolver
exactamente, y solo se puede resolver numéricamente, y ademas presenta
caos.

Billares. Una particula en una caja de cierta geometria, rebotando espe-
cularmente en los bordes.

Anillos de Saturno, producidos por inestabilidades gatilladas por la presen-
cia de las lunas de Saturno. La secuencia de gaps y anillos tiene estructura
aproximadamente autosimilar, lo que no es casualidad, porque el problema
es cadtico.

Turbulencia en fluidos (tenfa que haber mostrado antes cuencas de atrac-
cion, para que se vieran monitos similares, pero no sabian lo que eran, tuve
que explicarlo, y ademés no pude mostrarlo, porque no tenia el capitulo en
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el computador. Un error. Hablé de turbulencia y de las distinas escalas en
Jupiter, pero no quedé bien y podria haberlo evitado sin dano, en honor a
la hora.)

— Fractales.

— Set de Cantor. Definicién. Conjunto infinito, medida cero. (No sabian lo
que era el set de Cantor, ni se acordaban lo que era medida.)

— Evidentemente no es un punto. Pero tampoco es una linea. ;Existe alguna
manera de caracterizar esto, para decir que es algo que es méas que un
punto pero menos que una linea?

— Puntos uniformemente distribuidos en una linea, cubiertos por una caja de
longitud L, el nimero de puntos va como N ~ L. Para puntos en un plano,
va como N ~ L2. Para un volumen, va como N ~ L3. Una dimensién,
exponente 1; dos dimensiones, exponente 2; tres dimensiones, exponente 3.
Esto no puede ser casualidad. Podemos imaginar, en principio, que puntos
no uniformemente distribuidos aumentan dentro de la caja a una razén
N ~ LP con D algiin ntimero no entero. Si eso es asi, entonces a ese
nimero D lo vamos a llamar la “dimension”, del conjunto de puntos.

— Uno creia que sabia todo, y que la dimension tiene que ser necesariamente
un nimero entero. Ahora nos damos cuenta de que no, y cuando abrimos
la puerta a que existan dimensiones no enteras, entramos al fascinante
mundo de los fractales, que van a ser objetos matematicos, o fisicos, cuya
dimension no es entera.

— (Comencé el calculo para el set de Cantor. Puse el resultado al tiro, por
si no terminaba a tiempo en los minutos que me quedaban, y calculé la
longitud del set de Cantor al cabo de la n-ésima iteracién, (2/3)", pero no
terminé, y la verdad no fue una buena idea haberlo intentado.)

Clase 5

— Recapitulacion sobre autosimilaridad en mapa logistico. Nuestro objetivo
es ver si podemos aprender algo sobre las consecuencias de la autosimila-
ridad en si.

— Set de Cantor. Un conjunto muy sencillo que exhibe autosimilaridad.



— El problema de la dimension, visto la clase pasada.

— Este problema se relaciona con otro, conocido como la paradoja de la costa.
Una manera de medir la costa de Inglaterra es con trazos de longitud
constante que unen puntos de la costa, y luego sumar los trazos. Uno
esperaria que, al usar trazos cada vez mas pequenos, la distancia converja
a algo. No es el caso. Richardson, en 1961, encontré empiricamente que
L(G) = FG'™P, con F > 0. No converge a nada. La distancia depende de
la escala usada, para todas las escalas, no importa cuan pequena sea. A
lo sumo uno puede decir cémo escala. D representa la “dimensién” de la
costa. Gran Bretaiia, 1.25; Australia, 1.13; Africa, 1.02. De alguna manera,
D tiene relacién con cudn regular es la costa.

— En 1967, Mandelbrot escribe un paper famoso, en que aborda este proble-
ma, y hace notar que la relacion empirica de Richardson se puede deducir
con elementos puramente formales, suponiendo que la costa es autosimilar.
Mandelbrot nos esta diciendo que hay ciertos objetos extranos, los frac-
tales (aunque no los llama todavia asi en este paper), que nos permiten
modelar algo que estd en la naturaleza.

— La clase pasada mostramos que la cantidad de puntos, uniformemente dis-
tribuidos, dentro de un intervalo, un area, o una esfera, va como r", con
n =1, 2 6 3, respectivamente. Tiene sentido entonces pensar que podrian
existir objetos geométricos tales que n es no entero. Esos son los fractales.

— La definicién anterior, de N ~ rP, con D real, corresponde (laxamente) a
la definicién de dimension de Hausdorft.

— No es la tinica manera de definir una dimensién fractal. Hay un modo facil
de implementar con un computador, y ésa es la dimension de box counting,
o dimension de capacidad.

— Ponemos una grilla con trazos/cuadrados/cubos de longitud €, y contamos
cudntos cuadros tienen un elemento del conjunto dentro de ellos, N(¢)
(notar que hay que distinguir si estamos contando el drea o la frontera).
Para puntos, lineas, dreas y volumenes regulares, deberiamos tener N () ~
1, 1/e, 1/€2, respectivamente. Por lo tanto, si es verdad que podemos tener
dimensiones intermedias, deberfamos tener N(¢) ~ ¢ . Lo cual nos da

log N(¢) ~ —Dloge .
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La estrategia computacional es clara: ponemos una grilla de ancho ¢, con-
tamos las cajas con elementos del conjunto, graficamos como funcién de
e en grafico log-log, v la pendiente es —D, con D la dimensién de box
counting.

Resultado analitico para set de Cantor (lo hacemos): log2/log 3 ~ 0,63.

Resultado numérico: jok! Evidentemente no es 1, asi que ciertamente no es
una linea. Impresionante.

Otros fractales: triangulo de Sierpiniski (visto en ayudantia, dibujarlo, D =
1,26), Koch snowflake (dibujarlo, D = 1,585).

Interesante: Una construccion puramente matematica, da origen a algo que
se parece que hemos visto siempre: un cristal de nieve. Ese es el punto que
Mandelbrot nos quiere proponer, que estos objetos matematicos extranos,
tienen que ver con algo real, con la costa de Gran Bretana, con los copos
de nieve. . .

Uno se puede poner a generar muchos fractales. El mas famoso proba-
blemente es el set de Mandelbrot. Explicar con detalle como se genera.
Mostrar dibujo personal.

Mostrar figura profesional. Explicar algoritmo de coloreado: nimero de
iteraciones en llegar a “infinito”, una medida de la rapidez con que la su-
cesion diverge. Mostrar zooms sucesivos en la figura. En ningiin momento,
la curva es “rectificable”, siempre aparecen mas estructuras, en todos los
niveles en que hagamos zoom.

El set de Mandelbrot es un ejemplo de fractal divergente, basado en un
test de divergencia de una sucesion. Otros son el set de Julia, definidos
reemplazando z? por una funcién racional general. Si la funcién racional
es cuadrdtica (22, se dice que es un set de Julia cuadratico.

Fractal de San Marco, explicar detalladamente cémo se genera, su parecido
a Mandelbrot, y su diferencia: ahora la semilla se varia, y c es fijo. Figura.

También estan los fractales convergentes, basados en un test de convergen-
cia de una sucesiti. Ejemplo: resolver por método de Newton 2> —1 = 0 (ya
lo habfan visto en MFM2, asi que no hay tanto que explicar). Las raices
uno las encuentra facilmente, pero la pregunta es, dada una semilla para el
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método de Newton, a qué raiz se va. Segun la raiz a la que va, se pinta la
semilla de un color determinado. Uno puede pensar ingenuamente que en
torno a cada raiz habra una cuenca de atraccién, pero no es tan sencillo.
Mostrar figura autogenerada. La frontera tiene estructura fractal. Mostrar
figura web.

Hay muchos fractales bonitos, figuras disponibles en la red, programas para
visualizarlos.

Ej: xfractint (mostrado en ayudantia: uno elige el fractal, lo calcula, uno
puede pedir un zoom, lo recalcula, etc.)

Otro: xaos. Mostrar en clase. Mandelbrot. Zoom “infinito”. Impresionante.
No hay célculo, hay una gran base de datos de puntos. Es para impresionar
a la abuelita. Newton. Zoom atin mas infinito. Completamente autosimilar.
Otros fractales, mostrar rapidamente. A estas alturas, uno ya se olvidé de
la costa de Gran Bretana, y si esto sirve o no para algo. Simplemente, uno
disfruta de la oportunidad de estudiar estas cosas, por el puro placer de
verlas, sélo porque son bonitas.

Las fotos de las paredes de esta sala son fractales. No son paisajes crea-
dos por algin disenador grafico trasnochado. Son expresiones sencillas,
matematicas, que dan origen a dibujos impresionantes.

Pero, ;tienen algo que ver con algo real? Si.

— Figura de Lichtenberg. Explicar experimento. Evidentemente un arbol.
Pero es un fractal, una estructura muy complicada, que uno puede gene-
rar computacionalmente con algotimos muy sencillos, que generan frac-
tales.

— Descargas eléctricas. Simulacion computacional. Es igual. También son
fractales entonces.

— Foto de DLA. Explicar experimento. También se puede reproducir con
algoritmos sencillos, que generan fractales.

— Brécoli Romanesco. Impresionante. jEso se come! Y es evidentemente
un fractal.

Los algoritmos que generan fractales generan estructuras tan parecidas
a cosas reales, que se usan en diseno de juegos, por ejemplo, o digitales
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en general, para crear arboles o patrones geograficos (mostrar fractal de
la hoja, enfatizar que son transformaciones matematicas sencillas, y el
resultado es claramente una hoja).

., Cual parece ser la moraleja de todo esto? Bueno, uno se puede preguntar
como es que una pequena semilla tiene en si la capacidad de crear toda
la complejidad de un arbol, y uno podria pensar que hay una serie de
leyes bien complicadas que rigen eso. Pero cuando uno estudia fractales,
nos damos cuenta que esa misma complejidad se puede crear con expresio-
nes matematicas sencillisimas. Quizas ahi hay algo profundo: parece que
la Naturaleza no necesita complejidad para generar complejidad; la Natu-
raleza puede crear complejidad a partir de la simplicidad. Y esto es una
revelacion profunda, impresionante. Porque no es necesario que haya leyes
complicadas; bastan modelos sencillos, como nos gustan a los fisicos, para
crear la complejidad que vemos a nuestro alrededor. Y hay algo de poesia
en eso.

Clase 6

De varias maneras, hasta ahora, hemos visto que expresiones matemati-
cas sencillas son capaces de generar patrones complicados: caos, fractales.
Ahora la idea es profundizar en ese aspecto de lo que hemos visto: que
uno no necesita leyes complicadas para explicar la complejidad que vemos
a nuestro alrededor. Y lo vamos a hacer a través de un tipo de modelos
que son, por excelencia, ejemplos de sistemas sencillos, muy sencillos, que
son capaces de albergar comportamientos muy complejos: los automatas
celulares.

Historia: idea de von Newmann, de maquina autorreplicante. Eventualmen-
te, modelo computacional (estaba comenzando esa era en ese momento),
y mostré que era posible tener sistemas que fueran capaces de autorrepli-
carse.

Estos son los elementos que uno debe tener para construir un autémata
celular:

— Discretizacion del espacio: uno divide el espacio en una grilla de cierto
tamano.

— Estado de las celdas: uno debe decir en qué estados puede estar cada
celda, y que significa (ej.: 1/0, encendido/apagado, viva/muerta, etc.).
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— Discretizaciéon del tiempo: dada una cierta configuracién inicial dada de
las celdas, uno hard evolucionar el sistema de acuerdo a ciertas reglas,
para llegar a un tiempo t;, y asi sucesivamente.

— Reglas de evolucién: se deben dar reglas que permiten determinar, dada
una configuracién de celdas en t,,, la configuracién de celdas en t,,, 1. Las
reglas son usualmente sencillas e involucran el estado de la propia celda
a evolucionar y las celdas vecinas. Son posibles muchas variaciones en
este aspecto: qué significa “celda vecina” (las celdas a cada costado, las
cuatro en los cuatro puntos cardinales, las ocho vecinas, tomar celdas a
segundos vecinos, etc.), y por supuesto qué tipo de regla se va a usar.

— Ejemplo sencillo. (Hacer con cuadritos pintados en vez de numeros.)
111->0, 110->1, 011->0, 010->0, 0->0. O sea, la unica manera de
que la celda quede viva es que tenga una celda viva a su izquierda so-
lamente. Evolucionaremos estas reglas en una grilla de 3 x 3, con con-
diciones de borde periddicas. Dibujamos una H, evolucionamos una vez,
quedan dos celdas pintadas, evolucionamos otra vez y desaparece todo.

— Este es un caso particularmente sencillo y quizas poco interesante, pero
de esto, con algunas variaciones, se trata siempre hacer un autémata
celular.

— Como deciamos, los autématas celulares tenfan su propia historia, pero
saltaron a la fama en 1970, con un autémata celular particularmente
interesante disenado por John Conway en 1970, y que se llamaba “El
Juego de la Vida” (Game of Life). Este juego aparecié comentado en
una revista de divulgacién cientifica, Scientific American, en 1970, en
un articulo de Martin Gardner, el cual lanz6 a la fama al juego y a los
automatas celulares en general.

— Mostrar version en XEmacs. Uno parte con cierta condicién inicial, y el
sistema comienza a evolucionar de maneras extranas.

— Las reglas son sencillas:
— Una celda viva, muere si tiene uno o ningin vecino, de “soledad”.
— Una celda viva, con cuatro o més vecinos muere, por “sobrepoblacién”.

Una celda viva, con dos o tres vecinos, sobrevive.

Una celda muerta, con tres vecinos vivos, se vuelve viva.

— interesan € Vi utom ular u

Lo interesante, y ésta es la clave de los autématas celulares, es que a
partir de estas reglas sencillas, al hacerlas evolucionar, aparecen com-
portamientos completamente inesperados.
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xlife

Mostrar que ponemos una condicion inicial arbitraria, y evoluciona, y
de hecho evoluciona a ciertas estructuras estables.

Estructuras fijas: block (ver en detalle en la pizarra, es evidente que va
a ser una estructura invariante; mostrarla en xlife), beehive, boat, ship,
loaf (mostrarlas solamente en pizarra y en xlife).

Estructuras oscilantes: blinker, toad (en pizarra y xlife).

Estructuras méviles: gliders. (Pizarra.) Evolucionarlas en xlife. Esto es
impresionante. jEs una ameba! Hemos creado, con reglas completamente
sencillas, un bicho que repta en este mundo de dos dimensiones.

Estructuras evolucionantes: Queen Bee Shuttle. (Pizarra.) Evolucionar-
las en xlife. Avanza, se deforma, deja un beehive, se devuelve, deja otro
beehive, y vuelve a devolverse. (Esa es la razén del nombre.) Completa-
mente inesperado.

Nada de esto estaba en las reglas iniciales, y sin embargo ahi esta. Ese es
el punto central. Reglas sencillas, locales, dan origen a comportamientos
globales organizados. Es lo que uno llama comportamientos “emergen-
tes”. Y eso es lo que da origen a un area muy fascinante de la Fisica,
que son los Sistemas Complejos. Sistemas en que interacciones locales, de
corto alcance, de alguna forma dan origen a comportamientos globales
organizados, coherentes, que uno llama “emergentes”, que no es evidente
que estén contenidos en las sencillas reglas de interaccion originales.

Observar que, para una semilla inicial dada, lo que estda pasando aca,
en el lenguaje de caos que ya aprendimos, es que el sistema, después
de un transiente, llega a los atractores, a los puntos fijos estables, y
hay algunos de periodo uno, otros de periodo dos, etc. Podemos usar el
mismo lenguaje adquirido antes para describir el comportamiento de un
autémata celular.

Hay otros autématas celulares posibles. Unos particularmente intere-
santes son los sistemas presa-predador. En ellos, uno tiene celdas de dos
tipos, presa o predador. El resto es escencialmente lo mismo.

Mostrar el ejemplo en JavaScript.

Correrlo de a una iteracion, con los parametros default, simplemente pa-
ra mostras que conejitos y lobitos parecen evolucionar como uno espera:
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los conejitos arrancan a perderse, alejandose de los lobitos, y los lobitos
los persiguen.

Correr 25 iteraciones, para ver comportamiento global.
Mostrar el diagrama de espacio de fase.
Mostrar reglas de evolucién. Son sencillas y razonables.

Hay una parte no determinista, que es la tasa de crecimiento y muerte.
Para cada celda, ademas de determinar su estado futuro usando las
reglas conocidas, se lanza un dado, es decir un nimero al azar. Si el
nimero estd bajo/sobre un cierto valor, que se ajusta a conveniencia,
eso determina un comportamiento u otro.

Otro ejemplo: bandadas de pdjaros. Pelicula.

Los pajaros evolucionan coherentemente, rodean obstaculos, etc., como
si fueran inteligentes, pero en realidad todo esto estd determinado por
reglas de comportamiento muy sencillas.

En realidad, esto no es autémata celular, porque no hay discretizacién
del espacio y del tiempo, pero la idea es similar.

Reglas: separacion (dos pajaros trataran de no estar demasiado cerca),
alineamiento (un pajaro tratara de moverse en la direccién promedio de
sus vecinos), cohesién (un péajaro tratara de moverse hacia la posicién
promedio de sus vecinos). El resultado es, como siempre, completamente
inesperado, organizado.

Uno empieza a entender, entonces, que la complejidad de la Naturaleza
no emerge, necesariamente, de la complejidad, sino de reglas sencillas de
comportamiento.

Ademas de lo anterior, estos experimentos computacionales permiten
avances en la animacién digital. Por ejemplo, en “Batman Returns” de
Tim Burton, las secuencias con bandadas de murciélagos fueron creadas
precisamente con versiones modificadas del software que acabamos de
ver.

Otro ejemplo es la secuencia de la estampida en “The Lion King”. Mos-
trar video.

Todo esto es un mundo muy fascinante y, como hemos dicho, nos permite
descubrir algo aparentemente profundo acerca de la Naturaleza.
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— Mostrar fotos de estorninos en Roma, particularmente famosas, admi-
rarse de las estructuras completamente complicadas y fascinantes que
los pajaros describen.

— Mostrar fotos de portada de Physics Today de Octubre 2007, y cémo
estos sistemas uno puede, al menos, imaginarse que pueden ser descritos
por autématas celulares o por reglas sencillas de interaccion.

— Lo mismo se hace con cardimenes de peces (mostrar foto), colonias de
hormigas (mostrar foto), evacuaciones de peatones de un recinto cerra-
do. .. Todos estos comportamientos colectivos pueden ser descritos por
reglas mas o menos sencillas.

— Hasta ahora, hemos visto automatas celulares como generadores de “pa-
trones de comportamiento emergentes”. También uno puede usarlos, y
esto es otro mundo en si, para generar “patrones espaciales emergentes”.

— Wolfram sistematizo el estudio de autématas celulares unidimensionales.

— Ejemplo, Rule 30. Explicar por qué 30, explicar regla de evolucién, expli-
car figura hasta 16 iteraciones (todo esto en detalle, porque servira para
la tarea, en que simplemente se les pide llegar a mds iteraciones).

— Lo interesante es que, al hacer evolucionar esto, emerge un patrén que
a uno le recuerda cosas que ha visto. Mostrar concha de cono textil.
En el fondo esto tiene sentido, porque uno aprende que una célula va a
expresar un determinado pigmento o no dependiendo de las interacciones
con sus vecinos. .. |y eso es un autémata celular! jTiene que resultar!

— Uno empieza a mirar alrededor entonces, y se da cuenta de que en todas
partes hay patrones complicados, y uno dice: ;Cémo es posible que las
cebras tengan esas rayas? ;Cémo es posible que los leopardos tengan esas
manchas? ;Y las jirafas esas manchas? Y uno ve que, quizas, aca esta la
respuesta. No se necesitan reglas complicadas, sino sencillas y locales.
i Sera posible hacer un autémata celular que dé origen a las rayas de una
cebra...?iSi! ; A las manchas de una jirafa. .. ? jSi! Lo cual, nuevamente,
nos confirma que, quizas, lo que acabamos de hacer dice algo profundo
acerca de la Naturaleza.

Clase 7
— Self-organized criticality

— Partimos con la portada del paper BTW sobre SOC en pantalla.
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— Hoy vamos a hablar de esto. En 1988, Bak escribié un paper proponien-
do un modelo extremadamente sencillo, pero que presenta caracteristicas
comunes a una enorme familia de problemas. De alguna manera, el mo-
delo propuesto captura la esencia de una gran multitud de fenémenos, y,
con justicia, es uno de los papers mas influyentes en la historia de la Fisi-
ca, dando origen a toda una nueva area de investigacion cientifica, muy
fértil, extremadamente interesante, y todavia muy activa. En este articu-
lo se propone el estudio de un fenémeno muy particular, que los autores
bautizan “self-organized criticality”, como dice el titulo del paper. En es-
ta clase, intentaremos entender el significado de este titulo, y la profunda
consecuencia que han tenido estos estudios en la imagen que tenemos de
la naturaleza.

El modelo es muy sencillo: es un autémata celular. Pensemos en una di-
mensién. Discretizamos el espacio en cierto nimero de sitios. Al comenzar,
ponemos un grano de arena en el sitio de mas a la izquierda. En la siguien-
te iteracién, otro en el mismo lugar, y asi sucesivamente. Ahora, diremos
que cuando la diferencia de altura entre dicho sitio (1) y el siguiente (2)
supera una cierta altura critica h. (por ejemplo, 4), el dltimo grano cae
hacia la derecha. Si sucediera ahora que, después de mover el granito hacia
el sitio 2, la diferencia entre el sitio 2 y el 3 es mayor que h., entonces
volvemos a mover el granito hacia la derecha, y asi sucesivamente, hasta
que se llega a una situacién en que ninguna diferencia es mayor que h,.
Decimos entonces ue el sistema ha relajado. A todo el conjunto de eventos
que ocurrié desde que se agregd el granito que desencadené la relajacién,
hasta que la relajacién concluye, le llamamos una avalancha.

Procedemos entonces asi: colocamos un granito en el sitio 1. Si Ah > h,
para algin sitio, movemos el granito un sitio a la derecha. Volvemos a
revisar la condicién y mover un granito si corresponde, hasta que Ah <
h. en todas partes. Entonces dejamos caer otro granito en el sitio 1. Y
asi sucesivamente.

Discutir la condicién de borde.
Mostrar el cédigo.

Simulacién con N = 5 sitios y pocas iteraciones. Mostrar el archivo de
texto, donde se ven los niimeros, y ver el estado final: una “pirdmide”, una
pila de arena.
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— El modelo anterior se denomina un sandpile model, y es este modelo tan
sencillo el que se nos propone como representante de una gran clase de
procesos fisicos.

— Ahora que sabemos cémo responde el sistema, con avalanchas, podemos
preguntarnos por el tamano de ellas. Mediremos el tamano contando el
nimero de sitios involucrados en una avalancha dada. En el archivo de
texto, la ultima columna nos dice, con un 1, si hubo algin movimiento de
granitos, y por lo tanto, el problema se reduce a contar el nimero de unos
consecutivos, y eso diremos que es el tamano de la avalancha.

— Grafico de tamano de avalanchas. No es muy lindo, pero se ve que hay
alguna irregularidad al comienzo, y de ahi en adelante es constante. En
lenguaje conocido, dirfamos que hay un transiente, y que luego de él el
sistema cae en un atractor o punto fijo estable. Interesante.

— Corramos el sistema durante mds iteraciones (5000), para tener mas es-
tadistica. Vemos que sucede lo mismo. Visualizamos el estado final, una
pila de arena, y el tamano evoluciona igual, llegando a un punto fijo estable.

— Tratemos de entender. Pensemos en el sistema en el estado final, una linda
pila de arena. Cuando ha transcurrido suficiente tiempo, podemos pensar
Ah = h. en todas partes (si fuera mayor, relajaria y no serfa estacionario).
Entonces, al agregar un granito en el sitio 1, Ah = 4, y el granito tiene que
correrse a la derecha. Pero ahora también Ah = 4, en el sitio siguiente, y
tiene que correrse el granito al sitio 3. Y asi sucesivamente: el granito cae
de sitio en sitio, y el niimero de sitios involucrados en la avalancha es justo
la longitud del sistema: ése es el tamano de las avalanchas siempre. |Y eso
es justamente lo que dice nuestro grafico: 20 sitios, avalanchas de tamano
siempre después del transiente.

— Asi que el problema en una dimensién no era tan interesante después de
todo, podriamos haber adivinado perfectamente lo que iba a suceder. Sin
embargo, hemos desarrollado un modelo que tiene algunas caracteristicas
importantes que luego nos van a servir.

— Técnicamente, lo que hemos hecho es tener un sistema que es estimulado en
una cierta escala de tiempo (el granito agregado en el sitio 1) que es mucho
menor que la escala en que el sistema relaja, o disipa energia (la avalancha).
Esta separacion de escalas de tiempo es crucial para este modelo.
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El segundo elemento importante de este modelo es que existe una magnitud
umbral, tal que cuando es superada, se gatilla una avalancha. El sistema,
entonces, responde a perturbaciones infinitesimales (un grano de arena
contra posiblemente muchos que tiene la pila de arena), con avalanchas.

Bajo estas condiciones, lo que ha sucedido es que el sistema se ha organiza-
do en un estado tal que es globalmente estable, mirado desde lejos. Porque
si lo miramos de cerca, estan ocurriendo avalanchas todo el tiempo. Pero
de lejos, la forma del sistema es siempre la misma: una pila de arena.

Ahora complejicemos un poco el sistema, y veamos qué es lo que ocurre
en dos dimensiones.

La regla de evolucion es la misma. Agregaremos granos en el centro de una
grilla cuadrada. Ahora, si la diferencia de altura entre un grano y alguno de
sus cuatro vecinos en linea recta es mayor o igual que cuatro, entonces se
produce una avalancha, repartiendo los cuatro granos de exceso entre sus
cuatro vecinos, uno para cada uno. Al cabo de un cierto tiempo, deberia
producirse una pila de arena, con el punto més alto en el centro de la grilla.

Correr simulaciéon con N = 5, y 10 iteraciones, para mostrar el output, el
conteo de sitios activos, y el estado final (una meseta mas que una pila, en
este caso).

Correr simulacion con N = 10 y 400 iteraciones, para mayor estadistica,
sin tirar las fotografias a un archivo.

La evolucién del tamano de los eventos ahora es completamente distinto:
no parece haberse llegado a un estado estacionario, sino que hay siempre
avalanchas pequenas y grandes, sin ninguna regularidad. Hay algo como
un transiente al principio, pero de ahi adelante, esta este estado en que
el tamano de las avalanchas no es predecible. Y ojo, que la perturbacién
sigue siendo infinitesimal.

Lo que ha ocurrido, entonces, es que el sistema responde a perturbacio-
nes a avalanchas que son potencialmente de cualquier tamano. Por esto,
en analogia a sistemas termodindmicos en transiciones de fase (explicar),
decimos que el sistema esta en un estado critico, donde el sistema puede
responder de manera global a perturbaciones infinitesimales. Esto explica
una parte del titulo del paper de BTW.
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— A diferencia de la criticalidad en transiciones de fase, aqui no hay un
parametro externo, como la temperatura, que yo esté ajustando para llegar
al estado critico. Acd, hay un tnico parametro libre, h., y podemos darnos
cuenta de que el sistema llegard al mismo estado, independiente de h,.
Ademas, no estoy perturbando mucho el sistema, solamente agregando
granitos de vez en cuando, y cuando hay avalanchas dejo que el sistema
relaje, y no lo vuelvo a perturbar hasta que termina. Por ello, decimos
que este estado critico es auto-organizado. Y ello explica la otra parte del
titulo.

— Lo que tenemos entonces es que este modelo de pila de arena presenta el
fenémeno de self-organized criticality (SOC).

— Ya que las avalanchas pueden ser de cualquier tamano, podemos calcular
la probabilidad de tener una avalancha de cierto tamano. Explicar cémo
calcular una PDF de eventos, graficarla en log-log.

— Notar que para eventos grandes (los chicos no importan), el tamano va
como una linea recta. Esto es muy distinto de lo que uno sabe de Ter-
modinamica, en que los eventos grandes son muy improbables. En princi-
pio, las distribuciones de equilibrio son Maxwellianas, lo que significa que
es muy improbable que una particula tenga velocidad muy grande. Pero
aqui vemos que los eventos grandes no son infrecuentes, porque la pdf va
no como una exponencial, sino con un decaimiento polinomial.

— Una linea recta en log-log significa que el nimero de eventos con un ta-
mano dado estd relacionado con el tamano de dichos eventos con una ley
de potencias. Y éste es un hecho crucial, porque cuando uno empieza a
explorar otros ambitos de la naturaleza, descubre que las leyes de potencia
estan en todas partes.

— Tomemos, por ejemplo, los terremotos. Todos sabemos cémo se producen:
modelo de placas, acumulacién de tension, durante décadas, siglos posible-
mente, y de repente, el sistema colapsa y libera la energia repentinamente.
Es una fisica completamente distinta a la pila de arena. Y sin embargo,
si uno lo mira bien, en el fondo, los terremotos son exactamente igua-
les a nuestro modelo sencillo de pila de arena. Reconocemos aqui todos
los elementos esenciales: un mecanismo de excitacion, un mecanismo de
disipacion, una escala de tiempo de excitacion mucho mayor que la de di-
sipacion, y una magnitud umbral sobre la cual se produce la disipacién.
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iEs lo mismo! Esto podria ser casualidad. Pero en realidad la casualidad
no puede ser tanta, porque ahora, si uno grafica la distribucién de tamano
de los eventos. . . jes una ley de potencias! Esto tiene nombre, de hecho, y
se llama ley de Gutenberg-Richter.

Mostrar paper de von Newmann, con todos los graficos de leyes de po-
tencias. (Esto fue tirar toda la carne a la parrilla de repente, pero ya no
me quedaba tiempo, s6lo 10 minutos, y queria cerrar con dramatismo la
clase. Entonces en vez de mostrar resultados exclusivos de terremotos —
torpemente dejé los nombres originales de los papers, lo que los hacia mas
dificil de encontrar con Alt-Tab— mostré todas las leyes de potencia al
tiro y las fui discutiendo de a una.)

Otro ejemplo: intensidad de rayos gama en eventos de llamaradas solares.
De nuevo, la fisica es completamente distinta: Fisica de Plasmas, recone-
xién magnética, etc. Pero al final, la distribucién de eventos, nuevamente,
es una recta en log-log. Esto nos dice, nuevamente, que el sistema, de algin
modo, se ha auto-organizado en un estado critico, que es capaz de respon-
der a estimulos infinitesimales (perturbaciones en el campo magnético, en
el plasma solar, etc.) con avalanchas de todos los tamafos posibles.

Lo impresionante, es que hay una enorme variedad de fenémenos que pa-
recen exhibir exactamente el mismo tipo de comportamiento: nimero de
citas en papers (nimero de papers con cierto nimero de citas, versus niime-
ro de citas), hits recibidos por paginas web, libros vendidos por una tienda,
llamadas telefonicas recibidas, didmetro de crateres en la luna, distribucién
de riqueza en una poblacion, frecuencia de nombres, poblacion de ciuda-
des. Todas, todas, exhiben distribuciones de probabilidad que son leyes de
potencias. Esto es completamente extraordinario.

Un ejemplo particularmente interesante es la frecuencia de uso de palabras
en un idioma. En la figura, estd graficada la distribucion de probabilidad
de frecuencia de palabras en “Moby Dick”. Uno toma un texto, y cuenta
cuantas veces aparece cada palabra en él. Y luego construye la PDF. El
resultado: juna ley de potencias! Esto también tiene nombre, y se llama la
ley de Zipf.

Lo que hemos encontrado, aparentemente, es un comportamiento universal.
La aparicién de leyes de potencia en todas partes sugiere que el concepto
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de SOC es transversal a muchos ambitos, aparentemente distintos, sor-
prendentemente variados. Y ojo, porque no solamente se trata de sistemas
fisicos. Después de todo, a los terremotos les podemos poner ecuaciones, a
las llamaradas solares también. . . Pero aqui hay sistemas biolégicos (pobla-
ciones). Hay sistemas econémicos. jFrecuencia de nombres, o de palabras!
Las leyes de potencia parecen estar en todas partes: en las placas tectnicas,
en las llamaradas solares, en la guia telefénica, en “Moby Dick”. ..

Esto justifica (y con esto terminamos), que Per Bak haya escrito eventual-
mente un libro titulado “How Nature Works”, cuya portada estd ilustrada
convenientemente con una foto de dunas en el desierto, recordando el sim-
ple modelo de pila de arena que comenzoé todo. Un titulo ambicioso. Pero
por lo que hemos visto, Bak tiene un punto: aparentemente, el fenémeno de
SOC, y su manifestacion visible como distribuciones en leyes de potencia,
es transversal a una gran variedad de sistemas en la naturaleza, no sélo
del ambito que uno podria llamar “Fisica”, sino de muchos otros campos
también. El concepto de SOC es central para nuestro entendimiento de
lo que llamamos sistemas complejos. Un fenémeno determinado por una
determinada interaccion local, pero los detalles de la cual no importan mu-
cho, porque un modelo dado, por sencillo que sea, como la pila de arena,
da origen a un fenémeno emergente completamente inesperado, a esta res-
puesta del sistema en todas las escalas. Y aqui hay una universalidad que
es fascinante y perturbadora a la vez.

Clase 8

Recapitulacién sobre ideas claves de un sistema con SOC (driver, disipa-
cion, escalas de tiempo, umbral. .. )

Recapitulacion de relacién de terremotos con pilas de arena. Ley de Gutenberg-
Richter y Omori (explicar el concepto de aftershock), mostrando papers
especificos con las leyes de potencia. Son basicamente los tinicos resultados
bien establecidos sobre terremotos.

Sistemas econdmicos, un hecho particularmente robusto en distintas socie-
dades, culturas, épocas de la historia, egipcios, sociedades industrializadas,
no industrializadas. . . En este contexto, se conoce como ley de Pareto. Pa-
per ejemplo: ingreso en Estados Unidos e Inglaterra.
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Otro ejemplo de riqueza, nuestro paper (sin decir que es nuestro), y los
ajustes a la distribucion de riqueza mundial, y la de los multimillonarios.

Paper experimental: avalanchas en gotas de agua. Explicar brevemente
experimento, mostrar leyes de potencia.

Recapitulacién de profundidad en la ubicuidad de leyes de potencia, con
paper de von Newmann.

Mostrar mis resultados de serie de tiempo y CDF de duracion de interven-
ciones en “The Nonlinear Magnetosphere”, mencién del ajuste por recta
de exponente -5/3, mencién del resultado tedrico general de Kolmogorov,
con este mismo exponente para turbulencia.

Hemos dejado muchos topicos interesantes fuera. Por ejemplo, multifrac-
tales. La idea es que, cuando tenemos un fractal, y queremos calcular su
dimension, en un box counting nos interesa solamente si el sitio esta ocu-
pado o no, pero no cuantos puntos hay dentro de él. Pero si consideramos
cuantas veces es visitada cada celda, entonces esa informacién se pierde
en el box-counting. Lo que uno aprende, es que, al considerar el niimero
de visitas, es posible asociar muchas dimensiones fractales a un conjunto
dado de puntos. Es como si hubiera muchos fractales contenidos dentro de
uno solo. Por ejemplo, los datos de sismos, las posiciones de sismos en una
region dada del planeta, no se distribuyen de acuerdo a un fractal unico,
sino que forman un conjunto multifractal.

Optica No Lineal

Educar es mentir, y a uno siempre le han ensenado que las ecuaciones de
propagacién de ondas electromagnéticas son lineales. Esto significa varias
cosas: parametros del medio independientes de la intensidad (indice de
refraccién, etc.), principio de superposicién, frecuencia inalterada al pasar
por un medio, ondas no se molestan.

El ldser permitié por primera vez tener intensidades realmente altas (hoy
en dia se puede llegar a 10 W), mostrando que efectivamente es posible
tener efectos no lineales en la propagaciéon de la luz en medios materiales.

Breve explicacién de cémo funciona un laser.
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Modelo de Lorentz. Explicar. El tinico refinamiento que le hacemos es que
la carga electronica esta distribuida en un cascarén esférico.

Condicién de equilibrio. Lo que estamos calculando es la distorsién de una
molécula o &tomo debida a la presencia de un campo externo. Y lo hacemos
a través de este modelo sencillo, que nos da la elongacion del resorte.

Clase 9

Calculo de una mejor aproximacién, usando el modelo de una nube electréni-
ca. Esto nos permite calcular una correccién no lineal al modelo. (Tuve que
estar explicando a cada rato lo que estabamos haciendo, no estuve claro
en el desarrollo.)

Llegamos a una expresién para el campo eléctrico externo dada una elon-
gacion del resorte. Pero necesitamos invertir esta relacion. Una manera
seria resolver esta ecuacion cuadratica, expandir a pequenos valores de F,
y proceder. No lo haremos asi, sino de un modo mas general: Suponer que
r = ol + BE?, pues sabemos que ésa serd la forma al final, reemplazamos,
mantenemos hasta orden E?, y calculamos o y 3 igualando coeficientes de
los polinomios.

Encontramos la separacion entre las cargas, con ello el momento dipolar,
con ello la polarizacién, en funcion del campo eléctrico, hasta la primera
correccion no lineal.

Podemos seguir a un orden superior, y obtener una correccién cibica.

Si la respuesta del medio no es paralela al campo eléctrico aplicado, es
necesario usar tensores.

Uno espera que haya simetria de inversion: si E cambia de signo, la po-
larizacién cambia de signo. Esto lleva a que el término E? es nulo, y la
correccién no lineal de orden més bajo es la ciibica. Pero hay medios (y
eso depende de su estructura cristalina) que no tienen simetria de inversién,
y en ese caso la correccion mas baja es cuadratica.

Ahora que tenemos la polarizacion, podemos escribir las ecuaciones de
Maxwell, y darnos cuenta de que todo lo que hicimos se convierte, al final,
en que la ecuacion de ondas se modifica con un término no lineal. Ahora
basta, en principio, con poner las distintas posibilidades de no linealidad,
y revisar los fenémenos que aparecen.
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— Medios cuadraticos.

— Generaciéon de armoénicos. En el caso mas sencillo, ponemos simplemente
un campo oscilatorio, y aparece, en el lado derecho de la ecuacién de ondas,
un término oscilando con frecuencia 2w. Los modos de frecuencias distintas
no son independientes, como en el caso lineal. Si hacemos una transformada
de Fourier, esto significa que la amplitud E(2w) en el lado izquierdo no es
nula, sino que es proporcional a E(w?): ademds de la onda original, se ha
generado una onda del doble de la frecuencia. (No me gusté la explicacién
de esta parte.)

— Efecto electrodptico. El siguiente experimento en complejidad es poner,
ademas, un campo eléctrico de fondo. En este caso, aparecen términos del
tipo E(0)E(w)e™?, que son proporcionales al campo original, por tanto
esos términos se pueden poner a la izquierda en la ecuacién de onda, y por
tanto habrd una modificacién del indice de refraccion debido a que el ma-
terial estd4 inmerso en un campo eléctrico intenso. (Esta parte quedé mal
explicada por mi mala idea de explicar “la fisica” en los ultimos 5 minu-
tos de la clase, en vez de rendirme, y de todos modos voy a tener que
reexplicarla, junto con la matemadtica, la segunda clase.)

Clase 10

— Recapitulacion de medios cuadraticos.
— Consideramos Py, = Y E2.
— Si B = E(w)e™! + c.c., encontramos que
Pnp = Py (0) + Pyp(2w)
con

Pr1(0) = x? | B@)[*,
Pyni(2w) = XP[E?(w)e?™ +c.c] .

— Pn1(0) no depende del tiempo, y por tanto no afecta en la ecuacién de
onda. Cada vez que aparezca un término constante en Py, lo ignoraremos
pues no tiene influencia en la propagacion de ondas electromagnéticas.
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— Pyr(2w) es un término oscilatorio con el doble de la frecuencia. Veamos con
calma qué consecuencias tiene. Inicialmente supusimos que F(w)e™! +c.c..
Esto corresponde a estudiar un tnico modo de Fourier. Al reemplazar en
la ecuacién de onda, sin embargo, este término no lineal hace aparecer un
término e?*!. Por lo tanto, la ecuacién no estd balanceada. Lo estaria, si
incluimos a la izquierda de la ecuacién de onda términos no sélo e**, sino
e?“! Entonces podriamos igualar coeficientes para las dos frecuencias. Esto
significa, entonces, que la aparicién de un término como Py (2w) significa
que, ademas de la onda original, aparece un modo de frecuencia 2w, sim-
plemente debido a los efectos no lineales. A esto lo llamamos “generacién
del segundo armonico”.

Notemos que, al hacer el balance de coeficientes de Fourier, resulta que el
modo de frecuencia 2w es proporcional a E*(w), por ende es claramente
un efecto no lineal.

Notemos también que podriamos continuar el argumento, porque si hay
términos 2w en F, ésos también hay que incluirlos al lado derecho de la
ecuacion, en Py; ~ E?, y eso harfa aparecer términos e¥*! y e*«! Lo
cual nuevamente nos dice que la expansion esta incompleta, y tendriamos
que incluir términos €***, por ejemplo, en el lado izquierdo, llegando a la
conclusion de que también aparece un modo de frecuencia 3w. Todo esto
es cierto, pero si hacemos el andlisis, nos daremos cuenta de que, asi como
el modo de frecuencia 2w es proporcional a E%(w), el de frecuencia 3w lo
es a E3(w), el de frecuencia 4w lo es a E*(w), etc. Pero si vamos a ser
consistentes, tenemos que ignorar estos términos de orden superior, pues
para empezar sélo consideramos términos E? en la no linealidad de la
polarizacion (éste es un medio cuadratico). Por lo tanto, esté bien ignorar
estos términos, y solo aparece hasta el segundo arménico. Si el medio tiene
no linealidades de orden mayor, entonces esperamos que haya generacién
de armoénicos de orden superior también.

— Ahora aplicamos un campo eléctrico Fy antes de propagar la onda. La no
linealidad cuadrética hace aparecer términos constantes Py (0), de fre-
cuencia w, Py (w), vy de frecuencia 2w, Py (2w).

Ya sabemos que el término constante lo podemos ignorar, y que el término
Pn1(2w) significa que aparece el segundo arménico. Pero notemos que ese
término es proporcional a F(w)?, mientras que Py (w) ~ E(w). Por tanto,
la generacién del segundo arménico es un efecto no lineal de orden superior,
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y lo ignoramos. Nos quedaremos con el efecto dominante, Py (w).

Por ser proporcional a E(w), podemos poner dicho término al lado izquier-
do de la ecuacion de onda:

OPE  n*0’E 4w 9*Pyi(w)
022 2 0t2 2 ot?
 Ar P2V EE

2 ot? ’
es decir
OPE  n?+8rxPE,0°F 0
022 2 o2
Esto significa que podemos definir un indice de refraccién efectivo
AP E
Neg = (n* + 8mxY P E)V2 ~n (1 + %) ,
o bien
Neg =n + An |
con o)
4 E
Ap — X200
n

Aprendemos, entonces, que las no linealidades tienen dos tipos de con-
secuencias: los términos con frecuencia 2w (3w, 4w, etc., en general) en
Py, son responsables de la apariciéon de arménicos superiores de la onda
original. Los términos con frecuencia w, en cmabio, son responsables del
cambio del indice de refraccion del medio, debido a la propia onda que se
estda propagando. Es decir, la onda modifica el medio a través del cual se
estd propagando, y esta modificacién afecta de vuelta a la onda en si: un
caracteristico efecto no lineal.

El efecto que acabamos de discutir se llama efecto electrooptico, que corres-
ponde simplemente a que un campo eléctrico intenso modifica el indice de
refraccién de la onda. Observemos que en el régimen lineal hay principio
de superposicion, y un campo externo deberia ser irrelevante para la pro-
pagacién de una onda. Vemos ahora que no es asi. En el caso particular
de un medio cuadratico como el estudiado, el efecto electrodptico se llama
efecto Pockels.
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— Mezcla de dos ondas. (Ya sabemos cémo interpretar cada término de Py,
asi que ahora basta con los apuntes.) Notamos, entonces, que aparece una
onda de frecuencia w3 = wy + we. Si miramos momentum, encontraremos
que k3 = ki + k9. Recordando que w esta relacionada con la energia de una
onda, y k con su momentum, aprendemos que estas relaciones de phase
matching son, en el fondo, una expresion de la conservacién de energia y
momentum para las ondas, lo cual es muy razonable. (Para la diferencia
también, porque simplemente representa conservaciéon de energia y mo-
mentum con los términos en distintos lados de la igualdad.)

— Sin embargo, la situacién es un poco mas complicada, porque en reali-
dad la relacion general para mezcla de ondas es con enteros arbitrarios
multiplicando cada frecuencia, lo que tiene relaciéon con la generaciéon de
armonicos. Entonces, dadas dos ondas, no sélo se mezclan esas dos para
dar origen a una tercera con la suma de sus frecuencias, sino que armoénicos
de ellas (no necesariamente del mismo orden) se pueden mezclar también
para dar origen a un armoénico de una tercera onda.

— Medios cubicos. Suponemos entonces que el medio respeta la simetria de
inversion, y por tanto el primer término no lineal de su respuesta éptica es
cibico, no cuadratico.

— Efecto electro6ptico. Ponemos F = Ey+ E(w)e™!+c.c., y debemos calcular
E3. Notamos que apareceran muchos términos, pero que sélo nos interesan,
como siempre, las primeras correcciones no lineales en F. Hay un término
constante Ej, que ignoramos, y el siguiente término es 3EZE(w)e™!. Por
ser de frecuencia w, significa una correccién al indice de refraccion, igual
que para medios cuadraticos. Para medios cibicos, este efecto se llama
efecto Kerr electrodptico.

— Sino hay campo eléctrico, vemos que £ da origen a términos de frecuencia
w y 3w. Todos son de orden F(w)3, as{ que ninguno puede ser ignorado.

— Los de frecuencia w nos dicen que hay un cambio en el indice de refrac-
cion, llamado efecto Kerr 6ptico. Es analogo al efecto electrodptico, pero
acé las no linealidades hacen que, en vez de verse la onda afectada (via
indice de refraccién) por la presencia de un campo eléctrico externo, se ve
afectada por su propio campo eléctrico. Este tipo de autointeracciones son
caracteristicas de un sistema no lineal.
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— Los de frecuencia 3w nos dicen que, para medios ctibicos, al pasar una
onda se genera una nueva onda del triple de la frecuencia, es decir, hay
generacion del tercer arménico.

Clase 11

— Autoenfoque. Sabemos que una onda modifica el indice de refraccién del
medio por el que va pasando. Sabemos que si una onda pasa por indices
de refraccién variables, su trayectoria se curva (como en los espejismos).
Por tanto, una onda intensa podria seguir una trayectoria curva debido a
efectos no lineales. Cuantifiquemos eso para una situacion sencilla.

— Figura 4.6 (pero yo sacaria la linea horizontal bajo n(y), porque 6(y) es el
angulo que la onda tiene mientras pasa por el medio con indice n(y), no
antes de pasar por él).

— Encontramos la ecuacion para los rayos en la aproximacion paraxial. Esto
es completamente general (dentro de esta aproximacion).

— Para un medio no lineal, el indice cambia de la forma n = ng+nsl, y nece-
sitamos conocer la intensidad. Supondremos un perfil de onda Gaussiano,
como una aproximacion a un haz real. Dentro de la misma aproximacién
paraxial, encontramos que el rayo satisface una ecuacion arménica.

— Resolvemos la ecuacién para un material de gran longitud (fibra dptica).

— Para una placa delgada, encontramos tan§(L) = —yy3?L (signo opuesto
a los apuntes, que dice que el rayo converge hacia el eje éptico). Yo harfa
un dibujo para mostrar que este rayo llega a una distancia f de la placa,
y asi la Ec. (4.70) es més clara.

— Lo que ha sucedido es que la onda, debido a los efectos no lineales, modifica
el indice de refracciéon a su alrededor del modo preciso para enfocarse a
si misma al salir de la placa.

Clase 12
— Solitones. (No me senti comodo con la discusién tal como estd en los apun-

tes, entonces la rehice a mi manera. Esto de hacer una T. de Fourier, para
luego devolverse, no me parece claro de explicar. Me hubiera gustado, si,
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discutir la apariciéon de la ecuacion NLS en términos de derivadas de la
frecuencia respecto a k, porque me parece mas general, pero no logré en-
cajarlo en la discusién que sigue. Para mejorar en el futuro.)

Partimos notando que, si los efectos no lineales modifican el indice de
refraccion, podemos escribir la ecuacion de onda en la forma

2 92
V2E - %%—f =0, (1)
con
Net = no + 12l = ng + naa|E|* (2)
con « cierta constante de proporcionalidad.
Escribamos el campo en la forma
E(z,t) = A(z,t)eikoz=wot) (3)

La idea es tener una onda de frecuencia wy (solucion del sistema lineal),
pero cuya amplitud varia. Suponemos entonces que los efectos no lineales
se traducen en una variacién de la amplitud (veremos que efectivamente
es asf).

La ecuacién queda

0?A  _0A 1 0*A . 0A
—+2—zzk0—Ak3—§(ng+2n0n2a|A\2) (W + —22w0§ - w%A) =0.
(4)

Para decir que efectivamente (3) es una onda de frecuencia wy con una am-
plitud que varfa, necesitamos que A(z,t) varie lentamente. En particular,
diremos que la escala de longitud en la que A(z,t) varia es mucho menor
que la longitud de onda \g = 27/kg. Estamos entonces hablando de una
modulacién lenta de la amplitud, debida a los efectos no lineales:

oA o4
022 0z

La variacion temporal también diremos que es lenta, pero en este caso
despreciaremos los términos

ko

0?A 0A

W ) |A|2_

2
4 =,
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pensando que son el producto de dos factores pequenos, |A|? y las derivadas
temporales.

La ecuacion queda:

ni0A nio*A

aA 2,2 2 2
2ikg— + 2iwg— — — ———= + (—/{:(2) n NyWo I NN Wy
z

c? c?

|A|2) A=0.
(5)

La onda lineal debe satisfacer la relacion de dispersion

Ck’o
Wgp = — .
Ny
Reescribimos:
0 0 1 0%A
| — — | A— =By—— AlPA =
' (8z+ﬁ18t> 3z T lAFA =0, (6)
con

nongawi  nakoor

Go =

CZkQ N N ’
. WON(Q) . Un
ﬁl - % - ? )
ng
By = % .

Observamos que 3 tiene unidades de velocidad. De hecho, es la velocidad
de fase de la onda lineal original. Esto sugiere, al ver el término entre
paréntesis (0,4 310;), que hay “algo” que se esta propagando con velocidad
1/B;. Siguiendo esa idea, haremos el cambio de variables

T=t— [z,

y definimos
Az, t) = As(z,7) .

Lo que estamos haciendo es decir que la amplitud de la envolvente de la
onda se propaga con velocidad 1/, y ahora encontraremos la ecuacién
para dicha amplitud en el sistema de referencia comévil con ella.

31



Se tiene

0A  0As O010As  0As 0As

— — G —

9z 0z 0z or 0z or '
0A  0A
ot or

Observamos que esto tiene precisamente el efecto de simplificar el término
entre paréntesis en (6), y la ecuacién finalmente queda

A 1 0%°A

205 _ 2008 gjasPas @
La ecuacién (7) se conoce como la ecuacion de Schrédinger no lineal (NLS,
Nonlinear Shrodinger Equation). En efecto, tiene la forma de una ecuacién
de Schrodinger (con las definiciones z — t, 7 — x), pero con un potencial
que depende de la solucién, V = —f|Ag|*. En esta dependencia del po-
tencial con la propia solucién de la ecuacién reside la no linealidad de la
ecuacion.

La solucién de esta ecuacion, con condiciones de borde nulas en infinito
(es decir, un estado localizado) es

Ag(z,7) = A%e™ sech (l> : (8)

To
Al reemplazar en (7), se encuentra que (8) es solucion si

1 1
5 = _#3%)2 , k= 5% = —550(14%)2 : 9)

Hemos encontrado entonces que, debido a los efectos no lineales, la am-
plitud de la onda varia de modo que su envolvente tiene la forma de una
secante hiperbdlica, y ese perfil se propaga con velocidad 1//3;. Sorpren-
dentemente, los fenémenos no lineales se encargan de balancearse de tal
modo, que dan origen a una soluciéon con un perfil determinado que se
propaga sin deformarse. Esto es, de algiin modo, similar a las soluciones
que conociamos para ondas lineales. Pero ademas, el ancho de este perfil
(relacionado con la constante 79, y su velocidad de propagacién (relacio-
nada con la constante k), dependen de su amplitud, lo cual ciertamente es
un efecto no lineal.
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La solucién que acabamos de encontrar recibe el nombre de “solitén”. Es,
en varios sentidos, similar a una particula, como sugiere la terminacién
“-on”: es un estado localizado, tiene una energia definida, una velocidad
definida, y se desplaza sin deformarse. Sin embargo, también tiene carac-
teristicas de onda: cuando dos solitones se encuentran, al alejarse después
de la “colisiéon” continian igual que al principio, como si no se hubieran

encontrado nunca.

Se muestran animaciones de solitones tomadas de la web. Son de KdV, lo
cual da la oportunidad de hablar de esta ecuacién y de la tarea.

La ecuacién NLS es solo una de muchas ecuaciones que tienen soluciones
solitonicas. Otra, la primera de hecho es la ecuaciéon Korteweg-de Vries

(KdV).

Resena historica de la primera observacion de solitones.

Ecuaciones de fluido en aguas poco profundas, dan origen a ecuacién KdV.
En este caso, los solitones son la perturbacion en si, no la envolvente.

ips sobre la tarea roblema numeérico sobre solitones: explicar bien e
T bre la t 4, bl b lit | b |
propdsito, concentrarse en el problema de la integraciéon numérica, ideas
para la tercera derivada espacial.

Clase 13

Comentarios rapidos sobre temas no abordados de Optica No Lineal.
Hay mas ecuaciones soliténicas: NLS, KdV, Sine-Gordon.

Hay mas soluciones soliténicas que los solitones que vimos, que correspon-
den a las soluciones localizadas, es decir, con condiciones de borde nulas
en infinito. Hay soluciones que toman valores distintos en +oo: kinks y
antikinks. Y tienen las mismas propiedades: se propagan a velocidad cons-
tante, y cuando se cruzan no pierden su identidad. Pero no son localizadas
no mas.

Mario Molina y Rodrigo Vicencio trabajan en sistemas épticos discretos,
y en ese caso uno tiene una cadena unidimensional de sitios, por ejemplo,
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y la ecuacién que rije la dindmica es una ecuacion similar a la NLS, pe-
ro discreta: DNLS. Y uno puede investigar qué sucede si hay impurezas,
qué sucede si hay desorden (los sitios estédn equiespaciados), etc.

Fisica de Particulas.

Ha sido un largo y bello proceso en biisqueda de la simplicidad de la Fisica.
Hoy en dia se tiene un cuadro bastante preciso sobre como esta construido
el Universo, y que ademés es muy sencillo: el Modelo Estandar.

Sélo 16 particulas y 4 interacciones entre ellas, es todo lo que se necesita
para describir completamente el Universo. Si eso no es sencillez, ;qué lo
es?

Nuestro objetivo en esta parte del curso sera entender los conceptos y un
poco de la matematica que hay detras de esta descripcién.

Inicialmente, la gente se dio cuenta de que la materia estaba compuesta
por particulas elementales: p, n, e™, 7.

Todo bien, hasta que se descubrio el decaimiento beta. Las ecuaciones de
conservacion de energia y momentum predicen que el electrén tiene una
energia definida, y no es lo que se observa experimentalmente, sino que se
observa un rango de valores posibles para la energia del electréon, hasta un
cierto valor maximo. Fermi introduce, para salvar las leyes de conservacién,
la idea osada de una particula aiin no descubierta, sin carga y sin masa, a
la que llamé neutrino. Suponiendo eso, las leyes de conservacion dan pre-
cisamente el espectro de energias medido para el electron. Eventualmente,
el neutrino fue descubierto.

Esto es andlogo al poder predictivo de las leyes de Newton (cometa Halley,
descubrimiento de Urano). Uno es capaz, en aras de salvar ciertas leyes
fisicas (la ley de Gravitacién Universal, o las leyes de conservacién de
energia y momentum), de inventar objetos atin no descubiertos (un planeta,
una particula), y lo impresionante es que eventualmente los experimentos
muestran que ese objeto efectivamente existe.

Luego otras, muchas otras particulas fueron descubiertas, y todo pare-
ci6 ser un desorden, y eventualmente se pudo poner todo esto en orden
nuevamente, y volver a entender el universo en términos de unas pocas
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particulas y unas pocas interacciones. Todo, guiados por el prejuicio de
que la Fisica debe ser sencilla.

Las 4 interacciones elementales: gravitacion, electromagnética, fuerte, débil.
Intensidades relativas.

La razon por la cual la interaccién mas débil de todas, la gravitacional, do-
mina a grandes escalas, es porque es siempre atractiva. La electromagnéti-
ca, en cambio, se apantalla, porque los cuerpos estan compuestos de cargas
positivas y negativas, y lo nico que ve una estrella de otra es que tiene
masa, no carga.

Las particulas, por su parte, tienen ciertas propiedades elementales que las
describen.

Masa: la propiedad que les permite interactuar gravitacionalmente. Hay
un solo “tipo” de masa, y por tanto la interacciéon gravitacional es siempre
atractiva.

Carga: la propiedad que les permite interactual electromagnéticamente.
Hay dos tipos, positiva y negativa, y por tanto la interaccién puede ser
repulsiva o atractiva.

Spin: una propiedad que les permite interactuar con campos magnéticos
externos.

La idea es sencilla: una esfera cargada, rotando, tiene asociado un momento
magnético, que le permite interactuar con un campo magnético externo.
Del mismo modo, uno puede imaginarse que las particulas son esferitas
rotando, y el momento magnético asociado es su “spin”. Aunque no es
cierto que las particulas sean esferas rotando, uno puede quedarse con la
idea de que el spin es una flechita pegada a la particula, y que le permite
interactuar con campos magnéticos.

Stern-Gerlach: sélo dos valores para el spin de los electrones. Otras particu-
las pueden tener 3, 5, etc.

Eventualmente, la gente se dio cuenta de que las particulas sélo pueden
tener spin entero o semi-entero.
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— Las particulas con spin semi-entero, como los electrones, protones, neutro-
nes, se llaman fermiones. Con spin entero (fotones), se llaman bosones.

— Uno puede entender cémo interactiia una particula con spin en un campo
magnético, usando la MQ, pero la MQ tradicional no explica por qué las
particulas tienen spin. Y el problema es el siguiente: la MQ tradicional
se basa en la ecuacion de Schrodinger, que proviene de suponer un Ha-
miltoniano p?/2m + V(z). .. no relativista! ;Podrd uno hacer una teorfa
cuantica, pero a partir de un Hamiltoniano relativista? La respuesta es
si, y la encontré Dirac. Y la ecuacién que rige esta MQ relativista no es,
obviamente, la de Schrodinger, sino la ecuacién de. .. Dirac. Y esta ecua-
cién de Dirac, predice el spin. Moraleja: el spin es un efecto puramente
cuantico, y relativista. Ademads, la ecuacién de Dirac predice que existen
las antiparticulas. Por lo tanto, las antiparticulas son también un efecto
cuantico y relativista.

— Por otro lado, se sabe, experimentalmente, que los fermiones satisfacen el
principio de exclusién de Pauli: dos electrones no pueden estar en el mismo
estado. Si tienen la misma energia, y el mismo spin, no pueden estar en
el mismo lugar. El tnico modo de que estén en el mismo estado es que
se ponga otro con spin opuesto. Por eso los electrones ocupan distintos
orbitales en un atomo: uno tiene un electrén (el hidrégeno), y lo pone en
el primer orbital. Después agrega otro (el helio), y lo pone en el mismo
orbital, pero con el spin opuesto. Pero para poner un tercero (litio), ya hay
que ocupar un orbital superior. Y asi sucesivamente. No pueden estar todos
los electrones en el orbital de menor energia, que es lo que les gustaria si no
tuvieran spin. Y por tanto toda la Quimica, y la estructura de la materia
al final, se debe a que los electrones son fermiones y cumplen el principio
de exclusion de Pauli.

— Por su parte, los bosones se comportan totalmente diferentes: puede estar
todos en el mismo estado, sin restricciones. Eso significa que, a baja tem-
peratura, todos los bosones querran estar en el mismo estado, en el estado
de minima energia. En algin momento, bajo cierta temperatura critica,
todo el sistema de bosones colapsard y uno tendra una bola macroscopica
de bosones, todos en el estado fundamental. Esa es la condensacién de
Bose-Einstein.

— La relacién entre ser fermién/bosén, y el comportamiento de ambos, se
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puede demostrar, y eso es el teorema de spin-estadistica.
Clase 14

— De manera ingenua, uno puede clasificar las particulas de acuerdo a su
masa:
a) Bosones sin masa (g, ).
b) Leptones (fermiones) (particulas livianas):
e uoT
Ve Vy Vs
Tres familias de leptones.
¢) Mesones (bosones) (particulas de masa intermedia): 750~ K0 nP.

d) Bariones (fermiones) (particulas pesadas): p, n, A°, X0~ =0- O~
— Mesones y bariones reciben el nombre colectivo de hadrones.

— El cuadro final, entonces, es que tenemos por un lado los bosones sin masa,
luego los leptones (que son insensibles a la interaccién fuerte), y finalmente
los hadrones (que estdn sometidos a las cuatro interacciones).

— Ademaés de los hadrones mencionados hay muchos mas, y en realidad por
un momento el Universo, que parecia sencillo, compuesto de unas pocas
particulas (e~ p, n, 7), empezo a poblarse de una gran diversidad de ellas,
sin ningin orden aparente. Eventualmente la gente encontré una manera
de volver a describir esto de manera sencilla.

— En el cuadro actual, los hadrones estan constituidos por particulas llama-
das quarks. Hay 6 quarks:

u (up) ¢ (charm) ¢ (top)
d (down) s (strange) b (bottom)

Bellamente, al igual que los leptones, vienen en tres familias. (Comentar
que estan ordenados por masa.)

— Asi que el cuadro ahora es muy simple: tres familias de leptones, y tres
familias de quarks. Estos son los constituyentes de toda la materia.
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Mesones: qq. Bariones: gqq. Todo tiene sentido, porque dos quarks deben
ser mas livianos que tres, por eso los mesones son mas livianos que los
bariones.

Comentario sobre el origen de la palabra “quark”.

El anterior es mas o menos el cuadro general sobre las particulas existentes.
Pero las particulas interactian, tienen colisiones, tienen decaimientos. Y
cada vez que una interaccion ocurre, ciertas reglas tienen que cumplirse.
En particular, hay ciertas cantidades fisicas que deben conservarse.

Leyes de conservacion. Uno conoce algunas: energia, momentum, momento
angular, carga.

Del T. de Noether, uno sabe que cada una debe estar asociada a alguna
invariancia del Lagrangiano o el Hamiltoniano. Respectivamente: trasla-
ciones temporales, espaciales, rotaciones e. .. jinvariancia de gauge!

Lo ultimo es particularmente interesante, porque en Electromagnetismo,
para uno era una anécdota que al vector potencial uno podia agregarle
un gradiente, y el campo magnético queda igual. Pero sucede que ahora,
desde el punto de vista de un Lagrangiano, esta “invariancia de gauge” de
las Ecuaciones de Maxwell se convierte en una simetria del Lagrangiano
correspondiente, y esa simetria debe tener asociada una cantidad conser-
vada, que es justamente la familiar carga eléctrica. Ahora, de repente, un
hecho tan familiar como la conservacién de la carga, tiene que ver con
un hecho que, hace un par de anos, en Electromagnetismo, parecia una
anécdota. La invariancia de gauge, de hecho, es central, y no sélo para la
Electrodinamica, sino para todas las otras interacciones. . . Pero mas de eso
mas tarde.

Otras cantidades conservadas: nimero lepténico. £ = 1 para leptones, —1
para antileptones, 0 para no leptones.

Ejemplo:
¥y—e + et

L =0=1+(—1). Proceso permitido, la conversién de un fotén en un par
electréon-positron.
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Y—e +p

Uno podria pensar en que es posible, porque se conserva la carga, pero
L = 0 inicialmente, y £ = 1 al final, luego no es posible. Y de hecho, no
se observa.

En el fondo, se trata de contar el nimero de leptones, restar el de antilep-
tones, y eso tiene que conservarse.

Numero bariénico. b = 1 para bariones, —1 para antibariones, 0 para
no bariones. En los mismos procesos anteriores, el nimero bariénico se
conserva en el primer decaimiento, y no en el segundo, consistente con el
hecho de que uno se observa y el otro no.

En el fondo, se trata de contar el niimero de bariones, restar el de antiba-
riones, y eso tiene que conservarse.

Spin isot6pico (o spin isobdarico, o isospin).

Consideramos sélo particulas con interaccion fuerte (hadrones). Observer-
mos las masas de algunos de ellos: piones, eta, protén y neutron.

Si se ordenan por masa, se puede observar que se pueden agrupar clara-
mente en grupos con masas muy parecidas. Por ejemplo:

Singletes : 7% Q~, A°.

Dobletes : (p,n), (KT, K?), (2°,=7).

Tripletes : (at, 77, 7Y), (Z+, X7, 2.

Decimos que una particula tiene spin isotopico 7, si estd en un multiplete
de masa con 27 + 1 particulas. Vemos, entonces, que 7 puede tener valores
0, 1/2, 1...En particular, 7,0 =0, 7, =7, = 1/2 y 7. = 1.

(Lo anterior, y todo lo que sigue sobre spin isotépico, sonard muy esotéri-
co, aunque en unos meses mas, cuando vean spin en Mecanica Cuéntica,
deberfa ser completamente evidente que ésta es la manera de hacerlo.)

Podemos imaginar el spin isotépico como un vector de cierta longitud, y
que tiene 2741 proyecciones respecto a un eje “z”, donde cada orientacién
corresponde a una particula del multiplete. Estas proyecciones 7, toman
valores entre —7 y 7, que difierenen 1: —7,—7+1,...,7—1,7.
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— Para 7 = 0 existe s6lo una orientacién posible (el vector tiene longitud 0),
y por tanto hay una sola particula en el multiplete. Ej.: n°.

— Para 7 = 1/2 hay dos orientaciones posibles (dibujo), que corresponden a
T, = —1/2 y 7, = 1/2. Luego, para 7 = 1/2 hay dos particulas posibles.
Por convencién, asignamos los 7, en orden creciente de carga. Por ejemplo,
para el doblete (p,n), asignamos 7' = —1/2, y 77 = 1/2.

— Para 7 = 1 hay tres orientaciones posibles (dibujo), que corresponden a
7. = —1,0,1. Usando la convencién anterior, y notando que los piones
. . — 0 +
forman un triplete, asignamos 77 = —1, 77 =0, 77 = 1.

— Suma de spin isotépico.

— Dadas dos particulas de isospin 71 y 73, el isospin total del sistema, 7, puede
ser cualquiera de los siguientes valores, entre |73 — 7o| y 71 + 7o, inclusive:

|1 — 7l —n|+1,.. ., (n+n)—1L,n+7.

— Las proyecciones en el eje z, en tanto, se suman aritméticamente, como
siempre.

— Ejemplo: p + p.

Paso 1: Cada protén tiene 11 = 7 = 1/2, luego los valores posibles de 7

son:
T=0,1.

Paso 2: Por otra parte, cada protén tiene 7,1 = 7,0 = 1/2, luego

.=1.

Paso 3: Ahora revisamos las posibilidades para 7, y notamos cuales son
las posibilidades de 7, para cada una:

a) Si =0, entonces 7, = 0.

b) Si T =1, entonces 7, = —1,0, 1

De lo anterior se sigue que, la tinica manera de que todo calce, es que 7 = 1
(es el unico que permite que 7, = 1).
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Todo esto suena complicado, pero vemos que hay una manera sistematica
de proceder.

Bueno, esto tan exotico que es el spin isotopico, se conserva también. En
realidad, no siempre, y aqui uno se da cuenta que hay que empezar a
tener cuidado, porque no todo es tan facil como antes. Algunas leyes de
conservacion pueden no cumplirse a veces.

En particular, el spin isotépico total se conserva en interacciones fuertes.
No necesariamente en interacciones débiles o electromagnéticas.

T, se conserva en interacciones fuertes y electromagnéticas, no necesaria-
mente en interacciones débiles.

Clase 15
Ejemplo: p + n.

Como en el ejemplo anterior, 7y =7, = 1/2, y 72 = 7,, = 1/2, de modo que
el isospin total es 7 = 0, 1.

Pero ahora, 7,, = —1/2, luego 7, = 7,, + T, = 0.

Revisando ahora las posibilidades para 7, notamos que 7 = 0 implica
7., = 0, y 7 = 1 implica 7, = —1,0,1. Ambas posibilidades contienen
al verdadero 7, = 0, luego, en este caso, no podemos decir nada mas: el
isospin total puede ser 7 =0 6 7 = 1, y su proyeccién en z es 7, = 0.

Nos queda aun otra cantidad conservada: la extraneza S. Para definirla,
diremos que la carga eléctrica de una particula se puede escribir de la

siguiente manera:
+ b + S
=€\ T ’~ iy s
1 272

donde ¢ es la carga del electron.
Ejemplo: 7= +p — n + A°.

Despejamos S de la expresion anterior:

_of(a__ 0
8—2(6 T, 2)
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7w~ : Sabemos que 7, = —1 (es la particula de menor carga en un triplete
de masa), b = 0 (no es un barién, sino un mesén), y su carga es q/e = —1,
de modo que ;- = 0.

p: En este caso, g/e = 1, 7, = 1/2 (es la particula de mayor carga en un
doblete de masa), b =1 (es un barién). Luego S, = 0.

n: q/e = 0, 7, = —1/2 (la particula de menor carga en un doblete de
masa), b = 1. Luego S,, = 0.

Ao: g/e = 0 (como sugiere su supraindice), 7, = 0 (la unica particula en
un singlete de masa), b = 1 (es un barién). Luego Syo = —1.

Entonces la extraneza total en el decaimiento es Sijicia = 0, y la final
Stnal = —1. La extrafieza no se conserva.

Sin embargo, el decaimiento anterior es posible. La razon: la extraneza
se conserva en interacciones fuertes y electromagnéticas. En interacciones
débiles no necesariamente se conserva, pero se permiten cambios de ex-
traneza AS = +1. Asi que la reaccién anterior es posible, si es a través de
interacciones débiles.

Notemos, en todo caso, que el nimero bariénico no se conserva tampoco.

Como hemos visto, las interacciones débiles rompen varias de las conser-
vaciones. Esto esta relacionado con el hecho de que sean débiles, y con el
hecho de que estdan mediadas por particulas con masa. (Més de esto, cuan-
do hablemos de las interacciones, que no hemos hecho en detalle hasta
ahora.)

Con todas las leyes de conservacién anteriores nos sentiremos contentos por
ahora. Seran suficientes para analizar la posibilidad o no de un determinado
decaimiento.

No son las tnicas. Hay una en particular muy importante, la simetria CPT.
C significa Conjugaciéon de Carga: cambiarlas de signo; P significa Paridad:
cambiar, en la funciéon de onda, el signo de la coordenada de posicién; T
significa Inversion Temporal: invertir el sentido del tiempo. La simetria
CPT significa que una teoria fisica es invariante si se realizan estas tres
transformaciones. En otras palabras, nuestro universo, y un universo en
que todas las cargas cambian de signo (es decir, cambiando materia por
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antimateria), las posiciones se invierten respecto a algtin plano imaginario,
y el tiempo se invierte, evolucionarian del mismo modo.

— A pesar de que no profundizaremos en lo anterior, nos interesa destacar el
proceso de paridad, que sera 1til en lo que sigue. Paridad es una propiedad
de la funcién de onda de la particula, y puede ser positiva (si la funcién
de onda no cambia de signo al invertir el espacio), negativa (si cambia de
signo), o no tener paridad definida (si no ocurre nada de lo anterior).

— Por ejemplo, p y n. Nosotros habiamos dicho que, como tiene esencialmente
la misma masa, podriamos hacer la adivinanza de que son en realidad la
misma particula, y que sélo porque hay interaccion electromagnética se
pueden distinguir y tienen distinta masa. Pero esta idea es atin mas fuerte,
porque no sélo tienen igual masa (esencialmente), sino también (ver tabla)
igual spin (1/2) e igual paridad (positiva). Todo esto sugiere de verdad que
en realidad, la tnica razon por la cual son particulas distintas es porque
existe la interaccién electromagnética. Pues bien, llevemos estas ideas al
extremo, y veamos adénde nos dejan.

— Para ello, primero debemos definir un nuevo concepto, la hipercarga:
Y=b+S.

(En realidad, Y = b+S+C+ B'+ T, donde C es el encanto (charm, B’ la
bottomness y T la topness) de la particula, pero para todas las particulas
que vamos a examinar, C' = B’ =T = 0, y no necesitamos discutir esto de
momento. )

— La hipercarga se conserva, al igual que b y S, en interacciones fuertes.

LY
=elm+—=] .
q 2

— Tenemos suficiente informacién para calcular la hipercarga de todas las
particulas. Por ejemplo, para el protén y el neutrén, ¥ =140 = 1.

— Con ello,

— Ahora vamos a graficar las distintas particulas que conocemos en diagramas
Y versus 7, (conocidos como diagramas de peso).
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— Notemos (ver tabla) que los 8 bariones mas pesados [desde el doblete (p, n)
al doblete (27, =°)] tienen igual spin (1/2) e igual paridad (positiva), lo cual
sugiere que todos pertenecen a un mismo grupo, a un mismo multiplete.
Grafiquémoslos:

Bariones de spin 1/2

=)

p
°

0 >"e Nes0 e Tt

I
H
|I||.
Ig'

-1-1/20 1/2 1

(Es mejor ver estos gréficos en Xfig, porque ahi se puede poner una grilla
para visualizar mejor las distancias entre particulas. En la version actual,
no hemos dibujado la grilla en el dibujo y no se ven en el PostScript, por
lo tanto.)

— Esto no puede ser casualidad: los 8 bariones mas pesados se distribuyen be-
llamente en un hexagono. Para ser mas precisos, en los vértices de triangu-
los todos iguales entre si (de base 1 y altura 1), que a su vez forman un
hexagono. Esto es extraordinariamente sugerente, y nos dice que quizas
hay algo profundo en lo que estamos haciendo.

— Dado el éxito anterior, veamos si podemos hacer lo mismo con otros grupos
de particulas. Tomemos los mesones de spin 0, desde el triplete de piones
hasta los kaones, todos los cuales tienen paridad negativa. ;Tendremos
suerte esta vez?:
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Mesones de spin 0

KO K

1 ° °

0 T ® o0 e 17

-1 ° )
K- KO
~1-1/20 1/2 1 ‘

— Bueno, realmente impresionante. Exactamente el mismo hexdgono, con
particulas en cada uno de sus vértices. Esto deberia convencernos de que
lo que estamos haciendo tiene sentido. Bueno, salvo por un detalle: en el
hexagono anterior, teniamos 8 particulas, pero aqui hemos logrado colocar
s6lo 7. (Por eso el vértice central estd marcado de rojo, porque ahi nos falta
una particula comparada con la figura anterior.) Pero hemos llegado tan
lejos, es tan no trivial que se forme en ambos casos un hexdgono exacta-
mente igual tomando grupos de particulas distintas, que uno realmente se
sentiria tentado a pensar que la Naturaleza no nos puede enganar tanto, y
que, bueno, quizas eriste una particula adicional, que nunca hemos visto,
y que deberia ocupar el lugar faltante. De hecho, podemos decir muchas
cosas sobre ella, porque sabemos que, si tenemos razon, deberia estar al
centro. Por lo tanto, 7, = 0 e Y = 0. Lo cual dice que ¢ = 0, o sea, una
particula neutra. Ademas deberia ser un mesén, de spin 0 y paridad negati-
va, como todas las otras particulas ya ubicadas en el hexagono. Por ltimo,
como es una unica particula faltante, deberia pertenecer a un singlete de
masa, es decir, no deberia haber ninguna otra particula con masa pare-
cida a ella. Sabemos muchas cosas, 7 caracteristicas de ella de hecho, sin
haberla visto antes, sélo intuyendo que la Naturaleza no nos puede estar
enganando tanto y que todo tiene que ser lindo. Bueno, este fue precisa-
mente el razonamiento de Gell-Mann y Nishijima, que en 1968 predijeron
la existencia de una nueva particula, con las caracteristicas mencionadas.
Y lo mas perturbador de todo es que. . . jexiste! Fue descubierta en 1972, y
recibié el nombre de particula 7.

— Lo anterior es un ejemplo exactamente equivalente a la prediccion de Halley
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de que un cometa volveria en 76 anos; a la prediccién de que Neptuno debia
existir, a partir de las anomalias en la érbita de Urano; a la prediccion de
Fermi de que el neutrino debia existir, a partir de la no conservacién del
momentum en el decaimiento beta. Es decir, si tenemos real fe en las leyes
de la Fisica que conocemos, si somos realmente coherentes con eso, entonces
deberiamos ser capaces de predecir la existencia de planetas y particulas,
y decir exactamente como son y qué hacer para observarlos.

Ya con tanto éxito a cuestas, sigamos. Veamos los bariones de spin 3/2:

Bariones de spin 3/2

-3/221-1/20 1/2 1 3/2

Bueno, no es lo mismo. Pero no es un desorden. De hecho es algo bonito, un
triangulo. Formado por los mismos tridangulos elementales que constituian
los hexagonos anteriores. Casi. Porque falta el vértice inferior, donde no
tenemos ninguna particula. Pero, igual que antes, seria demasiada mala
suerte que se formara una figura tan bonita, y justo faltara un punto. No
puede ser. Deberia haber una particula ahi también. Con 7, =0, Y = —2,
b=1 (es un barién), S = -2 — 1 = -3, g/e = 7, + Y/2 = —1 (particula
cargada negativamente).

Uno puede incluso estimar la masa. Para ello, notamos que las masas de la
fila superior, con los bariones A, y las de la fila del centro, de los bariones
Y., difieren aproximadamente en my —ma ~ 145 MeV; y la fila del centro y
la inferior difieren aproximadamente en mz —my, ~ 147 MeV. Por lo tanto,
uno adivina que la diferencia de masa entre la particula desconocida y los
bariones = deberia ser de unos 145 MeV. Pero m=- = 1528 MeV, luego la
masa de la particula desconociada deberia ser m = 15284145 ~ 1673 MeV.
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.Serd posible que estemos en lo correcto nuevamente? Bueno, esta particula
fue predicha en 1961, por Gell-Mann nuevamente, y.. . jexiste! Fue descu-
bierta en 1964, y fue llamada 27, y su masa es mq- = 1686 £ 12 MeV,
muy cerca de la prediccion.

Con todos estos éxitos, uno se entusiasma naturalmente. ;Cuan lejos po-
dremos llegar? Observemos las figuras que hemos obtenido, los hexagonos y
el tridngulo, y para verlos mas claramente dibujémoslos simultdneamente,
con algunas lineas auxiliares:

Y

-3/221-1/20 1/2 1 3/2

El hexdgono de los bariones de spin 1/2 esta en rojo, y el tridngulo de
los bariones de spin 3/2 estd en negro. Como ayuda visual, hemos dibuja-
do algunos circulos auxiliares. Tanto el hexdgono como el tridangulo estan
inscritos en sendos circulos concéntricos. Por otro lado, ya hemos notado
que ambos estan formados por tridngulos elementales, de base A7, =1y
altura AY = 1, tales que hay particulas en cada uno de los vértices de
estos triangulos. De alguna forma, el triangulo es el ladrillo fundamental
de todas estas particulas. ;Serd posible que podamos tener una figura ain
mas interna que el hexagono, formada por un tnico triangulo? Para ver-
lo, trazamos un circulo, concéntrico a los demas, tales que intersecte las
abscisas 7, = £1/2. Eso, porque sabemos que las particulas sélo pueden
tener spin isotépico entero o semientero, por tanto, si van a existir particu-
las, deberian estar sobre estas abscisas. Esa condiciéon determina un tinico
circulo posible, y es el que hemos trazado en la figura anterior (esto es
importante: los argumentos que hemos dado estdn bastante restringidos,
no hay muchas maneras de extrapolar lo que hemos hecho, y eso es impor-
tante para notar que estas especulaciones siguen una linea definida, no una
pura casualidad). Marcamos entonces el tridngulo inscrito en este circulo
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(marcado en azul en la figura), y ponemos “particulas” en cada vértice.
Por construccidn, las particulas de arriba tendran spin isotépico £1/2, y
la inferior, 0. Ademés, como el centro del circulo esta en Y = 7, = 0, po-
demos mostrar que las dos particulas de arriba tendran Y = 1/3, y la de
abajo Y = —2/3. Observar que la base de este tridngulo mide A1, =1y
su altura es AY = 1, por lo tanto es precisamente un triangulo elemental,
como todos los que constituyen el hexagono rojo y el tridngulo negro.

Con toda esta informacion, podemos calcular la carga que tendrian estas
particulas, y el resultado es sorprendente. Para la particula de arriba a la
izquierda, por ejemplo:

B +Y_ 1+1_1
g=clm=t5)=¢ 5tg) =3¢

Bueno, jpero no nos habian dicho que la carga del electréon es la carga ele-
mental? ;Que todas las particulas tienen carga igual a un multiplo entero
de e? Ciertamente, estamos yendo demasiado lejos.

Sigamos. Para la particula de arriba a la derecha,

B +Y B 1+1 2
q—eTzQ—eZG—e.

Y para la de abajo:

LY )2 1
—= e TZ —_ = € —_ = = ——€ .
9 9 6 3

En cuanto a su masa, podemos suponer, por analogia a los resultados
anteriores, que los dos quarks de arriba formaran un doblete de masa, es
decir tendran masa parecida, y el de abajo formara un singlete.

W

Toda la especulacién anterior puede parecer demasiado, pero, una vez mas,
ino nos hemos equivocado! Fue Gell-Mann (quién mas), quien predijo la
existencia de estas particulas de carga fraccionaria, y los bautizé como
quarks. Hoy en dia, la existencia de los quarks estd validada experimental-
mente, dando otro gran apoyo al formalismo que hemos ido desarrollan-
do (bueno, que Gell-Mann desarrollg). Gell-Mann nos propone que estos
quarks existen, y que son las particulas verdaderamente elementales, que
forman a todos los hadrones.
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— El modelo de quarks permitié, finalmente, poner orden en el aparente-
mente caos de tantas particulas descubiertas gracias a los aceleradores de
particulas.

— Por ejemplo, con cargas 2/3 y —1/3, no hay muchas maneras de formar
particulas de carga —1, 0 6 1, que son las que uno ve. Ello lleva a la
propuesta de que los hadrones pueden estar formados por dos o tres quarks.
Como tres quarks pesan mas que dos, entonces las particulas constituidas
por dos quarks deberian ser los mesones, y las constituidas por tres quarks
deberian ser los bariones.

— Lo anterior, a su vez, sugiere que, como los bariones tienen nimero ba-
riénico 1, y los mesones, cero, entonces los quarks deberian tener asociado
un nimero bariénico también fraccionario, 1/3. Si eso fuera asi, los bario-
nes deberian estar formados por tres quarks (b=1/3+1/3+1/3=1),y
los mesones por un par quark-antiquark (b =1/3 —1/3 = 0). Todo calza
perfecto.

— Los tres quarks que hemos predicho ahora, corresponden a los quarks up
(u), down (d), y strange (s). El protén estarfa compuesto por uud, el
neutrén por udd. En cuanto a los mesones, 7~ por ejemplo, seria ud.

— Todo de repente tiene sentido. Por ejemplo, este concepto tan raro que
es la extraneza, ahora se reduce a que una particula pueda o no tener un
quark s. Obvio. Ni el protén ni el neutrén tienen quark s, por lo tanto es
evidente que su extraneza es cero. Y que los decaimientos de particulas por
interacciones débiles hagan cambiar la extraneza en +1, bueno, significa
simplemente que se ha agregado o quitado un quark s.

— En el analisis anterior, nos faltan 3 quarks, pues se han descubierto 6. Los
tres predichos, u, d y s, son los més livianos. Faltan los siguientes, ¢ (carga
2e/3), t (carga 2e/3) y b (carga —e/3), y los tres forman singletes de masa.
Pero por ahora, es suficiente con lo que hemos dicho.

— La préxima clase redondearemos algunas ideas, y conversaremos acerca de
las interacciones, de las que no nos hemos preocupado hasta ahora.
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