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Capitulo 1

Expansiones y Trigonometria

versién 21 marzo 2011

En este primer capitulo se recopilaran algunos resultados de las Matematicas que
son bésicos para los capitulos que siguen. Primero, en la Sec. [T, revisaremos resul-
tados relevantes para describir de manera aproximada cantidades fisicas. Luego, en la
Sec. [[.2] recordaremos algunos resultados bésicos de trigonometria. En este capitulo,
particularmente en la Sec. [Tl hay afirmaciones que no serdn demostradas rigurosa-
mente. La idea es simplemente dar una intuiciéon acerca de resultados matemaéticos
cuya demostracion rigurosa es materia de cursos de Célculo especialmente, asi como
introducir lenguaje formal que necesitaremos en el resto de nuestro curso.

1.1. Expansiones y series

La Fisica es, ante todo, una ciencia experimental. Necesariamente, entonces, en
su estudio tendremos que lidiar con ntimeros “concretos”, con mediciones. Por otro
lado, la Matematica nos proporciona resultados abstractos que, en algin sentido,
representan la “realidad”. Por ejemplo, el nimero 7 se puede conocer con infinitos
decimales en principio, y el perimetro de un circulo de radio r siempre es 27r. In-
genuamente, uno podria pensar entonces que la circunferencia del planeta Tierra se
puede determinar con infinitos decimales también. Sin embargo, ello no es cierto, pues
las imprecisiones experimentales al determinar el radio de la Tierra “estropean” toda
la infinita precisién conque se conoce 7. Esto puede ser frustrante desde el punto de
vista matematico, pero son numerosas las situaciones en que, en general, no es tan
importante tener un niimero exacto, pero si es crucial tener una buena aproximacion.
Por ejemplo, sabemos que un partido de futbol significa esencialmente 45 minutos
de juego por lado, y 15 de descanso. Sabemos que nunca es exactamente asi, pero
no importa, porque esa informacién nos basta para tomar decisiones tales como si
alcanzamos a ir al supermercado antes de que comience el segundo tiempo, o si po-
demos ver el partido hasta el final sin perdernos el comienzo de nuestra serie favorita
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en otro canal. Tampoco necesitamos comprar una balanza de precision infinita para
controlar nuestro peso: seria absurdo que nos preocuparamos porque hemos subido
una milésima de gramo desde el desayuno. ..

Cuando hacemos Fisica, nunca nos interesan los niimeros “exactos”, infinitamente
precisos. Pero tener una buena aproximacién es fundamental siempre. Por ello dedi-
caremos la primera seccién de este curso a exponer algunos resultados matematicos
aproximados, pero que utilizaremos frecuentemente en adelante.

Para comenzar, consideremos las expansiones siguientes:

=142

(1+2x)
(1+x)* =142z +2?

(14 2)* =1+ 32+ 32% +2°

(1+2)* =1+ 4x + 62% + 42° + 2

(1+x)° =1+ 5z + 102 + 102> + 52% 4 2°

En general, para un entero n positivo arbitrario, la expansién del binomio (1 4 z)"
puede escribirse en la forma

n n-(n—1) n-(n—1)-(n—2)
(I+x)" = 1—|—ﬂx+ 51 z? 4 al z3
m=1-n-=2)-(n—3
L U (Z ) (n e +a2",  (1.1)
donde n! =1-2-3---(n—1) - n, es decir, el producto de los n primeros nimeros

enteros, y se denomina el factorial del nimero entero n. Se define también el factorial
de cero: 0! = 1. (Esto se hace por razones de conveniencia matematica, aunque en este
caso ya no tiene sentido hablar del factorial como el producto de los “cero primeros
nimeros enteros”.)

La expansién (1)) es vélida para cualquier valor de z y cualquier valor de n
entero no negativo. Observamos ademéds que los coeficientes de dicha expansién son
simétricos: los coeficientes de la potencia més baja (2°) y la més alta (z") son 1; los
coeficientes de la segunda potencia més baja (z') y la segunda més alta (z("~1) son
n, etc. Ademads, la expansién consta de un nimero finito de términos, exactamente
igual a n + 1.

Lo anterior se puede entender facilmente, ya que (I.I]) es simplemente el producto
de n factores iguales. Lo interesante es que es posible generalizar dicha expresién al
caso en que el exponente no es entero, sino un nimero real « arbitrario. En efecto,
en ese caso

(1+2)* = 1+%$+a'(3!—1)$2+a-(a—l?))!-(a_z)x:,)
PSR O RO PO i

4!
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Observemos que si « es un entero n, positivo o cero, (I2)) se reduce efectivamente a
(LI)), por cuanto existe un factor (a« —n) que anula todos los términos desde en 1+ 1-
ésimo en adelante. [Naturalmente, esto no demuestra que (2] es la generalizacién
correcta de ([I.1]), pero es un indicio de que puede serlo.] Asi, cuando « es un entero
no negativo (L.2)) tiene una cantidad finita de términos, y siempre se puede calcular,
independiente del valor de x. Sin embargo, cuando « es cualquier otro nimero (entero
negativo o un nimero real arbitrario), (L.2]) posee infinitos términos.

Lo anterior es un problema, porque en general una suma infinita de términos
puede ser un numero infinito. Por ejemplo, 1 + 1+ 14 --- es infinito. Pero también
podemos construir sumas que, aunque consten de infinitos términos, sean un nimero
finito: 1 + 0.1 + 0.001 + 0.0001 + - -- = 1.1. En Fisica no nos interesan las cantidades
infinitas. Toda cantidad medible es un nimero finito. ;Qué significa entonces (L2,
considerando que a veces el lado derecho puede ser infinito o, en general, no estar bien
definido? En lenguaje técnico, se dice que la serie (suma infinita) 1+ 0.1 + 0.001 +
0.0001 + - -- conwverge, esto es, es una serie convergente. La serie 1 +1+4+1+---, en
tanto, no converge, es decir, es una serie no convergente.

Matemaéaticamente es posible encontrar criterios de convergencia, de modo que
es posible saber de antemano si una serie dada converge o no. Un criterio sencillo
es notar si cada término es menor en modulo que el anterior. Es claro que si tengo
infinitos términos iguales, o si dichos términos son cada uno mayor que el anterior, la
suma de todos ellos debe ser infinita. En cambio, si cada término es menor en médulo
que el anterior, existe al menos alguna posibilidad de que el resultado sea un nimero
finito (asi sucede al menos en nuestro segundo ejemplo, 1 4+ 0.1 + 0.001 + 0.0001 +
-++). Sin embargo, no siempre sumas infinitas con términos cada vez menores son
convergentes. Por ello, se dice que esta condicién (cada término menor en mdédulo
que el anterior) es mecesaria, pero no suficiente. (Vale decir, toda serie convergente
satisface esta condicién, pero no todas las series que la satisfacen son convergentes.
En la practica, esto significa que es un criterio definitivo para establecer que una serie
es no convergente, pero no es conclusivo para establecer que converja.)

De lo dicho hasta ahora, entonces, se sigue que lo que necesitamos es que la
expresion ([L2) sea convergente para que tenga sentido. Por ejemplo, si a = 1/2,
el lado izquierdo de (L2 es /14 z, un nimero completamente normal (mientras
x > —1). Sin embargo, el lado derecho de (.2 es una serie, y no necesariamente
converge. De hecho, se puede mostrar que, para un « arbitrario, converge sélo si
lz| < 1.

Por ejemplo, calculemos los lados derecho e izquierdo de (2] para o = 1/2, con
dos valores distintos de x.

a) Si x = 3, el lado izquierdo es

(1+2)*=Vi=2.
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El lado derecho, en tanto, es

1 1 /1 -1 1 /1 -1 -3 3 9 27
1434+ (2 ) —=)324=2(Z2)(—=)-{ —=2).334... =142 242 4 ...
+23+2<2><2>3+6<2><2><2>3+ Jr2 8+16+

Sumando los cuatro primeros términos de la serie, el resultado es 3.07, bastante
alejado de 2. Uno podria pensar que esto mejorard al sumar méas términos, pero no
es asi, con diez términos, por ejemplo, el resultado es ~ 155.68. Y asi sucesivamen-
te, cada vez mas alejando del resultado correcto. Podemos ver que efectivamente
la serie no converge para este valor de x > 1.

b) Si z = 0.1, en cambio, el lado izquierdo es v/1.1 ~ 1.04880884817015..., y el
lado derecho, al sumar los cuatro primeros términos de la serie, por ejemplo, es
1.0488125, bastante parecido al resultado exacto; y con los diez primeros términos
es 1.04880884817101, atin mds parecido. Vemos que |z| < 1, y la serie no sélo
converge, sino que converge al resultado correcto.

Estamos acostumbrados a que el signo = signifique que dos cantidades son exac-
tamente iguales, pero cuando tenemos series infinitas hay que tomar al signo igual
con cuidado: la igualdad existe sélo si la serie converge. De otro modo, el lado derecho
de ([I2)) ni siquiera se puede usar porque no tiene sentido, aunque, para los mismos
valores de = y «, el lado izquierdo sea un numero perfectamente razonable.

Otro ejemplo: para a = —1, con (L.2)) se obtiene la llamada serie geométrica:

1

u—xrlzl =l+az+ai+23+at+ - (1.3)
— X

Nuevamente, en este caso, si bien el lado izquierdo estd bien definido para cualquier
valor de z, el lado derecho sélo da un resultado finito si |z| < 1.
Para x = 1/2 el lado izquierdo es igual a 2, mientras que el lado derecho da la

serie
RN S
2 4 8 16
que, obviamente, al sumarla, también da 2. Si no estamos convencidos, podemos
recurrir al siguiente argumento geométrico: representando, como es tradicional, la
unidad por un cuadrado, y sus fracciones por subdreas de él, podemos ver que la

suma de los 5 primeros términos de la serie geométrica es:

1/8
1/16

1 + 1/2

1/4
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Claramente, al continuar sumando términos de la serie geométrica, se obtienen
cuadrados cada vez mas pequenos, cada uno de area igual a la mitad del anterior,
y podemos ver que con infinitos términos terminaremos llenando completamente el
segundo cuadrado.

Para = 1/10, en tanto, el lado izquierdo es igual a 10/9, mientras que el
lado derecho da la serie (que ya habiamos utilizado antes como ejemplo de serie
convergente)

14+0.1+0.014+0.001+...=11111...

que es el desarrollo decimal de 10/9.

Seamos un poco mas generales. Hasta el momento sélo hemos resuelto ejemplos
numéricos, usando, sin demostrar, que (L2)) es correcta. Sin embargo, podemos de-
mostrar, al menos para la serie geométrica (o = —1), que lo es. Evaluemos primero
la suma finita

Sy=1+z+z2+a3+.. .+ |

que corresponde a los primeros N 41 términos de la serie geométrica. Deseamos saber
qué le ocurre a Sy cuando N crece. Para calcular Sy restemos de esta serie la misma
serie, pero multiplicada por x, es decir:

Sy = l+a+a?+2°+ 42V
rSy = i o R o I

Al restar, al lado izquierdo queda (1 — z) - Sy, mientras que al lado derecho queda
1 — 2Nt o sea,
(1—z)-Sy=1—aNt,

Despejando Sy se obtiene

1— $N+1

SN = 11—z

Ahora, si hacemos N cada vez mas grande, es decir lo hacemos tender a infinito, el
comportamiento de 2Vt es distinto dependiendo de si |z| es mayor o menor que 1, Si
|x| > 1, entonces cada potencia de = es mas grande que la anterior, y por lo tanto el
lado derecho es infinito: la serie no converge. En cambio, si |z| < 1, cada potencia de
T es mas pequena que la anterior, de modo que, cuando N es infinitamente grande,
2N+ es infinitamente pequeno. Formalmente, decimos que el limite de 2N 11, cuando
N tiende a infinito, es 0, y lo denotamos asi:

lim 2Nt =0.
N—oo

Por lo tanto,

lim Sy=14a+2>+23+..- =
N—oo 1—=x

resultado consistente con (L3)).
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Para determinar completamente las condiciones de convergencia de la serie falta
considerar los casos x =1y £ = —1. Si z = 1 es evidente que no hay convergencia,
pues la serie geométrica es una suma infinita de unos. También ello es evidente al
reemplazar x = 1 en el lado izquierdo de (L3)). Pero, ;qué pasa si z = —17 El lado
izquierdo de (L3]) es 1/2, un numero finito. Revisemos entonces la serie del lado
derecho. Si x = —1, en cambio, tenemos una suma alternada de 1 y —1, de modo que
Sy =0si Nespar,y Sy =1si N es impar. Tenemos entonces que la suma finita,
Sn, a medida que N crece, salta eternamente entre 0 y 1. La serie no se hace infinita,
pero tampoco tiende a algin valor definido, y tampoco converge.

Vemos entonces que hay dos modos en que una serie puede ser no convergente:
una, es que la serie explote; la otra, es que la serie, al ir agregando cada vez nuevos
términos, no alcance nunca un valor dado.

Con esto terminamos de mostrar que la expresién (2] es, al menos para o = —1,
convergente sélo para |z| < 1.

Volvamos ahora a (L2]) con o = 1/2. En ese caso se obtiene

1 1 1
I+2)2=Vito=1+z2— 2>+ —a2®—...
2 8 16
Ya habiamos calculado este caso con x = 0.1. Repitamos el cdlculo, pero con mas
detalle. Observemos lo que ocurre con la suma en el lado derecho de (I.2)), a medida
que consideramos cada vez més términos. La tabla adjunta muestra este anélisis para

x = 0.1:

lado izquierdo | lado derecho N2 de términos | error

1.04880884817 | 1.0 1 4.9%
1.05 2 0.11%
1.04875 3 0.0059 %
1.0488125 4 0.00037 %

Esto es muy importante. La tabla anterior nos permite verificar que no es necesario
tener una calculadora para saber el valor de v/1.1, sino que basta con saber las opera-
ciones basicas. Sumando sdlo 4 términos de una serie que en principio tiene infinitos
términos, es posible calcular v/1.1 con cuatro decimales exactos. Esto es extraordina-
rio. La expansién en serie (L.2]) no es sélo un resultado matematico abstracto, formal,
sino que nos da el gran poder de ser capaces de calcular, en este caso, raices cuadradas
con varios decimales exactos, sin necesidad de sumar infinitos términos, y sin usar
una calculadora. Recordemos: en Fisica no nos interesan las cantidades con infinitos
decimales, porque no son medibles con instrumentos reales; pero si nos interesa tener
buenas aproximaciones, y acabamos de encontrar una.

De hecho, se puede verificar (Ejercicio para el lector) que mientras més pequefio
es x, la convergencia de la serie truncada al resultado exacto es aun mas rapida, de
modo que son necesarios ain menos términos para calcular /1 4+ x con gran pre-
cision. Esto es, para x suficientemente pequeno, podemos decir, sin gran error, que
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V1+x =14 2/2 (s6lo los dos primeros términos de la serie infinita), y para todos
los efectos practicos ello serd correcto. Este resultado es muy importante, y lo usare-
mos frecuentemente en el resto de este curso. Queda, por cierto, aun la pregunta de
qué significa “suficientemente pequeno”. La respuesta en detalle depende del proble-
ma que se esté trabajando, pero en general se puede decir que un 5% es adecuado.
(Para la serie que analizamos, x ~ 0.05 seria suficientemente pequeno, aunque vemos
que z = 0.1 ya funciona bastante bien.)

Ejemplos:

1. Sea o # 0 un ndmero real arbitrario y evaluemos [(14x)®—1]/x para valores de
x muy pequenos. Observe que para valores de x cada vez mas pequenos, tanto
el numerador como el denominador tienden a cero, de modo que la expresion,
en principio, carece de sentido. Pero veremos que, gracias a la aproximacion
derivada de (I.2), podemos calcular esta expresion sin problema.

De acuerdo a la ecuacién (2)), para = muy pequeno vale la aproximacién
(14+2)*~1+ax

(o sea, estamos despreciando todos los términos de la serie excepto los dos
primeros). Usando esta aproximacién se encuentra que (para x muy pequeno)
1+2)*-1 1+ar—1 azx

— =« .
x T T

Verifique numéricamente este resultado usando una calculadora.

2. Problema resuelto en clases: 1.2 (Capitulo 1, Problema 2)

Mejor atin: Andlogo a 1.2, pero con (x + A)3.

Algunas aproximaciones que se obtienen a partir de la ecuacién (2] para |z| pequerio,
que se usaran con frecuencia, y conviene tener siempre presentes, son:

(I+2)*~1+ax , (1.4)
1
~1-— 1.5
1+x o (1.5)
Loy (1.6)
—— x .
1—x ’

\ﬂ+x:1+g. (1.7)
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Concluyamos esta seccién con unas palabras acerca de la notacién. Para abreviar
la escritura de series, se usa frecuentemente la letra griega sigma mayiscula (}°).
Tlustramos el uso de este simbolo con algunos ejemplos:

6
d j=1+2+3+4+5+6=21,
j=1

4
d =124 22 432442 =30,
j=1

2
Y =i 1
k=-2
i 1n—1+1+1+1+ =2
2) 2 4 8 S

n=0
En todas estas expresiones hay un indice (j, k, n, etc.), que varia sélo entre nime-
ros enteros. En el simbolo ) se indican los valores minimo y méaximo que puede
tomar. Aunque en principio uno podria usar cualquier letra para denotar estos indi-
ces de suma, lo usual es utilizar sélo letras latinas minusculas, desde ¢ en adelante
(exceptuando la o, que se puede confundir con el nimero 0)

1.2. Elementos de trigonometria

Consideremos los tridngulos rectdngulos A (ABC) y A (AB'C’) mostrados en
la figura [Tl De acuerdo a un teorema de la geometria elemental, la razén (entre
trazos) AC : AB es igual a la razén AC’ : AB’, dependiendo ésta sélo del valor del
angulo . Se ha convenido llamar a tal razén cos «; o sea, en un tridngulo rectangulo,
el cuociente entre el cateto adyacente y la hipotenusa define el coseno del angulo que
forman esos dos lados:

AC _longitud del lado adyacente

cosa = AB longitud de la hipotenusa

También el cuociente entre el cateto opuesto al angulo « y la hipotenusa es inde-
pendiente del tamano del tridngulo rectdngulo y sélo depende del valor de «. A esta
razon se la llama seno del angulo, teniéndose

LConviene resaltar la conveniencia de no ser “creativo” con la notacién matemética. Un texto
cientifico se puede convertir rdpidamente en inentendible si utiliza notacién no convencional. La
notaciéon matematica debe facilitar la comunicacién de resultados, no entorpecerla.
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B,

Figura 1.1

BC _ longitud del lado opuesto

Y. longitud de la hipotenusa

Es 1til definir también la funcién tangente:

longitud del lado opuesto ~ sin«

tana = = .
longitud del lado adyacente  cos«

Evaluemos sin? a + cos? . Se tiene:

s <m> B—C’>2
cos“ a+sm - a = + | =
2

Pero, de acuerdo al teorema de Pitdgoras, (A

2

cos?a+sina=1 .

Observemos que cos o y sin « son ambos menores o iguales que 1. Esto se puede
ver tanto de la igualdad recién obtenida como de la definicién de coseno y seno.

Dos relaciones trigonométricas importantes son:

sin(aw + ) = sina cos f + sin f cos« (1.8)

cos(a+ ) =cosa cos B — sina sin 3 . (1.9)

Demostremos al menos una de ellas; la primera. Para ello consideremos la figura
Partiendo del tridngulo A (ABC), prolongamos el lado BC' y graficamos las alturas
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Figura 1.2

CD y AE. Note que el dngulo g ACE resulta ser igual a o + (. El 4drea de un
tridngulo es la mitad del producto de su base por la altura. De la figura [[.2] para el
area del A (ABC), obtenemos

2. Area [A (ABC)|=BC - EA—=AB - TD.

En la ultima ecuacién hemos escrito el producto “base por altura” del tridngulo
A(ABC) de dos maneras distintas: en la primera igualdad, BC es la base y FA
la altura, mientras que en la segunda, AB es la base y CD la altura.

Luego,

sin(at ) = AE AB-CD 1 (AD+DB)-CD 1 _ AD CD_ DB CD
~AC  BC AC BC AC AC BC BC AC’
Usando las definiciones de seno y coseno, se deduce finalmente que
sin(a + ) =sina cos f + sinf cosa .

Como casos particulares de las ecuaciones (L.8]) y (L.9), se encuentra

cos(2a) = cos® a —sin® a (1.10)

sin(2a) = 2cos av sinav . (1.11)

Existen muchas identidades trigonométricas de este tipo que resultan ser ttiles pa-
ra llevar adelante diferentes tipos de cédlculos. Dejamos que el lector demuestre las
siguientes identidades:

sina £ sin 8 = 2sin [a:;:ﬂ] Ccos [a:F ﬁ} , (1.12)

cos a + cos 3 = 2 cos [oz +5} COS [oz — ﬁ] , (1.13)
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A
1 %
Figura 1.3
cosa — cos f = —2sin [OZTW] sin [a ; ﬁ} , (1.14)
2tan 6
tan20 = ——— . 1.1
an 1 —tan?6 (1.15)

Problema resuelto en clases: 1.10

La definicién del seno y coseno que hemos dado es valida para dngulos « entre 0
y 90 grados. Para definir estas funciones para otros angulos es conveniente considerar
un circulo de radio R = 1 centrado en el origen (ver figura [[.3)). Por convencién, los
angulos se miden desde el eje & en el sentido contrario a los punteros del reloj.

Consideremos el punto A sobre el circulo, formando un dngulo « con el eje Z.
Usando el hecho que la hipotenusa vale 1, es facil convencerse de que las coordenadas
x e y del punto A coinciden con los valores de cos « y sin «, respectivamente.

Es ésta la propiedad que se usa para definir el valor del semo y coseno para
cualquier angulo 3. El procedimiento es el siguiente: i) Encontrar el punto P sobre
el circulo que forma un dngulo 3 con el eje & (en la figura [[.3] esto se muestra para
un angulo 5 > 180°; ii) luego, proyectar el punto P sobre los ejes para encontrar x,
e yp. Entonces cos 8 = x, y sinf8 = y,. Por ejemplo, si en la figura [[.3 o = 30° y
B = 210° (de modo que los puntos A y P estdan unidos por una recta que pasa por el
origen), entonces cos(210°) = —/3/2 = —0,8660... y sin(210°) = —1/2. Es evidente
que, para todos los dngulos 6, siempre se cumple

—1<cosf <1

—-1<sinf <1.

La definicién anterior nos permite conocer el seno y el coseno de angulos negativos:
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<>

x>

De la figura es inmediato que

sin(—a) = —sina ,

cos(—a) = cos .

Se dice en este caso que el seno es una funcion impar (cambia de signo cuando el
argumento lo hace), y el coseno es una funcion par (no cambia de signo cuando el
argumento lo hace). Esta propiedad, por ejemplo, permite deducir el seno y el coseno
de la diferencia de dos dngulos. Basta con usar (L8] y (L9), y las propiedades de
paridad anteriores, para encontrar que

sin(a — ) = sina cos(—f3) + cos asin(—f3)

=sinacosa —cosasinf .

Es usual medir los angulos en grados, pero aunque uno puede tener mayor intui-
ci6én con esta unidad, precisamente porque es mas usual en la vida diaria (basicamente
es parte de la cultura general que 90° corresponde a un angulo recto, uno puede imagi-
narse que 1° es un dngulo pequeiito, etc.), los grados no son una unidad muy préctica
desde el punto de vista fisico, porque nacen por una convencion arbitraria, como es
dividir una circunferencia en 360 partes iguales. 360 es un ndmero completamente
arbitrario, y podria haber sido cualquier otro (por ejemplo, dividir el 4&ngulo recto en
100, que da origen a los grados centesimales o gradianes). Resulta mas conveniente
definir una unidad angular que no tenga dicha arbitrariedad.

Consideremos un angulo recto, de 90°:
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La longitud del arco subtendido por a es un cuarto del perimetro de la circun-
ferencia completa, s = 7r/4. Luego, no importa qué radio r hayamos elegido, el
cuociente s/r es independiente del radio (en este caso, s/r = 7/4). Breves momentos
de reflexién deberian convencernos de que lo anterior debe ser cierto para cualquier
subdivisién de «. Independiente del dngulo, s/r es independiente del radio, y por
tanto depende sélo del dngulo. Es natural entonces definir s/r como el dngulo en si.
Cuando expresamos el angulo de esta manera, decimos que estd medido en radianes
(abreviada rad).

Definimos, pues, el valor del dngulo «, en radianes, como el largo del arco sub-
tendido sobre el circulo unitario desde donde lo cruza el eje & hasta el punto A (ver

figura [L3]),
s

De acuerdo a la definicién, un dangulo de 360°, o sea, la circunferencia completa,
corresponderd a un dngulo igual a 27 rad. El dngulo recto es igual a 7/2 rad; el
extendido a 7 rad. No es dificil verificar que

o

1rad = 360 =57.3° .

Si bien es cierto se puede abreviar radianes por rad, debemos notar que en realidad
los radianes son una unidad adimensional, pues se definen como el cuociente de dos
longitudes. Por tanto, en realidad es innecesario escribir explicitamente rad, a menos
que sea necesario para evitar confusion, o para marcar la diferencia con otras unidades,
como en la expresion anterior. Asi, es también correcto, y es la forma preferida, decir
que el dngulo recto es simplemente igual a 7/2.

Para llegar al punto P (figura [[3]) originalmente se recorrié un dngulo § desde
el eje & positivo. Al continuar y dar una vuelta completa para volver al punto P,
habremos recorrido desde el eje & un angulo 27 + 5. Sucesivas rotaciones nos llevaran
nuevamente al punto P, habiéndose recorrido angulos 47 + 3, 6w + 3, etc. Cada vez
que, desde el eje T positivo, recorremos un dngulo 8 més un multiplo de 27, estaremos
en el punto P. Se trata de un movimiento que se repite y se dice que es periddico en
el angulo 8, con periodo igual a 27. Se tiene, en general, que, para cualquier angulo

B,
cos(B +n2m) = cos 8

sin(8 +mn2m) =sinfj,

donde n es un entero. Relaciones se pueden obtener ya sea usando geometria sobre el
circulo trigonométrico (Fig. [[3]), o algebraicamente a partir de (L) y (L9):

sin(m — 6) = sin 6

sin(m/2 — ) = cos 0
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sin cosf3
/ﬁ\ 1 /\\ - /\\
/ \ , \ / \ , \
=31 / \ , \TT / \\ , \
\ /| /
\ // \ / \ //2T[ \ / 51 B
\ / /
\// ~ 7 —1 \_// N/
Figura 1.4
B
Cc
a S
)
A b C
Figura 1.5
cos(m —60) = —cos b

cos(m/2 —6) =sinf
cos(f +7/2) = —sinf
sin(f + w/2) = cosf .

Finalmente, observemos que si variamos /3 en la Fig. [[L3 de modo que P recorra
todo el circulo unitario varias veces, podemos graficar sus proyecciones vertical y
vertical, que corresponderdan precisamente al grafico de las funciones seno y coseno
(ver figura [I.4)). Se aprecia que el seno y el coseno son escencialmente la misma
funcién, pero desplazadas una respecto a la otra en 7/2, lo cual es consistente con las
relaciones algebraicas anteriores para el seno y el coseno de m/2 + 6.

Cuando el argumento (en radianes) de una funcién trigonométrica es muy pe-
queno, ésta puede aproximarse con una expresién simple. En efecto, consideremos
el tridngulo rectangulo ABC mostrado en la figura A medida que 8 decrece, el
cateto opuesto a se hace cada vez mas parecido al arco de circulo s con centro en A.
Usando la definicién de la funcién seno se tiene

. a
sinf = — ~
c

O l®w
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Pero el cuociente s/c es precisamente el dngulo « en radianes, luego, para dngulos
pequernios (y éstos expresados en radianes)

sin v~ « . (1.16)

Esto significa que al graficar sin o como funcién de «, deberia obtenerse aproxi-
madamente una linea recta. Ello ocurre efectivamente, como se aprecia en la Fig. [[L4],
cerca del origen. Pero evidentemente la aproximacién falla para dngulos suficiente-
mente grandes.

Usando (ILI6]) es posible también obtener una expresién aproximada para cos «.
Sabemos que

cosa=1-—sin’a .

Luego, para angulos pequenos

cosla~1—a? ,

0 sea,

1
cosa~y1l—a2~1—-a?. (1.17)

2

Ejemplo:

Evalde, usando una calculadora, las funciones sinf y cos6 para 8 = 5°. Compare
los valores obtenidos con aquéllos que resultan de usar las expresiones aproximadas
escritas mas arriba.

Ingresando el valor § = 5° = 5- 27 /360 rad en una calculadora, obtenemos:

sin5° = 0.0871557

cos 5° = 0.9961947 .

Si ahora hacemos uso de las expresiones aproximadas, obtenemos

5.2

in 5° ~ — 0.087266
Sin 360
y
R 2—09961923
COS = 2 360 = U.

Note que los valores aproximados difieren poco de los obtenidos con la calculadora.
Para el coseno el error es inferior al 0.003%. (La razén por la cual el error en el
coseno es mayor es porque hemos usado una expansién hasta orden o, que es mejor
que para el seno, donde la expansién es hasta una potencia menor, «.)
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Cabe destacar que las funciones sinf y cosf pueden ser expresadas como una
suma infinita de términos proporcionales a diferentes potencias del angulo 6:

62 ot ¢°
cos9:1——2!+—4!——6!+"' ) (1.18)
y
93 65 o7
Sln9_9—§+a ?‘1‘

Para |0] < 1, estas series convergen rapidamente, lo que permite representar las
funciones seno y coseno con pocos términos, como comprobamos con el ejemplo de la
pagina anterior.

Es importante destacar que estas expansiones en serie, y por tanto las aproxima-
ciones ([I6]) y (LI7), sélo tienen sentido si el angulo se mide en radianes, lo cual es
otro argumento para preferir esta unidad en vez de los grados.

Ejemplo:

Representemos en un mismo grafico, para el intervalo t € [—7,27] , las siguientes
cinco funciones:

1 t) = cost

fo

11

1

—

V(¢

S~

iv fa(t —12/2! + ¢4 /4!

fa(t

1
1

v

) (t)
) (t)
iii) 2(t) =1 —t2/2!
) (t)
) (t)

—t2/2! + ¢4 /41 — 156!

Observe que de acuerdo a la ecuacién (LI8]), las funciones f1(t), f2(t), etc., para ¢
pequeno son aproximaciones cada vez mejores de fo(t) = cost. Este comportamiento
se observa claramente en la figura donde se han graficado las diversas funciones.

Problema resuelto en clases: 1.20

Funciones trigonométricas inversas

En ocasiones, lo que conocemos es x = sin «, y lo que se desea conocer es el angulo
a. Por ejemplo en la Fig. [Tl si conocemos los lados del tridngulo, jes posible conocer
el dngulo «a. Para ello necesitamos la nocién de funcion inversa. Dada una funcién
y = f(x), la funcién inversa es aquella funcién que, dado un valor de y, entrega el
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f(t)

211

. fo(t) = cos(t)

fo(t) \ N
-2 ? £ (1)

Figura 1.6

valor de x correspondiente. En el caso del seno y el coseno, sus funciones inversas son
el arcoseno y el arcocoseno, respectivamente, y se denotan:

« = arcsinx s Q = arccosx .

Desafortunadamente, el seno no es una funcién monétona del éngulo (Fig. [[4), y
por lo tanto, dado un valor ¥ (Jy| < 1), no existe un unico valor de « tal que sin o = y.
Esto significa que el arcoseno es una funcion multivaluada. Esto es un problema desde
el punto de vista matematico, formal, porque una funcién, por definicién, deberia
ser monovaluada. Ademads es un problema préctico, porque es claro que, dado un
tridngulo rectdngulo como en la Fig. [[.4], si los lados son conocidos, el angulo «
deberia ser tnico. Por otro lado, si tomamos cualquier calculadora y calculamos el
arcoseno de un nimero arbitrario (mientras tenga médulo menor que 1), obtendremos
en pantalla un unico resultado. ;Cémo hacemos para que una funcién multivaluada
se vuelva monovaluada, y como elegimos, entre los muchos valores, el “correcto”?

La estrategia es sencilla. Si observamos la Fig. [[.4] notamos que si nos restrin-
gimos a valores de « entre —7/2 y 7/2, el seno es una funcién mondtona creciente
de a, y por lo tanto el arcoseno es una funcién monovaluada. Anédlogamente, para «
entre 0 y 7 el coseno es una funcién mondétona decreciente, y el arcocoseno es mo-
novaluado. Naturalmente, podriamos haber tomado otros intervalos de o. Con otras
elecciones, el arcoseno y arcocoseno tendrian también valores tnicos, pero distintos
a los obtenidos con los primeros intervalos escogidos. A cada uno de los intervalos
en los cuales las funciones quedan monovaluadas se les denomina ramas. Entonces,
la manera de convertir una funcién multivaluada en monovalueada es escogiendo una
rama adecuada. | Qué significa “adecuada”? Depende de la aplicacion. Lo usual para
el arcoseno y el arcoseno son las ramas que escogimos antes, [—7/2,+m/2] para el
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arcoseno, [0, 7] para el arcocoseno. Es la eleccién de las calculadoras también. Y es
la eleccién correcta para el caso de la Fig. [Tl ya que sabemos que en el tridngulo
rectangulo 0 < o < /2. Pero jcuidado!, no hay ninguna manera, en general, de ase-
gurar que esta eleccion es la adecuada para cualquier problema, fisico, y por tanto la
eleccién de rama es una decision que debe tomarse caso a caso. No hay que dejarse
enganar por el resultado que entrega una calculadora o un computador, y siempre
hay que cuestionarse si el nimero que nos da es la solucién fisicamente aceptable.

Algo similar ocurre cuando uno extrae raices: puede ocurrir que la raiz de 9 de
interés fisico sea —3 y no la solucién que entrega la calculadora (que es +3).

Ejercicio: Sea |z| < 1 cierto valor dado y suponga que deseamos encontrar todos los
angulos 7 (en radianes) para los cuales cosy = x. Suponga ademds que hemos, de
alguna manera, encontrado una solucién v = ag (por ejemplo, el dngulo que muestra
la calculadora al evaluar arccos(z)). Demuestre que todas las demds soluciones a
nuestro problema vienen dadas por vy = ag+j 271y v = —ag+j - 2w, con j cualquier
valor entero.

Ejercicio: Sea |z| < 1 cierto valor dado y suponga que deseamos encontrar todos los
dngulos v (en radianes) para los cuales siny = z. Suponga ademds que hemos, de
alguna manera, encontrado una solucién v = ag (por ejemplo, el dngulo que muestra
la calculadora al evaluar arccos(z)). Demuestre que todas las demds soluciones a
nuestro problema vienen dadas por v = g+ j-2ry v = (7 — ag) + j - 2w, con j
cualquier valor entero.

Por ser frecuentemente fuente de errores reiteramos lo dicho unos parrafos antes:
al evaluar funciones trigonométricas inversas la solucion entregada por la calculadora
no es siempre la fisicamente aceptable. El alumno debe asegurarse de que la respuesta
mostrada por la calculadora efectivamente resuelve completamente su problema, en
caso contrario, debe analizar si alguna de las otras soluciones, que se obtuvieron en
los dos ejercicios anteriores, sirve.
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1.3. Problemas

1. Evalte las siguientes sumatorias

a) S = Z n™

n=1,2
m=1,2,3
b) §= > 1
j:_gv"'vg
N
) §=31
j=0
g 1
9 = X 5o
’i,j:17...74
1>

Respuestas: a) 17 ,b) 12 ,¢) N(N +1)/2 ,d) 13/3

2. Encuentre una expresion para [ (z+A)? —2% ]/A, en el limite en que A tiende a
cero. En otras palabras, A tiene un valor finito pero pequenisimo (tan pequeno
como se quiera); al final del célculo se permite poner A = 0.

Usando una notacién y un lenguaje més técnico, el enunciado de este problema

serfa:
} 1
Evalie flx) = iiino A [(x+A)7 —27].
Respuesta: f(z) = Bz%71.
3. Evalie cos(x + ) — cosx para €] < 1.

€

Respuesta: —sinx.

4. Represente en forma cuidadosa, en un mismo grafico, para el intervalo t €
[—1,1], las siguientes cuatro funciones:

a)  fo(t) =1/(1 1)
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Figura 1.7 Figura 1.8

b) filt) =1+t
c) fo)=1+t+¢2
d)  fs(t)=1+t+t2+1

Observe que, de acuerdo a la ecuacién ([L3), fi(t), f2(t) v f3(t) son sucesiva-
mente aproximaciones cada vez mejores (para t pequeno) de la funcién fy(t).

5. Demuestre las siguientes relaciones trigonométricas:

t
V1 + tan? o
(b) tan(a + 8) = tana + tanpf
~ 1—tano tanf
(c) sina 4 sinf8 =2 sin (a_—;—ﬁ) cos <a;6> )

6. Sea r el radio del circulo circunscrito de un pentdgono regular (ver figura 1.7).

a) ;Cuanto mide el angulo interior S (en radianes)?
b) Determine el largo del lado s en funcién de r.

¢) Determine el area del pentagono.

Respuestas: a) 3 = 37/5 radianes ; c¢) drea = 3 r2sin(27/5).
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7.

10.

Una camionada de arena seca se descarga formando un cono de 4 metros de
didmetro. Si la densidad de la arena seca es p =1.7 g/cm? y el el dngulo del
cono (ver figura 1.8) es de 6 = 32°, calcule la masa de la arena (en toneladas).

Encuentre todos los valores de z en el intervalo [—5, +5] (cuando no se especifica
nada se asume que las unidades son radianes) para los cuales se cumple la
relacion

sinx tanx = 5

Respuesta: © = =47 /3, —2x/3, 2n/3, 4n/3.

Represente en un mismo grafico, para t en el intervalo [—m,27], las siguientes
cuatro funciones:

a) fo(t) =sint

b) fit)=t

¢)  falt) =t —13/3!

d)  f3(t) =t —t3/3! +1°/5!

Aqui nuevamente f1(t), f2(t) y f3(t) son sucesivamente aproximaciones cada
vez mejores (para t pequeno) de la funcién fo(t).

Al incidir luz sobre una interfase, por ejemplo, al pasar del aire al vidrio o
viceversa, ésta generalmente sufre un cambio de direccién (ver figura 1.9). Este
fenémeno se conoce con el nombre de refraccion de la luz. La ecuaciéon que
describe este fendmeno es la Ley de Snell:

sina Vyire

. - )
sin 8 Uyidrio

donde v4ir0 ¥ Vyidrio corresponden a la velocidad de la luz en el aire y el vidrio,
respectivamente. (Para el vidrio comin se tiene v,ire/Vyidrio = 1.5 -)

a) Supongamos que un haz de luz incide sobre un vidrio de 2 cm de espesor,
con un angulo de incidencia a = 40°. Encuentre la distancia d por la cual
el haz de luz emergente se encontrara paralelamente desplazado respecto
al haz incidente (ver figura 1.10).

b) Considere ahora un haz de luz incidiendo sobre un prisma en la forma que
se muestra en la figura 1.11. Encuentre el dngulo 8 para a = 20°, 40°, 50°
y 70°. ;Para qué angulo a = ag se obtiene 8 = 90°7 Para o > « el haz de
luz es reflejado especularmente (como si fuese un espejo) por la superficie
interior del prisma, fenémeno conocido con el nombre de reflexion total.
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11.

12.

13.

haz de luz

aire
v1dfio ..... B
Figura 1.9
luz

l aire aire
e \ vidrio :
T aire Zﬁf luz

dL/ prisma

Figura 1.10 Figura 1.11

La figura 1.12 adjunta indica la diferencia entre un dia sideral y un dia solar.
Para facilitar la explicacién supongamos que es posible observar las estrellas
durante el dia. (Por supuesto que las estrellas estan alli y de hecho los radio-
astrénomos observan algunas de ellas.)

Para un observador en el Ecuador, el dia solar es el periodo que transcurre entre
dos pasos consecutivos del Sol por el zenit (posicién del Sol justo sobre nuestras
cabezas). El dia sideral consiste en el mismo fenémeno pero que ahora ocurre
con una estrella muy lejana. La diferencia entre ambas definiciones se debe a la
traslacion de la Tierra alrededor del Sol. Determine el valor del angulo a que
se muestra en la figura y calcule la diferencia entre el dia sideral y el dia solar
en segundos.

Un tambor de 50 cm de radio y 1.5 m de largo se encuentra “acostado” y lleno
con parafina hasta una altura h =60 cm (ver figura 1.13). ;Cudntos litros de
parafina hay en el tambor?

La esfericidad de la Tierra fue postulada por Pitdgoras y confirmada por Aristéte-
les al observar la forma circular de la sombra que proyecta la Tierra en la su-
perficie de la Luna durante un eclipse lunar.

El primer cédlculo que se conoce del radio de la Tierra se debe a Eratdstenes (276
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Hacia punto
remoto en
la esfera
celeste

(o

Trayectoria
terrestre

alrededor
del sol

primer J segundo
dia A dia
Figura 1.12 Figura 1.13
note. .. <7 rayos
: i solares

Tierra

sur’

Figura 1.14

A.C.—194 A.C.), quien a la fecha estaba a cargo del Museo de Alejandria. El
método que usé se basd en observar el angulo con que inciden los rayos solares
sobre la superficie de la Tierra, el mismo dia y a la misma hora, en dos lugares

separados entre si por una gran distancia. Los lugares elegidos fueron Siena (S)
(hoy Asudn) y Alejandria (A).

Eratostenes sabia que al mediodia del 22 de junio el Sol caia verticalmente en
Siena, pues la luz se reflejaba directamente en el fondo de una noria. El mismo
dia, a la misma hora, midié la sombra que proyectaba en Alejandria un alto
obelisco, que le indicé que los rayos solares formaban un dngulo de 7.2° con la
vertical (ver figura 1.14).

Dado que el Sol esta a gran distancia de la Tierra se puede suponer que los rayos
que llegan a ambas ciudades son paralelos. Eso quiere decir que la separacion
angular entre Siena y Alejandria medida con respecto al centro de la Tierra es
también 7.2° (demuéstrelo). Sabiendo que la distancia entre Siena y Alejandria
(arco de circulo) es de aproximadamente 800 km, estime el radio de la Tierra.
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14.

15.

16.

17.

Respuesta: Radio ~ 6400 km. (El resultado que obtuvo Eratdstenes en su época
fue incorrecto, debido a la imprecisiéon con que estimé la distancia entre los dos
lugares.)

Una persona ubicada en el punto P observa dos montanas que la rodean, una
a la derecha y la otra a la izquierda. Sean o y [ los angulos de elevacién,
respectivamente (ver figura 1.15). Si la montana de la izquierda tiene una altura
h y la separacién entre las proyecciones de las cimas sobre el nivel de la superficie
terrestre es D, calcule la altura del otro monte.

En el afio 1752 los astrénomos Landale y Lacaille determinaron en Berlin (B) y
en la ciudad del Cabo (C), a la misma hora, el 4ngulo entre la normal y la recta
entre su posicién y un punto predeterminado del borde de la Luna. Los angulos
que determinaron fueron 8 = 32.08° en Berlin y v = 55.72° en El Cabo. Am-
bas ciudades se ubican en el mismo meridiano y se encuentran en las latidudes
Ap = 52.52° y Ac = —33.93°, respectivamente (ver figura 1.16). Usando para
el radio terrestre el valor de 6370 km, determine la distancia entre la Tierra y
la Luna.

Encuentre el angulo entre dos diagonales de un cubo.

a) Teorema del seno. Demuestre que en un triangulo cualquiera se cumplen
las siguientes relaciones:

a b c

sina_ sinf siny ’
donde «, B y ~ son los angulos interiores del triangulo y a, b y ¢ los lados
opuestos a cada uno de estos angulos.

b) Teorema del coseno. Demuestre que en un tridngulo cualquiera se cumplen
las siguientes relaciones:

& =a®+b*—2ab cosvy ,

Figura 1.15
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Ecuador

18.

19.

20.

Luna

Figura 1.16

b? = a® + ¢® — 2ac cos 3,

a?=b>+c%—2ch cosa .

k—— D——

Determine el largo minimo que debe
tener una cadena para unir dos po-
leas de radios R y r, separadas por
una distancia D (ver figura 1.17).

Respuesta: _
Figura 1.17

R
L=2(R-r) arcsin(Tr> +2yD?—(R—r)2+7(r+R).

Un tetraedro regular es la figura geométrica que se obtiene al formar una pirami-
de con cuatro triangulos equilateros idénticos. Encuentre el angulo entre dos de
sus caras.

La altura de un edificio se puede determinar midiendo su dngulo de elevacion y
la distancia a la que uno se encuentra del edificio. Suponga que el instrumento
que tiene a disposicién le permite medir &ngulos con un error de +1°. Determine
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

el menor error porcentual con que, con tal instrumento, usted puede medir la
altura de un edificio.

Dos observadores A y B miden
dngulos de elevacién de un avion que i =y
los sobrevuela a una altura constan-

te. En cierto instante los dngulos
medidos por Ay B son o = 60° y I
B8 = 40°, respectivamente. Diez se-
gundos més tarde, A mide un dngu-
lo de elevacién v = 110° (ver figu-

ra 1.18). La separacién entre Ay B SB 5
es D =1 km. ;A qué altura vuela el
avion? ;Cudl es su velocidad? Figura 1.18

Grafique, usando un computador, la funcién f(t) = cos(nt) + cos(0,97t) para
t € [0,40] y observe el fenémeno de pulsaciones.

;Para qué latitud el paralelo terrestre tiene 1/3 de la longitud del Ecuador?

Una cuneta de forma angular
esta caracterizada por los dngulos «a
y B respecto a la horizontal. Una bo-
la de acero de radio R posa sobre la
cuneta, ver figura 1.19. Determine el
nivel minimo de agua, medido des-
de el punto mas bajo de la cuneta,
necesario para cubrir la bola com-
pletamente. Figura 1.19

Son las 12 del dia. Determine en cudnto rato més se vuelven a juntar los punteros
del reloj.

a) Calcule la razén entre las dreas del circulo y del tridngulo equilatero que lo
circunscribe (ver figura 1.20a).

b) Haga el mismo célculo anterior pero para el caso en que el tridngulo contenga
n(n +1)/2 discos de radio R dispuestos como se muestra en la figura 1.20b.
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Figura 1.20a Figura 1.20b

27. Usted se plantea tener un atardecer de 24 horas de duracién en el Ecuador, para
lo cual cuenta con un aeroplano. Calcule la velocidad con que deberia volar y
la direccién que debe tomar para lograr su propdsito. Si un amigo viaja a la
misma velocidad relativa a la Tierra, pero en sentido opuesto, calcule el tiempo
que transcurrird hasta encontrarse nuevamente con él.

28. Hay que decidir el tipo de empaque que se le va a dar a pelotas de tenis en una
bandeja de forma cuadrada. Decida cual de las dos configuraciones mostradas en
la figura 21 resulta més conveniente. Justifique su respuesta cuantitativamente.

b 6
9000009,

Sansees 59,
OO QOO0

@

Q)

Figura 1.21a Figura 1.21b

29. Si 20 es el angulo entre dos posiciones de una estrella, vista desde la Tierra con
seis meses de separacion, entonces se define la paralaje anual de dicha estrella
como f.
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Muestre que la paralaje es igual al angulo a que subtiende el radio de la érbita
terrestre en torno al Sol (ver figura) vista desde la estrella, y que

o~ i

~ =
donde R es el radio de la érbita terrestre y d es la distancia entre el Sol y la
estrella.

Use este resultado para encontrar la distancia a la estrella Prozima Centauri,
sabiendo que su paralaje es 5 = 0.772 segundos de arco (1” es 1/3600 de grado),
y que la distancia de la Tierra al Sol es aproximadamente 150 millones de
kilémetros.

1 de enero 1 dejulio
P D

1.4. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 15

Inspeccionando la figura 1.22 se deduce de inmediato que

¢ =05 +6,

¢p=B+v—-Ap—|\c]|-

Usando el teorema del seno (ver problema 17) en los tridngulos OBL y OLC, se
obtienen las expresiones
sindg  sin(m — )
R D




C:

Figura 1.22

sind,  sin(m —1)

R D
Como dg y 4, son dngulos pequenios podemos usar las aproximaciones

sindg ~ 6
y
sind, ~ d, .
De esta manera se obtienen
dg ~ u sin 3
=D

5725 sin-y .

Sumando estas ecuaciones se deduce que

¢ =103+6 zg(sinﬁ—i—siny),

0 sea,

Do R (sinf +siny)  R(sinf + sinvy)
B ¢ B+v—=Ap— Xl

Sustituyendo en esta ecuacién los valores numeéricos se encuentra que

D ~ 367.000 km ,

valor muy cercano al actualmente aceptado para el radio de la orbita lunar, que es
de 384.000 km.
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Solucion al problema 16

Consideremos un cubo de lados a. Sea A un vértice de una diagonal y B el vértice
de otra diagonal del cubo. De los dos vétices de la segunda diagonal, denotaremos
por B al vértice que estd a una distancia a de A (el otro vértice se encontrard a una
distancia ay/2 de A). Sea O el punto central del cubo.

El tridngulo AOB es isésceles: con i a
base AB = a y lados b = AO = BO = =1
@ a. El 4ngulo v =< (AOB) es el dngulo
buscado. Se tiene que

) A B

Figura 1.23

de donde se deduce que

a = 70.529° .

El dngulo complementario ¥ (AOC) =
109.47°.
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Solucion al problema 21

Sea a = AP y d = PQ. Usando el teorema del seno en el tridngulo APB se obtiene

sinf  sin(a— f)
a D ’

o sea,
sin 3
sin(a — )

Usando el teorema del seno en el tridngulo AQP se deduce que

a =

a d

Usando las dos ecuaciones anteriores se obtiene para d la expresion

sin(m —v)  sin(y —a) .

sinf  sin(y — «)

=D
d sin(a — ) siny

Reemplazando los valores numéricos se encuentra que la distancia recorrida por el
avion en 10 segundos es d = 1,53 km. La velocidad del avién es, por lo tanto, v =
552 km/h. La altura a la que vuela el avién viene dada por

h =asina = 1628 [m] .

Figura 1.24

Solucion al problema 24

Primero giremos la cuneta de manera que quede simétrica respecto a la horizontal,
es decir, con un angulo (o + (3)/2 a cada lado (ver figura 25a).
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Figura 1.25a Figura 1.25b

El d4ngulo JABC también es (o + 3)/2, luego
— R

B:@.

Para volver a poner la cuneta en la orientacién original debemos girarla en un
angulo (8 — a)/2. Por lo tanto, (ver figura 1.25b)

E:ECOS<M> :R@.
2 cos(a—g >

Para la altura del nivel de agua se obtiene finalmente la expresién

Cos(a25>] |

h=R |1+




Capitulo 2

Cinematica en una dimension

versién 11 abril 2011

La Cinematica es la descripciéon del movimiento de un cuerpo sin considerar las
causas que lo producen. Ser capaces de describir adecuadamente el movimiento es el
primer paso para estudiarlo y entender sus causas. En este Capitulo introduciremos
conceptos basicos para la descripcién del movimiento: posicién, velocidad, aceleracién.
Mantendremos la discusién simple al considerar s6lo movimientos en una dimension.
Sin embargo, incluso con esta simplificacion sera necesario introducir conceptos ma-
tematicos nuevos, sin los cuales nos seria muy dificil avanzar. Por ello, en este Capitulo
también se revisaran algunas nociones basicas de cdlculo integro-diferencial. Como en
el Capitulo anterior, la idea es introducir estos conceptos de manera intuitiva, como
necesidades naturales para la descripcién del movimiento, dejando los aspectos mas
formales para el curso de Célculo correspondiente.

2.1. Posicién, velocidad y aceleracion

Para simplificar la discusién, comenzaremos por estudiar el movimiento de ob-
jetos cuya ubicacién queda determinada especificando la posicién de un solo punto.
Este tipo de objeto recibe el nombre de particula. Contrariamente a lo que pudiera
pensarse, no es necesario que los objetos sean pequenios para que puedan ser conside-
rados particulas. Por ejemplo, cuando se estudia el movimiento de la tierra en torno
al sol, la distancia relevante es la distancia Tierra-Sol. En este caso, el tamano de la
Tierra no es importante, pudiéndose tratar como una particula ubicada en el centro
de la tierra.

El movimiento méds simple de una particula se tiene cuando la posiciéon de ésta
viene descrita por una unica coordenada; por ejemplo, el movimiento de una particula
que se traslada a lo largo de una linea recta. Sera éste tipo de movimientos del que nos
ocuparemos en este Capitulo. No nos basta con saber que el movimiento es a lo largo
de una recta, sin embargo. Para describir el movimiento de la particula necesitamos

33
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elegir un origen, en alguna parte arbitraria de la recta. Adema4s, necesitamos decidir
qué lado de la recta serd el lado positivo, y cudl el negativo. Lo usual es escoger el
lado positivo como el lado derecho (Fig. [LLT]).

O X

Figura 2.1

En estas condiciones, la posicion de una particula queda determinada dando
simplemente un numero (la “coordenada z”). La descripcién de su movimiento es
completa si conocemos la funcién z(¢) que indica la posiciéon que ocupa en cada
instante t.

La diferencia entre la coordenada de una particula entre dos instantes t1 y t2 (con
ta > t1) se denomina desplazamiento:

Desplazamiento = x5 — 11 = Ax .

El desplazamiento es una cantidad con unidades, que se mide, en el sistema interna-
cional, en metros (m). Ademads, el desplazamiento tiene signo. Si la coordenada = de la
particula se incrementa durante cierto intervalo de tiempo, entonces el desplazamien-
to es positivo; si, por el contrario, decrece, el desplazamiento es negativo. Notemos
que un desplazamiento positivo significa que la particula estd més a la derecha que
lo que estaba inicialmente, no que estd mas lejos del origen.

En todo caso, es claro que, si bien el desplazamiento es un primer concepto util
para describir el movimiento, no es en absoluto capaz de hacerlo completamente.
No es lo mismo cubrir la distancia entre dos ciudades en automévil que en auto. Es
necesario, ademas, introducir el concepto de tiempo en esta discusion.

Se define la velocidad media de una particula durante el intervalo [¢;,¢2] como la
razon entre el desplazamiento y la duracién del intervalo de tiempo,

z(t2) — x(t1)

ﬁ(tl, tg) = P—

y sus unidades, en el sistema internacional, son de metros sobre segundos (m/s).

La velocidad media entrega una informacién global sobre el movimiento que rea-
liza una particula en un cierto intervalo de tiempo. En cualquier viaje en automovil
a veces vamos mas rapido o mas lento, por ejemplo. La velocidad media no pretende
dar estos detalles. Pero si la velocidad es constante, entonces uno puede estar seguro
de que la velocidad siempre sera igual a la velocidad media, pues el cuociente entre
Ax y At serd el mismo, independiente del intervalo de tiempo escogido.

Consideremos entonces el caso en que la velocidad es constante, vg. De la ecuacién
anterior se sigue que, si denominamos x a la posicién inicial en el tiempo tg, y a x(t)
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a la posiciéon en un tiempo t cualquiera, entonces
x(t) =x9 + ’Uo(t — to) .

Uno dice que ésta es una ecuacién de itinerario, porque nos permite saber, si conozco
las condiciones iniciales (g, x¢), donde se encuentra la particula en cada instante. La
ecuacién de itinerario anterior, entonces, contiene toda la informacién necesaria para
describir el movimiento si la velocidad es constante.

Si graficamos la ecuacién de itinerario anterior, resultard una linea recta:

x(1)

Observemos dos cosas: primero, ty es simplemente un tiempo inicial, arbitrario.
No es necesariamente el tiempo en que el movimiento comenzé (como vemos en la
figura anterior, en que la particula ya estaba en movimiento antes de tg). Es sélo un
instante de referencia. Ni siquiera ¢t = 0 tiene que ser el instante en que comienza el
movimiento; t = 0 puede ser el tiempo en el comenzo6 a funcionar nuestro cronémetro,
o cualquier otro instante de referencia adecuado.

Segundo, de la ecuacién de itinerario, o bien de la figura anterior, se sigue que vy
es la pendiente de la recta x(t). Observemos las siguientes figuras esquemaéticas

xp @ (0 ®) x(t) )

/

La Fig. (a) representa a una particula moviéndose con velocidad positiva, vale
decir, hacia la derecha [de la definicién de velocidad media, ésta es mayor que cero si
x(t2) > z(t1)]. La Fig. (b), en cambio, representa a una particula en reposo (velocidad
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cero). Finalmente, la Fig. (c) representa a una particula con velocidad negativa, es
decir, moviéndose hacia la izquierda. Observemos que, en médulo, la pendiente (c) es
mayor que la pendiente (a), por tanto podemos afirmar que la particula que se mueve
hacia la izquierda se mueve mas rapidamente que la particula hacia la derecha.

Si graficamos ahora la velocidad como funcién del tiempo, para las mismas tres
particulas anteriores, obtendremos las siguientes figuras:

Las lineas horizontales indican que se trata de movimientos con velocidad cons-
tante en todos los casos, primero positiva, luego cero, y luego negativa, pero de modulo
mayor que en el caso (a).

Si bien es cierto tenemos bastante informacién en estos graficos, no tenemos toda
la informacién necesaria para describir el movimiento de la particula. Por ejemplo,
si la particula (a) estd inicialmente a la derecha del origen, entonces sabemos que se
estd alejando del mismo; si estd a la izquierda del origen, sabemos que se esta acer-
cando. Asi que no podemos determinar completamente su movimiento a menos que
tengamos informacién sobre su posicién inicial. Esto es, por supuesto, consistente con
nuestra ecuacion de itinerario anterior.

Sin embargo, observemos el siguiente interesante hecho: Consideremos, en el grafi-
co de velocidad versus tiempo (a) anterior, dos instantes ¢ y ta: ¢

V(t)

VO R

<

W

~—+
[
~+

2 t
Dichos instantes determinan un area bajo la curva, A, igual a

A:’U()At,
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que es precisamente igual a Az, el desplazamiento de la particula entre los instantes ¢;
y to. Notemos también que si vy < 0, entonces la expresion algebraica anterior nos da
un area “negativa”. Esto puede parecer inconsistente con la nocién intuitiva de area,
pero matematicamente no lo es. De hecho, resulta adecuado decir que el area “bajo”
una curva, cuando dicha curva estd por debajo del eje de las abscisas, es negativa.
Por tanto, también es cierto, para velocidades negativas, que el desplazamiento Ax
es igual al area bajo la curva de velocidad versus tiempo.

De lo anterior se sigue que, dado un grafico velocidad versus tiempo, no sélo pode-
mos conocer su velocidad, sino el desplazamiento, lo cual es bastante informacion. Si
ademas conocemos su posicién inicial, entonces podremos determinar completamente
la trayectoria de la particula.

Problema resuelto en clases: 2.13

Hasta ahora tenemos, entonces, una descripciéon completa del movimiento de
particulas con velocidad constante. Sin embargo, la mayoia de las veces la velocidad
es constante. Por analogia a lo ya hecho, donde definimos una velocidad media como el
cuociente entre un intervalo de posiciones y un intervalo de tiempos, ahora definiremos
el concepto de aceleracion.

La aceleracion media (o promedio) que tiene la particula durante el intervalo
[t1,t2] es igual al cambio de velocidad que ocurre durante el intervalo, dividido por la
duracién de éste, es decir
v(t2) — v(t1)

E(tl, tg) = —

Las unidades de la aceleracién son m/s?.

Observemos que una aceleraciéon negativa simplemente significa que la velocidad
disminuye. Sin embargo, ello no implica que la particula vaya mas lento. Esto seria
cierto sélo si la velocidad es positiva (es decir, si se mueve hacia la derecha). Si se
mueve hacia la izquierda, la velocidad es negativa, y por lo tanto una aceleracién
negativa significa que la velocidad disminuye, esto es, se vuelve mds negativa. Vale
decir, la particula va aun mas rapido hacia la izquierda.

Si la aceleracién es constante, igual a a, entonces la aceleracién media es igual a la
aceleracion a en todo intervalo de tiempo. (Esto es lo que se denomina un movimiento
uniformemente acelerado.) De la definicién se sigue que, en este caso, llamando al
instante inicial t; = tp, la velocidad inicial v(tp) = vg, y a to = t,

v(t) = vo + a(t — to) .

Conocida la aceleracion, entonces, podemos determinar la velocidad en todo instante,
conocida la velocidad inicial.

La ecuacién anterior, ademads, nos dice que el grafico de velocidad versus tiem-
po, cuando la aceleracion es constante, es una linea recta, de pendiente igual a la
aceleracion:
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v(t)

De manera andloga a lo que hicimos para velocidad constante, podemos ahora
graficar la velocidad como funcién del tiempo, para distintas aceleraciones:

/

En el caso (a), tenemos una particula cuya velocidad aumenta (aceleracién posi-
tiva). Nuevamente hay que tener cuidado con las interpretaciones: que la velocidad
aumenta significa, en el caso de la figura (a), que la particula va cada vez més rapido
(recorre, en intervalos de tiempo iguales, cada vez mayor distancia), Sin embargo, si
la recta estuviera bajo el eje de las abscisas, que la velocidad aumente significa que se
hace cada vez menos negativa, lo cual implica que la particula va cada vez mas lento
(recorre, en intervalos de tiempo iguales, cada vez menor distancia).

Luego, en el caso (b), la recta tiene pendiente cero, es decir la aceleracién es
cero. Corresponde precisamente al caso que habiamos analizado antes, con velocidad
constante.

Por tltimo, en el caso (c), la particula tiene aceleracién negativa, es decir, su
velocidad disminuye (lo cual no significa necesariamente que vaya més lento).

También podemos graficar la aceleracién como funcién del tiempo, para cada uno
de los casos anteriores:
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ay @ any any

Recapitulando: en un grafico de posicién versus tiempo, la pendiente de la recta
x(t) representa la velocidad; en uno de velocidad versus tiempo, la pendiente de la
recta v(t) representa la aceleracién

Observemos que, andlogamente a los gréaficos v(t) analizados anteriormente, en
este caso el drea bajo la curva de un gréfico a(t) nos da Av = v(t2) — v(t1), el cambio
de velocidad en un intervalo de tiempo dado.

Ya habiamos encontrado que, al menos para el caso en que la velocidad es cons-
tante, el drea bajo la curva en el gréfico de v(t) es el desplazamiento. ;Serd cierto
aun en el caso en que la aceleracion es distinta de cero? Claro que si. La razén es que
siempre serd posible dividir el movimiento en intervalos suficientemente pequenos en
que la velocidad se pueda considerar constante, y para cada uno de esos intervalos
seria entonces cierto, como vimos, que el area bajo la curva es el desplazamiento.

Ahora estamos en condiciones de encontrar la posiciéon de una particula con ace-
leracién constante a. Consideremos la curva v(t) siguiente, y calculemos el drea bajo
la curva entre dos instantes t1 y to:

v(t)

El desplazamiento sera la suma de las dreas A; y As:
1
Ax = A1 + A2 = ’U()At + §AtAU .
De la definicién de aceleracién, Av = aAt, luego

1
Az = vgAt + §aAt2 .
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Definiendo, para simplificar la notacién, t; = t, z(ty) = xo, queda

1
o(t) = zo + vo(t — to) + alt - t0)?,

que es entonces la ecuacién de itinerario para aceleracién constante. Si s6lo conocemos
el gréfico de v(t), entonces para determinar completamente la posicién necesitamos
una informacién adicional, z(ty) = zp.

Se sigue que el gréfico de x(t) es, si hay aceleraciéon constante, una parabola. En
particular, mientras mas grande sea la aceleracién a, la parabola serd mas abierta.
Ademsds, si a > 0, se tiene una pardbola “apuntando” hacia arriba, y si a < 0
sera una parabola invertida. Matematicamente, el concepto a usar es el de curvatura.
Consideremos, por ejemplo, las siguientes curvas:

X(t) (@) X(t) (b)

NS

t t

El caso (a) corresponde a una parabola con curvatura positiva (curva céncava),
de modo que describe a una particula con aceleracién positiva, mientras que en (b)
la particula tiene curvatura (aceleracién) negativa (curva convexa). En médulo, la
aceleracién del caso (a) es menor que en (b). Observemos que una recta es una curva
con curvatura cero, es decir, la aceleracién es cero, lo cual por supuesto es consistente
con nuestros resultados anteriores, que una recta en el gréfico z(t) corresponde a un
movimiento con velocidad constante.

Recapitulamos brevemente la correspondencia entre conceptos geométricos y fisi-
cos en los graficos que hemos estudiado:

Concepto geométrico Concepto fisico
x(t) v(t) a(t)
pendiente velocidad aceleracion —
curvatura aceleracion — —
area bajo la curva — desplazamiento | cambio de velocidad
Ejemplo:

Consideremos una piedra que se deja caer desde una altura h. ;Cuanto tiempo se
demora en caer, y con qué velocidad llega al suelo? Representemos graficamente este
problema:
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Y=h O t=0

y=0

7

Debemos ser cuidadosos, en todo este tipo de problemas, al elegir el origen del
tiempo, y el origen de coordenadas. Por supuesto, el resultado final no deberia de-
pender de dicha eleccién, pero es necesario hacerla para que cualquier ecuacién de
itinerario tenga sentido. En este caso, hemos escogido ¢ = 0 como el instante en que
se deja caer la pelota, el eje de coordenadas es en la direccién vertical, que es donde
ocurre el movimiento, con ¥y = 0 en el suelo y con la direccién positiva apuntando
hacia arriba.

Galileo fue quien observé que todos los cuerpos, en una situacién como la des-
crita en la figura, estan sujetos a la misma aceleracién, que llamamos aceleracion de
gravedad, e igual a a = —g = —9.8m/s%. Debemos tener cuidado con el signo, para
no cometer un error tipico: que la aceleracion sea negativa no tiene relacién con que
la piedra “cae”. No es tan sencillo. Una aceleracién negativa significa que la velocidad
disminuye. Si inicialmente la velocidad es cero, como en la figura, entonces que dis-
minuya significa que la velocidad se vuelve negativa. Una velocidad negativa significa
que el desplazamiento es negativo, es decir, que su coordenada de posiciéon disminuye
con el tiempo. En el caso de la figura, inicialmente y = h > 0, luego y se hace menos
positiva con el tiempo, es decir, cae. En este caso particular, que la aceleracién sea
negativa significa que cae. Pero jqué sucede si la particula es lanzada desde la altura h
hacia arriba? En tal caso, sigue siendo cierto que la velocidad debe disminuir, porque
la aceleracién es negativa. Pero ahora, inicialmente, la velocidad es positiva (porque
su desplazamiento es positivo, es decir, su posicién y aumenta, se hace més positiva
respecto a h), de modo que en un instante posterior su velocidad es menos positiva.
La particula entonces no cae, sino simplemente va cada vez mas lento.

Ya que hemos fijado el significado de ¢ = 0, y = 0 e y > 0, escribimos las
ecuaciones de itinerario:

1
y(t) = yo + vot + §at2 ;
v(t) =vo +at

donde yo = y(t = 0), vo = v(t = 0). En nuestro ejemplo, ademds, yo = h, vo = 0,



CAPITULO 2. CINEMATICA EN UNA DIMENSION 42

a = —g, luego

1
y(t) =h— §gt2 :

v(t) = —gt .

Podemos entonces responder la primera pregunta, cudndo la particula llega al suelo.
Esto sucede para un tiempo t = T tal que y(T') = 0, es decir:

1
y(T) =h— 59T2 :

2h
T=®4/—.
9

Nos encontramos aqui frente al mismo problema que con las funciones inversas tri-
gonométricas: mas de una solucién matematica, pero sélo una puede ser fisicamente
correcta, ya que sabemos que si dejamos caer esta piedra, llegard al suelo en un tinico
instante bien determinado. ;Cudl es la solucién fisicamente aceptable? En este caso,
es evidente que la piedra debe llegar al suelo después de soltarla, por lo tanto la
solucién correcta es la positiva, T'= /2h/g.

Toda esta discusién puede parecer una trivialidad, pero no es dificil imaginar un
problema en que la solucién correcta no sea la anterior. En efecto, digamos que el
experimento ahora es lanzar la piedra, con cierta velocidad inicial, desde el suelo, y
que llega al punto mas alto de su trayectoria, antes de caer nuevamente, en ¢t = 0.
Recordemos: la eleccion de t = 0 es completamente arbitraria, y nada nos impide fijar
que t = 0 es el instante en que la piedra alcanza su mayor altura. La pregunta ahora
es: ;Cuando fue lanzada la piedra? No es dificil convencerse de que las ecuaciones de
itinerario son exactamente las mismas, y por lo tanto la solucién matematica sera T' =
++/2h/g. Sin embargo, en este caso la piedra fue lanzada antes de que llegara arriba,
y por lo tanto la solucién fisica al problema es el tiempo negativo, T = —+/2h/g. Por
supuesto, un tiempo negativo no es nada exdtico. Significa simplemente que es un
tiempo anterior a t = 0, cuya eleccién a su vez es completamente arbitraria.

Ahora podemos responder la siguiente pregunta: ;con qué velocidad llega al suelo?
Como sabemos el tiempo que tarda en caer, la velocidad final sera

v(T)ZaTz—g\/%z—\/%—h-

Que la velocidad sea negativa significa, dada la eleccién de nuestro eje de coordenadas,
que es hacia abajo, como debe ser.

Hay una manera un poco maés directa de obtener el mismo resultado. Consi-
deremos ahora un caso general de un movimiento acelerado, y las correspondientes

que tiene dos soluciones:



CAPITULO 2. CINEMATICA EN UNA DIMENSION 43

ecuaciones de itinerario, que escribiremos de la siguiente forma:

1
Azx = At + §aAt2 ,
Av = aAt

con At = tg —t1, Ax = x(t2) — x(t1), Av = vo — vy, v1 = v(t1) y v2 = v(tz). Las
dos ecuaciones dependen del tiempo, pero podemos manipularlas para obtener una
expresion que no dependa del tiempo. Basta con despejar At de la segunda ecuacion,
y reemplazar el resultado en la primera:

A.Z':’Ulg"'_la g :& 'U1+1A'U :U2_Ull(vl+v2)7
a 2 a a 2 a 2

es decir

v3 — vi

2a
Tenemos aqui una expresiéon que relaciona directamente la distancia recorrida, la
aceleracion, y las velocidades inicial y final de una particula, si la aceleracién es
constante. El tiempo que transcurre entre medio no es relevante.

Usando esta expresién podemos recalcular la velocidad con que la piedra llega
al suelo en nuestro ejemplo anterior. En este caso, t; = 0, to = T, de modo que
Az =0—h=—-h,v1=0,a=—g,y vo =v(T) es lo que queremos calcular. Se tiene
entonces

Az =

vs = 2aAx = 2gh |

resultado por supuesto consistente con lo anterior, pero ahora obtenido de un modo
mucho mas sencillo. Nuevamente acé tenemos dos soluciones matematicamente acep-
tables, vy = £4/2gh. Pero sabemos que la particula, en t = T', se mueve hacia abajo,
por tanto (dada la eleccién de eje coordenado que hicimos) su velocidad es negativa,
de modo que la solucién fisicamente aceptable es la solucion negativa, vo = —+/2gh.

Problema resuelto en clases: 2.12

Hasta el momento, hemos definido ciertos conceptos basicos, y relacionado al-
gunos elementos geométricos con fisicos, para movimientos sencillos, con velocidad
o aceleracién constante. Sin embargo, en general los cuerpos se mueven de manera
mas compleja, y debemos por tanto extender los resultados anteriores para describir
dichos movimientos también.

Lo primero que observamos es que la velocidad media, si bien es cierto nos da
una primera idea acerca del movimiento, no es un buen descriptor de los detalles
del mismo. En la Fig. 2.2 hemos representado la trayectoria de una particula. En un
grafico x(t) en funcién de ¢, la velocidad media entre ¢; y to corresponde a la tangente
del d4ngulo que forma la recta que une (x1,t1) y (z2,t2) con el eje del tiempo.



CAPITULO 2. CINEMATICA EN UNA DIMENSION 44

X

Figura 2.2

Si la particula se moviera realmente con la velocidad media, su trayectoria seria
el trazo que une a los puntos P; y P, pero es claro que, en el intervalo [ty, %3], el
movimiento es algo mas complicado.

Si se desea tener una informacién més precisa acerca de la velocidad durante el
movimiento, es necesario subdividir el intervalo de tiempo original en subintervalos
y calcular en cada uno de ellos una velocidad media. Mientras méas pequeno es el
tamano de esos subintervalos, mas precisa es la informacién acerca de las variaciones
que experimenta la velocidad de la particula mientras se desplaza. El valor que se
mide para la velocidad media en un cierto intervalo de tiempo € pequeno, donde € es
finito pero tan pequeno como nosotros deseamos, se denomina wvelocidad instantdnea.

Para determinar la velocidad instantinea de la particula en un instante t, se
evalia la velocidad promedio durante un intervalo muy pequefio que comienza en t y
termina en ¢ + ¢, donde € es un incremento de tiempo infinitesimal (més adelante, al
finalizar el cdlculo, haremos € — 0). Explicitamente:

x(t+€) — x(t) .

v(t,t+¢€) =

Al hacer € — 0, se obtiene la velocidad instantanea de la particula en el instante t.

Esta la denotaremos por v(t) o @(t). Se tiene
r(t+e) —x(t) _ .

t)=1lim ———~ =i(t) . 2.1

o(t) = lim E i(t) (2.1)

Este proceso limite estd ilustrado en la Figura 2.3. Alli se observa cémo cambia

el valor de la velocidad media de la particula en un intervalo [t,t + At] cuando es

evaluada para diferentes valores de At. Mientras mas pequeinio es At, la recta que une

los dos puntos de la curva se parece més a la curva “real” (en la figura, PPs es mucho

més parecida a la curva z(t) en el intervalo Ats, que el trazo PP, en el intervalo At;.

(Esto no es sino una consecuencia de que, en intervalos de tiempo suficientemente
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cortos, siempre se puede considerar que la velocidad es constante.) En el caso limite,
cuando ¢ — 0, se observa que la velocidad instantanea queda representada por la
tangente del dngulo (es decir, la pendiente) que forma la recta tangente a la curva
x(t) vs. t con el eje del tiempo.

De aqui en adelante el término velocidad siempre se referird a la velocidad ins-
tantanea.

X ' tangente P>
en P

Figura 2.3

Es interesante notar como la informacién anterior nos permite describir de manera
bastante detallada el movimiento de una particula, simplemente observando su grafico
de posicion versus tiempo. Por ejemplo, en la Fig. 2.3, podemos decir que, en el
instante ¢, la particula tiene velocidad positiva (la pendiente de la recta tangente a
la curva en P es positiva), de modo que se mueve hacia la derecha, alejandose del
origen; luego, a medida que avanza el tiempo, su velocidad se hace cada vez més
pequena, hasta hacerse cero un poco antes que P, (la recta tangente a la curva en ese
punto es horizontal, de modo que su pendiente es cero), momento en el cual alcanza
su maxima distancia respecto al origen. Mas adelante, la tangente a la curva en P;
tiene pendiente negativa, de modo que la particula tiene velocidad negativa en t = tq,
esto es, se mueve hacia la izquierda, acercandose ahora al origen.

Ejemplos:

1. Supongamos que la posicién de una particula viene dada por z(t) = z¢ + v t,
conzg=—1mywvy=0.5 % El grafico z(t) en funcién de t da lugar a la recta
que se muestra en la figura 2.4.
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Evaluemos explicitamente la velocidad en un instante ¢ cualquiera. Usando la
ecuacién (2] y la expresion para z(t) de este ejercicio, se obtiene

z(t+€) — x(t) [zo +vo - (t +€)] — [xo+ vo - 1]

v(t) = lim = lim
e—0 € e—0 €
, Vo€ ,
= lim =lim vy = vy .
e—0 € e—0

x(t) [m]

2 |
1 —
0 \ \ \ \ \
1 2 3 4 5
-1 t [s]
Figura 2.4

Este resultado indica que la expresion para z(t) escrita mas arriba efectivamente
corresponde al movimiento de una particula con velocidad constante vy (i.e.,
independiente del tiempo).

2. Supongamos ahora que la posicién de una particula viene dada por

z(t) = zp — 1gt2 )
2
con zg =10 my g = 9.81 S%l Esto describe a una particula en caida libre en
el campo gravitatorio terrestre, que se deja caer en ¢ = 0 desde una altura z.
Al graficar la posicién en funcién del tiempo se encuentra la curva (pardabola)
mostrada en la figura 2.5.

Evaluemos la velocidad en un instante ¢ cualquiera. Usando la ecuacién (2.1)),

se obtiene
t —2(t 20— 2g-(t+€)?] —[20 — 2g - 12
U(t)ZIfmZ(+6) Z():lim[o 59 (t+€)7] — [20 — 59 - ]
e—0 € e—0 €
1
—Llge (24 (2t
S /A U0 S PR AL © 0 o0

e—0 € e—0 2
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La figura 2.6 muestra el grafico de la velocidad instanténea en funcién del tiem-
po. Se observa que ésta decrece linealmente a medida que transcurre el tiempo.
El signo negativo de la velocidad significa que la particula se estd desplazando
en el sentido negativo del eje z.

Sin embargo, el médulo de la velocidad de la particula (magnitud que en algunos
textos es denominada rapidez) aumenta a medida que transcurre el tiempo:

(@) =gt .
z(t) [m]
10 7\
0 T
1

3
t [s]
_20 —

Figura 2.5
v(t) [m/s]

10

0 \ \ \

_10 —

_20 —

_30 —

Figura 2.6

Asi como generalizamos el concepto de velocidad al caso de velocidad no uniforme,
a través de un proceso limite, podemos hacerlo para el caso en que la aceleracion no es
uniforme. Por los mismos argumentos dados anteriormente, en este caso la aceleracién
media da sélo informacion aproximada sobre el cambio de velocidad. Pero intuimos
que, para intervalos de tiempo suficientemente pequeiios, la aceleraciéon media deberia
ser la aceleracion “correcta”. Definimos entonces la aceleracion instantdnea en un
instante ¢, como la aceleracién media durante un intervalo muy pequeno que comienza
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en t. Sea [t,t + €] ese intervalo, donde € es un tiempo infinitesimal. Entonces

v(t+¢€) — vt
a4 ¢ = AT =u®)
€
Al hacer € — 0 se obtiene la aceleracién instantédnea de la particula (en el instante t),
que denotaremos con a(t), Z(t) o v(t):
,  v(t+e€)—u(t . ..
a(t) = 1im 2EFD=VO oy s (2.2)
e—0 €
De aqui en adelante el término aceleracion siempre se referird a la aceleracién ins-
tantanea.
Ya habiamos observado antes que, al menos para aceleracién constante, la acele-
racién se relaciona con la curvatura de z(t). Ahora podemos entender que esto es un
hecho general. Consideremos la siguiente figura:

A la izquierda, tenemos una curva con curvatura positiva. Es claro que, a medida
que la curva avanza de A a B a C, la pendiente de la tangente aumenta (se hace
menos negativa). Si la curva representa posicién en funcién del tiempo, entonces
lo que sucede es que su velocidad aumenta, es decir, su aceleracién es positiva. A
la inversa, en la figura de la derecha, al pasar de A a B a C, la pendiente de la
tangente disminuye (se hace menos positiva). Si se trata de posicién en funcién del
tiempo, entonces, es la velocidad la que esta disminuyendo, vale decir, su aceleracién
es negativa. Concluimos entonces que, efectivamente, para una curva arbitraria (en
particular si la aceleracién no es constante), el signo de la curvatura es igual al signo
de la aceleracion.

Ejemplos:

1. Para el movimiento rectilineo uniforme, la posicién de una particula viene dada
por z(t) = xo + v t. Ya hemos visto que, en ese caso, su velocidad es constante
e igual a vg. Demostremos ahora, usando la ecuacién ([2:2]), que en este caso la
particula efectivamente no tiene aceleracién:
Vo

t —o(t —
a(t) = tim SEFDZUO e W% g 2.

e—0 € e—0 € e—0
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2. En un ejemplo anterior vimos que la posicién y velocidad de una particula que
cae libremente bajo la accion de la aceleracién de gravedad terrestre estan dadas
por las siguientes ecuaciones

1
2(t) = 29 — = g t*

2
y
v(t) = —gt.
Evaluemos la aceleracion:
t —u(t —q-(t —(—qg-t
a(t) = lim w:h’m [—g-(t+e)]—(—g-1)
e—0 € e—0 €
ot Y€
=ty =l (0=

El resultado indica que la aceleracién es constante y negativa. Eso significa que
la particula acelera en el sentido negativo del eje z.

En general, para una funcién arbitraria, se define la derivada de dicha funcién
respecto a su variable de la siguiente manera:

_d@) _ o St - f()

dt e—0 €

f(t)

Podemos decir, entonces, que la velocidad de una particula es la derivada de la posi-
cién respecto al tiempo; andlogamente, la aceleracién de una particula es la derivada
de la velocidad respecto al tiempo. La notacién f (t) se debe a Newton, es mds usual
en textos de Fisica, y se reserva especificamente a derivadas respecto al tiempo. La
notacién df /dt se debe a Leibniz, y es mas general, usdndose para derivadas respecto
a cualquier tipo de argumento.

Observemos, en las Ecs. (2.1)) y (2.2)), que tanto el numerador como el denomina-
dor tienden a cero al hacer el limite. El resultado del cuociente queda indeterminado,
entonces. Pero al hacer el limite con cuidado, como vemos en todos los ejemplos
anteriores, se llega a un resultado definido.

Notemos también que la aceleracién es la derivada de una derivada (la velocidad).
A esto se le llama una sequnda derivada. Tanto las notaciones de Newton como de
Leibniz sugieren rapidamente una notacién especial para la segunda derivada:

a(t) = o(t) = ((t)) = Z(t) ,

Cdu(t) d (dx(t)\ _ d*x(t)
alt) =5 _@< dt >: a2

Ya tendremos oportunidad de profundizar en el concepto matemaético de deriva-
da, pero ahora nos interesa destacar la enorme importancia que la derivada tiene para
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nuestra descripcién del movimiento. Sabemos que, por ejemplo, para un movimiento
con aceleracion uniforme, podemos escribir ecuaciones de itinerario para la posicion,
la velocidad y la aceleracién. Con ellas es posible describir completamente todo el
movimiento de la particula. Sin embargo, ahora es claro que, en realidad, sdlo nece-
sitamos una sola funcion, la posiciéon. Las ecuaciones de itinerario para la velocidad
y la posicion se pueden obtener a partir de ella usando una herramienta matematica,
la derivada. Esto no es sino un ejemplo de algo que encontraremos frecuentemente a
lo largo de este curso: en Fisica, en general, nos interesa tener una descripcién tan
sencilla como sea posible de la Naturaleza, y usualmente obtener dicha descripcion,
para que sea sencilla, requiere la utilizacién de alguna Matemaética adicional. En este
caso hemos logrado, gracias a la derivada, reemplazar una descripcion complicada, en
términos de tres ecuaciones de itinerario, por una descripcion sencilla, con una sola
ecuacion de itinerario, z(t). ;Y por qué es importante tener una descripcién sencilla?
Porque sabemos, y diciéndolo comenzamos este capitulo, que la descripcion comple-
ta del movimiento se tiene si se conoce x(t) para todo tiempo. Tal intuicién fisica
hubiera sido “traicionada”, en algin sentido, si hubiéramos tenido que mantener la
descripcién matemaética en términos de tres ecuaciones de itinerario. Ahora, usando
la derivada, podemos ser fieles a la intuicién original.

Ejemplos adicionales:

1. Consideremos una particula de masa m, cuya posicién a medida que transcurre
el tiempo viene dada por
z(t) = Acos(wt) ,

donde A y w son constantes. Tal movimiento de la particula es un movimiento
oscilatorio periédico. La amplitud de las oscilaciones es A y el periodo del mo-
vimiento (es decir, el tiempo que debe transcurrir hasta que una configuracién
se vuelva a repetir) es

T=27m/w.

Al inverso de T se le llama frecuencia: v = 1/T. A la magnitud w se le llama
frecuencia angular. Se tiene que w = 27v.
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Evaluemos la velocidad de la particula:

o(t) = lim 2(t+e) —=2(t)

e—0 €

= lim ! [Acos(w(t + €)) — Acos(wt)]

e—0 €

= lim — [cos(wt) cos(we) — sin(wt) sin(we) — cos(wt)]

e—0 €
A 2.2
~ 1im — [cos(wt) <1 - £> — sin(wt) - (we) — cos(wt)]
e—0 € 2

zlmékmmﬁ?—mwymﬂ

e—0 €

) we :
= lim A |- cos(wt)— — w - sin(wt)
e—0 2

= —Aw - sin(wt)
Una vez conocida la velocidad podemos, en forma analoga, calcular la acelera-
cion:
t —v(t
olt) = lim EFI=0®)
e—0 €

= lim E [—Aw sin(w(t +¢€)) — (—Aw) sin(wt)]

e—0 €

= lim _Aw [sin(wt) cos(we) + cos(wt) sin(we) — sin(wt)]

e—0 €
A 2.2
~ lfm - 2% [sin(wt) <1 - £> + cos(wt) - we — sin(wt)
e—0 € 2

w?e
= lim —Aw [— sin(wt)T +w cos(wt)]

e—0

= —Aw? cos(wt)

La figura 2.7 muestra la posicién, velocidad y aceleracién de la particula en
funcion del tiempo.
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x(t)
A
T 3n
0
21 AT ot
-A
v(t)
Aw
s 3n
0
21 AT ot
—Aw
a(t)
Aw?
T 3n
0
21 A ot
_AwZ
Figura 2.7
2. Una persona levanta un peso P, su- . y
jetando una cuerda que pasa por
una polea y caminando horizontal- T
mente con velocidad vg. {Cudl es la
velocidad del peso P? h
Supongamos que el largo de la cuer- l A Vo
da es 2h (o sea, cuando la persona y -
estd en z = 0, el cuerpo P estd en 7 Y 7
el suelo encontrandose la cuerda es- O
tirada). Se tiene .
Figura 2.8

(h—y)+Vh?+22=2h,
o sea,

y(t) = Vh2+22(t) —h=\/h2+}t2 —h.

Para la velocidad obtenemos
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gt =o(t) = lm YEED =Y

e—0 €

1
— lm - 2 4 2 2_p) = [ /n2 4022 —
= lgn%e K h? +vg (t +€) h) ( h? + vgt h)]

1
= lim ~ [\/(lﬂ + v3t2) + (2vdte + vie?) — \/h2 + v8t2]

e—0 €

VIR T A 203te + vie?
VI T s 1 2vfte + vge?
BT A R A R

, 11 2118756—1—21862
= lim- - ———
e—0€ 2 h2 -+ ’U(2]t2

1)(2]15
Vh? + vit?
Ejercicio: Demuestre que la aceleracién de P viene dada por:

h2
at) = gt) =02 —
" (h2 1 2e2)?

2.2. El camino inverso

En la seccién anterior se presenté el procedimiento que permite evaluar, partien-
do del conocimiento de la posicién en funcién del tiempo, la velocidad y luego la
aceleracion. Sabemos también, sin embargo, que es posible, al menos en el caso de
aceleracion constante, seguir el camino inverso, es decir, conociendo la aceleracion en
funcién del tiempo, calcular la velocidad y posicién. En esta seccién profundizare-
mos en esto, encontrando que este camino es posible también si la aceleracién no es
constante.

Supongamos que la velocidad de una particula en funcién del tiempo viene dada
por el grafico mostrado en la figura 2.9.

Recordemos primero algo ya calculado, el caso de velocidad constante. ;Cuédl
serd la distancia recorrida por la particula entre los instantes ¢; y ¢;? Entre esos dos
instantes la velocidad de la particula es constante (igual a vg), por lo tanto la distancia
recorrida serd x(ty) — x(t;) = vo - (tf — t;). Podemos escribir

:L'(tf) =z(t;) +vo - (tf —t;)
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v(t)

ittty b t t
Figura 2.9

o sea, si una particula entre dos instantes (inicial y final) se mueve a una velocidad
constante, entonces la posicién final es igual a la posicién inicial mas el drea de la
funcién v(t) entre los instantes t; y t¢.

Cuando la funcién v(t) no es constante la situacién es mas compleja. Intentemos
evaluar la distancia que recorre la particula entre los instantes t; y t4. Como la
velocidad no es constante, tomaremos algunas mediciones intermedias, separadas por
un intervalo de tiempo At. Entre ¢; y t9 la distancia recorrida serd aproximadamente
v(ty) - (ta —t1) = v(t1) - At, entre to y t3 serd v(t2) - (t3 — t2) = v(t2) - At, y finalmente
entre t3 y t4 serd aproximadamente v(t3) - (t4 — t3) = v(t3) - At. La distancia total
recorrida serd aproximadamente

2(ts) — x(t) = > v(t;)- At | (2.3)

j=1

donde At = (t4 — t1)/3. Observe que el lado derecho de la ecuacién ([2.3]) es igual
al drea de los rectdngulos mostrados en la figura 2.10. Evidentemente el resultado
anterior es s6lo aproximado: hemos tomado 3 mediciones intermedias y hemos su-
puesto que entre las mediciones la velocidad es constante (igual al valor de la ltima
medicién). También es claro que si aumentamos el nimero de mediciones interme-
dias obtendremos un resultado més preciso. Para un nimero muy grande (infinito)
de mediciones intermedias, el procedimiento seria exacto; en ese caso el drea de los
rectangulos serfa igual al drea entre la funcién v(t) y el eje £. Si dividimos el intervalo
[ti;t¢] en N intervalos de ancho At = (ty —t;)/N, entonces el proceso limite anterior
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se escribe en la forma:

N ty
ngnm;v(ti)m:/ti o(t)dt

donde

tr
/ v(t) dt = (Area delimitada por v(t) y el eje t entre t =¢; y tf) .
t;

Otro modo de pensarlo es que fff significa “sume las contribuciones que estan detras
del simbolo desde ¢t = t; hasta t = t;” [en este caso, sume contribuciones de tamafo
v(t) dt, que representa el area de un rectdngulo con un lado igual a v(t) y el otro igual
a una magnitud infinitesimal dt].

Observemos la légica de la notacién utilizada. Hacer el proceso limite anterior
significa basicamente convertir letras griegas en latinas: At es ahora dt, y ¥ es ahora
una “S” estilizada, |.

De esta manera hemos encontrado un resultado completamente general:

z(tf) = z(t;) + (Area entre v(t) y el eje t entre t = t; y ty) , (2.4)

o bien,
2(t) :x(ti)—i-/f o(t)dt . (2.5)

t:

El simbolo f se denomina integral. Decimos entonces que el desplazamiento de una
particula entre dos instantes ¢; y t; es la integral de la velocidad entre t; y t;.

Ejemplos:

1. Movimiento uniforme:
Si v(t) = vo, constante, se tiene que el drea entre la curva v(t) y el eje t es:

ty
/ Uodtzvo(tf—ti) .
t;

Entonces,
x(tf) = x(tl) + ’Uo(tf — ti) .

2. Movimiento uniformemente acelerado:
Consideremos una particula cuya velocidad viene dada por

’U(t) = ’Uot—i-aot,
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(ver figura 2.10). Observe que vy es la velocidad de la particula en el instante
t = 0. El 4drea bajo la curva entre los instantes t; = 0 y ¢y es el drea de una
seccién rectangular y una triangular, resultando:

ty 1
/ ’U(t)dt:Uotf+§(v(tf)—vo)'tf
0

1 2
:UOtf+§aotf .

Es decir,

1
x(ty) =2(0) +voty + §a0t? .

v(t)

v(te) | -

Figura 2.10

En un caso un poco més general, en que el instante inicial es t = t; # 0, y la
velocidad inicial es v(t;) = v;, se tiene, para un movimiento acelerado uniforme
con aceleracién a,

tf 1
/ (v,-+at) dt:v,-(tf—ti)—kga(tf—ti)z s
t;

con lo cual )
w(ty) = x(t;) +vi(ty — fi) + §a(tf —t)? .

Conociendo la posicién z(t) de una particula, siempre es posible determinar su
velocidad. El reciproco no es cierto: si se conoce la velocidad v(t) no es posible deter-
minar la posicién; lo Unico que se puede determinar es el desplazamiento entre dos
instantes. En otras palabras, si conocemos v(t), debemos conocer ademés la posicién
en algin instante para poder determinar z(t).
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Las relaciones que permiten obtener la velocidad si se conoce la aceleracion a(t),
son analogas a las que relacionan la posicién con la velocidad:

v(ty) = v(t;) + Area entre a(t) y el eje t entre t =t; y tg . (2.6)

olt) :fu(ti)—k/ﬂf a(t)dt . (2.7)

Ejemplo: Movimiento uniformemente acelerado.

Suponga que la aceleracién de una particula es constante, a(t) = ag. Usando (2.6]) se
deduce que
v(t) =v(0) +aot .

Haciendo uso del resultado obtenido en el ejemplo anterior se obtiene finalmente que
Lo
z(t) = x(0) + v(0) t + §a0t .

Observe que z(0) y v(0) son la posicién y la velocidad de la particula en el instante
t=0.

2.3. Maximos y minimos

Considere una funcién f(t) suave (o sea, sin saltos ni puntas). Ya sabemos (ver
ultimo problema de la seccién anterior) que f (t) esté relacionado con la pendiente de
las tangentes de la funcién f(t). Observemos que para valores de t en los cuales f(t) =
0, la funcién f(¢) tiene un méximo o minimo (local). También podemos invertir la
argumentacién: encontrar los maximos y minimos de una funcién f(z) es equivalente
a encontrar los ceros de la funcién derivada

o)t LD T

e—0 €

Ejemplo: Suponga que un agricultor tie-

ne L metros de malla para construir un co- b

rral rectangular. El agricultor desea apro- S

vechar una muralla de piedra (recta) para a malla —>
Loqs . pared

obtener un corral mayor. ;Qué dimensio- S\

nes debera tener el corral para que su area
sea maxima? Figura 2.11
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Solucién: Sean a y b los largos del gallinero (ver figura 2.11). El largo de la malla es
L = 2a+ b, mientras que el area del gallinero es A = a-b. Despejando b de la primera
ecuacién y sustituyéndolo en la segunda se obtiene:

A=a-(L—2a).

El édrea es una funcién de a. Tanto para a = 0 como para a = L/2 se tiene que
A = 0. Para algin valor intermedio el area del gallinero serd méxima. Para resolver
el problema debemos encontrar el maximo de la funcién f(a) = a- (L —2a). Para ello
encontremos los ceros de la funcién derivada

gla) = tim LOFI =@ e L (L 2at ) —a- (L—2a)] = L—4a.

e—0 € e—0 €

La funcién g(a) tiene un (inico) cero para a = L/4. Luego para ese valor de a el drea
del gallinero serd maxima.

2.4. Elementos del calculo infinitesimal e integral

A continuacién se presenta un resumen de algunos resultados del cédlculo que se
usaran extensivamente en lo que sigue. Se dejard para los cursos de matematicas la
demostracién rigurosa de los resultados. Supondremos implicitamente que las fun-
ciones que se usan mas abajo tienen todas las propiedades necesarias para que los
teoremas planteados sean vélidos (por ejemplo, sean funciones continuas, derivables,
acotadas, etc.).

Sean f(t) y g(t) dos funciones y «a un ndmero (real o complejo). La funcién
derivada df (t)/dt, relacionada con la pendiente de la funcién f(t), por definicién es

VO _ joy=1m L 170+ s
Propiedades:
) AT _ afir).
b) WO _ f) 1901
3 AHOIED (o) gte) + 100 i
) PO _ fig) a0
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Demostracién de c):
De la definicién de la derivada se deduce que, para € muy pequeno

Flt+e) = f(t) +e f(2). (+)
Con esta relacién, y una andloga para la funcién g(t), se deduce que
WS iy Lif+ ) glt +€) — 70) )]
= tim (£ + € F0) (90) + (1)) — £() (1)
= tim L [e f0) glt) + € F() () + € F(1) (0]

= fO)g(t) + f()4(2) .

Demostracién de d):

Cro) = lim = (7ol + )~ fg0))]
~ I 1 [F(g(t) + € (1) — F(g(t))]

Pero, usando nuevamente la ecuacién (x), se tiene

flg+ed)=fl9)+ () f(9),

luego
d , 1 N
/o) = lim = [f(g(t)) +eg(t) flg(t) — f(g(t))]
e—0 €
= flg(®)) 9(t) -
De los ejemplos que hemos desarrollado hasta el momento, se sigue que
@ =0, c= constante
dt
d(t)
—~ =1
dt ’
d(t?)
=2t .
dt
En general, se puede mostrar que
dt®

— =at®
dt
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para todo ntimero real «. Ademas,

dsint ;
= cost ,
dt
dcost _ it
at ’

Con estos resultados basicos, més las propiedades enunciadas de la derivada, se
pueden encontrar las derivadas de muchisimas funciones. Consideremos, por ejemplo,
f(t) = Acoswt. Observando que A es un escalar, y que f(t) = g(h(t)), con g(t) = cost

y h(t) = wt, encontramos:

df _ d(Acoswt) Ad(cos wt) A d(cos h) dh
dt dt B a dh  |_.; dt
B ) d(wt) ) d(t)
= A —sin(h(t)) pra A - —sin(h(t))w o

= — Awsin(wt) ,

resultado consistente con lo obtenido en la Sec. 211

En un grafico de la funcién f(t) en funcién
de t, la expresion (integral) f(t)

A:/abf(t)dt

representa al area delimitada por la fun-
cién f(t) yelejetentret =ayt=>b (ver
figura).

Figura 2.23

Propiedades:

a) /abaf(t)dt:a/bf(t)dt
b) /b[f()+g at = /f dt+/b (t) dt .
c) /f ) dt = /f dt+/f
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En muchos casos es posible evaluar la integral A analiticamente. Para ello, se debe
encontrar una funcién F'(t) tal que su derivada sea la funcién que aparece tras el
simbolo integral, o sea, tal que dF'(t)/dt = f(t). Entonces

b

b
A:/f@ﬁ:F@ — Fla)— F(b) .

a

En la Sec.ZTlencontramos ejemplos inmediato de esto. En efecto, v(t) = dx(t)/dt,
de modo que

= 2(b) — x(a) ,

que no es sino el resultado ya conocido de que la integral de la velocidad es el despla-
zamiento.
Usando las derivadas de funciones ya conocidas, podemos escribir algunas inte-

grales ttiles:
b ta—l—l
/Wﬁ:
o a+1

b
/ sintdt = — cost
a

b

) Oé?é—l,

a
b

9
a

b b
/ costdt = sint
a

a

2.5. Problemas

1. Suponga que la altura de cierto proyectil en funcién del tiempo viene dada por
la relacién z(t) = —ag - (t —t0)? + 20, con 29 = 125 m, tg =5 sy ag = 5 m/s.

a) Grafique la altura del proyectil en funcién del tiempo desde ¢ = 0 hasta
t=12s.

b) (En qué instante choca el proyectil contra el suelo?

¢) Encuentre gréficamente la velocidad instantdnea (es decir, mida las pen-
dientes de las tangentes) en los instantes t=0 s, t=2's, t=4 s, t=6 s, t=8 s
y t=10 s. Grafique su resultado.

2. Un conductor maneja su coche 10 km a una velocidad de 90 km/h y luego otros
10 km a 70 km/h. ;Cuél es la rapidez promedio durante el trayecto de 20 km?
(La respuesta no es 80 km/h.)
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3. La figura 2.12 muestra la posicién de una particula en funcién del tiempo.

Encuentre la velocidad promedio durante los siguientes intervalos de tiempo:
a) 0s <t <4s

7s <t <10s

S

0s <t <13s (Respuesta: (v) = —0.154 m/s )
10s <t <13 s

QU o
—_— — — —

x [m]

- ts]

Figura 2.12
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x(H)

Figura 2.13

4. La figura 2.13 muestra la posicién de una particula en funcién del tiempo. ;En
qué instantes o en qué intervalos de tiempo

a) la velocidad (instantdnea) es cero?
b) la velocidad es positiva?
c¢) la velocidad es negativa?
d) el médulo de la velocidad es méximo?
e) la velocidad es constante?
f) la aceleracién es negativa?
5. Suponga que la posicién de una particula en funcién del tiempo viene dada por
t
z2(t) = ———> .
®) 1+1¢2

a) Grafique z(t) en el intervalo de tiempo —4 < ¢t < +4.

b) Encuentre la velocidad instantdnea en funcién del tiempo evaluando

L, o z(t+ At) — 2(t
v<t>=£§0( Ai =5

Grafique v(t).
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x [m]

t [s]

Figura 2.14

6. La figura 2.14 muestra la posicién de una particula en funcién del tiempo.

a) Encuentre la velocidad promedio en el intervalo de tiempo 2s < ¢ < 10 s.
b) Encuentre la velocidad instantanea para t = 10 s.

¢) (En qué instante o instantes la velocidad (instantdnea) de la particula es
nula?

d) (En qué instante la rapidez es méxima?

e) (En qué instante la aceleracién es nula?

7. Suponga que la posicién de una particula en funcién del tiempo viene dada por
z(t) =t —4cost .

a) Grafique z(t) en el intervalo de tiempo 0 < t < +6.
b) A partir del grafico responda las siguientes preguntas:

1) (En qué instante la velocidad es nula?

2) (En qué instantes la particula se encuentra en el origen?
3) (En qué intervalos de tiempo la velocidad es negativa?
4) ;En qué intervalos de tiempo la aceleracién es positiva?

¢) Encuentre la velocidad instantdnea en funcién del tiempo evaluando

L, z2(t+ At) — 2(t
ot) = gim, ST

d) Grafique v(t) encontrada en la parte anterior. A partir del gréfico responda
las siguientes preguntas:

1) (En qué instante la velocidad es nula?
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2) (En qué intervalos de tiempo la velocidad es negativa?
3) (En qué intervalos de tiempo la aceleracién es positiva?

(Compare las respuestas con las de la parte b)).

8. La figura 2.15 muestra la velocidad de una particula en funcién del tiempo.

JEn qué instantes o en qué intervalos de tiempo:

a)
)
)
)

_QU o o

)

&h

S @

1

)
)
)
)

7)

La velocidad es cero?

La velocidad es constante?

La velocidad es positiva?

La aceleracién es nula?

La aceleracion es positiva?

El médulo de la velocidad es méaximo?

El médulo de la aceleracién es maximo?

. Cual es la distancia que recorre la particula entre t =2sy t =4 s?

Si en el instante t = 0 la particula se encuentra en el origen (es decir, si
s(0) = 0), haga un gréfico aproximado del desplazamiento s(t).

Haga un grafico aproximado de s(t) si s(0) = —4 m.

Respuestas: a) En ¢t =2 sy t = 8.5 s; b) A partir de ¢ = 10 s, se podria decir
también que en el instante ¢ = 6 s la velocidad es constante; ¢) Entre t =2 sy
t = 8.5 s; d) Misma respuesta de la parte b); e) Entre t =0sy ¢t =6 s; f) En
t=6s;g) Entret =7syt=09s;h) Entret =2syt=4slavelocidad media
es de 1 m/s, luego la distancia recorrida es de 2 m (note que esto coincide con

el drea bajo la curva).

O[3

Figura 2.15
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a() [%]

Figura 2.16

9. La figura 2.16 muestra la aceleraciéon de una particula en funcién del tiempo.
a) Sien el instante t = 0 s la particula estd en reposo, encuentre la velocidad
de la particula en cada instante. jGrafique!

b) Calcule el tamafio de las dreas I, IT y III. ;Qué unidades tienen? ;Qué re-
lacién hay entre estas dreas y la parte a) de este problema?

¢) Repita lo hecho en la parte a), pero suponiendo que en el instante ¢t = 0 la
particula tiene una velocidad vy = —8 m/s. jGrafique!

10. En cada una de las siguientes expresiones para la posicién s(t) de una particula,
encuentre una expresion analitica para la velocidad instantdnea:
a) s(t) =at?> + bt +c
b) s(t) = at®
¢) s(t) = acos (wt + B)

En las ecuaciones anteriores a, b, ¢, w, a 'y 8 son constantes.

11. Para cada una de las siguientes expresiones para la aceleracién a(t) de una
particula (a en m/s2 y t en s), encuentre la expresién més general para la
velocidad v(t) y la posicién z(t).

a) a(t) =ag
b) a(t) = ap cos (wt)



CAPITULO 2. CINEMATICA EN UNA DIMENSION 67

12.

13.

14.

Figura 2.17
En las expresiones anteriores, ag y w son constantes.

Un observador suelta una piedra desde el techo de un edificio. El sonido de la
piedra chocando contra el suelo se escucha después de ¢ty = 6 s.

a) Sila velocidad del sonido es ¢ = 340 m/s, encuentre la altura del edificio.
(Ignore los efectos del roce del aire, que en la practica, para este problema,
no son despreciables.)

b) Demuestre que si gtg/c < 1, entonces la altura del edificio viene aproxi-
madamente dada por

Dos trenes A y B, inicialmente separados por una distancia de 13 km, viajan
hacia su encuentro a una velocidad de 30 km/h. Desde A parte una paloma
mensajera que tarda 10 minutos en llegar al tren B. Calcule la velocidad con
que vuela la paloma respecto al tren A. Resuelva el problema en forma grafica
y luego en forma analitica.

La figura 2.17 muestra la velocidad de una particula en funcién del tiempo.
a) Sien el instante ¢ = 0 s la particula se encuentra en el origen (es decir,
x(0) = 0), encuentre la posicién de la particula en cada instante. Grafique.

b) Repita lo hecho en la parte a), pero suponiendo que en el instante ¢ = 0 se
tiene z(0) = —3 m.
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15.

16.

17.

18.

19.

Desde un puente de 60 m de altura se deja caer una piedra. Una segunda piedra
se arroja verticalmente hacia abajo 1 s mas tarde. Ambas piedras llegan al suelo
simultaneamente. ;Cudl fue la velocidad inicial de la segunda piedra? (Desprecie
el roce del aire.)

Un cohete se dispara verticalmente, subiendo con aceleracién constante de 20 m /s?
respecto a la plataforma de lanzamiento durante 1 minuto. En ese momento se
agota su combustible y contintia moviéndose s6lo bajo la accién de la aceleracién
de gravedad.

a) ;Cudl es la maxima altura que alcanza?

b) (Cudl es el tiempo transcurrido desde que despega hasta volver a caer
sobre la plataforma?

¢) Grafique la posicién y velocidad en funcién del tiempo.

Panchito deja caer una pelota desde una altura h. La pelota, cada vez que choca
contra el suelo, rebota con una rapidez igual a aquélla con la cual lleg6 al suelo
multiplicada por «, donde « es una constante 0 < o < 1. Encuentre:

a) La altura que alcanza la pelota después del primer rebote.

S

La altura que alcanza después del segundo rebote.

La altura que alcanza después del k-ésimo rebote.

o

)
)
)
d) La distancia total recorrida desde que se solté la pelota hasta el k-ésimo

rebote.

e) La distancia total recorrida por la pelota hasta que se detiene (tome k —
oo en la expresién anterior).

2(k—1) _1

Respuestas: ¢) a**h 5 d) h+2ha?—m—

Un automovilista pasa a exceso de velocidad frente a un retén policial. 5 minutos
mas tarde sale en su persecusiéon un policia motorizado a una velocidad de
120 km/h. Después de 40 minutos, el policia da alcance al infractor. ;Cuél era
la velocidad del infractor?

Consideremos el movimiento de una esfera en un medio viscoso (en ausencia de
fuerzas gravitacionales). La aceleracién que sufre la esfera es proporcional a su
velocidad, pero en direccién contraria, es decir d@(t) = —nv/(t), donde 7 es una
constante. Supongamos que 1 = 0.01 s~! y la velocidad inicial de la esfera es
|To| = 50 m/s. Encuentre numéricamente la distancia s(t) recorrida por la esfera
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y grafiquela. Para resolver el problema note que, si A es un pequeno intervalo
de tiempo, entonces

20. Considere dos varillas muy largas: una fija horizontalmente y la otra formando
un angulo ¢ constante con la primera, y moviéndose verticalmente con rapidez
vg constante (ver figura 2.18). Determine la velocidad con que se mueve el punto
de interseccién de las dos varillas (tal punto de interseccién no corresponde al
movimiento de algin objeto fisico real).

Figura 2.18

21. Un pasajero corre con velocidad de 4 m/s para alcanzar un tren. Cuando estd a
una distancia d de la portezuela mas proxima, el tren comienza a moverse con
una aceleracién constante a=0.4 m/s?, alejandose del pasajero.

a) Si d=12 m y el pasajero sigue corriendo, jalcanzard a subirse al tren?
En caso afirmativo, jcuanto tiempo tarda en hacerlo, desde que el tren
comienza a moverse?

b) Haga un grafico de la funcién x;(¢) del tren. En el mismo gréfico dibuje
la funcién z,(t) correspondiente al pasajero para diversos valores de la
distancia de separacion d. Encuentre el valor critico d. para el cual el
pasajero alcanza apenas el tren.

c¢) Para la separacién critica d., jcudl es la velocidad del tren cuando el pa-
sajero lo alcanza?

22. Desde un edificio se lanza una piedra A con una velocidad inicial vertical hacia
abajo vg = 30 m/s. Desde el suelo, al pie del edificio y en el mismo instante, se
lanza una piedra B hacia arriba. Las dos piedras chocan a una altura h = 30 m,
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23.

24.

25.

26.

27.

siendo en ese instante la rapidez de ambas piedras la misma. Encuentre el tiempo
que transcurre entre el lanzamiento y la colisién. (Use para g el valor 10 m/s2.)

Respuesta: t = v/3 — 1 s.

Considere un avién de pasajeros cuya velocidad de aterrizaje es de unos 400 km /h.
Suponga que la desaceleracién del avion es uniforme. Encuentre el valor que de-
be tener ésta para que el avién llegue al reposo en una pista de 1200 m.
Respuesta: a =5,15 m/s?

;Cuéles son las dimensiones del cilindro de méximo volumen que puede ser
inscrito en una esfera de radio R?

En Paine un agricultor tiene la posibilidad de realizar una (y sélo una) expor-
tacién de sandias de su plantacién. Al comienzo de la temporada el precio es
bueno, pero la produccién no es grande. En efecto, al comienzo tiene 6 toneladas
para vender y el precio es de $40.000/ton. . Por cada dia que demore la exporta-
cién puede exportar 0.5 toneladas adicionales; sin embargo, el precio disminuye
en aproximadamente $800/ton. ;Cudnto tiempo deberia esperar para realizar
la exportacién si desea maximizar las entradas?

Respuesta: 19 dias.

A partir de un tronco de 27 cm de didmetro se desea aserrar una viga de seccién
rectangular que tenga la mayor resistencia posible. La resistencia de una viga
horizontal apoyada en sus extremos, en primera aproximacion, es proporcional
al ancho y proporcional al cuadrado de su altura. ;Cudles seran las dimensiones
de la viga?

Un salvavidas ubicado en el punto A en
una playa debe socorrer a un nadador ubi-
cado en el punto B (ver figura 2.19). La
velocidad con que puede correr el salvavi-
das en la arena es v; y la velocidad con
que avanza en el agua es vy. Sea P el lu-

gar éptimo en el cual el salvavidas debe
ingresar al agua para que tarde el menor
tiempo posible en el trayecto de A a B.
Demuestre que en ese caso se satisface

sin «v U .
snB vy Figura 2.19
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Notemos que esta expresion es analoga a la ley de Snell para la refraccién de
un rayo de luz.

28. ;Qué dimensiones (interiores) tiene un recipiente cilindrico, cuya capacidad es
de un litro, si la forma se ha elegido de tal manera que en su confeccién se use
la menor cantidad de material posible?

29. Considere cierto objeto A que se mueve a lo largo del eje & tal como se describe
a continuacion:

i) En el instante ¢t = 0 se encuentra en zp = —4 [m] y su velocidad es
vo = 2 [m/s].
ii) Durante los primeros cuatro segundos la velocidad permanece constante.
iii) A partir del instante ¢ = 4 [s], el objeto frena uniformemente hasta quedar

con la mitad de la velocidad. Durante este proceso de frenado la particula
avanza 3 [m].

iv) Luego mantiene esa velocidad durante 2 [s].

v) Luego la particula acelera (en sentido negativo) con una aceleraciéon cons-
tante ag = —2 [m/s?] hasta que la velocidad sea v; = —3 [m/s].

vi) A continuacién se desplaza con la velocidad v; hasta llegar a dos metros

del punto de partida.

vii) Finalmente la particula A frena uniformemente hasta quedar en reposo en
el punto de partida (g = —4 [m]).

a) Haga un grafico detallado de z(t) y v(t).

b) Encuentre la velocidad media de la particula A entre los instantes ¢ = 6 [s]
yt=13[s].

¢) (En qué instante el alejamiento desde el punto de partida es maximo y
cuanto es ese alejamiento?

d) Un segundo mévil B parte en ¢ = 0 desde el origen y se deplaza con
velocidad constante vg = 1 [m/s] a lo largo de la misma recta que A.
Suponga que cuando los dos méviles se encuentran por primera vez, B se
detiene. jEn qué instante volveran a encontrarse?

30. Un malabarista desea hacer piruetas manteniendo en forma rotativa, con una
mano, tres manzanas en el aire. Si el malabarista desea hacer lanzamientos cada
0,5 s, determine la altura a la cual usted le aconsejaria lanzar cada manzana.
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31.

32.

33.

Desde la altura H con respecto al piso se deja caer un macetero. En ese instante,
y desde el primer piso, un ascensor acelera hacia arriba con aceleracién ag
(av < 1). Si el ascensor tiene una altura h (h < H) y parte del reposo, calcule el
tiempo que demora el macetero en pasar desde el techo al piso del mismo. Para
no hacer tragica la situacién, suponga que la trayectoria (recta) del macetero
pasa al lado del ascensor.

Dos méviles A y B (puntuales) estdn restringidos a moverse sobre el eje = de
cierto sistema de coordenadas. Inicialmente A se desplaza a 10 m/s, mientras
que B se encuentra en reposo en el origen del sistema de coordenadas. Ent =0
cuando A se encuentra en x4 = 100 m, el mévil B comienza a ser uniformemente
acelerado en la direccién positiva del eje o con aceleracién a; = 1 m/s?. Este
movimiento continiia hasta que B se encuentra a 22 m de A. Entonces B deja
de acelerar y simultdneamente envia un mensaje al mévil A, que demora 0,5 s
en llagar a destino. Tan pronto A recibe el mensaje, se detiene.

a) ;Cudl es la velocidad ¢ con que se propaga el mensaje entre Ay B? Suponga
que la velocidad con que viaja el mensaje es constante.

b) ;Cudl es la velocidad de B en el instante en que envia el mensaje?

c¢) (Cudl es el desplazamiento de B entre ¢t = 0 y el instante en que choca con
A?

d) {Cudl es la velocidad media de B entre t = 0 y el instante en que choca
con A?

Un mévil describe un movimiento rectilineo. En la figura se muestra su velocidad
en funcién del tiempo. Sabiendo que en el instante ¢ = 0 el movil estd en z = 0:
a) Grafique su aceleracién en funcion del tiempo.
b) Calcule el desplazamiento total del mévil hasta el instante ¢ = 8 s.

¢) Escriba la expresién de la posicién x(t) en funcién del tiempo, entre los
tiempost=1syt=3s,ydesdet=3sat=4s.

d) Encuentre la aceleracién media entre t =1sy t =8 s.
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34. Suponga que la posicién de una particula en funcién del tiempo viene dada por

- t
~ 14cos2t

z(t)

a) Grafique z(t) en el intervalo de tiempo —10 < t < +10.

b) Encuentre la velocidad instantdanea en funcién del tiempo evaluando

L, z2(t+ At) — 2(t
v<t>:§1130( Ai 4

Grafique v(t).
35. Repita el problema anterior, pero para la funciéon

B sint
I

z(t)

36. Dos caracoles de mala clase asaltaron el Banco del Jardin, justo antes de que
lo cerraran. Una vez perpetrado el delito, justo a las 14.00 hrs., se lanzaron en
una loca carrera hacia su escondite (ver figura). El caracol lider avanzaba con
una velocidad de 10 cm/min, y su cémplice a 8 cm/min.

A las 14.05 hrs., al percatarse de los hechos, una tortuga se abalanzé sobre los
malhechores, partiendo desde el Banco y desde el reposo, con una aceleracion
de 0.8 cm/min?. Tras una vertiginosa persecucion, la tortuga da alcance al
caracol complice, y le ordena al otro: “jDeténgase!” El caracol lider desacelera
inmediatamente, deteniéndose al cabo de 30 cm.

a) A qué hora alcanza la tortuga al caracol cémplice?

b) (A qué distancia del Banco se encuentran la tortuga y los caracoles cuando
aquélla da alcance al caracol complice?
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37.

c)

d)
e)

G o, &>, (D

;, Qué aceleracion tiene el caracol lider luego de que la tortuga le ordena
detenerse?

A qué hora se detuvo el caracol lider?

Represente, en un mismo grafico, la posicién de ambos caracoles y la tor-
tuga como funcién del tiempo.

Banco del Jardi Escondite

Asalto al Banco del Jardin

Sugerencia: Puede serle 1til, para determinar la solucién con sentido fisico,
estudiar el limite tg — 0, donde t( es la diferencia de tiempo entre la salida de
los caracoles y la tortuga.

Considere un movil A que se desplaza a lo largo de una recta. De este mévil se
sabe lo siguiente:

i)
ii)

iii)

iv)

v)

En el instante ¢ = 0 se encuentra a —4 m del origen, o sea, x(0) = —4 m.
Entre t =0 y t = 3 s se mueve con velocidad constante v = 2 m/s.

A partir de t = 3 s el mévil frena uniformemente durante 2 s hasta quedar
en reposo (en t =5 s).

Entre t =5y t = 7 s el mévil se mantiene en reposo.

Finalmente, a partir de ¢ = 7 s el mdévil acelera uniformemente hasta

adquirir una velocidad final vy = —6 m/s. Durante este tltimo proceso de
aceleracion, el movil A se desplaza —9 m.

Usando la informacion anterior:

Haga un grafico de la velocidad del mévil en funcién del tiempo.

Haga un grafico de la posicién en funcién del tiempo.

Determine la velocidad media del movil entre los instantes t =2yt = 7 s.
Determine la distancia recorrida por el mévil A entre t =3yt =4 s.

Suponga que un segundo movil B, que se mueve con velocidad constante,
se encuentra con el mévil A en los instantes t = 3 y ¢t = 6 s. Determine la
posicién que el mévil B tenia en el instante ¢ = 0.
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38.

39.

El rodaje de la iltima pelicula de James Bond habia causado gran expectacién
entre los habitantes de un pequeno pueblito en el norte de Chile. Pero aunque la
mitad del pueblo estaba emocionado con la perspectiva de aparecer en una gran
producciéon de Hollywood, la otra mitad, encabezada por el alcalde, protestaba
porque el pueblo apareceria en la pelicula con otro nombre, y ni siquiera apare-
ceria como chileno. El alcalde, encendido nacionalista, decidié tomar cartas en
el asunto y protesté oficialmente ante la produccién de la pelicula, pero nadie
lo tom6 muy en serio.

Contrariado por su fracaso, el alcalde se presenté de improviso en la filmacién,
justo cuando Daniel Craig, caracterizado como el agente secreto, caminaba por
una calle durante una toma. El alcalde, dispuesto a todo, rompid el cerco de
seguridad y corrié hacia Bond, arrebatandole su arma de utileria. Bond, sor-
prendido, se detuvo, limitandose a ver como el alcalde se alejaba de él con velo-
cidad constante v4. Solo después de un tiempo T Bond reacciond, y comenzo a
acelerar con aceleraciéon constante ajpg.

ijDurante cuanto tiempo debe acelerar Bond, James Bond, para alcanzar al
alcalde?

i Cuanta distancia alcanza a recorrer el alcalde después de arrebatar el arma,
antes de ser alcanzado por Bond, James Bond?

A () A m
* X 7
! o © Bl )

P & £ F

Dos particulas Ay B que se mueven en movimiento unidimensional parten desde
el origen. La particula A parte en ¢t = 0 con velocidad v4 = 10 m/s. La particula
B parte un segundo después con velocidad vg = —10 m/s. Ambas particulas
desaceleran con aceleracién a = 6 m/s?. Determine la maxima distancia entre
ellos antes de que se crucen.
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2.6. Solucion a algunos de los problemas

Solucion al problema 19

Sea z la direccién a lo largo de la cual ocurre el movimiento y denotemos, res-
pectivamente, con s(t), v(t) y a(t) a la posicién , velocidad y aceleracién que tiene la
particula en el instante ¢t. Las condiciones iniciales son s(0) = 0y v(0) = 50 m/s.

Conociendo s(0), v(0) podemos encontrar a(0). En efecto a(0) = —nv(0).
Usando las expresiones

v(t+ A) ~v(t) +a(t) A (%)

s(t+A) ~ s(t) +o(t) A '
y eligiendo cierto valor pequeno para A, podemos encontrar s(A) y v(A).
Conociendo s(A) y v(A) podemos encontrar a(A). En efecto a(A) = —nu(A).

Usando nuevamente las relaciones (*) (pero ahora con t = A), podemos encontrar
s(2A) y v(2A), y a partir del ultimo también a(2A). Etc...

Todo el proceso anterior se puede automatizar. En la proxima pégina se presenta
un programa en QUICKBASIC (para un PC compatible) que resuelve numéricamente
el problema y grafica los resultados en la pantalla del computador.

Al resolver numéricamente el problema, repita el célculo con distintos valores
de A y observe como el resultado no depende de este pardmetro cuando A es lo
suficientemente chico. También repita el calculo para distintos valores de 7 y analice
como este parametro afecta al resultado.
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CLS ’LIMPIA PANTALLA

SCREEN 12 ’ELIGE SUPERVGA COLOR
VIEW (160, 20)-(580,310) ’DEFINE AREA DE TRABAJO
TMIN = O ’MINIMO DE ABSISA

TMAX = 500 ’MAXIMI DE ABSISA

YMIN = O ’MINIMO DE ORDENADA
YMAX = 6000 ’MAXIMO DE ORDENADA
WINDOW (TMIN, YMIN)-(TMAX, YMAX) ’£IJA VALORES ANTERIORES

LINE (TMIN, YMIN)-(TMAX, YMAX), , B ’GRAFICA EJES (CAJA)
FOR I =0 TO 6

YP = I * 1000 ’EVALUA POSICION DE TIC

PSET (TMIN, YP) ’POSICIONA EL LAPIZ EN ORDENADA (IZQ)
DRAW "R8" ’GRAFICA TIC

PSET (TMAX - 10, YP) ’POSICIONA EL LAPIZ EN ORDENADA (DER)
DRAW "R8" ’GRAFICA TIC

NEXT I

LOCATE 2, 17 ’POSICIONA LAPIZ

PRINT "60" ’>IMPRIME 60 EN ORDENADA IZQUIERDA
LOCATE 2, 74 ’POSICIONA LAPIZ

PRINT YMAX >IMPRIME EN ORDENADA DERECHA

LOCATE 2, 18 ’POSICIONA LAPIZ

PRINT "O" ’IMPRIME

LOCATE 20, 74 ’POSICIONA LAPIZ

PRINT YMIN ’IMPRIME

LOCATE 11, 17 ’POSICIONA LAPIZ

PRINT "30" ’IMPRIME

LOCATE 11, 76 ’POSICIONA LAPIZ

PRINT "X" >IMPRIME LEYENDA DE ORDENADA DERECHA
LOCATE 2, 13 ’POSICIONA LAPIZ

PRINT "V" >IMPRIME LEYENDA DE ORDENADA IZQUIERDA

FOR I = 0 TO 10
XP = TMIN + I * (TMAX - TMIN) / 10 ’EVALUA POSICION DE TICS DE ABSISA

PSET (XP, YMIN) ’POSICIONA LAPIZ
DRAW {i5" ’GRAFICA TIC
NEXT I
LOCATE 21, 20 ’POSICIONA LAPIZ
PRINT TMIN > IMPRIME
LOCATE 21, 71 ’POSICIONA LAPIZ
PRINT TMAX > IMPRIME
LOCATE 23, 44 ’POSICIONA LAPIZ
PRINT "TIEMPO" >IMPRIME LEYENDA DE ABSISA
DT = 1 ’SE ELIGE DT
T=0 >TIEMPO INICIAL
X=0 ’POSICION INICIAL
V = 40 »VELOCIDAD INICIAL
ETA = 0.01 ’SE FIJA PARAMETRO DE FRICCION
TF = 500 >TIEMPO FINAL
LOCATE 1, 36 ’POSICIONA LAPIZ
PRINT "DT="; DT; .ETA="; ETA; > IMPRIME TITULO
’EL CALCULO EMPIEZA AQUI !!
10 T =T + DT >SE INCREMENTA EL TIEMPO
IF T >TF THEN STOP ’SI T>TF EL CALCULO TERMINA
A = -ETA *x V ’EVALUACION DE LA ACELERACION
X=X+ V % DT ’NUEVA POSICION
V=V+Ax*DT ’NUEVA VELOCIDAD
PSET (T, X), 12 >GRAFICA PUNTO (T,X)
PSET (T, V * 100), 14 >GRAFICA PUNTO (T,V)

GOTO 10
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Solucion al problema 27

Los tiempos t1, que el salvavidas tarda pa-
ra correr de A a P y ty, que tarda para
nadar de P a B vienen dados por

t1 =
U1
y
(L —x)?+ 22
ty =
U1
Por lo tanto, el tiempo total que tarda en
irde A a B es Figura 2.20
)2 2
po VPt (L—2)+z .
U1 U1

En la expresion anterior L, z, y 2z, son fijos; el valor de x se debe determinar de
manera que 7' sea minimo.

Encontrar el minimo de T en funcién de = es equivalente a encontrar los ceros de
la funcién derivada dT'/dz:

dT (x) I T(x+e€) —T(x) x B (L — )

dx e—0 € Ul,/;p2+z3 vy (L—a:)z—l—zg '

La derivada tiene ceros si
x (L —x)

vi VIR 2 gy (L —2)? 4 22

Pero
x .
— =sina
Va? + 22
Y L
(-2 =sinf,
(L—z)?+ 2}

luego, T'(x) tiene un extremo en funcién de x cuando

sinae  sinpf

U1 U2

No es dificil convencerse que tal extremo corresponde a un minimo (y no a un maxi-
mo).
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Solucion al problema 29

a) Implicitamente supondremos que las distancias estaran expresadas en metros, el
tiempo en segundos, las velocidades en m/s y las aceleraciones en m/s2. De acuerdo
al enunciado se tiene:

Punto de partida: z(0) = —4, v(0) = 2

Entre t =0y 4, v(t) = 2, lo que corresponde a una linea horizontal en el gréfico v en
funcién de ¢ (ver figura 2.21).

Entre t = 0 y 4 se tiene una recta con pendiente 2, en el grafico x(t) en funcién de ¢
(ver figura 2.22). La posicién en t =4 es 2:(4) = z(0) + vy -4 = —4+2-4=4.

A partir de t = 4, en el grafico v en funcién de t, la velocidad estard representada
por una recta hasta llegar a vy/2 = 1. Durante el proceso de frenado que tarda hasta
cierto instante £, la particula avanza 3 metros, o sea, el drea bajo la curva v(t) entre
t =4 y t debe ser 3. No es dificil darse cuenta de que ¢ debe ser 6.

La aceleracién entre t =4 y t = 6 es a; = —0.5 (es la pendiente en el grafico 2.21).

De acuerdo al enunciado, la particula avanza 3 metros durante el frenado, o sea,
z(6) = z(4) + 3 = 7. El gréfico de x(t), entre t = 4 y t = t = 6 serd parabdlico
con curvatura negativa. Otra forma de encontrar la posiciéon en t = 6 es usando la
expresion z(6) = z(4)+v(4)-(6—4)+0.5a;1-(6—4)?, o sea, x(6) = 4+2-2—0.5-0.5-22 =
7.

De t = 6 hasta t = 8 (durante 2 segundos) la velocidad se mantiene constante. El
grafico de v(t) es una recta horizontal con velocidad 1.

El &rea bajo el gréfico v(t) entre ¢t = 6 y 8 nos da la distancia que A avanza en
ese intervalo. Tal drea es 2, luego z(8) = 7+ 2 = 9. Durante este intervalo x(t) es
representado por una recta (velocidad constante).

Se tiene que v(8) = 1. La particula desacelera con aceleraciéon ag = —2 hasta que la
velocidad sea —3. Se observa inmediatamente que para ello debe desacelerar durante
2 segundos. Entonces v(10) = v(8) +ap-(10-8) =1—-2-(10—-8) =1—-4 = 3.
Entre t = 8 y 10 el gréfico de v(t) es una recta (aceleracién constante).

Podemos encontrar la posicién de la particula en ¢ = 10: z(10) = z(8) + v(8) - (10 —
8) +0.5a; - (10 — 8)%, 0 sea, #(10) =9+ 1-2+0.5-(-2)- 22 =7.

En ¢t = 10 la particula se encuentra en x(10) = 7 y su velocidad es v(10) = —3. La
particula sigue a velocidad constante hasta llegar a dos metros del punto de partida
(o sea, hasta llegar a —2 metros). La particula, por lo tanto, debera recorrer 9 metros.
Con v; = —3 [m/s| tardard para ello 3 segundos. O sea, entre t = 10 y t = 13 la
velocidad serd constante (linea horizontal) en el grafico v en funcién de ¢.

A partir de t = 13 la particula frena uniformemente hasta quedar en reposo en el
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punto de partida. El gréfico de v(¢) es por lo tanto una recta hasta cero. El drea bajo
la curva entre ¢t = 13 y el instante en que queda en reposo debe ser —3 (la particula
A debe recorrer aun dos metros hacia la izquierda para llegar al punto de partida).
Es claro que para ello tardard 4/3 segundos.

Entre t = 13 y t = 14,3, la particula recorre —2 metros. El grafico de z(t) es una
pardbola curvada hacia arriba que llega a t = 14,3 con pendiente nula.

\ () [m]

Figura 2.21
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Figura 2.22
b) En ¢t = 6 y t = 13 la particula A se encuentra en z(6) = 7 y z(13) = —2,
respectivamente. La velocidad media entre esos dos instantes es
o (=2)-7
U= B3-6 = 9/7m/s .

c) En t = 8 la velocidad es 1 m/s. A partir de ese instante la particula acelera con
aceleracion ag = —2, o sea, tarda 0.5 s para quedar temporalmente en reposo. En ese
instante (8,5 s) ocurre el alejamiento méximo. Se tiene

z(8,5) = x(8)+v(8)-(8,5—8)+ %ao (8,5 —8)2

1
= 9+1-0,5—§-2-0,52:9,25 [m] .

d) Graficando zp(t) en la figura 2.21 se encuentra que los dos méviles se vuelven a
encontrar en el instante t = 11 s.

Solucion al problema 30

Cada manzana debe tardar t) = 30,5 = 1,5 segundos en subir y bajar. Al lanzar
un objeto con velocidad vy hacia arriba tarda un tiempo vg/g hasta llegar arriba y
un tiempo igual hasta volver al punto de partida. Tenemos

2
to="20_-15 [ .
g
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Esta ecuacion nos permite evaluar la velocidad con que se debe lanzar la manzana,
v = tog/2.

La altura a la que llega es un objeto lanzado con velocidad vy es h = v3/(2g).
Combinando las dos ultimas ecuaciones se encuentra para h la expresién

1
h=—gts.
890

Con g ~ 10 [m/s?] se encuentra h ~ 3 metros.

Solucién al problema 32

a) Cuando B envia el mensaje se encuentra a 22 m de A. El mensaje tarda 1/2
s en llegar a su destino. Durante ese intervalo el mévil A seguird moviéndose
desplazandose 10 - 0,5 = 5 metros. El mensaje deberd recorrer en 0,5 s una
distancia de (2245)=27 metros. La velocidad del mensaje serd ¢ = 27/0,5 =
54 [m/s].

b) Las ecuaciones de movimiento de los méviles, para 0 < ¢ y el instante en que B
envia el mensaje (llamémoslo ¢), son

xA(t) =24(0) +v4(0)t =100+ 10 - ¢
1

1
zp(t) = §a1t2 = 51&2

va(t) =v4(0) = 100
’UB(t) = Cth =t.

(En las expresiones anteriores estamos suponiendo que los tiempos estan dados

en segundos, las distancias en metros, las velocidades en [m/s] y las aceleraciones
en [m/s?].)

Sabemos que en t = t; la separacion entre A y B es de 22 metros, o sea,
1
za(ty) —xp(t1) = 100 + 10t — 575% _ 99

Resolviendo esta ecuacion cuadratica para t1 se encuentra que t; = 10+ 16. En
el contexto del problema sélo la solucién positiva tiene sentido, o sea, t; = 26 [s].

La velocidad de B en el instante ¢; es vp(t1) = 26 [m/s].

c) Desde que B envia el mensaje hasta chocar con A, el mévil B debe recorrer
una distancia de 22+5=27 metros. En el instante ¢; se encuentra a xp(t;) =
(26)?/2 = 338 m del origen. La distancia total que B debe recorrer desde que
parte del origen hasta que choca con A es (338+27)=365 m.
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d) Desde que B envia el mensaje hasta chocar con A, el mévil B debe recorrer una
distancia de 22+5=27 metros. Como su velocidad (a partir de t1) es de 26 m/s,
tardard 27/26 segundos. El tiempo total, desde que B parte del origen hasta
que choca con A es (26+27/26) s. Para la velocidad media de B se encuentra

365

U=
26 + 2L

~ 13,5 [m/s].



Capitulo 3

Cinematica en dos y tres
dimensiones

versién 29 junio 2010

En este capitulo extenderemos la descripcién del movimiento de una particula
a dos y tres dimensiones. Esto nos lleva a introducir el concepto de vector, cuya
definicién y propiedades ilustraremos con los vectores desplazamiento, velocidad y
aceleracion.

3.1. Vectores

Para movimientos en una dimension, basta un nimero para describir completa-
mente la posiciéon de una particula, a saber, la distancia entre dicho punto y el origen.
Como el eje es orientado, el signo de dicho nimero indica si la particula esta a la
derecha o a la izquierda del origen, y ésa es toda la informacién que necesitamos.

Cuando el movimiento es en mas dimensiones, no basta un nimero. Si deseamos
indicar completamente la posicién de, digamos, Valparaiso respecto a Santiago, ne-
cesitamos indicar no sdlo la distancia que los separa, sino alguna indicacién de en
qué direccion se encuentra desde Santiago. Si imaginamos entonces una flecha cu-
yo origen estd en Santiago, y su punta estd en Valparaiso, esa flecha tiene toda la
informacién necesaria para llegar de una ciudad a la otra.

Esta flecha corresponde a un vector. Un vector serd una entidad que no solamen-
te tiene magnitud, sino también direccion. Decimos entonces que la posicién de una
particula es un vector. En este capitulo y los siguientes encontraremos diversas can-
tidades fisicas para cuya descripciéon completa no basta sélo un niimero, sino ademaés
una direccién (la velocidad, por ejemplo; su direccién es importante: puede hacer la
diferencia entre una colisién entre dos vehiculos o no). Otras cantidades, en cambio,
pueden ser descritas con sélo un nimero: la masa de una particula, por ejemplo; o la
cantidad de libros en nuestra biblioteca. A dichas cantidades las llamamos escalares.

84
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Un vector se denota con una flecha: A. Se denomina mddulo del vector A a la
longitud de la flecha que lo representa, y se le denomina |/f |, o simplemente A.

Si bien es cierto la imagen geométrica de un vector como una flecha es suficiente,
necesitamos, para analizar el movimiento, ser més precisos. Introduciremos, entonces,
igual como lo hicimos en el Capitulo anterior, un origen y ejes coordenados.

Consideremos el movimiento de una particula en

un plano. La posicién de la particula podra ser y
claramente especificada si se introduce un sis- 4
tema de ejes perpendiculares que se intersectan Yo | - 9 AT

en un punto, que llamaremos el “origen” (ver

figura [3.1]). Yo |-/ p
Por ejemplo, el punto P en la figura [3.1] se en- 3

cuentra a 3 m a la derecha del origen, medidos 1 [ 3
a lo largo de la direccion del eje z, a 2 m so- ! !
bre el origen, medidos a lo largo del eje y. En _‘1 X‘Q ‘2 XL, ‘4 X
general, la posicién de un punto cualquiera que- 1
da determinada dando un par ordenado (x,y) _
Figura 3.1

de numeros, en el sentido que siempre el primer
numero correspondera a la proyeccién sobre el
eje  y el segundo nimero a aquélla sobre el eje
7.

El trazo que une el origen O con el punto P, en el sentido que indica la punta de
flecha en la figura[3.1] se denomina el vector de posicion 7, del punto P. La magnitud
de este vector es igual a la longitud del trazo OP y se denota por || o simplemente
como 7, (sin flecha).

La descripcion de un vector como un par ordenado es equivalente a su descripcion
como una flecha, pero sirven propésitos distintos. Es la misma diferencia entre hacer
Geometria Euclidiana (en que una recta, por ejemplo, es un objeto geométrico tal
que pasa por dos puntos dados; para construir una recta no necesitamos otra cosa
que lapiz y papel) y Geometria Analitica (en que una recta es el conjunto de puntos
que satisface una ecuacion del tipo y = mz +n, de modo que ademés de lapiz y papel
necesitamos un par de ejes coordenados respecto a los cuales medir z e y.)
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Es importante notar que dos vectores son

iguales si tienen la misma magnitud y y
que apuntan en la misma direccion. En la W ~
Fig. se muestra un conjunto de vecto- ~
res iguales, dibujados en diferentes posi- N~
ciones del plano z-y. ~.
o ~ X
Figura 3.2

Supongamos ahora que la particula en un instante ¢ se encuentra en P y en un
instante posterior ¢’ > ¢ se encuentra en el punto @ (ver figura [3.]). El vector que
une el origen O con @ es el nuevo vector de posicién de la particula. Llamémoslo
7g. Por analogia al caso unidimensional, deberiamos definir el vector desplazamiento
a la diferencia entre los dos vectores posicién, g — 7p. Pero entonces vemos que,
para describir el movimiento, necesitamos definir la resta (es decir, en general, la
suma) entre vectores. Por ahora podemos decir que, en el caso de la Fig. Bl el vector
desplazamiento corresponde al vector conformado por el trazo PQ y cuyo sentido va
desde P hacia @, y corresponde precisamente a A7 = 7o — 7p. Pero para formalizar
este hecho necesitamos definir antes la suma de vectores y estudiar sus propiedades.

Suma de vectores

Sean A y B dos vectores. Traslademos pa-
ralelamente a sf mismo al vector B hasta
que su extremo romo se superponga con
el extremo aguzado (punta de flecha) del
vector A. El vector suma A + B = C se
define como el trazo que comienza en el ex-
tremo romo de A y termina en el extremo
aguzado de B. Esta definicién se conoce
con el nombre de regla del paralelogramo.

Figura 3.5

Equivalentemente, podemos decir que para sumar dos vectores basta colocar un
vector a continuacién del otro. Al unir el origen del primer vector con la flecha del
segundo vector, se obtiene el vector suma (en el caso de la Fig. B3l corresponde a
considerar sélo el “semi-paralelégramo” inferior; claramente el resultado es el mismo).
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Ejemplo:
Un excursionista parte desde una cierta

posicién y camina 4 km hacia el Este y kmNorte

luego 3 km hacia el Sur. (;Cliél es el vector 5

desplazamiento resultante C? A

El vector C' es la suma vectorial de los ¢ ®

desplazamientos parciales realizados por 37 —

el excursionista, hacia el este A y luego 5 c B
hacia el sur B. Gréficamente la situacién

estd ilustrada en la figura B4l La magni- 19

tud del desplazamiento resultante se cal- 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Este
cula utilizando el teorema de Pitagoras 0 1 2 3 4 5 km

C=+vA2+B2=+4/9+16=5km . Figura 3.4
La direccién de C queda definida por el angulo ¢ que forma el vector C con la direccién
Oeste—Este. Consideraremos un dngulo positivo cuando se mide en sentido contrario
a los punteros del reloj, luego

tan ¢ = —% =0.75, es decir, ¢=— 369" .

Que el dngulo ¢ sea negativo significa que estd medido en el mismo sentido de los
punteros del reloj.

La suma de vectores tiene las siguientes propiedades:

—

i) Conmutatividad: A+B=B+ A .
ii) Asociatividad: A+ (B+C)=(A+B)+C .
iii) Existe un vector nulo tal que A+0=4 .

v

)

)

) P:ara cacla vector A existe un vector opuesto, que denotaremos por —ff, tal que
A+(-A)=0.

De hecho, son éstas propiedades las que permiten llamar “suma” a la operacién
definida en la Fig. En general, a cualquier operacién que satisfaga las cuatro
propiedades anteriores se le puede llamar suma, y asignarle el simbolo “+4”.

.Y cémo se restan dos vectores? Por una parte, podemos calcularlo sumando un
vector con el opuesto aditivo del otro. Alternativamente, podemos verlo como sugiere
la figura siguiente:
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S

SiC=A- g, entonces C debe ser tal que C+B= ff, esto es, al poner el vector c
a continuacién del vector B , deberia obtenerse el vector A. Esto es lo que muestra la
figura anterior, y por tanto el vector A — B es el vector que une las puntas de los dos
vectores involucrados, y apunta en direccién de B hacia A.

También es posible definir la multiplicacién de un vector por un escalar, como
veremos a continuacion.

Multiplicacién de un vector por un escalar real.

La multiplicacién de un vector A por un ntimero real o (escalar real) se define como
un nuevo vector B de magnitud a|A|, cuyo sentido coincide con el de A si o > 0y es
opuesto al de éste si a < 0.

Propiedades de la multiplicacién por un escalar real.

Sean oy 8 dos ntimeros reales y A y B dos vectores, entonces:

i oA+ B)=ad+aB.
(a+ B)A = aAd + BA.
(aB)A = a(BA).

Para todo vector A se cumple que 1 A=A

1

—_

11

—_

)
)
)
iv)
Ejercicio: Compruebe graficamente, con algunos ejemplos concretos, que se cumplen
todas las propiedades de los vectores recién senaladas.

Las dos operaciones que hemos definido son fundamentales para un vector. De
hecho, desde el punto de vista matematico, un vector es un objeto para el cual se
puede definir una suma y un producto por escalar (es decir, dos operaciones, una
entre vectores y otra entre un vector y un escalar, con las propiedades indicadas
mads arriba). Cualquier objeto que tenga tales operaciones con dichas propiedades,
podra ser llamado vector. La imagen de un vector como una flecha es, entonces, sélo
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pictdrica, nos permite tener una intuicién, pero matematicamente podemos ser mas
abstractos aun.

Componentes cartesianas y polares de un vector.

Para describir univocamente un vector en dos dimensiones necesitamos las dos
componentes del par ordenado que lo representa, por ejemplo. A dichos nimeros se
les denomina las componentes cartesianas del vector. Dos vectores A = (A;, Ay) vy

—

B = (B;, By) son iguales si cada una de sus componentes son iguales: A, = By, y
Ay = B,.

Sin embargo, la anterior no es la tnica posibilidad de descripcién. Como se ve
en la Fig. B4l también es posible caracterizar al vector dando otros dos nimeros, a
saber, su médulo y su direccién, en la forma de un angulo respecto al eje x. A éstos
se les denomina las coordenadas polares del vector.

El vector es, desde luego, uno solo. Lo tnico que cambia son los nimeros (las
coordenadas) con las cuales se decide describirlo. Debe existir, entonces, una relacién
entre ambos sistemas de coordenadas.

Sea A = (A,, Ay) un vector cualquiera del

plano x-y. Expresemos el vector, alterna- y .
tivamente, en funcién de su magnitud A AL A
y del angulo 8 que forma con el semieje x y :
positivo. La figura 3.5 muestra que A |
|
A, = Acosf Ay = Asinf , 5 :
y que o A, X

5 A .
A:\A]:\/m y tanezA_y_ Figura 3.5

T

Los nimeros (A4, Ay) se denominan las coordenadas cartesianas del vector; los niime-
ros (A,6) reciben el nombre de coordenadas polares del vector A. Cualquiera sea el
caso, un vector en un plano queda determinado si se conocen dos niimeros.

Notemos que al calcular las coordenadas polares en términos de las cartesianas, es
necesario invertir una funcién trigonométrica. Como el cuociente A4, /A, no distingue
entre vectores en los cuadrantes I y 111, por un lado, ni en los cuadrantes I y IV, por
otro, es importante tener presente esto y no usar la calculadora ciegamente.

Ahora que manejamos el concepto de coordenadas, es conveniente notar la forma
que tienen las dos operaciones que hemos definido sobre vectores, pero ahora en
coordenadas cartesianas. Esto, en la préctica, y dependiendo del problema en cuestién,
puede ser mds conveniente que manejar sélo las definiciones geométricas dadas hasta
ahora.



CAPITULO 3. CINEMATICA EN DOS Y TRES DIMENSIONES 90

En la siguiente figura, representamos la suma de dos vectores:

y
B, 5 |
g I 1

A, B, R

Es claro de la figura que, de la definicién de suma de vectores, ésta es, en coor-
denadas cartesianas,

C=A+B=(A;+ By, Ay + By) .

Andlogamente, para la multiplicacién por un escalar:

g
O ‘
K :
a j
Ay = |
A !

A aA, R

se tiene que

—

aA = (ady, ady) .
Los andlisis anteriores han sido realizados para vectores en dos dimensiones, pero

naturalmente pueden ser generalizados a tres. En este caso, el médulo de un vector
en coordenadas cartesianas es

A= A2+ A2+ A2,

A+ B= (A, + B, Ay + By, A, + B.) ,

la suma entre vectores es

y el producto por un escalar es

—

aA = (ady, ady, aA,) .
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Vectores unitarios.

Habiendo definido la multiplicacién entre escalares y vectores, seria interesante
tener ciertos vectores “elementales”, tal que un vector arbitrario se pudiera escribir
como un multiplo de esos vectores elementales. Para ello definimos los vectores unita-
ri0s, que son los vectores de médulo uno. Para distinguirlos del resto de los vectores,
los denotamos con un “tongo”: A. Para caracterizar una direccion, entonces, basta
con indicar el vector unitario que tiene dicha direccién (existe uno solo; todos los
otros vectores con la misma direccién no son unitarios).

Dado cualquier vector A es posible obtener el vector unitario con su misma di-
reccion: basta dividirlo por su médulo. En efecto, el vector

AA (A A A
A \aaa

es unitario:

A = /(a4 + (4,4 + (4.4 = J@ —1

Es posible, entonces, encontrar infinitos vectores unitarios. Existen, sin embargo,
tres vectores unitarios que merecen mencién especial. Estos son los vectores unitarios
I, 9y Z que apuntan en sentido positivo sobre cada uno de los ejes coordenados de un
sistema cartesiano en tres dimensiones. (En algunos libros estos vectores se designan
coni, ]y l%, respectivamente. )

Observemos la figura 3.6. Recordando que

la suma de vectores equivale a poner un 2
vector a continuacion del otro, es claro que A, -
el vector A se puede escribir como la suma -
de tres vectores: A,2 (un vector en la di-
reccion z, de médulo A;), A,y (direccién i

g, modulo A), y A, (direccién 2, médulo o A
A,). Es decir, T /

A=A, 2+A, §+A, % .

x>

Figura 3.6

Sabemos sumar vectores y multiplicarlos por escalares. ;Es posible definir otras
operaciones, andlogas a las conocidas entre numeros reales? ;Por ejemplo, un pro-
ducto entre vectores? La respuesta es si, pero no hay una unica manera de hacerlo.
Revisemos a continuacién una de ellas.
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Producto escalar o producto punto de dos vectores

Sean A y B dos vectores arbitrarios. Se
define el producto punto entre los vectores
Ay B mediante la expresién

A-B=|A||B| cos ,

donde 7 es el angulo entre los dos vectores
(ver figura 3.7)

Figura 3.7

De la definicién se desprende que el producto punto de dos vectores es un nimero
real. Podemos reinterpretar geométricamente el producto punto como el producto
entre el médulo de un vector (A) y el médulo de la proyeccion del otro vector sobre
éste (Bcos7). Y viceversa.

Es claro que si los vectores A y B son rotados simultaneamente, en el mismo
angulo, su producto punto no cambia.

Se tiene también que si dos vectores son paralelos, el producto punto es simple-
mente el producto de sus médulos. Por su parte, si dos vectores son perpendiculares
el producto punto entre ellos es cero.

En particular, para los vectores unitarios z, g, z:

God=g-g=42-2=1

Tg=2-2=9-2=0.
Otras caracteristicas importantes del producto punto son su conmutatividad
A-B=B-A
y distributividad L L
A-(B+C)=A-B+A-C.

Ejercicio: Demuestre las dos propiedades anteriores a partir de las definiciones
geométricas de suma de vectores y producto punto.

Es claro que
A=VA.A.

LA diferencia del producto entre nimeros reales, el punto que representa el producto escalar entre
vectores no se puede omitir.
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Notemos que, a diferencia del producto entre reales, no ex1ste un elemento neutro.
Si existiera (llamémoslo N q), seria un vector tal que AN sea igual a A lo que
es imposible, ya que el primero es un escalar, y el segundo un vector. Por tanto,
tampoco existe un elemento inverso bajo el producto punto, y no es posible definir
una “divisiéon” entre vectores.

Usando las propiedades conocidas, evaluemos el producto punto entre los dos vectores
Ay B en términos de sus coordenadas cartesianas. Se tiene

A-B = (A& + Ay + A.2) - (Boit + Byij + B.2)
— A.Bpi-i+AByi-j+ AgB.i-2+ AyByi- &+ AyBy -4+
+AB. -2+ A,By 2 i+ AByi-g+A.B, 22

es decir,
A-B=A,B,+A,By,+ A.B,

Note que la iltima expresién permite evaluar el &ngulo entre dos vectores si se conocen
sus componentes cartesianas.

Ejemplo
Evaluemos nuevamente el angulo entre dos

. (0,1,1) (1,1,1)
diagonales de un cubo.

. 0,0,1
Sea A el vector a lo largo de la diago- ©oD

nal que une el punto (0,0,0) con el punto
(L1, y B el vector a lo largo de la diago-
nal que une el punto (1,0,0) con el punto
(0,1,1). Los vectores A y g, por lo tanto, N
pueden escribirse en coordenadas cartesia-
nas de la forma

@
>

(1,1,0)

(0,0,0) (1,0,0) X
S o o Figura 3.8
A=2+9+2 y B=-2+9y+2.

Evaluemos el producto punto de estos dos vectores. Se tiene
= |A]|B| cosy = V33 cosy

donde v es el dngulo entre los dos vectores (o sea, el dngulo entre las dos diagonales).
Por otra parte, usando coordenadas cartesianas

A-B=1-(-1)+1-1+1-1=1.

De las dos ecuaciones anteriores se deduce que cosy = 1/3, o sea, v = 70.53°.
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3.2. Cinematica

Habiendo ya definido los aspectos fundamentales de vectores, es directo genera-
lizar los conceptos de la cinemética de una a dos y tres dimensiones.

Supongamos que 7 (t) representa la posicién de cierta particula. Entonces su
velocidad y aceleracién (instantdnea) vendran dadas por

() = #(t) = lim, 7(t + AA) —7(t)

<L

a(r) = ilt) = 7(1) = lim olt + AA) —

De la expresion anterior se deduce que si
7(t) = z(t)2 +y()§ + 2(1)2
donde z(t), y(t) y z(t) son las componentes del vector de posicién, entonces

1) = lim a;(t+AA)—a:(t)j+y(t+AA)—y(t)§+z(t+AA)—z(t)2 ,

es decir
u(t) = 2(H)T +y()y + £(t)2

o sea, para encontrar la velocidad se puede derivar cada componente del vector posi-
cién por separado. Andlogamente,

Introduzcamos también el concepto de welocidad relativa. Supongamos que una
particula A se mueve con velocidad v4 y otra particula B con velocidad ¥z, entonces
la velocidad con que A observa que se mueve B, viene dada por

—

U =1Up — V4 .

Se dice que “¥ es la velocidad relativa de B respecto a A”.

Ejemplo:

Suponga que la corriente de un canal tiene una velocidad de 10 km/h en direccién
Este. Un transbordador navega en la direccién de 30° Noroeste, a una velocidad de 20
km/hora con respecto a la corriente del canal (ver figura 3.9). ;Cuél es la velocidad
y direccién del transbordador segin un observador situado en la ribera?
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N
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. x 200 e
N .
et o’ X corriente
W
Figura 3.9

Para resolver el problema introduciremos un sistema de coordenadas Z,y cuyo
origen O’ se mueve junto al agua del canal. Para el observador O, un punto fijo en
la orilla se mueve con velocidad

U4 = [-10,0] km/h ,
mientras que el transbordador se aleja con una velocidad
¥ = [~20sin(30°), 20 cos(30°)] km/h = [~10,10+/3] km/h .

Luego, la velocidad con que el observador parado en la orilla en el punto A ve alejarse
al transbordador (o sea, la velocidad relativa entre el transbordador y la orilla), seréd

¥ =10 — U4 =1[0,10v/3] km/h=10v3¢ km/h,
un movimiento puramente transversal a la corriente del canal.

Analicemos ahora el problema de otra forma. Supongamos que nos damos un
intervalo de tiempo arbitrario, por ejemplo, 1 hora (porque es el més facil de usar en
este caso) e imaginemos que durante ese intervalo la corriente del canal esta detenida.
Calculamos el desplazamiento del transbordador en este caso. En una hora el ferry
se desplaza 20 km desde O hasta el punto P’. En seguida —y siempre en nuestra
imaginacién— dejemos fluir la corriente del canal durante una hora, pero ahora con
el ferry detenido (dejando que simplemente flote en la corriente). El desplazamiento
debido al arrastre del canal llevard al ferry desde el punto P’ hasta P (10 km hacia
la derecha), como mostramos en la figura 3.10.

El desplazamiento total del ferry es el vector de O hasta P. Este desplazamien-
to, como es facil de demostrar, coincide con el que el ferry hubiese tenido en una
hora si los dos movimientos hubiesen estado presentes simultdneamente. Es decir,
para resolver el problema podemos descomponer el movimiento en dos movimientos
separados, congelando uno y otro sucesivamente. El movimiento total es la superpo-
sicion de ambos movimientos. Esta operacion, solo posible en la imaginacion, arroja
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Figura 3.10

los mismos resultados que se observan en la vida real, y es extremadamente 1til para
describir movimientos complejos, al considerarlos como superposicién de dos o mas
movimientos maés sencillos.

Demos otro ejemplo del uso del principio de superposicion. Consideremos un ani-
llo que rueda (sin resbalar) por una superficie horizontal con velocidad constante.
Tomemos un punto cualquiera sobre el anillo y analicemos su movimiento. Para un
observador O en reposo respecto a la superficie, el movimiento del punto tendra un
aspecto complicado. Sin embargo, al trasladarnos uniformemente con la misma velo-
cidad que el centro del anillo, el movimiento del punto se tornard muy simple: es un
movimiento circular uniforme. Asi, el movimiento complicado que observa O se pue-
de descomponer en dos movimientos simples, un movimiento de traslacién uniforme
superpuesto a un movimiento circular uniforme (ver problema 13).

Problema resuelto en clases: 3.19

Caida libre

Podemos utilizar el principio de superposicién para describir la caida de una
particula en el campo gravitatorio terrestre.

La figura 3.11, a la izquierda, muestra la posiciéon de una pelota en caida li-
bre durante varios instantes equiespaciados. A la derecha se muestra la situacion
que se observa si el cuerpo ademas inicialmente tiene una velocidad horizontal. La
trayectoria en este caso es una parabola. Histéricamente, los fildsofos se esforzaron
mucho para intentar explicar este movimiento, sin éxito. Fue Galileo Galilei quien
comprendié que la solucion era describir el movimiento de la manera maés sencilla y
directa. Fue él quien, por primera vez, estudié la caida de una particula como una
superposicién de dos movimientos: i) la tendencia natural de los cuerpos a mantener
su velocidad (ley de inercia) y ii) la caida libre de un cuerpo debida a la atraccién
gravitatoria. Cuando ambos movimientos se superponen simultdneamente, se pue-
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de mostrar, geométricamente, que dan origen al movimiento parabdlico, tal como se
observa experimentalmente

T >4 | ! | |

R o |

T o e

+ O @ 3

| O °
Figura 3.11

Analicemos ahora vectorialmente este problema. Para comenzar, especifiquemos
el sistema de referencia. El eje Z lo elejimos de manera que su direcciéon coincida
con la proyeccién de la velocidad sobre el plano horizontal, mientras que el eje 2
lo elegimos hacia arriba (o sea, una particula al caer acelera en la direccién —2).
De acuerdo a las observaciones del propio Galileo, la aceleracién en todo instante
es d(t) = —gz. También supondremos que la velocidad en el instante ¢ = 0 viene
dada por #(0) = vg(co)i + vgo)é y que la particula se encuentra en el lugar 7(0) =
7o = xoZ + zpZ. Deseamos encontrar, con toda esta informacién, la posicion de la
particula, 7(t), para todo instante t. Puesto que F(t) = d(t), el problema corresponde,
matematicamente, integrar dos veces el vector @(t); la primera vez obtendremos la
velocidad, y la segunda vez la posicién. Pero ya sabemos que derivar un vector equivale
a derivar cada componente por separado; es claro que lo mismo debe ocurrir con
la operacion inversa: integrar un vector equivale a integrar cada componente por
separado [basta recordar que integrar @(t) es encontrar aquella funcién tal que su
derivada es @(t).] En la préactica, esto significa que podemos analizar cada una de las

componentes del vector @ por separado.

2Es importante notar la gran intuicién fisica que implica, de parte de Galileo, el haber sido capaz de
separar el movimiento de este modo, en una época en que las condiciones para hacer experimentos de
precisién era muy limitada, y ni siquiera existia el concepto de la necesidad de realizar experimentos
de precisién.
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Componente z : La aceleracién no tiene componente en la direccién x, o sea,
a; =0 .
La velocidad v, es, por lo tanto, constante, igual al valor inicial:
ve(t) =vl0 vt .

Para el desplazamiento en la direccién = se encuentra que

Componente z : La aceleracion es
a,=—g .
La velocidad v, y el desplazamiento en la direccion z vendran dados por

v, (t) =0 — gt

> —

1
2(t) = 20 + 0O t — ggt2 .

Estos resultados los podemos condensar escribiéndolos en forma, vectorial:
a(t) = —gz

t) =50 — gtz

=Tl

1
7ty =7+ 7Ot - §gt273 .
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Con esto hemos resuelto completamente el problema. Es posible, a partir de estas

ecuaciones, mostrar que la trayectoria corresponde, efectivamente, a una parabola (ver

Problema 3.21).

Notemos, finalmente, como el hecho de usar vectores para describir el movimiento

nos permitié (por argumentos puramente matemaéticos), separar el movimiento en dos

componentes, que analizamos por separado. Pero ése es precisamente el espiritu del
principio de superposicién que habia usado Galileo. Esto no es casualidad: el hecho de
que sea posible usar superposicién para describir movimientos complejos en términos
de movimientos mas sencillos, y el hecho de que podamos describir el movimiento con

cantidades vectoriales, estan intimamente relacionados.
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Figura 5.12

Ejemplo

Un bombardero vuela con una velocidad horizontal vy, constante, y a una altura h
en una trayectoria que pasa directamente por sobre su objetivo. ;A qué angulo de
visién ¢ debe soltar la bomba, de forma que ésta llegue a su objetivo? (Ignore el efecto
debido al roce del aire.)

La bomba en el instante en que se deja libre tiene la misma velocidad que el bom-
bardero. Definimos el sistema de coordenadas de acuerdo a lo que se observa en la
figura 3.12. Entonces la posicién y la velocidad inicial de la bomba vienen dadas por
70 = hZ y Uy = voZ, respectivamente. ;Cudanto demora la bomba en caer? La bomba
llegard al suelo cuando z(t) = h — gt?/2 = 0. Esto ocurre en el instante 7 = /(2h/g).
Durante el intervalo de tiempo 7 la bomba alcanza a recorrer una distancia horizontal
L = vg 7. Luego para el dangulo de visién obtenemos

L vy [2h 2?)3
t = — = — — = e
we =1 =317 \/ ‘gn

Observemos que, mientras mayor es la velocidad del bombardero, mayor es el
dngulo al cual debe lanzarse la bomba. En particular, cuando vy — oo, ¢ = 7/2, lo
que significa que el lanzamiento debe producirse cuando el avién se encuentra infini-
tamente lejos del objetivo. Otro limite interesante es h — oo, en cuyo caso ¢ = 0,
lo cual dice que cuando el avién se encuentra a una altura demasiado grande, hay
que arrojar la bomba cuando el avién se encuentra directamente sobre el objetivo.
Lo cual suena contradictorio a primera vista, ya que si el aviéon se mueve, siempre
habra un desplazamiento horizontal de la bomba, y éste serd cada vez mayor preci-
samente mientras mas alto se encuentre el avidon. La solucidon es que, precisamente
debido a que el movimiento es acelerado en la direccion vertical, para alturas dema-
siado grandes la bomba tiene mucho tiempo para aumentar su velocidad, superando
cualquier velocidad horizontal que pueda haber tenido inicialmente. Esto hace que
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su desplazamiento horizontal termine siendo despreciable respecto al vertical, y eso
corresponde a ¢ despreciable, es decir cero.

Notemos también que si el campo gravitatorio disminuyera, seria necesario arrojar
la bomba desde angulos cada vez mayores, lo cual también estd de acuerdo con la
intuicién, ya que la bomba demoraria mas en caer.

Problema resuelto en clases: 3.34

Movimiento circular uniforme

Ademas del movimiento parabdlico antes descrito, el movimiento circular es otro
movimiento sencillo que podemos describir en dos dimensiones.

Consideremos una particula que gira con rapidez constante sobre una trayectoria
circular de radio R (que define el plano z-y). Eligiendo el origen al centro del circulo,
que el movimiento sea uniforme significa que el angulo del vector posicién con el eje
Z aumentard en la forma:

qb(t) = ¢0 +wol

donde ¢g es el angulo en el instante ¢ = 0 y wp es una constante que determina
cuan rapido varia el angulo. Observemos la analogia entre la expresién anterior y la
ecuacién de itinerario para la posicién en un movimiento uniforme en una dimension.
La variable lineal x es reemplazada por el angulo ¢, y la velocidad lineal v por la
asi llamada velocidad angular w.

Las componentes x e y del vector posicion vienen dadas por

x(t) = Rcos ¢(t) = Rcos(pg + wot)

<>
<!

y(t) = Rsin ¢(t) = Rsin(dy + wot).
El vector posicién es, por lo tanto, y(t) F-----

|
|
7(t) = Rcos(pg+wot)d+ Rsin(dg+wot)y . |
|
|

Derivando 7(t) se encuentra la velocidad

U(t) = — Ruwy sin(¢g + wot)T
+ Ruwq cos(¢g + wot)y .

Evaluemos el médulo de la velocidad (ra-
pidez):

Figura 3.13
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vo= [U(t)] = \/va(t)® + vy (t)?

= \/R2w§ sin?(¢o + wot) + R2w? cos?(dp + wot) = Rwy .

A pesar de que la rapidez es constante (no depende del tiempo), la velocidad no lo
es, ya que continuamente cambia de sentido (y por tanto, existe una aceleracién).
Esta tltima ecuacion ensena que la velocidad angular es la rapidez de la particula
dividida por el radio de giro. Lo cual es razonable, considerando lo siguiente: si la
velocidad angular es constante, entonces la particula debe dar una vuelta completa al
circulo (es decir, recorrer un angulo 27), siempre en el mismo tiempo (el periodo T).
Equivalentemente, la particula debe recorrer la circunferencia completa (una distancia
27 R, en el mismo tiempo T'). Es decir:

_27T

127R 1
wo = - =

T RT R

Si observamos la expresién para v recién obtenida, notaremos que, cuando la
particula se encuentra sobre el eje Z (¢(t) = 0), su velocidad es Rwpy, vertical hacia
arriba. Cuando se encuentra sobre el eje § (¢(t) = 7/2), su velocidad es —Rwyz,
horizontal hacia la izquierda. Asi sucesivamente, esto sugiere que la velocidad es un
vector siempre tangente a la circunferencia.

Podemos verificar lo anterior evaluando el producto punto entre 7y -

7(t) - 0(t) = z(t)ve(t) + y(t)vy(t) =0 .

Como el producto punto de dos vectores no nulos vale cero sélo si los dos vectores son
perpendiculares, se halla que la velocidad de una particula en un movimiento circular
uniforme es siempre perpendicular al radio.

Derivando la velocidad se encuentra la aceleracién:

@(t) = —Rw? cos(dg + wot)d — Rwd sin(¢g + wot )i .
Note que en todo instante
a(t) = —wj 7(t) ,

o sea, la aceleracién siempre apunta hacia el origen (razén por la cual se llama ace-
leracion centripeta). La magnitud de la aceleracién siempre es constante y vale

a = |d(t)] = Rw? .

Observemos que podriamos haber concluido desde un comienzo que la aceleracion
debia ser radial. En efecto, la aceleracion es proporcional a la diferencia de velocidades
entre dos instantes infinitamente cercanos, #(t) y @(t + A). Si la velocidad se debe
mantener tangente al circulo, breves segundos de reflexién nos deberian convencer
que el vector diferencia Av(t) = 0(t + A) — ¥(t) debe ser puramente radial:



CAPITULO 3. CINEMATICA EN DOS Y TRES DIMENSIONES 102

3.3. Coordenadas polares

Los vectores unitarios 7 y 6.

Hemos visto que el movimiento de un punto P en el plano x, y se puede especificar
usando dos funciones que describan sus coordenadas cartesianas del punto, o sea,

7(t) =z(t)z +y(t)y .

También podemos especificar el movimiento P usando coordenadas polares, es decir,
dando las funciones r(t) y 0(t). Deberia ser posible, por analogia a las coordenadas
cartesianas, escribir el vector posicién en la forma:

A~

F(t) = r(t)r +6(t)6 .

<

., Qué son los vectores 7 y 07
Al menos para 7 es evidente cémo definirlo:

>
Il

Y

=3y

un vector unitario en la direccién radial (ver Fig. 3.14). De la misma figura podemos
deducir que
7 =cosf & +sinf g .

LY 6? Deberfa ser un vector perpendicular a 7, y por tanto tangente a la circunferencia
de radio r. Existen dos direcciones perpendiculares, pero elegimos 6 de modo que
apunte en la direccién en que aumenta el dngulo 8, como se indica en la Fig. 3.14.
Nuevamente, podemos deducir de la figura que

éz—sin@:ﬁ—l—cos@g].
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Ejercicio: Demuestre que los vectores
Ty 6 efectivamente son unitarios.
Tambien demuestre que son ortonor-
males, es decir, 7 L 6.

Observe que estos vectores unita-
rios generalmente (cuando 6 = 6(t)
depende del tiempo) son tiempo de-
pendientes. El vector 7 apunta en la
direccion radial, mientras que el vector
6 es tangencial al circulo que pasa por
P y tiene su centro en el origen.

D>
<>
->

Figura 3.14
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En principio, puede parecer incémodo el haber definido dos vectores unitarios que
dependen del tiempo. Y no sélo que dependen del tiempo, sino que dependen de la
posicion de la propia particula cuyo movimiento se intenta describir. Efectivamente, es
menos sencillo trabajar en este sistema de coordenadas que en el sistema cartesiano,
que es independiente del tiempo y de la particula a observar. Pero nada, en principio,
nos prohibe trabajar en tal sistema, y de hecho encontraremos muchas situaciones en
que es la mejor opcién (a pesar de las apariencias).

Ya que los vectores unitarios varian con el tiempo, calculemos su derivada tem-

poral. Se tiene

ar . T, g
=T = a[cos@oc—ksm@y]
_dcosf(t) . dsinf(t) .
= 7 T + i Y ‘
= —sin(0()) 6(t) & +cos(0(1) 0(1) §
= 0(t) [ —sin(0(t)) &+ cos(0(t)) 5] = 6 0
y
o d NP 5
Ezg = %[—smeaz—kcosHy]
_ dsinf(t) . dcosf(t) .
= —Tﬂf TZJ ‘
= —cos(0(t) 0(t) & —sin(0(1)) (1) §
—0(t) [cos(A(t)) & +sin((t)) §] = —0 7
Resumen:

>

Il
.
D5
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b= —67. (3.2)

Los resultados anteriores son completamente generales, y no dependen de que el
movimiento sea uniforme, y ni siquiera circular. Notemos ademds que son comple-
tamente esperables. En efecto, de la Fig. 3.14 es evidente que si # cambia, la tnica
posibilidad es que la particula cambie su dngulo §. Cambios en su coordenada r(t)
mantienen el vector 7 constante. Por lo tanto, # debia ser un vector paralelo a la
direccién é, y ademds proporcional a 6 (de modo que si 0 es constante, 7 también lo

sea). Andlogamente, si r(t) cambia ello no altera 0 en la Fig. 3.14. Nuevamente, la

Unica manera de que 6 cambie es que 6 lo haga, de modo que 0 debe ser proporcional
también a 6. Pero ahora, al cambiar el angulo, é, que es tangente a la circunferencia,
cambia en direccién radial hacia el centro del circulo (la razén es la misma que la que
hace que la aceleracién en un movimiento circular uniforme sea centripeta), y por

tanto 6 debia ser proporcional a —7.
Movimiento circular (en coordenadas polares).

Estudiemos ahora el mismo problema anteriormente resuelto, de una particula
en movimiento circular, pero ahora en coordenadas polares.

Consideremos un punto P que se mueve en torno al origen sobre un circulo de
radio R y sea 6(t) el angulo polar (medido respecto al eje & y en el sentido contrario
al avance del reloj). El vector posicién del punto P es:

7(t) = Rit) .

La velocidad es:

t=7t)=R7F=R69,
y la aceleracion es:
i—it) = rR-L@d
B Tt _
— R(H0O+60)
— RO — RO*+

En el caso particular en que el movimiento es uniforme, la wvelocidad angular
0 = wp es constante. Entonces
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Estos resultados, por supuesto, son consistentes con los anteriormente obtenidos en
coordenadas cartesianas. De hecho, es trivial recuperar todos los hechos que ya dis-
cutimos sobre el movimiento circular uniforme simplemente inspeccionando las igual-
dades anteriores: La distancia al origen es constante (| 7| es constante); la rapidez
es constante e igual a || = Rwop; el médulo de la aceleracién es constante e igual
aldl = ng; la velocidad es perpendicular a la posicién en todo momento (7 es
proporcional a 7, mientras que ¥ lo es a é), y la aceleracion es centripeta (@ tiene
direccién —).

Podemos apreciar, entonces, que la descripcién del movimiento circular unifor-
me es considerablemente mas sencilla en coordenadas polares, a pesar de que, al
introducirlas, los vectores unitarios dependen del tiempo. Naturalmente, lo complejo
del movimiento circular, que antes se traducia en tener que derivar funciones trigo-
nométricas, ahora se traduce en tener que derivar los vectores unitarios. Ahi esta
encapsulada la no trivialidad del movimiento. Pero una vez que sabemos cémo de-
penden 7 y 8 del tiempo, encontrar la posicién, la velocidad y la aceleracién es muy
sencillo, y la interpretacién es inmediata, no como en el caso de coordenadas carte-
sianas.

Notemos que si el movimiento ahora es no uniforme, sigue siendo cierto que la
velocidad es perpendicular a la posicion. Debe ser asi, porque la velocidad es, por
la propia definiciéon de derivada, tangente a la trayectoria, de modo que si ésta es
un circulo, la velocidad debe tener direccién 0. En cambio, la aceleracién deja de ser
puramente centripeta. Ademds de una aceleracién radial —RO2F, aparece un término
RO6. Esta aceleracion tangencial debia aparecer, puesto que un movimiento circular
s6lo puede ser no uniforme si el dangulo no varia linealmente con el tiempo, en cuyo
caso 0 # 0, y si dicha aceleracién es precisamente en la direccién angular, 6. La
aceleracion, asi, tiene dos términos, uno radial, que se encarga de que el cuerpo se
mueva en un circulo, y uno tangencial, que cambia la velocidad con la cual se recorre
el circulo.

3.4. Problemas
1. Sean A, B y C los vectores A = 2z+9, B= 3z+9y—22 y C= T4+35—2.
a) Encuentre el médulo de A ByC.
b) Encuentre el médulo del vector suma, o sea, evalie
D=|D|=|A+B+C| .

¢) ¢ Cudl vector es mas largo: A+ B o A+ C ? En vista de lo calculado en
la parte a), jle sorprende este resultado?

d) Encuentre el angulo entre los vectores ByC.
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Respuesta: d)  49,86°.

2. Demuestre que los vectores:

—

A = cos (a)Z + sin (a)y

B = cos (B)& + sin (B)y

son vectores unitarios que forman un angulo « y S con el eje I, respectivamente.
Evalie A-B y encuentre una férmula para cos (o — f3).

3. Considere los tres puntos cuyas coordenadas cartesianas vienen dadas por: P; =
(1,1,1), P, = (1,2,0) y P3 = (2,3,1). Demuestre que ellos definen los vértices
de un tridngulo rectangulo.

4. Encuentre un vector unitario A que sea simultdneamente perpendicular a los
vectores =2z 4+y—2 y v =z —9y+ 2. ;Cudntos vectores unitarios A
existen con esta propiedad?

5. Definamos los vectores:

F= 2 (=2 +79)

= —\—X y

V2

a) Grafique § y t.

b) Evalie s =|5| y t = |t].

¢) Encuentre el d4ngulo entre § y .
Comentario: Note que §y t pueden considerarse como un nuevo conjunto
de ejes de referencia (3,%). Para indicar que 5y ¢ son vectores unitarios
se ha usado la convencion de reemplazar las flechas por tongos.

d) Considere los vectores A =2+2y y B = 2% —3y. Exprese estos vectores
en términos de los nuevos vectores unitarios, es decir, escriba A y B de la
forma

y evalte las constantes ag, at, bs y by

e) Evalie A - B de dos maneras distintas: primero usando las componentes
respecto al sistema de referencia (Z,¢) y luego usando las componentes
respecto al sistema de referencia (§,t).
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6.

10.

11.

Sea A =7 +3%— 2y. Encuentre un vector Ben el plano Z,9y que sea perpen-
dicular a A.

Respuesta: B = o (22 + 9), donde « es un nimero real no nulo.

Considere la siguiente situacién en nuestro espacio fisico de tres dimensiones:
Desde cierto origen emergen cuatro vectores de igual tamafno, de manera que
los dngulos entre cualquier par de vectores sean iguales. Encuentre el valor de
ese angulo. (Para resolver este problema relaciénelo con el de las diagonales de
un cubo considerado en la seccién 3.1.)

Comentario: Las “puntas” de los cuatro vectores forman los vértices de un
tetraedro regular. La molécula de metano CHy es un ejemplo de lo arriba
planteado. En tal molécula el atomo de carbono se encuentra al centro de los
cuatro atomos de hidrégeno que estan distribuidos de la manera mas regular
posible.

Encuentre el angulo entre dos vectores de 8 y 10 unidades de largo, si el vector
suma forma un dngulo de 50° con el mayor de ellos. Encuentre también la
magnitud del vector suma.

La suma de dos vectores mide 30 unidades y forma angulos de 25° y 50° con
ellos. ;Cudl es la magnitud de cada uno de los vectores?

Suponga que la posiciéon 7 de una particula en funcién del tiempo t viene dada

por:
- Y AP
F=r({t)=ro(cos|—)Z+sin|{—)7]),
to to

con tg =1 miny r9= 3 cm. ;Qué trayectoria recorre la particula? ;Cuanto
tiempo tarda la particula en volver al punto de partida?

Supongamos que la posiciéon 7 de una particula en funcién del tiempo ¢ viene
dada por
F=ati+ (b—ct?)y,

con a=2m/s, b=10my c= 9.8 m/s?. Grafique la trayectoria. ;Qué tipo
de trayectoria es? ;En qué instante la particula cruza el eje 27
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12.

13.

14.

15.

16.

Un barco a vapor se dirige hacia el sur N

con una velocidad v, = 25 km/h en un o :

drea donde sopla un viento desde el su- o
roeste con velocidad vp = 18 km/h. En- S

cuentre el angulo 6y que forma el humo
emitido por el vapor con la direccién
norte-sur (ver figura 3.15).

Respuesta: g ~ 18, 64°

Considere un disco de radio R = 50 ¢cm
que rueda sobre una recta (el eje &)
con una velocidad angular w = 2 s71.
Considere un punto P ubicado en el
perimetro del disco, y designe por 7 al
vector que va desde el origen hacia el
punto P. Encuentre una expresién pa-
ra ¥ = 7 (t); suponga que en el instante Figura 3.16
t =0 el punto P esta en el origen.

Haga un gréfico de 7(t) para el intervalo ¢ € [0s,10s]. ;Cuédnto tarda la rueda
en dar una vuelta completa?

Una particula recorre una trayectoria circular en el plano x—y, cuyo radio es
R =5 m con una velocidad constante vg = 15 m/s y en el sentido del reloj.
Encuentre el vector posicién 7(t), el vector velocidad 9(t) y el vector aceleracion
d(t) (en coordenadas cartesianas) si en el instante ¢ = 0 la particula se encuentra
en 7y = —by.

Considere un disco de radio R en el
plano x—y. Sea 6 el d&ngulo de un punto
ubicado en el borde del disco respec-
to al eje . Suponga que el disco gira
con una aceleracion angular constante
o (es decir, 0(t) = o). Encuentre la
velocidad y aceleracion de P en funcién
del tiempo. Suponga que en el instan-
te t = 0 el punto P se encontraba en
reposo sobre el eje . Figura 3.17

Estime (en m/s y km/h) la velocidad maxima con la que usted puede lanzar
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17.

18.

19.

20.

una piedra.

Una pelota sale rodando del descanso de una escalera con velocidad horizontal
vg = 1.52 m/s. Los escalones son de 20 cm de alto y 20 cm de ancho. §Cudl
sera el primer escalén al que llegue la pelota? Dibuje una figura para ilustrar el

problema.

Un canén se encuentra a una distancia
D de un edificio. Encuentre el angu-
lo de elevacién 6y y la velocidad vy de
la bala de manera que el proyectil en-
tre horizontalmente por la ventana que

se encuentra a una altura h (ver figura
3.18).

Considere un rio de ancho L en el cual
el agua fluye con velocidad vg. Un na-
dador recorre el trayecto A — B —»
A, mientras que un segundo nada el
trayecto C — D — C (ver figu-
ra 3.19). Los puntos C'y D estén an-
clados fijamente al fondo del rio y la
separacién entre C'y D es la misma
que entre A y B. Si ambos nadan con
la misma velocidad v respecto al agua,
jquién ganard la carrera?

Un pato vuela horizontalmente en
linea recta con velocidad v, a una
altura h. Un nino con una honda,
que puede disparar piedras con una
velocidad vg, hace uso de su arma en
el instante que el pato lo sobrevuela.

a) ;Cudl es el angulo respecto a
la normal con el cual debe dis-
parar la piedra?

b) ;Qué distancia d alcanza a re-
correr el pato antes de ser al-
canzado por el proyectil?

Figura 3.18

oo Bl
H -
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v ; P:: P:p
— oy C D
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Figura 3.19
v
p
—_— - - ; _,%‘ _______ ]'\ __________

Figura 3.20
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21.

22.

23.

(¢) {Cuadl es la velocidad minima que debe tener el proyectil para que éste
llegue al pato?

<>

Se lanza un proyectil con cierto
angulo de elevacion 6y. El alcance
del proyectil es R (ver figura 3.21). 6

Si se desprecia el roce con el aire, | [ T TN
demuestre que la trayectoria viene

dada por la ecuacion A o
(o] '
t 9 X R
y(x):_<a2 0>332+:L"tan90 . 0
Figura 3.21

Note que esta ecuacién corresponde a una parabola. Demuestre también que el
angulo de la tangente en el punto x viene implicitamente dado por

tan 6 = [1—%} tanfy .

Grafique en papel polar la trayectoria de una particula si su posiciéon en coor-
denadas polares, en funcién del tiempo, viene dada por:

r(t)=r
2 { o(t) = t?to

conrg=1[m]yty=2nr [s]

r(t) = At
0 {00~

con A=1/(4r) [m/s] y to = 27 [s].

0 { r(t) = ro + Bcos (t/2ty)
0(t) =t/to

conrg=1[m], to =27 [s] y B=0.5 [m].

Una particula se encuentra en el instante ¢ = 0 en el lugar 7(0) = 10y cm y
tiene una velocidad 7(0) = 2% cm/s. La aceleracién en todo instante es

B 7
i=-G—
"

con G=200 cm/s?. Encuentre numéricamente la trayectoria de la particula para
t € [0,3.5s]. {Grafique!
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24.

25.

26.

27.

111

Indicacion: programe las siguientes relaciones
Tt + A) ~7(t) + 9(t) A
Ut + A) ~0(t) +d(t) A
at +A) = -Gt + A)/r3(t + A).

Calcule la maxima distancia A que un
objeto puede alejarse del borde de un
“peldano” para evitar ser alcanzado
por los objetos lanzados con velocidad
vo desde el punto A. La distancia desde
A al borde del peldano es L y la altura
de éste es H.

Un proyectil se lanza con velocidad ini-
cial vg y angulo de lanzamiento 6, am-
bos conocidos. El proyectil sobrepasa
una barrera rectangular de ancho a co-
nocido, pero altura h desconocida, ro-
zando sus dos vértices A y B (ver figu-
ra 3.23). Encuentre la distancia d que
separa el punto de lanzamiento con la
pared mds cercana al obstaculo. Tam-
bién encuentre la altura h de la barre-
ra.

A

Figura 3.22

Figura 3.23

Una particula tiene un vector posicién dado por 7= 30 -t & + (40 - t — 5t2)g,
donde r estd en metros y t en segundos. Encuentre los vectores velocidad y

aceleracion instantaneas.

Desde una distancia d del borde rec-
to de un tobogdn se dispara una
bengala. Si el tobogan tiene una al-
tura h y un largo b, determinar am-
bas componentes de la velocidad ini-
cial del proyectil para que éste ate-
rrice sobre el vértice superior del to-
bogan de manera que su velocidad
sea paralela al plano inclinado.

Figura 3.24
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28.

29.

30.

Respuesta:
4 gb . hg |
=dy|——c 2b+d)y | ——— % .
v T A Ty

Supongamos que r(t) y 6(t) son las coordenadas polares de un punto que se
mueve en un plano. Demuestre que la velocidad de tal punto, en coordenadas
cartesianas, viene dada por

. dr de . R dr . de R
u(t) = [% cos T s1n9} T+ [% sm@—i—ra COSH:| ]
= [7’“ cosf —rf sin@] T+ {7‘ sinf +r6 COS@} 7.
Encuentre la velocidad en coordenadas cartesianas para los tres casos del pro-
blema 22.

Una particula tiene aceleracién constante
@=(6-2 +4-7)m/s?.

En t = 0 la velocidad es cero y el vector posicién es Zy = 10-Z [m].
a) Encuentre los vectores velocidad y posicién en un instante ¢ cualquiera.

b) Encuentre la ecuacién de la trayectoria en el plano y dibdjela.

De un canén se disparan dos proyectiles: el primero con un angulo de elevacién
f1 = 60° y el segundo con un angulo de elevacién 65 = 45°. La velocidad de los
proyectiles, al emerger del canén es vg = 250 m/s. Despreciando la resistencia
del aire, encuentre el intervalo de tiempo entre los dos disparos que asegure que
los proyectiles choquen.
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31.

32.

33.

de cambios de un automévil. Encuentre Sgli(:daamcbailjgs
la razén entre los radios de ambos en-

granajes, que es la misma para ambos
pares, si uno desea que en la primera
marcha, con el motor a 2000 RPM, el
auto tenga una velocidad de 30 Km/h.
Por cada cinco vueltas en la salida de la
caja de cambios, las ruedas, cuyo radio
es de 50 cm, dan una vuelta.

La figura indica la conexién en una caja m

Consideremos una turbina hidraulica.
Supongamos que el agua ingresa a la
turbina con una velocidad ¥, con v =
|#] = 15 m/s, formando un dngulo con
la tangente al rotor en el punto de en-
trada @ = 30° (ver figura 3.26). Su-
ponga ademas que el radio externo del
rotor es R = 2 m y que, en su estado
estacionario, el rotor gira a 30 RPM (o
sea, con frecuencia v = 0,5 s~ !).

La forma de las paletas de un rotor de
una turbina hidraulica es tal que la ve-
locidad relativa entre el agua que ingre- Figura 3.26
sa a la turbina y la paleta en el punto

de entrada, sea tangente a la paleta (de

esta manera el agua ingresa a la turbi-

na sin choques).

Determine el angulo 8 entre la paleta del rotor y la tangente al rotor en el
punto de entrada de agua. Encuentre también la velocidad relativa v, del agua
(respecto a la paleta) en ese punto.

Respuesta: v sin o
P tan 8 =

. = 10, .
veosa —2mRv’ v 0,06 [m/s]

Una particula se mueve en el plano x-y con una velocidad (que depende de la
posicién) ¥ = az + bxy, donde a y b son constantes. En el instante inicial la
particula se encuentra en el origen (z(0) = y(0) = 0). Encuentre la ecuacién de
la trayectoria y(x).

Respuesta: y(z) = ixz .
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34.

35.

Un mono esta colgado a una altura
h de un arbol. Un cazador apunta
con una cerbatana directamente al
mono desde una distancia d (ver fi-
gura 3.27). En el mismo instante en
que el cazador sopla el dardo enve-
nenado el mono se suelta del arbol.
iSobrevivird el mono? (Desprecie el
efecto de friccion del dardo con el
aire)

Figura 3.27

Una rueda gira en torno a un eje horizontal a 30 rpm (1 rpm = una revolucién
por minuto = 1 vuelta por minuto), de manera que su parte inferior queda a
nivel del suelo, pero sin rozarlo. (O sea, la rueda gira sin rodar).

Sobre el borde de la rueda se han adosado dos piedrecitas, en posiciones diame-
tralmente opuestas.

a) Suponga que cuando el didmetro que une a las piedras pasa por la posi-
cién horizontal, éstas se desprenden del borde, en forma simultanea (figura
3.28a), y una de ellas llega al suelo antes que la otra. Se observa que du-
rante el intervalo de tiempo entre la llegada al suelo de una y otra piedra,
la rueda da una vuelta completa. Determine el radio de la rueda.

b) (Qué dngulo a debe formar la linea que une a ambas piedras con la vertical
para que, si las piedras se desprenden en esa posicién, lleguen al suelo al
mismo tiempo?

[
[

he [ g

e
e

Figura 3.28a Figura 3.28b
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36.

37.

38.

39.

Un globo sonda es soltado desde la tie-
rra y se aleja con velocidad constante
en trayectoria recta la cual forma un
angulo de 30° con la vertical. La velo-
cidad del viento con respecto al suelo
es de 10 [km/h], estable, hacia el norte.

a) Calcule la velocidad del globo
respecto al aire.

b) Calcule el tiempo que tarda el
globo en alcanzar una altura de
1 km con respecto al suelo.

Figura 3.29

* Una rueda de radio 0,25 [m] ha estado girando en forma uniforme a razén de
una revolucién por segundo. En cierto instante la rueda es frenada y se detiene,
uniformemente, después de haber girado media vuelta. Calcule la aceleracién
tangencial y centripeta de un punto fijo en el borde de la rueda cuando ésta

comienza a ser frenada.

Dos proyectiles son lanzados si-
multaneamente desde el mismo punto
en un plano horizontal. Los proyectiles
son lanzados con igual rapidez y con
angulos con respecto a la horizontal «
y [, respectivamente (a < (). Ambos
proyectiles llegan al mismo punto en la
horizontal pero a instantes diferentes.
Demuestre que lo descrito es posible y
encuentre la razén entre los tiempos
de llegada. (Expresar el resultado en
términos de ).

Un proyectil es lanzado desde un plano
inclinado cuyo &angulo de inclinacién
con la horizontal es «. Si el proyectil es
lanzado con rapidez vg y con un angu-
lo de eyeccion 8 con respecto al plano
(ver figura 3.31), calcule el alcance D
del proyectil a lo largo del plano.

Figura 3.50

Figura 3.51
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40. El aviz, una apetitosa ave del tiempo de las cavernas, desarrollé por un proceso
de evolucién, una coraza en la parte inferior de su cuerpo de manera que los
trogloditas no podian cazarlas con arcos y flechas.

Ogu, un ingenioso troglodita, desarrollé un método para cazarla aprovechando
que el ave no tiene coraza sobre el dorso. El disparaba flechas que impactaran
al avix por arriba.

Dados la velocidad del ave vaye, la altura h a la que vuela, la velocidad vg con

que la flecha es impulsada por el arco y el dngulo 6 (respecto a la horizontal)
con que el troglodita dispara la flecha, calcular:

a) El tiempo que le toma a la flecha pasar por la altura h la segunda vez.

b) El valor de la distancia d entre el ave y la vertical por el punto de lan-
zamiento, en el instante del lanzamiento, para que la flecha impacte al
ave.

Figura 3.52

41. Se lanzan dos proyectiles A y B de modo que tienen igual alcance horizontal L.
A se lanza horizontalmente desde una altura h, que es igual a la altura maxima
que alcanza B durante su vuelo (ver figura 3.33)

a) Calcule la razén entre los tiempos y
de vuelo de A y B.

b) Calcule la razén entre las compo- B
nentes horizontales de la veloci- A
dad de los proyectiles.

¢) {Cudl es la rapidez (magnitud de
la velocidad) de cada uno de ellos X
al llegar al suelo? 0 L

Figura 3.33
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3.5. Solucion a algunos de los problemas

Solucion al problema 18.

Coloquemos el origen en el lugar en que esta ubicado el canén y sean & y 2 los
ejes horizontal y vertical, respectivamente. La posicién de la bala (siendo t = 0 el
instante del disparo) vendra dada por las coordenadas

x(t) = vy cosbp t

1
z(t) = v sinfy t — 59152 .

La componente vertical de la velocidad de la bala serd
v (t) = vo sinfy — gt .

Sea t* el instante en que la bala penetra por la ventana. En ese instante deben
cumplirse las relaciones

vg cosby t* =D
Y 1
vp sinfy t* — §gt*2 =h.

La condicién de que la bala penetre en forma horizontal por la ventana exige que
en t* la velocidad vertical de la bala sea nula. O sea, ademas de las dos relaciones
anteriores, debe cumplirse que

vg sinfy —gt* =0.
Despejando t* de la iltima relacién y reemplazandola en las dos anteriores se obtiene

va sinfy cosfy = Dg (1)

v3 sin? 0y = 2hg . (2)
Dividiéndo la ultima por la antepentltima se encuentra

2h
tan 6y = o

Esta relacién permite encontrar el angulo de elevacion del disparo 6. Para determinar
el valor de vy elevamos al cuadrado la ecuacién (1):

va sin? @y (1 —sin®6y) = D?g? .

Despejando sin? 6, de (2), sustituyéndolo en la dltima ecuacién se encuentra para vy
la expresién
(D? + 4h?%)g

2
Yo = 2h
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Solucion al problema 30.

Sea z-y el plano en que se mueven los proyectiles, Z el eje que apunta hacia arriba
y coloquemos el origen en el lugar en que se encuentra el canén.
Sea t el tiempo transcurrido desde el disparo de la bala # 1. La posicién de esa
bala viene dada por
{ z1(t) = wosinb t — %gt2
x1(t) = wocosby t.

Sea t’ el tiempo transcurrido desde el disparo de la bala # 2. La posicién de la segunda
bala viene, andlogamente, dada por

2(t) = vosinﬁgt’—%gt’2
xo(t') = wocosbyt .

Para que las balas choquen deben coincidir las dos coordenadas de ambas balas, o
sea, debe cumplirse
cosfy t = cosf t' (3.3)

1 1
vgsinfy t — igt2 = vgsinfy t' — gth . (3.4)

Despejando t' de la primera de estas ecuaciones y reemplazandola en la segunda se

obtiene

. 1 . cos 1 cos?6
v051n91t—§gt2 = v sin A L L 42
C

osfy 2 9 o2 0

Luego dividimos por ¢, multiplicamos por cos 65 y reordenamos los términos:

vg (cos B2 sin B — sin By cos b1) = (cos® By — cos®6y) . (3.5)

2 cos 6y

Sea At el tiempo entre ambos disparos. Se tiene entonces que ' = t—At. Sustituyendo
esto en (B.14]) se encuentra que

cos 09
= — | At. .
! <cos 0y — cos 91> ! (36)

Sustituyendo esta relacién a su vez en (5.17)), se obtiene:

At

29 - 29
vo (cos By sin B — sin b cos 61) :g (cos® By — cos” 0y)

cos B — cos 64
o sea,
2’[)0 sin(91 — 92)

At = — ~
g cosby 4 cosbs

11s.
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Solucion al problema 33.

Sea 7(t) = x(t)  + y(t) y la posicién de la particula. Derivando respecto al tiempo se
encuentra su velocidad:

oty =azt)z+9yt)y .

Por otra parte, de acuerdo al enunciado, sabemos que
() =az+bx(t)y .
Igualando ambas expresiones, componente a componente, obtenemos

z(t) =a

y(t) = bx(t) .

La primera de estas expresiones indica que, para la componente a lo largo del eje z,
el movimiento es uniforme, o sea,

z(t) = z(0) + at .

Pero, de acuerdo al enunciado, x(0) = 0, luego z(t) = at. Sustituyendo esto en la
ecuacién para ¢(t) se encuentra
y(t) = bat .

De aqui se deduce que el movimiento a lo largo del eje g es uniformemente acelerado,
luego
Lo 1. 5
y(t) = y(0) + ébat = ébat .

De esta manera hemos encontrado que las coordenadas x e y de la particula, en
funcion del tiempo, vienen dadas por

Despejando t de la primera de estas ecuaciones y reemplazandolo en la segunda, se
obtiene finalmente la ecuacién de la trayectoria
b

y=y(z) = %l’
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Solucion al problema 36.

a) Sea v la velocidad del globo respecto a un observador fijo en la Tierra. La velocidad
vertical y horizontal seran

3
v, = vg cos 30° = %

. Vo
vz = v sin 30° = 5

respectivamente. La componente horizontal de la velocidad del globo debe coincidir
con la del viento, o sea, v, = v9/2 = v,. De aqui se deduce que vy = 2v, = 20 km/h.

La componente vertical de la velocidad del globo es precisamente la velocidad
con que éste se mueve respecto al aire (su movimiento horizontal se debe al viento).
Esta velocidad vertical viene dada por v, = v9v/3/2 = 17,3... km/h.

b) Conociendo v, es facil evaluar el tiempo t* que demora el globo en alcanzar una
altura de h = 1 km. Este viene dado por

h 1

th = — ~

v, 17,3

[h] ~ 3,46 [minutos] .

Solucion al problema 37.

Sea wy la velocidad angular de la rueda antes de ser frenada: wy = 27 s~!. Sea « la
aceleracion angular que sufre la rueda al ser frenada. Si ¢ = 0 es el instante en que se
aplica el freno, se tiene que la velocidad angular vendra dada por

w(t) =wo+at

mientras que el dngulo que rotara la rueda sera

1 1
0(t) = 0(0) + wot + §at2 = wot + 50052 .
Sea t* el tiempo que tarda la rueda en quedar en reposo. De acuerdo al enunciado del
problema, debe cumplirse que w(t*) =0y 0(t*) = 7, o sea,

1
W:wgt*+§at*2 y  wotatt=0.

De estas ecuaciones podemos despejar t* y a.. En particular para la aceleracién angular

se obtiene
wi
a=——==21 [s7?].
2T
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La magnitud de la aceleracién tangencial y centripeta (ver seccién 3.3) vienen dadas
por a; = Ra y a. = —Rw?. Usando estas expresiones con R = 0,25 [m] y w = wy =
271 5! se encuentra que la aceleraciones tangencial y centripeta de un punto fijo en
el borde de la rueda, cuando ésta comienza a ser frenada, son a; = —1,57 [m/s?] y
ac=9,87 [m/s?].

Solucién al problema 41.

a) Lo que A tarda en llegar hasta el suelo es igual a lo que demora B desde su punto
méximo (ambos ahi tienen una velocidad vertical nula). B demora lo mismo en subir
que en bajar, luego la razén entre los tiempos de vuelo de Ay B es

ta 1

tp 2
b) La velocidad horizontal de ambos proyectiles es constante. Ambos recorren la

misma distancia horizontal y como B para ello demora el doble que A, se deduce que
la velocidad horizontal de B debe ser la mitad de la de A.

c) La velocidad vertical con que A y B llegan al suelo es la misma (la de una caida
libre de una altura h). Esta es v, = /2gh. El tiempo de caida de A es t* = \ﬂ2h/g).
En ese tiempo A avanza en direccién horizontal una distancia horizontal L. Como la
velocidad horizontal es uniforme se deduce que ésta (para la particula A) debe ser
vy, = L/t* = L\/g/(2h). La rapidez de A cuando llega al suelo es, por lo tanto,

/2,2 1/Qh_
v—l—vh g+2h

Para la particula B la componente vertical de la velocidad es la misma, mientras que
la componente horizontal es la mitad de la de A, o sea,

2
=02+ (vp,/2)? =/ 2gh + % :



Capitulo 4

Las leyes de Newton

versién 19 agosto 2010

Hasta el momento, sélo nos hemos preocupado de describir el movimiento. Ahora
que tenemos las herramientas adecuadas para ello, podemos ocuparnos del problema
siguiente, que es estudiar las causas del movimiento, es decir, estudiaremos la dindmi-
ca del movimiento.

En principio, es sencillo: basta con enunciar las asi llamadas tres Leyes de Newton.
Sin embargo, en realidad no es tan simple, y de hecho dedicaremos este capitulo, y
practicamente todo el resto de este curso, a analizar sus consecuencias. El resultado,
es decir, la descripcion de la Naturaleza basada en las leyes de Newton, se denomina
Mecdnica Cldsica. En estricto rigor, es posible hacer ciertas objeciones desde el punto
de vista logico a estudiar la mecanica partiendo de las leyes de Newton. Existen
alternativas a esta formulacion de la mecénica clédsica, pero son més abstractas y por
ende no tan adecuadas para un primer curso de Mecdnica. Ademds, esta forma de
proceder corresponde mejor al desarrollo histérico de la Fisica

Pero antes incluso de enunciar las famosas leyes de Newton, debemos discutir
algunos conceptos preliminares.

4.1. Espacio y tiempo

En la Mecdanica Newtoniana se supone que las particulas, como también los ob-
servadores, “viven” en un espacio euclidiano tridimensional. Que sea tridimensional
no es una suposicion realmente sorprendente, ya que nuestra experiencia avala que,
para determinar inicamente la posicién de una particula, necesitamos tres coordena-
das. Por su parte, que sea euclidiano significa que se cumplen los cinco postulados de
Euclides. En particular, el quinto postulado. Este indica que por un punto externo

122
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a una recta pasa sélo una recta paralela a la recta original Estos cinco postulados
determinan completamente lo que se denomina Geometria Euclidiana, que es la que
estudiaron los griegos naturalmente, y que nos parece completamente natural en la
vida cotidiana. Por ejemplo, a partir de estos postulados (jy en particular el quinto!)
es posible demostrar que la suma de los angulos interiores de cualquier tridngulo es
siempre 180°. Otra caracteristica de un espacio euclidiano es, por ejemplo, que la
suma de dos vectores de desplazamiento es conmutativa.

Es interesante notar que es posible considerar también espacios no euclidianos. Un ejemplo
es la superficie de una esfera. Sobre una esfera es imposible trazar “una recta”, en el sentido
tradicional. Podemos salvar este punto notando que una recta, en el espacio euclidiano, es
el camino de menor longitud entre dos puntos dados. Si usamos ese hecho para definir una
“recta”, entonces si podemos trazar “rectas” sobre una esfera: el camino de menor distancia
entre dos puntos dados corresponde en tal caso a los meridianos (técnicamente, para una
superficie cualquiera se dice que el camino de menor longitud entre dos puntos dados es
una geodésica). Y ahora nos preguntamos: jes posible trazar, por un punto externo a un
meridiano dado, otro meridiano paralelo (es decir, que no se cruce con el otro meridiano en
ninglin punto)? La respuesta es no, y sabemos por qué: los dos meridianos se encontraran
invariablemente en los polos. Vemos que, sobre una esfera, el quinto postulado de Euclides
no se cumple: no es posible trazar ninguna “recta” paralela a una recta dada. A pesar de
ello, es posible construir una geometria completamente consistente desde el punto de vista
matemadtico, sélo que el espacio resultante es no euclidiano. Este caso fue estudiado por
Riemann. En un espacio de Riemann se presentan varias situaciones curiosas. Por ejemplo,
al viajar en linea “recta” en ese espacio, en algin instante uno vuelve al punto de partida.
Ademas, la suma de los angulos interiores de un tridngulo dibujado sobre tal esfera es
mayor a 180° y también la suma de dos vectores es no conmutativa.

También es posible violar el quinto postulado de Euclides en el sentido opuesto, es decir,
proponer un espacio en el cual es posible trazar infinitas rectas paralelas a una recta dada.
Esto da origen a la geometria de Lobachevsky, y corresponde a una superficie tipo silla de
montar.

El espacio que Newton usa para desarrollar la mecénica no sélo es euclidiano sino
que también homogéneo e isétropo. Esto significa que todos los lugares del espacio son
equivalentes y que el espacio tiene las mismas propiedades en todas las direcciones.

Para desarrollar la mecanica también es indispensable decir algo sobre el concep-
to de tiempo. Newton usé la suposicién de que: “El tiempo matemdtico, absoluto y
verdadero fluye, debido a su propia naturaleza, parejamente y en forma independiente
a cualquier agente externo’. Esta suposicion también nos parece completamente na-
tural, avalada por nuestra experiencia: el hecho de que el tiempo avanza homogénea
y continuamente, independiente de la posiciéon de un observador, de su velocidad, de
cualquier cosa.

Ahora bien, notemos que Newton no nos entrega precisamente una nocién de
tiempo. De hecho, nos dice que el tiempo fluye “parejamente”, pero sin conocer de

'En realidad, Euclides formulé el quinto postulado de otro modo, pero ésta es la formulacién
quizas mas famosa, debida a Ptolomeo.
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antemano lo que es el tiempo, la palabra “parejamente” no tiene sentido. De modo
que, desde el punto de vista estrictamente 16gico, la concepcion del tiempo anterior es
insatisfactoria. Pero, de todos modos, no es facil decir algo sobre la nocién tiempo que
sea mejor o que clarifique lo expresado por Newton, consecuentemente, no intenta-
remos hacerlo aqui. Més bien apelaremos a nuestra intuicién y experiencia cotidiana
sobre lo que entendemos como “tiempo”.

Hay muchos modos de verificar que la nocién Newtoniana del tiempo como algo
independiente de todos los observadores es “correcta” o por lo menos “plausible”. Si
dos personas se encuentran y sincronizan sus relojes en un momento dado, sabemos
que sus relojes permaneceran sincronizados siempre, independiente de lo que hagan.
En eso se basan todas nuestras actividades. Si decimos que una clase comienza a
las 10 de la manana, un programa de televisiéon a las 9 de la noche, o quedamos de
encontrarnos con un amigo en 20 minutos mas, dichas afirmaciones tienen un caracter
absoluto para todos.

Este hecho, que relojes inicialmente sincronizados permanecen sincronizados, es
bésico en la mecanica newtoniana. Por ejemplo, el movimiento rotatorio de la Tierra
en torno al Sol se usa para definir la unidad de tiempo llamada ano; el movimiento
de la Tierra en torno a su propio eje puede usarse para definir dia solar. Un péndulo,
o una masa colgada de un resorte, también puede usarse como reloj.

Supongamos que un observador O tiene numerosos relojes idénticos a su disposi-
cién, que los ha sincronizado y que tales relojes no modifican su ritmo si se los aleja,
cada uno de los demas. De esta manera el observador O puede tener en todos los
lugares del espacio relojes sincronizados con el que él posee. Para el observador O,
dos eventos que ocurren en lugares distintos, seran simultdneos si los relojes ubicados
en los dos lugares marcan la misma hora al ocurrir los eventos. Una consecuencia
de la concepciéon newtoniana del tiempo es que si dos eventos son simultaneos para
un observador, también lo seran para todos los demas observadores. En la mecanica
newtoniana el concepto simultaneidad tiene una validez absoluta.

Como hemos dicho, todas éstas son suposiciones. Razonables, pero suposiciones.
Validadas, en todo caso, por nuestra experiencia cotidiana. Es oportuno indicar, sin
embargo, que més adelante (en futuros cursos) nos veremos forzados a abandonar
este concepto intuitivo del tiempo. Y no solamente del tiempo; en algiin momento nos
veremos obligados a revisar muchos otros conceptos que ya crefamos tener claramente
establecidos. La razon escencial es que nuestra experiencia cotidiana sélo alcanza a
un conjunto limitado de fenémenos. Las leyes de Newton no son necesariamente (y
de hecho no lo son) aplicables a fendmenos que ocurren en el mundo microscépico
o en escalas cosmoldgicas, fracasando estrepitosamente cuando los sistemas son muy
pequenos o las particulas se desplazan a velocidades comparables a la velocidad de
la luz. No obstante, esto no invalida la necesidad de nuestro estudio: la mecanica
newtoniana es una buena descripcion para una gran diversidad de fenémenos, y sus
éxitos (aunque ahora sepamos que estén restringidos a un cierto &mbito de fenémenos)
son indiscutibles.



CAPITULO 4. LAS LEYES DE NEWTON 125

4.2. Las leyes de Newton

Estos son los postulados fundamentales de la mecanica que Isaac Newton publicé en
su libro “Principia Mathematica” en 1687.

Primera ley:

Cada cuerpo material persiste en su estado de reposo o de movimiento
uniforme en linea recta, a menos que una fuerza, que actua sobre el cuerpo,
lo conmine a cambiar de estado.

Si miramos con cuidado, notamos que esta ley estd escrita en términos de un
concepto ain no definido, la fuerza. S6lo podemos apelar a nuestro conocimiento
intuitivo sobre qué es una fuerza: una fuerza es lo que hacemos, por ejemplo, al usar
nuestros musculos para empujar un objeto.

Estamos diciendo entonces que mientras no haya una fuerza sobre un objeeto,
éste va a seguir en reposo si estd en reposo, o en movimiento rectilineo uniforme si
estd en movimiento. Es decir, si no hay fuerzas sobre un objeto éste tendrd veloci-
dad constante (nula o no). Este principio, también conocido como ley o principio de
inercia, ya habia sido enunciado por Galileo.

Ahora bien, consideremos la siguiente situacion: estamos dentro de un auto en
reposo, y observamos un arbol en la calle. Nadie empuja o tira del arbol, y éste no se
mueve. Eso es precisamente lo que dice la primera ley de Newton. Pero ahora el auto
acelera. Repentinamente, vemos que, a pesar de que nadie empuja al arbol, éste se
mueve. Es decir, en nuestro sistema de referencia, dentro de ese automévil, el arbol
acelera a pesar de que no hay fuerzas sobre él. ;Qué significa esto, entonces? ;Qué la
primera ley de Newton no es cierta? Efectivamente. La primera ley de Newton no se
cumple en sistemas de referencia acelerados (como nuestro auto cuando parte). Esto
no significa que un sistema de referencia acelerado “sea malo”; simplemente significa
que la primera ley de Newton no se cumple. Diremos que un sistema de referencia en
que se cumple la primera ley de Newton es un sistema de referencia inercial. Por lo
tanto, podemos considerar que la primera ley de Newton no es tanto una afirmacion
sobre lo que le ocurre a un cuerpo cuando aplico o no una fuerza, sino que, en realidad,
es la definicion de sistema de referencia inercial.

En general en Fisica, y lo haremos asi en este curso, preferimos trabajar con
sistemas de referencias inerciales, porque la descripcion es méds sencilla. En nuestro
problema del arbol visto desde un auto acelerando, cualquier explicacién sobre las
causas del movimiento del arbol sera inverosimil, pues de verdad no hay nada en
el Universo que haya intentado mover el arbol. Claro, si alguien ve esta situaciéon
desde la acera, va a ser evidente para ese observador adicional que, desde dentro del
auto, el arbol parece acelerar porque en realidad es el auto el que acelera, pero hacer
Fisica en el interior del auto significa trabajar sélo sobre observaciones que se pueden
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realizar desde el interior del auto. Es posible, sin embargo, hacer Fisica en sistemas
no inerciales, lo cual serd tema de un capitulo posterior en este mismo curso. No es
que los sistemas no inerciales no sirvan para hacer Fisica, sino simplemente que la
descripcién es mas complicada.

Para enunciar la segunda ley debemos definir previamente una cantidad fisica
nueva: el concepto de cantidad de movimiento, momentum, momento o momento
lineal de una particula. El momentum de una particula es el producto de la masa de
la particula por su velocidad. Como el producto de un escalar (la masa) por un vector
(la velocidad), es un vector, el momentum de una particula es un vector:

p=mu .

Nuevamente estamos en dificultades con el lenguaje aca. La velocidad tiene un
significado claro, pero jqué es la masa? Y nuevamente tendremos que apelar a nuestra
intuicién cotidiana. La masa m de un cuerpo serd una magnitud que es proporcional
a su peso, es decir, dicho de alguna manera imprecisa, proporcional al esfuerzo que
es necesario realizar para levantarlo o suspenderlo. Si un cuerpo pesa mas que otro,
esto se debe a que el primero tiene una masa mayor que el segundo.

La unidad de masa en el sistema internacional de unidades SI es el kilogramo,
y corresponde a la masa del kilogramo patrén guardado en una oficina en Paris. Sin
embargo, para la mayoria de los efectos préacticos podemos definir a un kilégramo
como la cantidad de masa que posee un litro de agua dulce.

Con esta definicién, podemos enunciar enunciar la segunda ley de Newton.

Segunda ley:

El cambio de momentum Ap de una particula es proporcional a la fuerza
neta que actda sobre el cuerpo, como también al intervalo At durante el
cual ella se aplica, y apunta en la direccién y sentido de esta fuerza, o sea,

Ap=FAt .

Mi4s adelante definiremos a la cantidad FAt como el impulso, de modo que la
segunda ley de Newton se puede enunciar diciendo que el cambio de momentum es
igual al impulso.

Observamos de inmediato que esta ley sélo es vilida si la fuerza F es constan-
te durante el intervalo At y si las magnitudes son observadas desde un sistema de
referencia inercial.

Pero notemos también que en la expresién anterior, conocemos las definiciones de
tiempo, masa y velocidad, de modo que la segunda ley es, en realidad, la definicion
de fuerza.
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Si una particula estd sometida a una fuerza F durante un intervalo de tiempo
At, cambiard su velocidad y, por tanto, su momentum. De acuerdo a la segunda ley,
podemos definir la fuerza que actia sobre la particula haciendo el cuociente:

- Ap
F)=—,
(F) =%
donde con los paréntesis (-) indicamos que esto en realidad corresponde a la fuerza
media que siente la particula durante el tiempo At (de modo andlogo a los conceptos
de velocidad y aceleracién media en el Cap. [2)).
La fuerza instantdnea se obtiene en el limite At——0, o sea, viene dada por

F

SIS

Esta serd nuestra definicién de fuerza. En todo momento podemos determinar explici-
tamente el momentum de una particula como funcién del tiempo. Su derivada tem-
poral es la fuerza. Notemos que es evidente que la fuerza es también una magnitud
vectorial.

Si la masa de una particula no varia a medida que transcurre el tiempo, entonces

ﬁ:d—p:d(mv):md—v:md’.

Es decir, la fuerza neta que actia sobre una particula es igual al producto de su masa y
su aceleracion. La anterior es ciertamente una formulaciéon popularmente conocida de
la segunda ley de Newton, pero enfatizamos que es sélo valida si la masa es constante.
Hay muchas situaciones en que la masa no es constante: por ejemplo, un cohete que
sube desde la superficie terrestre quemando combustible, un auto que va gastando
gasolina, etc. En tales casos, lo correcto es utilizar la expresion original, en términos
del momentum.

En el sistema de unidades SI, si la masa se mide en kg y la aceleracién en m/s?,
entonces la fuerza viene dada en newtons (N):

IN=1kg-15 .
S

Tercera ley:

Si un cuerpo A ejerce una fuerza sobre otro B, entonces este iltimo ejer-
cera sobre A una fuerza de igual magnitud y en la misma direccion, pero
en sentido opuesto.
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La tercera ley se conoce también como ley de accion y reaccion. De acuerdo a ella,
una fuerza nunca aparece en forma solitaria, sino que siempre vendrd acompanada de
otras fuerzas, de manera que la suma vectorial de todas ellas sea nula. Por ejemplo,
la Tierra nos atrae hacia ella, y esto no nos genera ninguna complicacién conceptual,
pues la Tierra tiene mucho més masa que nosotros. Pero la tercera ley de Newton
asegura que también es cierto que nosotros atraemos a la Tierra, con una fuerza igual
a nuestro peso. Estamos acostumbrados a atornillar tornillos en nuestras casas, pero
si hiciéramos eso en ausencia de gravedad, al intentarlo el tornillo nos haria girar a
nosotros en direccion contraria, con la misma fuerza que nosotros aplicamos sobre él,
pues no habria otras fuerzas sobre nosotros que lo impidieran.

Si no lo pensamos con cuidado, la tercera ley nos puede llevar a imaginar ciertas
paradojas. Por ejemplo, si un caballo intenta tirar una carreta, puesto que la carreta
ejerce la misma fuerza sobre el caballo, ;jcémo es posible que el caballo mueva a la
carreta? ;No deberia ser la suma de las fuerzas igual a cero? Bueno, la suma de esas
dos fuerzas es cero, pero es crucial notar que no actian sobre el mismo cuerpo, y
la primera ley de Newton asegura que un cuerpo comenzard a moverse si la fuerza
total sobre €l es cero. En este caso, el caballo ejerce una fuerza sobre la carreta, y ésta
sobre el caballo, de modo que sobre ambos, carreta y caballo, se ejerce una fuerza neta
distinta de cero, y por tanto es posible que se muevan. (El hecho de que en efecto se
muevan en la direcciéon que el caballo tira tiene que ver en realidad con otros efectos,
relacionados con el suelo; de hecho, si el suelo fuera muy resbaloso, el caballo tampoco
lograria mucho, pero dejaremos la discusién de estos efectos para més adelante.)

A pesar de que no se menciona explicitamente, al aplicar la tercera ley se supone que la
accion y reaccién aparecen en forma simultdnea. Esto debe ser cierto independiente de la
distancia en que se encuentren. Por ejemplo, dos cuerpos pueden interactuar a distancia
a través de la interaccién gravitacional, y los pares de fuerza de accién y reacciéon deben
aparecen simultdneamente tanto para una manzana cerca de la Tierra, el sistema Tierra-Sol,
entre galaxias, entre quasares. . . Por lo tanto, implicitamente estamos aceptando que, en la
mecanica newtoniana, debe existir una manera de transmitir la informacién de un cuerpo
a otro con una velocidad infinita. Ahora sabemos que en la naturaleza tales velocidades
infinitas no existen; hoy en dia sabemos que la velocidad de la luz en el vacio es un limite
superior para las velocidades con que se puede trasladar algo material o informacién de un
lugar a otro. Por esta razdn, la tercera ley es generalmente una muy buena aproximacién,
pero no tiene una validez universal; por ejemplo, en colisiones atémicas no es siempre
aplicable.

4.3. Uso de las leyes de Newton

Para aprender a manejar las leyes de Newton y comprender su significado, lo
mejor es ilustrar su uso en algunas situaciones concretas.
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Ejemplos:

1. Analicemos las fuerzas que actiian sobre un cuerpo que cae.

Debido a la atraccidon gravitatoria, todo objeto sufrird una fuerza que apunta
hacia el centro de la tierra. Es esta fuerza la que acelera al cuerpo durante su
caida.

. Cual es el tamano de esta fuerza? Sabemos que al realizar experimentos con
cuerpos sobre la superficie terrestre, al soltarlos todos ellos caen con la misma
aceleracion hacia la superficie. Esta aceleracién constante, llamada aceleracion
de gravedad, se denota por g, y su valor es aproximadamente g = 9.81 m/s2. (En
realidad, al realizar estos experimentos hay que asegurarse de que los efectos
de la densidad y viscosidad de la atmédsfera sean despreciables. Més aun, el ex-
perimento debe realizarse sin alejarse demasiado—a lo més unas pocas decenas
de kilémetros—de la superficie terrestre, ademas de haber pequenas variacio-
nes con la latitud. Pero para todos los efectos préacticos, cerca de la superficie
terrestre la aceleracién de gravedad se puede considerar constante.)

Conociendo la aceleracién del cuerpo y su masa m podemos (usando la segunda
ley de Newton) establecer cudl es la fuerza gravitacional que actiia sobre el
cuerpo. Definiendo al vector unitario Z como un vector que apunta hacia arriba,
el vector aceleracién del cuerpo vendrd dado por @ = —gZ. La fuerza sobre el
cuerpo es entonces

F=m(—g2)=—-mg? .

A la magnitud de esta fuerza gravitacional es lo que se llama peso del objeto.
Usando la letra W para denotar al peso se tiene

|13| =W = m g = peso del objeto .

El peso de un objeto no es sino la fuerza que ejerce la Tierra sobre él. En el
lenguaje coloquial, es habitual decir que el “peso” se mide en kilogramos. Pero
vemos que el peso es una fuerza, y por tanto se mide en newtons; es la masa,
una cantidad escalar, la que se mide en kilogramos. Ambos conceptos pueden
considerarse intercambiables, sin embargo, mientras estemos en la Tierra, pues
masa y peso difieren en un factor constante para todos los cuerpos, igual a g.
Pero en rigor, siempre debemos hacer la distinciéon entre masa y peso.

2. Analicemos las fuerzas que actian sobre un libro de masa M, en reposo sobre
una mesa (superficie horizontal).

Ya sabemos que sobre el libro actia una fuerza, debido a la gravedad terrestre,
que es
W =-Mgz.
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Por otra parte, debido a que el libro se encuentra (y se mantiene) en reposo, la
fuerza neta sobre el libro debe ser nula. ;Quién o qué ejerce otra fuerza, igual a
—V_V sobre el libro? La respuesta es: la mesa. Efectivamente, el libro se apoya
sobre la mesa y la superficie de ella ejerce sobre el libro una fuerza hacia arriba,
R cuya magnitud es igual al peso del libro, y de sentido opuesto, R=-W.

A su vez, como R es la fuerza ejercida por la mesa sobre el libro, éste debe
ejercer una fuerza de igual magnitud y sentido opuesto, S = —é sobre la mesa.
Y tamblen es cierto que el libro debe Q]GI‘CGI‘ una fuerza de magnitud igual a
5’2 — —W sobre la Tierra. Pero aunque 51 y Sg existen en este problema, no
actian sobre el libro, y por tanto son completamente ignorables cuando se trata
de estudiar el comportamiento del libro. Mas atn, el hecho mismo de que el libro
sea atraido por la Tierra y de que esté sobre la mesa es irrelevante, ya que lo
unico que le importa al libro es que sobre él actian fuerzas W y R. Toda la
influencia de la Tierra y la mesa se reduce a la existencia de dichas fuerzas sobre
el libro. Esto sugiere que es posible estudiar al libro aislado de todos los otros
cuerpos del Universo, como si éstos no existieran, y reemplazando aquellos que
tienen efecto sobre él por las fuerzas respectivas:

Al analizar las fuerzas que se ejercen sobre un cuerpo es conveniente
aislarlo del resto de los objetos que interactian con él. Para ello cada
objeto que interactia con este cuerpo es sustituido por una fuerza que
cumple con la tercera ley de Newton. El resultado de esta operacion
es el asi llamado diagrama de cuerpo libre del objeto.

Para el caso del libro, la interaccion de
éste con la tierra se reemplaza por el
vector W que apunta hacia abajo y cu-
ya magnitud coincide con el peso del
libro; el efecto de la mesa sobre el li-
bro se reemplaza por el vector ﬁ, (ver
figura 4.1). Si el libro se mantiene en
reposo, la segunda ley de Newton re-
quiere que W+R=0.

|
aU )

A la fuerza R se le denomina fuerza normal , pues es perpendicular a la superficie
sobre la cual estd apoyado el objeto. La fuerza normal es la responsable de que
el cuerpo no “atraviese” la superficie. En el caso sencillo analizado recién, la
fuerza normal R = —W. Un error usual es decir que la fuerza normal es la
reaccion al peso. Es el mismo vector que la fuerza de reaccién al peso, pero en
realidad son fuerzas distintas, pues la normal es una fuerza que ejerce la mesa
sobre el libro, y la reaccién al peso es la fuerza que ejerce el libro sobre la Tierra.
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Y ademads, la normal tiene igual magnitud que el peso sélo en este caso, en que
la superficie de apoyo es horizontal.

3. Consideremos un objeto de masa m que cuelga del techo sujetado por una
cuerda ideal (ver figura 4.2). ;Cudl es la fuerza que la cuerda ejerce sobre el
gancho en el techo y cudl es la tensiéon de la cuerda?

Una cuerda ideal es una cuerda que, a _
menos que se especifique lo contrario,
no tiene masa, es perfectamente flexible i =

y no es extensible. Que una cuerda sea Fi
perfectamente flexible quiere decir que
sélo es capaz de transmitir una fuerza a
lo largo de ella; no puede ejercer fuerzas w
transversales. Figura 4.2

Sobre el objeto actian dos fuerzas; una es el peso W = —mgZ y la otra es
la fuerza F ejercida por la cuerda. Como el objeto no acelera, la fuerza neta
(es decir, la suma de todas las fuerzas que actian sobre él) debe ser nula. Por
consiguiente, ﬁl =—W.

Debido al principio de accién y reaccién, debe haber una fuerza ejercida por
el objeto sobre la cuerda igual a F| = —F}. Sobre la cuerda también hay una
fuerza ejercida por el gancho, Fj.

Nuevamente, debido al principio de accién y reaccién, la cuerda debe ejercer
sobre el gancho una fuerza igual a Fy = —F3.

Ahora, debido a que la cuerda no tiene masa, las tnicas fuerzas que actian
sobre ella serdn F| y Fj. Al estar en equilibrio (la cuerda no acelera), la suma
de ambas fuerzas debe ser cero, luego Fj = —F}. Resumiendo, tenemos que

—mgézW:—ﬁlzﬁ{:—ﬁézﬁg,
o sea, la fuerza B que la cuerda ejerce sobre el gancho es igual al peso —mg2.

Cada uno de los extremos de la cuerda ejerce una fuerza sobre los objetos a
los cuales estd unida. Cuando la masa de la cuerda es nula, la magnitud de esa
fuerza es la misma. A esta magnitud se le llama tension de la cuerda. A lo largo
de una cuerda ideal, que no tiene masa, la tension no varia. Para la cuerda del
presente problema, la tensiéon es 7 = mg. La tensién es un escalar.

A primera vista, uno podria haber adivinado que si colgamos del techo una
masa, la fuerza que se va a ejercer sobre el gancho del que todo cuelga sera igual
al peso del objeto suspendido. Pero notemos la cadena de implicaciones que han
conducido a este resultado, en particular la importancia de que el sistema esté en
reposo.



CAPITULO 4. LAS LEYES DE NEWTON 132

4. Méaquina de Atwood.

Consideremos dos masas mi y me unidas por una cuerda ideal sin masa que
pasa sobre una polea ideal (ver figura 4.3). Deseamos encontrar la aceleracién
de las masas y las tensiones de las cuerdas.

Con la expresién polea ideal nos estamos

l“eﬁl"leI‘ldO a una polea que no tiene ma- _ /
sa y gira sin roce. El objetivo de la polea

es simplemente cambiar la direccién de la
cuerda y, por lo tanto, de la fuerza (que
actia siempre a lo largo de la cuerda). La
tensién a la que estd sometida una cuer-
da no se modifica al pasar por una polea
ideal.

Sea 7 la tensién de la cuerda que une am- m,
bas masas y d; = a2 la aceleracién que
sufrird la masa 1. La fuerza neta que actia
sobre la masa 1 es (—myg+ 7)Z2, luego, de @
acuerdo a la segunda ley de Newton 1

N>
—

N - . Fi .3
(—mig+7)2=midy =mias Z . tgura 4

De esta relacion se deduce que
T —mig =miay . (4.1)

Andlogamente, aplicando la segunda ley de Newton a la segunda masa se obtiene
la expresién
T —Mog = Mads . (4.2)

Las ecuaciones (4.1]) y (42]) contienen toda la informacién que se puede extraer
a partir de las fuerzas. Sin embargo, no permiten encontrar la aceleracion de
cada masa, pues son dos ecuaciones para las tres incégnitas: a1, as y 7. {De
dénde se puede extraer una ecuacién adicional? La respuesta es tipica de este
tipo de problemas, con poleas: la tercera ecuacién es una condicién geométrica,
no dinamica, que se deduce del hecho de que la cuerda es inextensible. En efecto,
como el largo de la cuerda es constante, debe tenerse que el desplazamiento de
la masa 1 en un tiempo dado debe ser igual en médulo y de signo opuesto que
el desplazamiento de la masa 2 en el mismo tiempo; es decir, lo que sube (baja)
myq, debe bajarlo (subirlo) ma:

Azl = —AZQ .
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Dividiendo por el tiempo At durante el cual ha ocurrido este desplazamiento, y

tomando el limite At — 0, esta expresion queda 2; = —Z. Derivando una vez
mas respecto al tiempo queda Z; = —Zs, es decir,
a; = —ag .

Esta es la tercera ecuacién que necesitamos para resolver el sistema.
Sea entonces
61 = —62 = a02 .
De las ecuaciones (L)) y (£.2)) podemos despejar las dos incognitas ag y 7:

mimsa

mi + mg

mi1 — My

ag=——"=
mi + mg

Como la polea no tiene masa y ésta no sufre aceleraciones, la tension de la

cuerda que la sujeta debera ser igual a 27.

Casos particulares:

Si my = mao, entonces ag = 0y 7 = m1g = mag. Tal como era de esperarse, si
las masas son iguales, ninguna de ellas acelera.

Si mq > mo entonces ag resulta ser una magnitud negativa. Esto quiere decir
que d; = agZ es una aceleracién que apunta hacia abajo; tal como debe ser, la
masa 1 baja, mientras que la masa 2 sube.

Si mq es muy parecida a ma, entonces |ag| < g. O sea, cada una de las masas
realizard un movimiento uniformemente acelerado, pero con una aceleracion
mucho menor que g.

Simq = 0, entonces ag = g y 7 = 0. En este caso la cuerda deja de tener tension,
y por consiguiente la particula 2 caerd con aceleracion g.

El método expuesto es muy general, permitiendo abordar una gran variedad
de problemas con poleas y cuerdas. Es interesante notar, sin embargo, que el
sistema analizado es particularmente sencillo, y existen otros modos de llegar a
la misma solucién. En efecto, notemos que, para todo efecto practico, la cuerda
tiene sélo el efecto de mantener unidas las dos masas, y que éstas pueden ser
consideradas como un solo cuerpo. Si ponemos este sistema de dos masas unidas
por una cuerda en el suelo, horizontalment, podemos pensar que esta sometido
a dos fuerzas: los pesos de cada masa, uno hacia la derecha, el otro hacia la
izquierda. Por lo tanto, uno podria escribir la fuerza neta sobre el sistema:

F= —m19Z + magt ,
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lo que debe ser igual, por la segunda ley de Newton, a:

—

F = (m1 + ma)aod .

Despejando ag de estas ecuaciones, se recupera el resultado ya obtenido. Este
procedimiento tan sencillo, sin embargo, es posible porque el problema es en
si sencillo. Para configuraciones més complicadas, es mejor proceder del modo
general anteriormente expuesto, escribiendo cuidadosamente las fuerzas sobre
cada masa, y cualquier condicién geométrica adicional sobre los desplazamientos
de las mismas.

5. Considere una cuerda flexible de masa M
que cuelga entre dos paredes, siendo « el
angulo que forma la cuerda con la pared
(ver figura 4.4). Se desea encontrar la ten-
sién que la cuerda tiene en el punto mini-
mo. (En este caso, a diferencia de los an-
teriores, la tensién no es constante, preci-
samente porque la cuerda tiene masa.)

Fi

Figura 4.4

Para resolver el problema consideremos como nuestro sistema sélo la mitad
derecha de la cuerda. Este “truco” es en el mismo espiritu que el diagrama de
cuerpo libre. De hecho, es un diagrama de cuerpo libre, para la mitad derecha de
la cuerda. Estamos reemplazando, en el fondo, la mitad izquierda de la cuerda
por la fuerza que ésta ejerce sobre la otra mitad, Fi. A la mitad derecha de
la cuerda le da lo mismo lo que haya al lado izquierdo, sea una cuerda, una
pared, una persona, o cualquier agente, mientras ejerza la misma fuerza ﬁl en
el mismo punto.

Hay tres fuerzas que actian sobre el sistema considerado:

i) El peso W = —1Mg:.

ii) La fuerza F ejercida por la parte izquierda de la cuerda. La magnitud de
esta fuerza es igual a la tension de la cuerda en el minimo, que llamaremos
Tp. Se tiene que F; = —19% .

iii) La fuerza que ejerce el gancho sobre la cuerda. Como la cuerda es flexible
la fuerza necesariamente es a lo largo de la tangente de la cuerda. Si a la
magnitud de esta fuerza la llamamos fy, se tiene que F, = focosa Z +
fosina Z.
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Como nuestro sistema estd en equilibrio (no acelera), la suma de las tres fuerzas
debe ser nula:

- - — 1 N
W+ F +Fy = —§Mg,§—7'oi+focosozi—l—fosinazﬁ:0 .

Pero para que un vector sea cero es necesario que cada una de sus componentes
sea nula. Este hecho nos da las siguientes ecuaciones:

1
componente z: — §Mg + focosa =0

componente x: — 70+ fosina =0

De estas dos ecuaciones podemos despejar 79 y fo, obteniéndose

1
T = ngtana

M 2
fo= 73+<79>-

Notemos cémo para o — 90°, o sea, a medida que la cuerda se cuelga en forma
mas “tirante”, la tensién de la cuerda tiende a infinito. Esto viene, matemati-
camente, del hecho de que si o es muy parecido a 7/2, la fuerza ejercida por el
gancho tiene una componente vertical muy pequena. Como debe contrarrestar
a la unica otra fuerza vertical, el peso de la cuerda, se sigue que |F2| = fo debe
ser muy grande. En el limite o« = 7/2, fy — oo. Esto tiene importantes con-
secuencias practicas. Los cables del tendido eléctrico, entre postes, tienen una
cierta curvatura. Intentar colocarlos completamente horizontales seria un gran
riesgo, ya que estarian sometidos a una tensién demasiado alta, y cualquier per-
turbacién podria romperlos. Si uno desea suspender un cable horizontalmente
una solucién posible es utilizar cuerdas auxiliares:

Solucién que, por cierto, se utiliza en puentes colgantes, por ejemplo.
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6. Consideremos una masa m que gira en el
plano x,y, en un circulo de radio R y con
una velocidad angular constante, wgy . En-
contremos la fuerza neta a la que esta so-
metida la masa.

En la secciéon 3.3 ya analizamos el mo-
vimiento circular y demsotramos que la
aceleracion de la masa m viene dada por
@(t) = —Rwi?. De acuerdo a la terce-
ra ley de Newton, el hecho que la masa

m esté acelerada implica que sobre ella

estd actuando una fuerza neta Figura 4.5
F =md=—Rmwd .

Esta fuerza (de magnitud constante) apunta hacia el origen y por esta razon se
le denomina fuerza centripeta.

Debido a la importancia de este resultado lo reiteramos: Una masa m que realiza
un movimiento circular uniforme, estd sometida a una fuerza que apunta hacia
el centro de giro. La magnitud de esta fuerza centripeta es

mv2

2
Feent = mRWO = T 5

donde R es el radio del circulo, wy la velocidad angular y v = wgR el médulo
de la velocidad de la particula.

Problema resuelto en clases: 4.6

4.4. Roce cinético y estatico

Si un cuerpo se desliza sobre otro, tarde o temprano se detendrda a menos que
exista una fuerza externa que perpetie el movimiento. La fuerza que se opone al
deslizamiento relativo entre los dos cuerpos se denomina fuerza de roce cinético. Se
origina en la interaccién de ambas superficies en contacto.

La fuerza de roce no sélo aparece cuando dos cuerpos estdn en movimiento rela-
tivo, sino que también puede estar presente cuando los dos cuerpos se encuentran en
reposo relativo. En efecto, si, por ejemplo, intentamos deslizar una mesa por el piso,
notamos que aparece una fuerza que impide que este deslizamiento comience. A esta
fuerza se le denomina fuerza de roce estdtico.
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También existen otras fuerzas de roce que aparecen en diversas circunstancias
(por ejemplo, el roce rodante, el roce viscoso, etc), sin embargo, en el presente capitulo
centraremos nuestro interés en las fuerzas de roce cinético y estatico.

Se sabe relativamente poco acerca de ambos y es dificil cuantificarlos porque
dependen de la naturaleza de los materiales y de propiedades de la superficie como
el pulido, la existencia de 6xidos en la interfase, etc. Lo que dificulta ain maés la
cuantificacién de la fuerza de roce es su dependencia de la historia de las superficies:
el paso del roce estatico al roce dindamico depende de si las superficies se han deslizado
previamente o no.

Las fuerzas de roce tienen un origen microscopico. Dos superficies, por suaves que
parezcan, a nivel microscépico tienen irregularidades. Estas protuberancias forman,
en algunos casos, microsoldaduras, y son el origen de la fuerza adicional que uno
debe aplicar para poder iniciar un movimiento relativo entre los cuerpos. Una vez
que éstos estan en movimiento, estas aristas microscopicas se “enganchan” unas con
otras y dan origen al roce cinético (también a veces llamado “roce cinemdtico” o “roce
dindmico”). Por otra parte, cuando dos superficies estan en reposo relativo, aparecen
fuerzas entre las moléculas de cada superficie, y estas fuerzas son las que hay que
vencer para comenzar a desplazar entre si las superficies, dando origen asi al roce
estatico.

Lo cierto es que no hay una teoria completa, de primeros principios, para el roce.
Lo cual causa problemas desde el punto de vista tedrico, porque es un efecto que
evidentemente estd presente, pero que es dificil de modelar en general. En todo caso,
numerosos estudios experimentales permiten extraer algunas conclusiones generales
sobre el roce. No se trata de “leyes fundamentales de la naturaleza”, sino de resultados
fenomenoldgicos y cualitativos sobre el roce, suficientes para introducir los efectos del
roce en las ecuaciones dindamicas.

Consideremos un bloque de masa M que descansa sobre una superficie, el cual
intentamos deslizar aplicando sobre él una fuerza horizontal F , que incrementamos
paulatinamente. Designemos por f a la fuerza de roce que aparece debido a la friccién
entre las dos superficies y describamos la forma en que tipicamente varia esta fuerza.

a) Mientras la fuerza horizontal externa F = ]ﬁ | varfa desde 0 hasta un cierto
valor fe(max), el bloque M no se deplazard. Como no hay aceleracién, la fuerza
neta horizontal sobre el cuerpo debe ser nula, o sea, debe haber otra fuerza
horizontal sobre el bloque que exactamente cancele a la fuerza F. Esta es la
fuerza de roce estatica f Se tiene, por lo tanto, que f = _F.

b) Cuando la fuerza horizontal externa F' sobrepasa cierto valor femax), la fuerza de
roce no sigue aumentando. Como ahora la componente horizontal de la fuerza
neta no es nula, el bloque comenzara a acelerar. Tan pronto como los cuerpos
se deslizan con cierta velocidad relativa, la fuerza de roce se vuelve constante,
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siendo su magnitud algun valor f. (menor que fe(max)) y su sentido opuesto al
movimiento relativo.

De ahi en adelante, si se desea mantener el bloque deslizandose con una veloci-
dad constante, debe aplicarse una fuerza horizontal de exactamente la magnitud
fe, en la direccién de movimiento.

Es decir, el resultado experimental es que, para mover, por ejemplo, un mueble
sobre el piso, “cuesta” un poco mas comenzar a moverlo que mantenerlo en movi-
miento.

Este comportamiento fenomenolégi-
co recién descrito, que muestra la
fuerza de roce, se muestra en la figu-
ra 4.6. Empiricamente se ha obser-
vado que, para dos superficies (se-
cas) en contacto, tanto la fuerza de
friccién dinamica f. como el maéxi- r
mo de la friccién estatica femax), son
proporcionales a la fuerza normal e

entre ambas superficies, o sea, c

fc:NcFN

fe(max) = e Fi . 0 f(emax)

Figura 4.6
ﬁN es la fuerza normal entre las superficies (es decir, perpendicular a la interfase
formada por las dos superficies) y pi. y fte son los coeficientes de friccion o de roce. Los
coeficientes de friccién de alguna manera engloban nuestra ignorancia de los distintos
parametros que intervienen en el problema. Siempre se tiene que el coeficiente de
roce cinemético es menor al coeficiente de roce dindmico: . < p.. Ambas fuerzas de
roce actian en la direccion paralela a las superficies. El sentido de la fuerza de roce
estatico es opuesto a la fuerza horizontal neta que actia sobre el cuerpo, mientras que
el sentido de la fuerza de roce dindmico es siempre opuesto al movimiento relativo (y
no a la fuerza) entre las dos superficies.

Tlustremos los conceptos anteriores con un ejemplo.

Problema:

Considere el montaje experimental mostrado en la figura 4.7. Supongamos que
los coeficientes de friccidén estatico y cinematico entre la masa M=4 Kg y el plano
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inclinado son p. = 0.4 y pe = 0.3, respectivamente.
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., Qué rango de valores puede tener m para
que el sistema se encuentre en equilibrio
estdtico? Sila masa m justo sobrepasa ese
maximo, jcon qué aceleracién se movera el
bloque sobre el plano?

Solucién:

Figura 4.7

Resolvamos primero el problema estatico.

Lo primero que hay que tener claro es que el sistema puede estar en equilibrio para
un rango de valores de m. En efecto: si no hay roce, es claro que hay un tnico valor
de m (digamos my), tal que el sistema se mantiene en equilibrio. Si m es ligeramente
mayor que myg, entonces el sistema intentara moverse hacia la derecha en la Fig. 4.7.
Pero como hay roce, dicho movimiento no ocurrird, a menos que m sea suficientemente
grande para que la fuerza aplicada sobre el otro bloque sea mayor que la fuerza de
roce estitico maxima. Entonces, existe un valor mdzimo de m tal que el sistema
puede mantenerse en equilibrio. Por argumentos similares, podemos convencernos de
que exsite también un valor minimo de m. El problema ahora es encontrar dichos
valores.

La figura 4.8 muestra el diagrama de cuer-
po libre del bloque que se encuentra sobre
el plano inclinado. A priori no sabemos en
qué sentido apunta la fuerza de roce f,. La
hemos dibujado apuntando a lo largo del
plano hacia abajo; si después de realizar
el célculo f, resulta tener un valor negati-
vo entonces la fuerza de roce en realidad
apunta en el sentido opuesto al mostrado

en la figura. Sea Mg el peso, T la fuerza £, Mg
ejercida por la tensién de la cuerda y Fiy

la fuerza normal que ejerce el plano incli-

nado sobre el bloque. Debido al principio Figura 4.8

de accién y reaccién, Fy también coincide
con la magnitud de la fuerza que el bloque
ejerce sobre el plano.

Introduzcamos un sistema de coordenadas cartesianas en que el eje & es paralelo
y el eje ¥ normal al plano inclinado (ver figura 4.8). Como el bloque esté en reposo,
la fuerza neta sobre el bloque debe ser nula, esto es, tanto la fuerza total a lo largo
del eje £ como a lo largo del eje g. Esto nos da las siguientes ecuaciones:

eje T: T—Mgsina— f.=0
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eje i: Fny—Mgcosa=0

donde « es el dngulo de elevacién del plano inclinado. Como la masa m no acelera, la
tension de la cuerda debe ser 7 = mg. Luego, de la primera ecuacién se deduce que

fr=mg— Mgsina .

Recordemos que f, puede ser positivo o negativo: f, es positivo si m > M sina y
negativo si m < M sin a. También se tiene que

|fr| < e FN = peMg cosa .
De las ecuaciones anteriores se deduce que

mg — Mgsina = +f, < pFn = p.Mgcosa si m>Msina,
—mg+ Mgsina = —f, < pucFn = pueMgcosa si m< Msina,

o sea el bloque de masa M no se desliza sobre el plano inclinado si
i) para M sina < m , se cumple que m < M (. cos o + sin a),
ii) para M sina > m , se cumple que m > M (sina — p, cos ).

Para los valores numéricos del enunciado, el bloque no se deslizard por el plano si
0.61 kg < m < 3.4 kg.

Observemos que, si o = 0, resulta —Mp, < m < M .. En este caso, la superficie
es completamente horizontal, y la masa m es simplemente equivalente a una fuerza
externa mg. Para que el sistema se mantenga en equilibrio se requiere simplemente
que dicha fuerza externa (que puede ir hacia la derecha o hacia la izquierda) no sea
mayor que la fuerza de roce estdtico méxima.

Por su parte, si a = /2, se tiene M < m < M, es decir, el sistema se mantiene
en equilibrio sélo si m = M. Lo cual es evidente, ya que cuando la superficie es
completamente vertical la fuerza normal sobre el bloque es cero, de modo que el roce
desaparece del problema. Tenemos entonces un sistema de dos masas colgando de los
extremos de una cuerda que pasa por una polea, el cual sélo se mantiene en equilibrio
si las masas en ambos extremos son iguales.

Analicemos ahora lo que sucede si m sobrepasa (en una magnitud infinitesimal)
al valor M (pecosa + sina). En ese caso, el bloque comenzard a deslizarse hacia
arriba. La fuerza de roce, por lo tanto, sera

fr=—pucMgcosa & .
La fuerza neta sobre el bloque y su aceleraciéon, en la direcciéon z, vendran dados por

Fy,=7—f—Mgsina=71—puMgcosa — Mgsina .
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F, T

M M
Por otra parte, la fuerza neta sobre la masa m y su aceleracion en la direccion vertical,
seran

ay — g(pecosa+sina) .

F'=1—-mg .
y
, F T
a:_:——g:—ax.
m m

La dltima igualdad en la ecuacién anterior se debe a que la cuerda es inextensible;
por consiguiente, cuando el bloque acelera hacia arriba, la masa m acelerara con la
misma magnitud, pero hacia abajo. De las ecuaciones anteriores se deduce que

(% — e COS Qv —sina)
1 +1

az =g (4.3)
Este resultado también lo podemos escribir de otra manera. Recordemos que m so-
brepasa en una magnitud infinitesimal al valor M (. cos « + sin @), luego

m = M (pe cosa +sina) , (4.4)

0 sea,
m .
— = [le COS QY+ SIn & .
M

Sustituyendo esto en la expresién para a, se obtiene

(He — pre) cos o
1+ pecosa+sina

ay = ¢ (45)
Con los valores numéricos del enunciado se obtiene a, ~ 0.047 g.

Note que la tension de la cuerda es distinta en el caso estacionario que en el caso
dindmico. En el primer caso es 7 = mg, mientras que en el segundo viene dada por
T=m(g — ag).

En el caso dindmico, el limite & = m/2 es problemdtico, pues (@A) da a, = 0,
lo que es imposible, pues si m supera ligeramente el valor de equilibrio (que en este
limite es igual a M), el sistema deberia acelerar. El problema es que, en rigor, (4.4])
deberia ser m = M (pe cosa + sina) + €, con € < 1. En ese caso, la expresién
(£35) adquiere un término adicional de orden e. Dicho término es irrelevante para
dngulos arbitrarios, siendo el término dominante el que aprarece en (£1l), es decir,
la aceleracién es esencialmente independiente de la diferencia € entre m y su valor
de equilibrio. Pero para dngulos muy grandes, en particular o = 7/2, la situacién se
invierte, es el término independiente de € el que es despreciable, y a, ~ € , tal como
sugiere la intuicién, esto es, la aceleracion depende exclusivamente de la diferencia de
las masas m y M.
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4.5.

Problema resuelto en clases: 4.35

Problema resuelto en clases: 4.32

Problemas

. Un automévil de 2000 kg moviéndose a 80 km/h puede llevarse al reposo en

75 m mediante una fuerza de frenado constante:
a) ;Cuanto tiempo tardard en detenerse?

b) (Cudl es la fuerza necesaria para detener el coche en esa distancia? ;Quién
0 qué ejerce esa fuerza horizontal que detiene al coche?

Una carga de 2 toneladas se levanta mediante una grua.

a) Inicialmente, durante cierto intervalo de tiempo, la carga sube con una
aceleracion a = 1.3 m/s2. ;Cudl es la tensién del cable que la soporta?

b) Después de un breve periodo de aceleracion, la carga sigue elevandose con
una velocidad constante. ;Cudl es la tensién del cable en ese caso?

Dos bloques unidos por una cuer-
da que pasa por una polea sin roza-
miento, descansan sobre planos lisos

como se muestra en la figura 4.9.
a) ;En qué sentido se moverd el

sistema?

b) ;Cudl es la aceleracién de los
bloques?

Figura 4.9

¢) Cudl es la tensién de la cuer-
da?

Una pelota de 2 kg cae libremente llegando, en cierto instante, a tener una rapi-
dez de 6 m/s. ;Qué fuerza vertical constante se debe aplicar para detenerla en
los préximos 5 m? ; Qué fuerza vertical constante se debe aplicar para detenerla
en los préximos 5 s?
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5. (Qué fuerza F debe aplicarse al carro
de masa M (ver figura adjunta) para
que el carro de masa ms no suba ni
baje?

Respuesta:

m
F:g(M+m1+m2)—2
my

Figura 4.10

6. Considere un péndulo que consiste en
una masa m colgada de un hilo de lar-
go £. En presencia de un campo gravi-
tacional constante, al sacar el péndulo
de su posicién de equilibrio y soltarlo,
éste oscilard. Encuentre la aceleracién
de la masa m en el instante en que el
péndulo forma un dngulo # con la nor-
mal.

Si 0 <« 1, demuestre que

d20(t Figura 4.11
dtg ) +wift) =0,

con wy=+/g/l.

7. Considere una masa m adosada a un resorte de constante de restitucién k. Sea
x = 0 la posicién de equilibrio del sistema. De acuerdo a la Ley de Hook, al
desplazar la masa m una distancia z desde su posicién de equilibrio, la fuerza

ejercida por el resorte sobre la masa es F' = —kx. Demuestre que
d?x(t
dtg ) +wiz(t)=0,

con wy = /k/m. Compare este resultado con el del problema anterior.

8. Un cuerpo de 500 g desliza por un plano inclinado liso. El cuerpo parte del
reposo y durante el tercer segundo recorre una distancia de 120 cm. Encuentre
el dngulo de inclinacién del plano.
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9.

10.

11.

12.

Una esfera de masa m es manteni-
da en la posicion A por dos cuerdas
(ver figura 4.12). Sea T4 la tensién
de la cuerda indicada. Se corta la
cuerda horizontal y el péndulo osci-
la hasta la posicion B. ;Cudl es la
razén de las tensiones T /T4 ?

Respuesta:  Tp/Ta = cos® a.

Considere el montaje mostrado en
la figura 4.13, con M=1,650 kg,
m=0,150 kg y dp=4 m. El sistema
esta en reposo cuando d = dy = 4 m.
;,Cuanto tiempo transcurrird antes
de que la masa m llegue a la base de
M?

Un objeto se encuentra sobre un
plano liso sin roce y es sometido a
una fuerza F que varia en funcién
del tiempo de acuerdo al gréfico que
se acompana. Si la masa del objeto
es m, obtenga y grafique las siguien-
tes magnitudes:

Figura 4.12

[N]

a) Aceleracion del objeto en funcién del tiempo.

b) Velocidad del objeto, si éste parte del reposo.

¢) Posicién del objeto en funcién del tiempo.

Figura 4.13
........ S T
5 6
Figura 4.14

145

Una pesa calibrada en Newtons se coloca sobre una plataforma mévil y se hace
deslizar con una rapidez constante de 14 m/s sobre un terreno ondulado (ver
figura 4.15). Sobre la pesa se coloca una caja que pesa 500 N.

a) Cuando la plataforma pasa sobre la cresta de una colina con radio de
curvatura de 100 m, jcudl es la lectura de la pesa?

b) Cuando la plataforma pasa por la parte inferior de una hondonada con
radio de curvatura de 80 m, jcudl es la lectura de la pesa?
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pesa

100 m.

Figura 4.15

Respuesta: (parte b) ~ 625 N.

13. Un bloque de masa M es tirado ha-
cia una muralla vertical mediante el
uso de una cuerda y poleas como se
muestra en la figura. El bloque se
desliza sin roce sobre la superficie.
La fuerza con que se tira la cuer-
da es F, el largo de la cuerda es 2L
y la separacion inicial entre el blo-
que y la muralla es L. Determine el
tiempo que transcurre hasta que se
encuentren la punta de la cuerda y
el bloque.

Figura 4.16

14. Un plato cénico de angulo carac-
teristico o gira uniformemente en-
torno a su eje, el cual se mantiene
en posicién vertical. Una piedrecilla
de masa m rota solidariamente con
el plato. Suponiendo que no hay ro-
ce entre la piedrecilla y la superficie
del plato, calcule el radio de la érbi-
ta circular que describe la piedreci- Figura 4.17
lla.

15. Una persona se para sobre una balanza dentro del ascensor y observa que ésta
registra un peso igual a un 70 % de su peso normal. Si el ascensor y el pasajero
tienen masas M y m respectivamente, calcule la tensién a la que esta sometido
el cable que sujeta el ascensor. Compare esta tensiéon con la que se produciria
si el ascensor acelera con la misma magnitud pero en sentido opuesto.
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16.

17.

18.

19.

Considere el montaje mostrado en la
figura 4.18. Suponga que las masas de
la polea y del hilo, asi como el roza-
miento son despreciables. Se conocen
las masas m, M y el d&ngulo de la cuna.
FEncuentre la aceleracién de la cuna.
_ mg sin a
Respuesta: = 77 2m(1 —cosa)

Figura 4.18

Dos masas m y M se encuentran unidas por una cuerda de masa despreciable y
largo £. En estas condiciones ambas realizan un movimiento circular uniforme
(en un plano horizontal) en torno al asi llamado centro de masas del sistema.
Suponga que el periodo del movimiento rotatorio es T'. Encuentre la distancia
entre la masa m y el centro de giro (para resolver esta parte del problema no
es necesario conocer la definicién de centro de masas). Calcule la tensién de la
cuerda que une ambas masas.

Respuesta: - mM i <2_7T>2 .

T+ M \T

Una cuna lisa de masa M se desliza
bajo la accién de una fuerza horizontal
F. Sobre ella se coloca un bloque de
masa, m.

a) Dibuje todas las fuerzas que
actian sobre cada una de las

mnasas. Figura 4.19

b) Determine el valor de F' para
que el bloque mas pequeno no
resbale sobre la cuna.

Dos bloques idénticos y de masa m

posan sobre una superficie horizontal W F=Mg
pulida. Uno de ellos es tirado median- Somm jEEijijEijj‘
te una cuerda en cuyo extremo libre S
se aplica una fuerza horizontal igual a

Mg. El otro bloque es también tirado W
horizontalmente mediante una cuerda

pero en cuyo extremo libre cuelga una

bola de masa M. Determine cual de

los bloques se mueve maés rapido si

ambos parten del reposo simultanea-

mente.

Figura 4.20
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20. Un pintor que pesa 900 Newtons traba-
ja en una silla colgante en un edificio de
altura. Al terminar su turno debe vol-
ver al ultimo piso para bajar a la calle.
Para subir con la silla tira de la cuer-
da de tal forma que la fuerza que él
ejerce sobre el asiento de la silla es de
500 Newtons. La silla misma pesa 300
Newtons.

a) ;Cudl es la aceleracién del pintor
y de la silla?

, Figura 4.21
b) ;Cudl es la fuerza total sobre el

soporte de la polea?

Respuestas: a) a=2¢/3 ; b) Fy, = 2000 N.

21. Considere el montaje mostrado en la fi-
gura 4.22. La masa del cuerpo # 1 es
n = 4 veces mayor que la del cuerpo “
# 2. Suponga que las masas de las po-
leas y de los hilos, asi como el rozamien-

to son despreciables por su pequenez. ’
Cuando el cuerpo # 2 se suelta, la ma-
sa # 1 se encuentra a una altura h.

i Cudl es la aceleracion de la masa # 2
mientras my baja? ;Cudl es la altura
maxima del suelo H a la que subira la
masa # 27 (jLa altura mixima no es
2h!)

fe— >

Respuesta: H = 6hn/(n+4) . i 4.92
igura 4.

22. Una masa m se encuentra apoyada so-
bre una cunia de masa M y angulo de
elevacién «. La cuna se puede despla- S
zar horizontalmente sin roce sobre un 41 L
plano. Dos guias restringen el movi- =
miento de la masa m de manera que p=0__ |2
sea sélo en direccion vertical. No hay
roce entre la masa m y la cufia como - S
tampoco entre las guias y la masa m. Figura 4.23
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a) Encuentre la relacién que existe entre la aceleracién vertical a,, de la masa
m y la aceleracién horizontal ay; de la cuna.

b) Haga los diagramas de cuerpo libre de la masa m y de la cuna M.
c) Encuentre la aceleracién aps de la cuna.

d) Si entre la cuna y el suelo hay roce jcudnto es el valor minimo que debe
valer el coeficiente de roce estatico ue para que la cuna no acelere?

23. Considere dos masas M y m unidas por
un hilo que pasa por una polea ideal tal
como se muestra en la figura adjunta.
Inicialmente la masa M se sujeta con
un hilo auxiliar (que no se muestra en
la figura) y el sistema se encuentra en
reposo. En cierto instante el hilo auxi-
liar se corta. Demuestre que la acele-
racién de la masa M es (con el eje 2

apuntando hacia arriba): (P

AM +2m |
——gz .

a=

Demuestre que esta expresién da el va-
lor correcto en los limites M > m y
m > M.

Figura 4.24

24. Dos objetos 1 y 2, de igual masa, estan
atados a los extremos de una cuerda
ideal de largo L. El conjunto descan-
sa sobre un disco que gira en un plano
horizontal con velocidad angular cons-
tante, en torno a su centro (ver figura).
Suponga que no existe friccién entre el
disco y el objeto 1, pero existe friccion
entre el objeto 2 y la superficie del dis-
co. Los coeficientes de friccién estético Figura 4.25
y cinético entre la masa 2 y el disco son
e YV e, TESPeEctivamente.

Se observa que cuando el disco gira con velocidad angular wg, la cuerda se
mantiene tensa y alineada en la direcciéon radial. En esta condicién el objeto
2 estd en reposo a una distancia R del eje de rotacion. Cuando la velocidad
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angular es mayor que wy el objeto 2 (y también el 1) resbala sobre el disco.
Calcule el valor de wy.
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25. Tal como el campo gravitacional ejerce sobre una masa m una fuerza, un campo
eléctrico F ejerce una fuerza sobre una carga q. Esta ultima viene dada por

F=qE.

(En el sistema internacional de unidades SI, la unidad para la carga es el
Coulomb [C] y la del campo eleétrico Volt/metro= Newton/Coulomb, siendo
las abreviaciones [V/m|=[N/C]. Un campo de 1 [V/m] ejerce sobre una carga
de 1 [C] una fuerza de 1 [N].)

Considere un electrén, inicialmente en reposo, que es acelerado entre dos placas
(un condensador) separadas por una distancia de 1 cm. En el espacio entre las
dos placas hay un campo eléctrico de 900 Volt/cm.

a) {Cudl es su velocidad terminal (la velocidad con que emerge del primer
condensador)?

b) Suponga ahora que el electrén de la parte a), después de ser acelerado y
emerger (por un pequeno agujero) del espacio entre las dos placas, ingresa
a una region de largo L = 3cm en que existe un campo eléctrico transversal
de magnitud |E || = 30 Volt/cm. ;Cudl ser4 el dngulo de deflexién 6 con
que emergerd el electrén del segundo condensador? (Ver figura 4.26). (En
este problema Usted puede despreciar la interacciéon gravitatoria, es decir,
puede suponer que g = 0. La carga de un electrén (universalmente denota-
da con laletrae) ese = —1,60-1071Y [C] y su masa m, = 9,11-1073! [Kg].)

LB e
e
- +
— + —_
_ T EJ_
Z R j'
TE— Fr++ -+ F++

- |+
o] v ¢
- %: } L | trayectoria

del electron
—|Tcocmls—
Figura 4.26

26. Un pulso de iones de Cs' (simplemente ionizados) que han sido acelerados
desde el reposo por un campo eléctrico de 1 (statvolt/cm) a lo largo de 0,33 cm,
tarda un tiempo At = 87 - 1072 s para recorrer 1 mm después del proceso de
aceleracion (ver figura 4.27).
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27.

28.

1Tmm

[<— 3.3mm —j=—3
a) Encuentre la masa del Cs™.

+q ; —
. + . + _
b) Si en lugar de Cs™ se reali- + -
za el experimento con deute- + -
‘ , . * — -
rones, jcuanto seria el tiempo + -
, + + -
de travesia At ? +|L Cs" —= | s
+ Z
. + - =
¢) Suponiendo que los protones y + _
los neutrones tienen la misma M = -
masa, encuentre la masa de un N E% - M\
neutron. - .
E=0

d) Con este dispositivo expe-
rimental, ;serd posible dis- Figura 4.27
tinguir entre deuterones y
particulas a7

(Un deuterén es un nicleo atémico formado por un protén y un neutrén; una
particula « es equivalente a un ntcleo de un dtomo de He y consiste en dos pro-
tones y dos neutrones. El niicleo de cesio consta de 58 protones y 84 neutrones,
el ién Cs™ corresponde a un atomo de cesio que ha perdido un electrén).

Considere una carga g que en el instante ¢ = 0 se encuentra en el origen y en
reposo. A partir de ¢ = 0 se le aplica un campo eléctrico alterno de la forma

E = Ey sin (wt) & .

Encuentre la ecuacion diferencial que describe el movimiento de la carga y
encuentre la expresion més general para la posicién x(t).

Un bloque de masa M sube por un M

plano inclinado cuyo angulo de ele- \Lg
vacién es a. Los coeficientes de roce

estatico y cinético entre la masa M <

y el plano son pe y pe, respectiva-

mente. Figura 4.28

a) ;Cudl es la altura maxima que alcanza el bloque, si parte con velocidad vy
desde la base del plano?

b) (Qué condicién debe satisfacerse para que el bloque vuelva a descender?

¢) En caso de cumplirse la condicién anterior, jcon qué velocidad llegard a la
base del plano inclinado?
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29. Una masa de 100 kg se empuja a
lo largo de una superficie en la cual
el roce es despreciable mediante una
fuerza F , de modo que su acelera- — 100 Kg =
cién es de 6 m/s? (ver figura). Una
masa de 20 kg desliza a lo largo de I
la parte superior de la masa de 100 Figura 4.29
kg y tiene una aceleracién de 4 m/s?

(por lo tanto desliza hacia atrés res-
pecto a la masa de 100 kg).

a) ;Qué fuerza de rozamiento ejerce la masa de 100 kg sobre la masa de 20
kg?
b) (Cudl es la fuerza neta sobre la masa de 100 kg? ;Cuél es la fuerza F?

¢) Una vez que la masa de 20 kg se cae de la masa de 100 kg, ;cudl es la
aceleracion de la masa de 100 kg?

30. Sea p el coeficiente de roce estético N
entre la masa m y el carro. ;Cuél es F = M E
la fuerza minima que debe aplicar-
se al carro para que la masa m no [ [
caiga?
Respuesta: F™" = (M +m)g/p .

31. Las masas Ay B son de 10 y 5 Kg
respectivamente. El coeficiente de
roce de A con la mesa es u = 0.2.
Encuentre el minimo valor de la ma-
sa C' que impide el movimiento de A.

Encuentre la aceleracién de A si se
saca C. Figura 4.51

M

32. Una carretera esta peraltada de mo- z
do que un automdévil, desplazédndose & R=30m ——|
a 80 Km/h, puede tomar la curva de
30 m de radio, incluso si existe una
capa de hielo equivalente a un coefi-
ciente de fricciéon aproximadamente
cero. Figura 4.52
Determinar el intervalo de velocidades a que un automévil puede tomar esta
curva sin patinar, si los coeficientes de friccién estdtica y cinemética, entre la
carretera y las ruedas, son g, = 0.3 y p. = 0.26, respectivamente.

[Pl
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33.

34.

35.

36.

i, Cual es el maximo valor que puede
tener mg para que mq no se caiga
si el coeficiente de friccidn estatico
entre my y mo €s e, y el de friccién
cinemética entre ms y la mesa es 1.7
Respuesta:

mmax_{ (m1+m2)uf%i; si e <1

3 o0 sipe >1

Figura 4.53

Un bloque de masa M, inicialmente en reposo, resbala por un plano inclinado
cuyo angulo de elevacién es 0. Después de recorrer una distancia D el cuerpo
lleva una velocidad igual al 50% de la velocidad que habria adquirido en au-
sencia de roce. Encuentre una expresién para el coeficiente de roce cinematico
1 entre el plano y el bloque.

Sea p. el coeficiente de roce cinéti-

co entre un escobillén, cuya masa es

m, y el piso. Un hombre ejerce una

fuerza F a lo largo ciel palo del esco- 9\ /ﬁ
billén. Encuentre |F'| en funcién de ‘ :

. ; Existe una solucién para todo 6

entre 0° y 90°7 (El barrendero avan- Figura 4.3/
za con velocidad uniforme.)

Una particula de masa M descansa
sobre un plano inclinado que forma
un angulo « con la horizontal. Si el .
coeficiente de roce estatico es pe, en- my
cuentre la minima fuerza horizontal
ﬁmm transversal a la pendiente del
plano, que se requiere para que la
particula comience a moverse.

Figura 4.35

Respuesta: Mg/p2cos?a —sin’a si e > tan o
Frin = .
0 si pe < tana
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37.

38.

v

[ =

Considere un paquete, de masa m, S 7‘

que se mueve sin roce y con rapi-

dez vg sobre una superficie de hielo. hielo
En cierto instante el paquete entra

en contacto con el tablero horizon-

tal de un trine9 de masa M, que a su Figura 4.56

vez puede deslizarse sin roce sobre el

hielo.

Suponga que el coeficiente de roce entre el paquete y el trineo es u y que el
paquete se desliza sobre el trineo hasta finalmente quedar en reposo con respecto
a éste.

a) Una vez que el paquete queda en reposo con respecto al trineo, jcudl es la
velocidad del trineo?

b) (Cudnto tiempo demora el paquete en quedar en reposo con respecto al
trineo?

¢) Evalie el momento lineal del paquete antes de que entre en contacto con el
trineo y compérelo con el momento lineal del conjunto (trineo méas paquete)
una vez que el paquete esta en reposo respecto al trineo.

(El momento lineal de un objeto es el producto de su masa y velocidad).

Con dos bloques A y B se arman las configuraciones I y IT que se indican en la
figura adjunta. Suponga que las cuerdas y poleas tienen masas despreciables y
el coeficiente de roce p es constante y es el mismo entre todas las superficies en
contacto. El valor de las fuerzas aplicadas F7 y Fjr es tal que el bloque A se
mueve con velocidad constante en ambas situaciones. Calcule el cuociente entre

el n N
Configuracion I Cenfiguracion IT

Figura 4.37

39. Considere un cuerpo que cae en la atmésfera. El aire se opone al movimiento

con una fuerza que es proporcional al cuadrado de la velocidad, es decir

Froce = —kvt v=|1].

Encuentre la velocidad terminal.
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40. Cuando un cuerpo cae en un liquido y el flujo es laminar (es decir, no es tur-
bulento), el fluido se opone al movimiento con una fuerza que es proporcional
a la velocidad, es decir

ﬁroce:_ng ) U:‘m
Encuentre la velocidad terminal. (El coeficiente n depende del fluido y de la
forma del objeto).

41. Sea p el coeficiente de roce cineméti-
co que actua entre las superficies de la
masa m y las cunas (ver figura adjun-
ta). Entre las cunas y el suelo el roce
es nulo. Suponga que el valor del roce p
es tal que el sistema no se encuentra en
equilibrio (es decir, las cunas se sepa-
ran y el bloque baja). Sea 6 el dngulo, Figura 4.38
M la masa de las cunias y m la ma-
sa del bloque. Determine la aceleracion
del bloque m.

ma un angulo 6 con la horizontal, se
desliza un bloque partiendo del reposo.
Después de recorrer una distancia D,
el bloque entra en un tramo rugoso. El
bloque se detiene luego de recorrer una
distancia D en dicho tramo. Calcule el B
coeficiente de roce cinético entre el blo- Figura 4.39
que y la superficie rugosa.

42. Sobre un plano inclinado liso, que for- l
g

4.6. Solucion a algunos de los problemas

Solucion al problema 12a

Al pasar la plataforma por la cresta de la colina hay dos fuerzas actuando sobre
la caja:

i) El peso, W = —MgZz. (Hemos elegido al eje 2 apuntando hacia arriba, M es la
masa de la caja.)
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ii) La reaccion de la pesa sobre la caja: F, = F.Z.

La fuerza neta es, por lo tanto,

—

Fneta:(Fr_Mg)£~

Por otra parte, sabemos que la caja esta realizando un movimiento circular de radio
R con rapidez constante, o sea, hay una fuerza neta sobre la caja que act’ua hacia el
centro del circulo (la fuerza centripeta), que es

- Muv?

~

Feent = — R x

La fuerza centripeta y la fuerza neta deben ser iguales, es decir, se tiene que

Muv?

F.— Mg=— .

I=77R
Despejando F). se obtiene
02
F. = Mg |l——
! < 9R>
142
= N((l—-—— ) ~400N .
500 < 9,81 - 100> 00

Solucién al problema 16

Observe primero que, al moverse la cuna hacia la derecha, el bloque m se mo-
vera en diagonal (hacia la derecha y hacia abajo). Sea 7, el vector de traslacién de
m cuando la cuna se traslada en una magnitud s. Se tiene (ver figura 4.40) que

—

Tm = 8(1 —cosa) T — ssina § .

Figura 4.40



CAPITULO 4. LAS LEYES DE NEWTON 158

Por supuesto que la aceleracién de la cuna M y del bloque m estan relacionados.
Si la aceleracién de la cuna es
FM =al s
entonces
Tm =a(l —cosa)t —asina z . (4.6)

Sea 7 la tensién de la cuerda y R la fuerza que la cuna ejerce sobre el bloque m.
Debido a que no hay roce entre las superfiecies, esta fuerza de reaccién R es normal
al plano inclinado.

La figura 4.41 muestra el diagrama de

cuerpo libre para la masa m. Las compo- T

nentes horizontal y vertical de la fuerza

neta que actia sobre el bloque m son

[\

Fggm) =Tcosa— Rsina (4.7)
y % "
(m) _ - ,
F,7/ =—mg+7sina+ Rcosa, (4.8) Figura 4.41
respectivamente.

Usando la segunda ley de Newton y las ecuaciones ([d.6]), (£17) y (£8]), se encuen-
tran las relaciones
Tcosa — Rsina =ma (1 — cosa) (4.9)

—mg+ Tsina+ Rcosa = —ma sina (4.10)

Sobre la cuna actian 4 fuerzas:
i) El peso —Mgz.

ii) Una fuerza (de reaccién) R que el suelo ejerce sobre la cuna. Esta fuerza, cuya
magnitud no nos interesard, actia en la direccién +2.

iii) Una fuerza que el bloque m ejerce sobre la cuna. Por el principio de accién
esta fuerza es —R, o sea, las componentes horizontal y vertical son Rsina y
— R cos a, respectivamente.
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Ay

iv) La fuerza ejercida por la roldana sobre la
cuna (que es igual a la fuerza ejercida por
la cuerda sobre la roldana). De la figu-
ra 4.42 se deduce que la fuerza total que
ejerce la cuerda sobre la roldana es

. F
F.=7(1 —cosa)z — TsinaZ . N
Figura 4.42

La cufia s6lo se mueve a lo largo de la horizontal; por eso sélo nos interesa esa
componente de la fuerza neta. Usando la segunda ley de Newton se obtiene

Rsina+ 7(1 —cosa) = Ma . (4.11)

Las tres ecuaciones de movimiento (4.9), (£I0) y (I con las tres incognitas a, T
y R, permiten resolver el problema. Sumando (£3) y (£II]) se obtiene

T =ma(lcosa)+ Ma (4.12)

Multiplicando (£9) por cosa y (AI0) por sina y sumando ambas ecuaciones se
obtiene

T = mgsina + ma(cos o — 1) (4.13)
De ([£12) y (£13) se deduce finalmente que
mg sin «

“= M +2m(1 —cosa)

Solucion al problema 22

La relacion entre las aceleraciones es a,, = aps tan a . Los diagramas de cuerpo libre
de la masa m y de la cuna se muestran en la figura 4.43. Fy es la fuerza entre la
masa m y la cuna.

FN E

|
. g

Figura 4.48
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Debido a que no hay roce esta fuerza es normal al plano incliado de la cuna. F) es
la fuerza que la guia ejerce sobre el bloque m (tal fuerza es perpendicular a la guia.)
F, es la fuerza que el piso ejerce sobre la cuina; en ausencia de roce esta fuerza es
perpendicular al piso.

Las ecuaciones de movimiento para la masa m y la cuna son:

mg — Fiy cosa = man,

Fy sina= Mayy .

Usando la relacién entre las aceleraciones a,, y aps, podemos despejar aps, obte-

niéndose
m tan o

IM+mtanla
Si, debido al roce entre el suelo y la cuna el sistema estd en equilibrio, entonces
la suma de las fuerzas sobre m debe ser nula. Esto permite evaluar Fiy de inmediato:

apr =

Fn cosa=mg .

Al diagrama de cuerpo libre de la cuna hay que agregar una fuerza de roce f, hori-
zontal (apuntando hacia la izquierda). Que la suma de las fuerzas horizontales sobre
la cufia sean nulas nos da la relacién

Fy sina = f,,

o0 sea,
mg tana = f,. .

Por otra parte, la fuerza de roce debe satisfacer la relacion
Jfr < pe Fp = pe(Mg+ Fy cosa) = pe (M +m)g .
De las relaciones anteriores se desprende que
mg tana = ™ (M +m)g,

0 sea,

. m_
= ano .
He m+ M

Solucion al problema 24

Del hecho que la velocidad angular es constante y las masas 1 y 2 siguen trayectorias
circulares, se deduce que la fuerza neta que actia sobre ellas es

Fi=—-mw} (R+L)?
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Fy=-mwiR#,

respectivamente. Aqui m es la masa de cada una de particulas y # es un vector unitario
que apunta en la direccién radial.
La tnica fuerza radial real que actia sobre la masa 1 es la que ejerce la cuerda,
luego
T=mwi (R+ L),

donde T es la tension de la cuerda.
Sobre la particula 2 actian dos fuerzas radiales: la tensién de la cuerda 77 y la
fuerza de roce —f,. 7. Se tiene

T — fr = —mwiR

o sea,
fr=74+mwiR=mwi 2R+ L) .

Para que las masas no se deslicen la fuerza de roce debe satisfacer la desigualdad
fr < pemg. De las dos ultimas ecuaciones se deduce que

mwi (2R + L) < pemyg .

La velocidad angular limite a partir de la cual las masas comienzan a deslizarse es,

por lo tanto,
- Hed
TVoeRT L

Sea M la masa, a la aceleracién y t, el tiempo que tardan las particulas de
Cs™ en atravesar el condensador. La carga de cada ién de cesio es ¢ = —e, donde
e=—1,60-10"1 [C] es la carga de un electrén (ver problema 25). Durante el proceso
de aceleracién, la fuerza que actia sobre cada ién es F' = qEj. Usando la segunda ley
de Newton se obtiene que ¢ Ey = Ma. La aceleracion del atomo de cesio (mientras se
mueve al interior del condensador) es, por lo tanto, a = ¢/(M Ey). El movimiento es
uniformemente acelerado.

Durante el intervalo de tiempo [0, ¢,] el i6n alcanza a recorrer una distancia

Solucion al problema 26

1
s1 = §atz =0,33 cm,

siendo la velocidad con que emerge del condensador v1 = at, . A continuacién los
iones de cesio atraviesan con esa velocidad constante una regiéon de ancho so = 0,1 cm,
tardando para ello un tiempo At = 87107 s. Se tiene que

v1 At = aty, At = s9 ,
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0 sea
to= 2
N
Por otra parte
2s
2 =1
a

Eliminando t, de las dos dltimas ecuaciones se encuentra

55

T (AN

Igualando las dos expresiones que tenemos para la aceleracién podemos despejar M
(la masa de cada i6n de cesio):

o 2|€|E081(At)2

2
53

M =2,4-107% Kg.

Cada ién de Cs™ estd formado por 58 protones, 84 neutrones y 57 electrones. La
masa de los electrones es despreciable frente al de los protones y neutrones y por
consiguiente, lo ignoraremos. La masa de un neutrén es muy parecida a la de un
protén y, en primera aproximacién, podemos suponer que son iguales. En lo que a
masa respecta, el ién de cesio lo podemos pensar como un aglomerado de 58+84=142
nucleones. (Nucleones es el nombre genérico que se le da a los protones y neutrones).
Dividiendo la masa del ién de cesio por 142 se encuentra que la masa de un nucleén es
aproximadamente 1,69-10~%7 Kg, valor que difiere en ~ 1% del valor medido usando
otros métodos.

Al acelerar deuterones (un protén + un neutrén) en lugar de iones de cesio, sélo
cambia la masa ya que, igual que en el caso del cesio, la carga neta del deuterén
es +le| (o sea, la fuerza que actia sobre la particula acelerada en ambos casos es la
misma). El tiempo de travesia At es proporcional a V/M luego, al usar deuterones en
lugar de iones de cesio, el tiempo de travesia sera

/142
Atd = AtCS T ~ 10_8 S .

El dispositivo experimental no es capaz de distinguir entre deuterones y particulas
a. La particula o (2 protones + 2 neutrones) tiene el doble de la masa del deuterén
y también el doble de la carga neta. Estas dos modificaciones se cancelen en cuanto
a la aceleracién respecta, siendo por consiguiente ambas iguales.
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Solucion al problema 27

La fuerza que actia sobre la carga (ver problema 25) es
F(t) = qE(t) = Eysin(wt) # .
Usando la segunda ley de Newton obtenemos las ecuaciones de movimiento:
mz(t) = qEy sin(wt)

my(t) =0

mZz(t)=0.
De las dos ultimas, usando las condiciones iniciales se deduce que
y(t) = 2(t) = 0 v,
o sea, el movimiento sélo ocurre a lo largo del eje .

Integremos la primera ecuaciéon de mo-
vimiento. Se tiene

¢
E
i(t) = #(0)+ [ L2 sin(wt)dt
o M F()
E ¢
= o I cos(wt) Wt
mw 0 Y 270 3
E
- I (1 — cos(wt)) .
mw x(t)
La posicién de la carga en funcién del ot
tiempo se obtiene integrando la tltima = > =
ecuacion: x(t)
qEy [
t) = — 1-— t))dt
x(t) L — /0 (1 — cos(wt))
E 1 ! t
= 041 <t - — sin(wt)) :
B mw w 0 hay 27 37
— L0 (wt —sin(wt)) .
mw Figura 4.44

La figura 4.44 muestra un grafico de la fuerza, la velocidad y la posicién de la
carga en funcion del tiempo.
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Solucion al problema 32

De acuerdo con el enunciado, si la ra-
pidez del coche es vy = 80 km/h, no
actuard ninguna fuerza de roce. Como < R=30n——
la trayectoria del automovil es circular,
se tiene que el movimiento es acelera-
do y, por lo tanto, sobre el coche actia
una fuerza neta hacia el centro de giro
O (la fuerza centripeta): o v

[ e

B>

- mvg
e=——-1.
R
Las fuerzas “reales” que actian sobre el auto (y cuya suma da origen a la fuerza
centripeta) son la fuerza de gravedad

Figura 4.45

—

Fy=-mgz
y la fuerza normal que la carretera ejerce sobre el coche:
FN = Fy cosO z— Fy sinf 7 .

Por supuesto que
o0 sea,
2
mug .. . . A
RO F=-mgz+ FycosfzZ— Fysinfr.

Igualando las componentes se deduce que

Fyn cos8 = mg

2
) my
Fy sinf = —2
Tomando el cuociente entre estas ecuaciones se encuentra una expresién que nos
permite encontrar el angulo del peralte de la carretera 6:

2

v
tanf = —2 .
an g

Sea v1 la maxima velocidad que el automévil puede tener sin que se deslize
lateralmente por la carretera. Si el automdévil avanza con rapidez vy, entonces ademas
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de la fuerza de gravedad y la fuerza normal, actuard también una fuerza de roce
estatica F.:
F,=—F, cosfr — F, sinf % .

Cuando el automévil avanza con velocidad maxima wvq, el valor de la fuerza de roce
tomaréd el valor maximo posible F, = u.Fy. (Observe que el coeficiente de roce que
debe usarse es el estatico y no el cinematico). Se tiene

2
- m?)l ~

F. = —?r: —mgZ+ F cos@zZ— Fy sin@+ — F,. cosO7 — F. sinf 2 |
0 sea )
—% = —Fy sinf — F, cosf

y
0=—-mg+ Fn cosf — F,. sinf .

Con F, = u.Fy se encuentra

% = Fy (sinf + p. cosf)

mg = Fy (cosf — e sin@) .

Eliminando Fy y despejando vy de las dos ltimas ecuaciones se obtiene final-
mente

S+ R
o2 — Ry (Gt Rone)
Rg_,uev()

Este resultado es valido mientras Rg > p.v3. Cuando Rg < j.v3, el coche nun-
ca se deslizard lateralmente hacia afuera y la velocidad méxima a la que se puede
transitar por la carretera, en ese caso, es infinita.

Sea w9 la minima velocidad con que se puede transitar sobre la carretera sin
deslizarse lateralmente hacia el interior. El anélisis en este caso es analogo al anterior,
excepto que la fuerza de roce estdtica ahora actia en la direccién opuesta. Para vs se

encuentra
2 Ug — Rg,ue
vy = Rg -3 | -
Rg + pevg

Este resultado es vélido mientras Rgj. < v3. Cuando Rgu. > v3, el coche nunca
se deslizara lateralmente hacia el interior, pudiendo permanecer incluso en reposo
(siendo, en ese caso, vy = 0).

Para los valores numéricos del enunciado las velocidades méaxima y minima con
que se puede transitar por la carretera son v; = 123 km/h y vy = 59 km/h.
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Solucion al problema 39

Sea v, la velocidad terminal que un cuerpo adquiere al caer en la atmdsfera. Al
caer con la velocidad terminal el cuerpo se movera con velocidad constante. O sea,
la aceleracién y la fuerza neta sobre el cuerpo deben ser nulas. Las tunicas fuerzas
que actian sobre el cuerpo son la fuerza de gravedad F, = —mgZz y la fuerza de roce
ﬁmce = —kuv, U, = kv? 2. Se tiene

ﬁg+ﬁroce = —mgé—l—k:vfizo,

0 sea,

Solucién al problema 41

Denotemos por @ = —a 2 la acelera-
cién del bloque m. Las fuerzas ver-
ticales sobre el bloque m nos dan la
ecuacién de movimiento

=

—mg+2FyN cos0+2F, sinf = —ma .

b

Como los bloques estdn en movi-
miento relativo, la fuerza de roce es

de origen cinematico y se tiene que Figura 4.46

Fr = MF N -
La fuerza que el bloque m ejerce sobre la cuna viene dada por —Fy—F.. La compo-
nente horizontal de esta fuerza nos entrega la ecuacién de movimiento
—F,cosf + Fy sinf) = Mb

donde b es la magnitud de la aceleracién de las cunas. Las dos aceleraciones no son
independientes sino que estan relacionadas por

%ztan@.

Tenemos cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas. Despejando la aceleracién a obte-
nemos

14+2— - .
+ m  sinf sinf — pcosd

( M  cos@ cos@—i—usinH)_l
a=g .

Para p = tan 6, la aceleracion es nula.
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Solucion al problema 42

Durante el primer tramo de largo D la particula acelera uniformemente y después
desacelera uniformemente quedando en reposo después de recorrer otro tramo de
largo D. Es evidente que la aceleracién durante el segundo tramo debe tener la misma
magnitud que en el primero, siendo el signo el opuesto. En otras palabras, la fuerza
neta F7 que actia sobre la masa en el tramo 1 debe ser la opuesta de la fuerza neta
en el tramo 2, Fb.

En el primer tramo la inica fuerza a lo largo del plano inclinado es la componente
en esa direccién del peso, esto es, F; = mgsin6.

En el segundo tramo aparece adicionalmente la fuerza de roce f,.. Esta, para dar
una fuerza neta Fy = —F} debe ser

fr=—2F =—2mgsinb .
Por otra parte, la fuerza de roce (cinematica) es
fr=—pecmgcosh .
Igualando las dos expresiones para f, y despejando . se obtiene, finalmente,

w=2tan .



Capitulo 5

Trabajo y energia

versién 19 agosto 2010

Podemos considerar los capitulos anteriores como un progresivo camino de sim-
plificacién en la descripcion del movimiento. Primero, observamos que, para describir
el movimiento de una particula, requerimos conocer su posicion, velocidad y acele-
racion. En una dimension éstas son tres funciones del tiempo; en tres dimensiones,
nueve. Eventualmente, introduciendo Matemadtica adicional (derivadas e integrales),
aprendemos que no necesitamos tantas funciones, sino sélo tres (digamos, las posi-
ciones x(t), y(t) y z(t) para todo tiempo). E introduciendo el concepto adicional de
vectores, podemos reducir esto a una sola funcion, el vector posicién para todo tiem-
po. A continuacién aprendimos que, en realidad, no necesitamos conocer la posicion,
o la aceleracion, para todo tiempo, sino la fuerza. También es un vector, y por lo
tanto también son tres funciones, como la posicién, pero la fuerza no necesariamente
depende del tiempo, y es por tanto un punto de partida mucho mas sencillo para
describir el movimiento.

En este capitulo aprenderemos que es posible hacer una simplificacién adicional:
en realidad tampoco necesitamos la fuerza, que equivale a tres funciones escalares,
sino que basta con una unica funcién escalar: la energia. Esto permitird una gran sim-
plificacion en la descripcién del movimiento, una simplificaciéon que dara pie, even-
tualmente, a una formulacion mucho més elegante de la Mecédnica. Y no sélo més
elegante, sino también mas poderosa y generalizable a otros ambitos de la Fisica. En
este curso, sin embargo, nos limitaremos a explorar las consecuencias més bésicas
de la simplificacién y elegancia que mencionamos. El resto, serd tema de cursos mas
avanzados.

168
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5.1. Trabajo y energia para movimientos en una dimen-
sién

Consideremos una particula de masa m, restringida a moverse a lo largo del eje 2,
siendo z(t) y v(t) la posicién y velocidad de la particula a medida que transcurre el
tiempo. En particular, sean z; y v; la posicién y velocidad de la particula en el instante
ti, y 25 y vy la las mismas magnitudes en el instante ¢;. Supongamos ademds que, a
medida que la particula se traslada, ejercemos sobre ella una fuerza F'(z), fuerza que
podria depender de la posicion z.

Analicemos varios casos:

a) Sila particula, excepto por la fuerza que le estamos aplicando, es libre, entonces
acelerard. Si la fuerza F(z) = Fj es constante (es decir, no depende de la
posicién), entonces la aceleracién también lo serd, teniéndose Fy = mag. De
acuerdo a la cinemética de un objeto uniformemente acelerado, en el intervalo
de tiempo [t,t+ At], la posicién y velocidad de la particula en el instante ¢ + At
seran

1
z(t + At) = z(t) + v(t) At + 540 (At)*
v(t + At) = v(t) + ag At .

Las variaciones de la posicion y la velocidad son, entonces,

Az = z(t + At) — 2(t) = v(t) At + %ao (At)?

Av =ov(t+ At) —v(t) = ag At .

Multipliquemos ahora la primera ecuacién por Fy. Nunca hemos necesitado
hasta ahora la cantidad FyAz, pero ya veremos la utilidad de hacerlo. Usemos,
ademds, consecutivamente, la segunda ley de Newton y la expresién para Awv.
De esta manera se obtiene

FO Az = FO U(t) At + %Foao (At)2
=magv(t) At + %m (ag At)?

=muo(t) [v(t + At) —v(t)] + %m [v(t + At) — v(t) ]2

1 1
FyAz = §mv2(t—|— At) — §mv2(t) .

Como la fuerza es constante, las ecuaciones anteriores son validas para cualquier
At, en particular para t =1t; y t + At = ty, en cuyo caso
1 1,

Fo - (2 —z) = §m1)]2c — 5 -
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Observemos con cuidado este resultado: sélo conocemos la posicién inicial, la
posicién final, y la fuerza, que es constante. Sabemos que el movimiento en-
tre z; y zy es complicado (la velocidad aumenta linealmente con el tiempo, la
posicién aumenta cuadréaticamente), pero nada de eso es relevante ahora. Pode-
mos afirmar, sélo con esta informacion, que si escogemos dos puntos arbitrarios
de la trayectoria, z; y zf, la cantidad Fy(zy — 2;) serd igual a la diferencia de
una funcién, la misma funcién (mv?/2), evaluada en dichos puntos. Esto es,
en cierto modo, extraordinario. En la busqueda de una descripcién adecuada
del movimiento habiamos concluido que tomar dos puntos arbitrarios de una
trayectoria es insuficiente, viéndonos en la necesidad de definir velocidad y acele-
racién instantaneas, y en definitiva, introducir los elementos de toda un area de
la Matematica, el Céalculo Infinitesimal. Ahora, sin embargo, estamos diciendo
exactamente lo opuesto: a usted le basta tomar el principio y el final de la tra-
yectoria, eventos que pueden estar arbitrariamente separados en el tiempo. Se
podria objetar que este resultado es restringido, pues no estamos describiendo
el movimiento completo, sino sélo calculando algo muy particular, Fy(zy — 2;),
y ademads para un caso en que la fuerza es constante. Veremos, sin embargo,
que ambas objeciones se pueden responder satisfactoriamente, y por tanto, el
resultado que acabamos de obtener es el punto de partida de la formulaciéon mas
elegante de la Mecanica que hemos sugerido.

Como dijimos, la cantidad Fy(zy — 2;) resulta ser igual a la diferencia de cierta
funcién, evaluada en ambos extremos de la trayectoria. A dicha funcién la lla-
mamos energia. Especificamente, como en este caso dicha energia depende de la
velocidad, la denominaremos energia cinética, denotdandose habitualmente con
las letras K o T. Por otra parte, a la cantidad Fy(zf — 2;), que es el produc-
to entre la fuerza y el desplazamiento, se le denomina trabajo, y se le denota
usualmente con la letra W. Es decir, el resultado para una particula sometida
a una fuerza constante se puede reescribir

Waissy = Ky — K; .

En el lenguaje del capitulo anterior, habriamos dicho que ejercer una fuerza
sobre una particula se traduce en un cambio de velocidad de la misma. Ahora,
decimos que ejercer un trabajo sobre una particula se traduce en un cambio
de su energia cinética. El trabajo realizado es, de hecho, exactamente igual al
cambio de su energia cinética. Independiente de cuanto tiempo le tome.

En Fisica, trabajo y energia es escencialmente lo mismo. Son conceptos distin-
tos, pero al menos tienen las mismas unidades: en el sistema internacional de
unidades SI, mv?/2 y Fypz tienen unidades de newton - metro, que definimos
como joule (J):

1 joule = 1 newton - metro ,
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0 sea,
kg m?

1J=IN-m=1—

S

b) Sila fuerza no es constante, entonces subdividamos la trayectoria de la particula
en N intervalos de tamafio Az. Denotemos las distintas posiciones por 271, 2o,

23, ..., ZN, ZN41, siendo z; = 21y 2y = zn41. Si en cada intervalo j la fuerza
se mantiene relativamente constante, podemos usar el resultado de la parte a),
o0 sea,

sz_>zj+1 = F(Zj) . (Zj+1 — Zj) = F(Zj) Az = Kj—i—l — Kj

siendo natural definir el trabajo total como la suma de los trabajos ejercidos
sobre la particula en cada intervalo de tiempo.

Sumando la contribucién de todos los intervalos se obtiene

ZF(ZJ') Az = (Ko— K1)+ (K3 — K2) + (Ky — K3) + -+ (Kny1 — Kn)

j=1
= Kny1— Ky,
o sea,
N
Wzi_>zf :Z F(Zj) . AZ:Kf—KZ' .
7j=1

La expresién anterior es exacta en el limite N — 0o, de modo que el tamano
de los intervalos Az se torna infinitesimalmente pequeno. En este caso, Az es
un dz, y la sumatoria es una integral, teniéndose

f
|{—— :/ F(z) - dz=K; - K; .

Observamos que hemos obtenido exactamente el mismo resultado que para una
fuerza constante, y por lo tanto lo que dijimos en el item anterior sigue siendo
cierto: independiente del tiempo que transcurra entre dos mediciones, indepen-
diente incluso de cémo varie la fuerza entre dichas dos mediciones (y por lo
tanto el detalle de posiciones, velocidades y aceleraciones intermedias), cuando
calculamos el trabajo ejercido por la fuerza a lo largo de la trayectoria, dicho
trabajo resulta ser igual simplemente a la diferencia de una cierta funcién (la
energia cinética), evaluada en el punto final y en el punto inicial.

¢) Supongamos ahora que la particula no es libre, sino que estd inmersa en un
campo gravitacional constante § = —¢gZ. Levantemos la particula desde z; has-
ta zy, partiendo desde el reposo y volviendo a dejarla en reposo. Elevamos la
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particula aplicando una fuerza de manera que ésta suba con una velocidad cons-
tante. Mientras la particula va subiendo, su aceleracién es nula, luego también
la fuerza neta que actua sobre ella. De lo anterior se desprende que la fuerza
que debemos ejercer para elevar la particula es F(z) = +mg. El trabajo que
nosotros realizamos es la integral de esta fuerza a lo largo de la trayectoria, es
decir,

Wzi—mf = +mg - (Zf - Zi) :

Observamos que, nuevamente, el trabajo ejercido es igual a la diferencia de una
cierta funcién (mgz) evaluada en los puntos inicial y final de la trayectoria.
Siguiendo la analogia con el caso anterior, entonces, diremos que esta funcién
es también una energia (tiene las unidades adecuadas, por supuesto). Esta, sin
embargo, es una energia de caracter distinto. El trabajo no se ha traducido en
un cambio de energia cinética, porque como la fuerza neta es cero, la velocidad
es la misma en ambos extremos de la trayectoria. Sin embargo, es claro que algo
ha cambiado en la particula, porque después de aplicada la fuerza la particula se
encuentra mds arriba. Diremos que lo que ha ocurrido es un cambio de energia
potencial, porque cambia la “potencialidad” de la particula para realizar trabajo
o de adquirir energia cinética.

En efecto, al dejar caer la particula sin restricciones desde z; hasta z;, adquiri-
ra una velocidad que, de acuerdo a las ecuaciones de la cinematica de la caida
libre, es vy = \/2¢(zf — z;). Para esta velocidad, la energfa cinética es

K= %mv]% = %m 29(zf — z;) = mgzy —mgz; .
Pero éste es exactamente igual al cambio de energia de la particula al elevarse.
Entonces podemos decir que, al ejercer trabajo sobre ella hasta elevarla una
altura zy — 2;, aunque no cambié su energia cinética, si cambié algo en ella,
porque ahora, si la dejamos libre, es capaz de llegar al punto inicial con una
velocidad mayor. Por ello decimos que la energia que cambia al elevarla es
potencial, que no se manifiesta directamente.

Otra forma en que puede manifestarse esta “potencialidad” de la particula con-
siste en hacer que ella realice trabajo. Por ejemplo, podemos atarla a una cuerda
de modo que, por medio de un sistema de poleas, eleve otra masa.

Observemos, incidentalmente, que la manera en que describimos un sistema es
completamente distinta ahora que hemos introducido el concepto de energia:
ejercemos un trabajo sobre la particula, que se traduce en un cambio de su
energia potencial. Y al dejarla caer, esa energia potencial se traduce en energia
cinética al volver al suelo. En definitiva, el trabajo ejercido por nosotros se
convirtié en energia cinética, a través de sucesivas transformaciones.



CAPITULO 5. TRABAJO Y ENERGIA 173

De acuerdo a lo desarrollado mas arriba, también en este ejemplo podemos
expresar el trabajo W, ., como una diferencia de cierta magnitud evaluada
en el punto final menos la misma magnitud evaluada en el punto de partida:

Wzi—mf = U(Zf) - U(ZZ) )

donde U(z) es la energia potencial. (Se designa usualmente con las letras U o
V.) Para una particula de masa m en el campo gravitacional constante § = —g2z,
que viene dada por

U(z) =Uy+ mgz

con Uy cierta constante arbitraria, que depende de en qué punto diremos que
la energia potencial es nula. Veremos en breve que, cuando la particula estd so-
metida a otros campos de fuerza, también puede definirse una energia potencial
respectiva. Por ello, podemos también especificar que la anterior corresponde a
la energia potencial gravitatoria.

Hemos introducido una constante Uy, ya que el trabajo sélo depende de la
diferencia de la energia potencial entre dos puntos, y esta constante es, en
ese sentido irrelevante. Uy corresponde simplemente a la energia potencial de
la particula cuando ésta se encuentra en z = 0. Cuando definimos energia
cinética, ya que también el trabajo depende sélo de su diferencia, podriamos
haber introducido una constante aditiva K. No lo hicimos, ya que tiene mucho
sentido decir que la particula, cuando estd en reposo, tiene energia cinética cero.
En el caso de la energia potencial gravitatoria, en cambio, no existe ninguna
razon de peso para pensar que debe ser cero cuando z = 0. Por ejemplo, si
la energia potencial indica la “capacidad” de ejercer trabajo, o de adquirir
energia cinética al llegar al suelo luego de una caida libre, podriamos pensar
en la siguiente situacion: digamos que z = 0 corresponde no al suelo, sino a
la superficie de una mesa que estd a cierta altura h respecto al suelo. Si una
manzana se encuentra sobre la mesa, es cierto que si la hacemos rodar hasta el
borde de la mesa, y cae, adquirird una energia cinética. Eso significa que tenia
una energia potencial en primer lugar. Por lo tanto, no seria “correcto” decir
que su energia potencial es cero sobre la mesa. Vemos, entonces, que la altura
z = 0 no tiene por qué coincidir con la altura z para la cual U(z) = 0, y por
ende Uy # 0 en general. Pero nada impide insistir en poner U(z = 0) = 0. En
el ejemplo de la manzana sobre la mesa, lo tinico que sucede es que su energia
potencial en el suelo seria negativa, la diferencia de potencial serd negativa,
U(zf)—U(z;) = —mgh, y por tanto la diferencia de energfa cinética sera positiva,
K(zf) — K(z)) = U(z;)) — U(zf) = mgh, y la velocidad final de caida serd lo
esperado. O sea, nada extrano. Lo importante es tener presente que el cero de
las alturas no tiene por qué corresponder al cero de la energia potencial. Pero,
para todos los efectos practicos, lo tinico relevante en Mecanica Clasica son las
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diferencias de energia potencial, de modo que, si simplifica las ecuaciones o es
conveniente por otras razones, no hay problema en poner Uy = 0.

Notemos finalmente otro aspecto importante: en el andalisis anterior, supusimos
que la particula subia con velocidad constante dese z; a zf, es decir, la fuerza
ejercida por nosotros es constante. Sin embargo, usando el mismo argumento
del caso b), si la fuerza no es constante basta dividir la trayectoria en intervalos
mas pequenos, donde la fuerza si sea constante. La conclusion sera la misma de
b): el trabajo total serd simplemente la diferencia de las energias potenciales en
el punto final e inicial. No es importante que la particula suba con velocidad
constante, entonces: si parte del reposo, la elevamos, y la dejamos en reposo en
su posicién final, el trabajo realizado es el mismo.

Maés ain: en el proceso anterior lo tinico importante es que el campo de fuerzas
tenga asociada una energia potencial, para poder decir que, en cada intervalo,
F(2)Az = U(zy) — U(z;). Por lo tanto, para cualquier campo de fuerzas, po-
demos calcular el trabajo para llevar la particula de un punto a otro, para el
caso de fuerza aplicada constante, y los resultados seguirdan siendo validos si la
fuerza no es constante.

Consideremos un resorte de constante
de restitucién k, acostado sobre una su-
perficie horizontal sin roce y con un ex- F
tremo empotrado en una pared (ver fi- e
gura 5.1). Supongamos ademds que el

sistema inicialmente se encuentra en re-

poso, con el resorte teniendo su largo

natural.

x>

Figura 5.1

Evaluemos el trabajo que debemos realizar para alargar (lentamente) el resorte
en una magnitud xzq. La fuerza que debemos aplicar para lograr nuestro objetivo
ahora no es constante, sino que aumenta a medida que el resorte se estira:

Flz)=kz i .

(Esta fuerza es la opuesta a la que el resorte ejerce sobre la masa, que, de
acuerdo a la Ley de Hooke, es —kxi.) El trabajo que debemos realizar para
alargar el resorte, desde = = 0 hasta x = x(, viene dado por

T=x0 xo xo
W0—>:c0=/ F(m)-dx:/ kxdmzk/ xdr .
=0 0 0
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Ya sabemos que la integral [ f(z)dz no
es otra cosa que el area bajo la curva
del gréfico de la funcién f(x). Para el
presente caso, la funcién corresponde a
una recta que pasa por el origen (ver 0 %

?ggra 5.2), siendo el rea bajo la curva Figura 5.2

Ex()'

e

Luego, el trabajo que debe realizarse para expandir el resorte hasta x( es

1

(Se obtiene el mismo resultado si, en lugar de alargarlo, el resorte se comprime
en una magnitud xg.)

Si hubiéramos desplazado el resorte desde una posicién arbitraria z; a otra xy,
es claro que el trabajo realizado seria

1
Wxi_mf = §k (f]}'?z‘ —a;?) .

Una vez mas, el trabajo realizado es igual a la diferencia de una funcién, eva-
luada en los puntos extremos de la trayectoria.

Ademas, también en este ejemplo, el trabajo realizado por nosotros sobre la
particula no se manifiesta en un cambio de su energia cinética, sino lo que cambia
es el estado del sistema. En el nuevo estado, el sistema tiene la “potencialidad”
(al permitir que el resorte vuelva a su largo natural) de realizar trabajo, o
de entregarle a la particula adosada al resorte una energia cinética. Decimos
entonces que el trabajo realizado se traduce en un cambio de energia potencial.
Como en este caso el campo de fuerzas corresponde a un resorte, decimos que
es una energia potencial eldstica.

Si la energia potencial de un resorte la
definimos por

1
U(x) =Uy+ §kx2 , u(x)

donde x = 0 corresponde a la posiciéon R B RS A E
de equilibrio del resorte y x es la magni- :
tud en que éste se comprime o se alarga,
entonces nuevamente

babs

WO—)Z() = U(ZO) — U(O) .

Figura 5.8
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(La constante aditiva Uy en la expresién para la energia potencial nuevamente
no aparece en el resultado final; la podriamos haber elegido igual a cero. De
hecho asi lo haremos en lo sucesivo, respetando la intuicién de que la energia
potencial de un resorte en su largo natural deberia ser nula.) La figura 5.3
muestra el grafico U(z) para la energia potencial de un resorte, correspondiendo
a una parabola.

Consideremos ahora una particula que se mueve a lo largo de una recta (el
eje &) sobre una mesa y supongamos que, ademds de la fuerza que nosotros
ejercemos sobre ella, la tnica otra fuerza se debe al roce (cinético). La fuerza
de roce es f, = mgu. (pero note que ésta aparece sélo cuando la particula
se estd moviendo y observe ademds que la direccién en que apunta siempre es
contraria a la direccién de movimiento). El trabajo que debemos realizar para
empujar la particula, con velocidad constante, desde x; hasta z; es

W= fr(xf —2;) = (mgpec) - (xy — i) -

En este caso, sin embargo, el trabajo que realizamos no se manifiesta en un
cambio de algo que podriamos denominar energia potencial. (A pesar de que
el trabajo resultd, como en ocasiones anteriores, igual a la diferencia de una
funcién evaluada en los extremos de la trayectoria.)

Podemos comprobar la afirmacion anterior con un ejemplo sencillo: si la particu-
la tiene inicialmente una velocidad vy, al dejarla “libre” en x; se detendrd, por
efecto del roce, al cabo de una distancia d = v3/(2ug). Si, en cambio, la empu-
jamos con velocidad constante hasta xf, y la soltamos en este segundo punto,
la particula se detendra al cabo de la misma distancia d. Es decir, ain cuando
efectuamos trabajo sobre la particula, el estado del sistema no cambia: al dejar
de aplicar la fuerza, el sistema hace lo mismo. No como en el caso gravitatorio
o eldstico, en que liberar al sistema desde dos posiciones distinta significa que
la particula efectivamente adquiere mayor velocidad, ya sea al llegar al suelo o
al pasar por la posiciéon de equilibrio del resorte, respectivamente.

Vemos, entonces, que no es posible definir un concepto anilogo a la energia
potencial cuando se trata del roce.

De hecho, podemos distinguir dos problemas adicionales, aunque intimamente
relacionados con el anterior, que aparecen cuando hay roce y que hace que la
situacién sea distinta que en los dos ultimos casos:

i) En primer lugar, el trabajo que debe hacerse para llevar la particula desde
x; hasta xy, cuando hay roce, depende del “camino” que uno elija para
ello. Esto es profundo, y estd directamente relacionado con el hecho de que
el trabajo no se pueda escribir, como vimos, como una magnitud que sdlo
dependa del punto inicial y final. En efecto, supongamos que z; estd a la
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i)

derecha de x;. Ya vimos que, al llevar la particula directamente desde x; a
x, el trabajo que debemos realizar es W = mgpu. - (x5 — x;). Pero si antes
la empujamos hacia la izquierda en una distancia L, y recién desde ahi la
empujamos al punto final ¢, el trabajo serfa W = mgpu. - (2L + x5 — x;).
O sea, el trabajo no sélo depende del punto inicial y final sino que también
del camino.

Otra caracteristica del trabajo que se hace contra el roce es que éste no es
recuperable como energia mecanica. Ya observamos que la masa tardara el
mismo tiempo en detenerse, independiente de cuanto tiempo apliquemos
una fuerza, de modo que el trabajo que hemos hecho, en realidad, no se
ha convertido en nada ttil desde el punto de vista mecédnico. Esto también
estd relacionado con el hecho de que no hay ninguna “energia potencial”
que haya cambiado en el intertanto. ;Entonces el trabajo que efectuamos
simplemente desaparecié? En realidad no, sino que se disipa como calor,
calentando las superficies en contacto. (En rigor si es posible, utilizando
una maquina térmica, recuperar la energia disipada, pero de todos modos
las leyes de la Termodinamica implican que la recuperacién del trabajo,
aunque se hiciera, seria sélo parcial. Una vez que hay roce presente, siempre
parte del trabajo realizado se va a disipar irremediablemente en forma de
calor no aprovechable mecdnicamente.)

Los ejemplos unidimensionales anteriores sugieren lo siguiente:

Definicidn: El trabajo realizado por una fuerza F'(z) que actia sobre alguna particula

€S

W:ZF(zj)'(sz—zj):/F(z) dz
J

donde la suma (o integral) se realiza a lo largo de la trayectoria que recorre la particula.

El trabajo W que se entrega a un sistema, cuando no hay roce, se manifiesta en un
cambio de la energia del sistema. Hasta el momento hemos identificado las siguientes
formas de energia:

a) Energia cinética de una particula de masa m. Esta viene dada por

1
Kzim?ﬂ ,

y se manifiesta en el movimiento de la particula. Cuando la particula estd en
reposo, su energia cinética es cero.

b) Energia potencial. Esta es una energia que se debe a la existencia de un campo
de fuerzas al cual la particula estd sometida. En los ejemplos
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posicién de la particula. La energia potencial depende de la posicién, y sélo
aparece cuando la particula no es libre, sino que estd sometida a un campo de
fuerzas. La expresion para la energia potencial depende del campo de fuerzas
especifico de que se trate. Hasta el momento hemos analizado dos casos:

i) Campo gravitacional uniforme, F (z) = mg = —mgZ, en cuyo caso la
energia potencial es
U(z) =mg - (z — 20) ,

donde zg es un lugar que arbitrariamente hemos fijado como el cero de la
energia potencial.

ii) Campo de fuerzas de un resorte, F(x) = —ka, en cuyo caso la energfa
potencial es
1
U(z) = Ek:x2 .

Cuando hay roce, parte (o toda) la energia entregada al sistema (por medio del
trabajo), puede disiparse. Esta energia se manifiesta en un aumento de la temperatura
de las superficies que rozan entre si. En este caso, el trabajo W se transforma en calor

Las observaciones anteriores se pueden resumir en el siguiente Principio de Con-
servacién:

Conservacion de la energia:

Al entregarle a una particula un trabajo W, entonces
W= (K;—-K;))+ Uy -U))+Q , (5.1)

o sea, el cambio de la energia cinética, més el cambio de la energia potencial, méas la
energia disipada como calor es igual al trabajo (energia) aplicado al sistema.

La ecuacién de conservacion de la energia hay que manejarla con precaucién, pues
no se puede estar seguro de que uno hayan identificado todas las posibles formas
de energia. De hecho, a medida que avancemos en el estudio de la fisica, en varias
oportunidades nos veremos forzados a reinterpretar esa ecuacién o agregarle términos
adicionales.

Lo importante es tener presente que la expresién anterior dice algo extraordi-
nariamente importante: que aplicar trabajo sobre un sistema fisico significa alterar
“algo” en el mismo, un “algo” que llamamos energia, y que el cambio de energia es
exactamente igual al trabajo realizado. A menos que haya roce, en cuyo caso el calor
disipado es exactamente igual a la diferencia entre el trabajo efectuado y el cambio
de energia.
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Este Principio de conservacion de la energia es una afirmacién muy general acerca
de los sistemas fisicos, mecanicos o no. Insistimos en la importancia de notar que este
principio de conservacién no dice, tal como estd formulado, que la energia no cambia,
sino algo mas general: la energia de un sistema sélo puede cambiar si se efectiia trabajo
sobre él.

Podemos, sin embargo, dejar el principio anterior en una forma maéas familiar,
reescribiendo la ecuacién (B.I)) también se de la siguiente manera:

Kf—l-Uf:Ki—i-Ui—i-W—Q.

A ambos lados aparece la suma K + U, evaluada al inicio o al final de la trayectoria.
Definimos entonces la energia mecdnica,

E=K+U.

Més ain, podemos notar lo siguiente: para un sistema cerrado (es decir, un sistema
sobre el cual no hay fuerzas externas) sin roce,

E=E; (5.2)

es decir, la energia mecdnica se conserva.

Es importante distinguir que lo anterior se cumple sélo para sistemas cerrados.
Ojo: esto no significa que no haya fuerzas presentes. De hecho, la energia potencial
contiene informacién sobre fuerzas presentes en el sistema. Pero un sistema cerrado
es aquél sobre el cual no hay fuerzas externas actuando. Por ejemplo, consideremos
una pelota cayendo al suelo. La pelota no es un sistema cerrado, porque hay una
fuerza sobre ella, el peso, que la acelera. El peso efectiia trabajo sobre la pelota, y
naturalmente se produce un cambio de su energia (cinética en este caso). Si miramos
sélo la pelota, concluimos que su energia no se conserva. Pero si consideramos ahora
el sistema compuesto por la pelota y la Tierra, el peso de la pelota es una fuerza in-
terna, descrita en la energia potencial gravitatoria, y la energia mecanica se conserva.
(Naturalmente, todo esto depende de qué pregunta estemos interesados en responder,
y qué aproximaciones sean relevantes, ya que en rigor si hay fuerzas externas sobre el
sistema Tierra-pelota, por ejemplo la atraccién gravitatoria del Sol, y si no podemos
despreciarla, entonces ya no serda un sistema cerrado.)

Pero volvamos a la ecuacién (5.2]). El lado izquierdo depende sélo del estado final
del sistema, y el lado derecho depende so6lo del estado inicial del sistema. Vemos aqui,
explicitamente, lo que notamos en el primer ejemplo unidimensional que tratamos:
independiente del tiempo que medie entre dos eventos, independiente de los detalles
de la trayectoria, de aceleraciones y desaceleraciones, de avances y retrocesos durante
la misma, el concepto de energia nos permite ver el sistema de modo global, y afirmar
que, por encima de todos los detalles intermedios, hay algo en la evolucién del sistema
que no cambia, algo invariante, y eso es precisamente la energia del sistema. Ya que
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el instante inicial y el final de la trayectoria son arbitrarios, la energia mecédnica es la
misma en todo instante.

En Fisica, como veremos a lo largo de este curso y muchos otros en el futuro,
las leyes de conservacién son extremadamente importantes. Podemos intuir por qué,
ya que si, en medio de toda la complejidad y variabilidad de un sistema fisico, que
naturalmente evoluciona constantemente, somos capaces de encontrar algo que se
mantiene invariante, ello nos acerca a una gran simpleza conceptual en la descripcion
del sistema.

Podemos apreciar lo anterior considerando una particula de masa m, en reposo
a una altura h del suelo. Deseamos calcular la velocidad v con la que llega al suelo.
Este problema lo hemos resuelto muchas veces, pero utilicemos el lenguaje que hemos
adquirido en este capitulo. Tomemos como estado inicial el instante en que la particula
justo comienza a caer desde el reposo, y el estado final el instante en que llega al suelo.
FEntonces sus energias mecanicas inicial y final son

E; = mgh |
1

Ep = —mv®

f 2’171/[),

donde hemos supuesto que el cero de la energia potencial coincide con el nivel del
suelo. El principio de conservacién de la energia nos dice que, siendo el sistema cerrado
y no habiendo roce, E; = Ef, de lo que se sigue que v = V/2gh, el resultado esperado.

Por supuesto que debia ser el mismo resultado de siempre. Pero notemos que, en
el lenguaje de fuerzas (Cap. [d)), la manera de enfrentar este problema es escribir la
segunda ley de Newton con la fuerza correspondiente (el peso); luego integrar una vez
para obtener la velocidad; luego integrar de nuevo para obtener la posicién; imponer
las condiciones iniciales de posicion y velocidad; calcular, de la ecuacién de itinerario
para la posicion, el tiempo que tarda la particula en llegar al suelo; reemplazar dicho
tiempo en la ecuacién de itinerario para la velocidad, para obtener finalmente la
velocidad de caida.

Es claro que la descripcion en términos de energia es enormemente mas sencilla.
Esto no es magia ni casualidad, sino que se debe precisamente al poder contenido en
haber encontrado una cantidad conservada (la energia) en el sistema.

Problema resuelto en clases: 5.4

FEn los ejemplos anteriores hemos resuelto las velocidades finales de un cuerpo en
caida libre o en una maquina de Atwood (problema 5.4), usando la conservacién de
energia entre un determinado estado inicial y otro final, donde la separacién temporal
entre ellos es arbitraria. Esto ha sido una gran ventaja, y nos da una manera muy
sencilla de resolver problemas. Podriamos pensar, sin embargo, que hemos perdido
informacién, precisamente porque ya no hay informacion sobre el tiempo y la evolucién
detallada del sistema para llegar desde dicho estado inicial al final.
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No es asi. La clave es notar que, precisamente porque la energia es constante,
podemos usar ese hecho tanto para dos eventos arbitrariamente alejados en el tiempo,
como para dos eventos arbitrariamente cercanos. Tenemos un modo de decir eso en
lenguaje matematico: que la energia sea constante, significa que su derivada temporal
es cero, es decir

dE
dt

Consideremos, por ejemplo, la particula anterior en caida libre. Para un instante
de tiempo arbitrario, su energia mecdanica sera la suma de sus energia cinética y
potencial:

0. (5.3)

B(t) = %mz‘(t)z + mg=(t) .

Entonces, (£.3]) da
Z2(mZ+mg) =0.

Puesto que en general £ # 0, la ecuacién anterior equivale a
mz = —mg

ique es precisamente la segunda ley de Newton para esta particulal

Es decir, la conservacién de la energia no sélo permite resolver problemas con
gran elegancia, gracias a que podemos comparar instantes arbitrariamente separados
en el tiempo sin preocuparnos de los detalles intermedios. Ademads, la conservacién
de la energia es equivalente a la segunda ley de Newton, y por lo tanto tiene toda
la informacién que necesitamos para describir el movimiento en todo instante si lo
requerimos.

Por cierto, hemos mostrado lo anterior sélo para un caso particular, la caida libre.
Es fécil convencerse de que (B3] también da las ecuaciones de movimiento correctas
para cada masa en la maquina de Atwood, y en muchos otros sistemas. Podremos
mostrar que efectivamente es asi para un sistema arbitrario (bajo ciertas restriccio-
nes) un poco mas adelante en este Capitulo, pero antes necesitamos generalizar los
resultados obtenidos anteriores al caso de tres dimensiones.

5.2. Trabajo para un movimiento en tres dimensiones

Consideremos ahora una particula libre de masa m que se mueve en el espacio
tridimensional y cuya posicién y velocidad en el instante ¢ son 7y ¥, respectivamente.
Apliquemos sobre esa particula, durante un intervalo de tiempo infinitesimal dt, una
fuerza F.

De acuerdo a la segunda ley de Newton,

F=md .
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Durante el intervalo de tiempo infinitesimal dt, la particula se desplaza una distancia
dr=vdt .

Puesto que ahora la fuerza y el desplazamiento son vectores, es natural pensar que la
cantidad equivalente a F'(z)dz en el caso unidimensional estd dada por el producto
punto entre ellos.

Haciendo pues el producto punto entre la fuerza y el desplazamiento, se obtiene

—

F.di=mv-ddt . (5.4)

Para evaluar el producto punto #(t) - @(t). La aceleracién, por su parte, hace que la
velocidad en un tiempo posterior sea distinta, ¥(t + dt). Inspirados por los resultados
unidimensionales, que representan el trabajo con la energia cinética, consideremos la
velocidad al cuadrado en el instante ¢ + dt. Se tiene

VAt +dt) =

U(t) - (t) + 0(t) - at) dt +at) - o(t) + a(t) - at) (dt)?

0 sea,

B(t) - d(t) dt = %vz(t +dt) — %v2(t) .

Con este resultado y la expresion (5.4]) obtenemos que

—

1 1
F.dr = imv2(t + dt) — Emv2(t) .

La ultima ecuacién nos indica que el cambio de energia cinética de una particula sobre
la cual actia una fuerza durante el intervalo de tiempo [t,¢ + dt] (pero por lo demds
es libre), es igual al producto punto de esa fuerza y el desplazamiento realizado por
la particula en ese mismo intervalo. Lo anterior sugiere definir el trabajo, en el caso
tridimensional, como el producto punto del vector fuerza y el vector desplazamiento.

Si el movimiento no ocurre durante un intervalo de tiempo infinitesimal, sino
entre dos instantes ¢; y ¢, podemos usar la ecuacion anterior siempre que el intervalo
se divida en muchos intervalos pequenos y luego se sumen los trabajos y los cambios
en la energia cinética de cada uno de los intervalos. De esta manera se obtiene

;.
W :/ F(7) - di = %mvz(tf) _ %mv2(ti) .

Este resultado es el andlogo tridimensional de la situacién considerada en la seccién
anterior, en las partes a) y b), para el movimiento unidimensional.
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Hacemos notar que el hecho de que lo 1inico que interesa para la energia son los
estados inicial y final es robusto, y sigue siendo cierto cuando el problema ocurre en
mas de una dimensién.

Definicion: El trabajo realizado por una fuerza F () que actiia sobre alguna particula
viene dado por

W:/fm-ﬁ, (5.5)
donde la integral se evalia a lo largo del camino recorrido por la particula.

Técnicamente, la integral anterior, en que el integrando es un vector a lo largo
de una trayectoria, se denomina integral de linea. Los aspectos formales relacionados
con este tipo de integrales correspondera verlos en cursos superiores de Célculo, pero
para efectos de nuestro curso corresponde a un concepto muy sencillo. Consideremos
una particula desplazandose sobre una trayectoria arbitraria, en la direccién indicada
por el vector dr, como sugiere la figura:

F dr’

A B

En el punto P, siente una cierta fuerza F. En general, el médulo y la direccion
de F sera distinto en cada punto de la trayectoria. Para calcular el trabajo efectuado
al llevar la particula de A a B basta con hacer, en cada punto de la trayectoria, el
producto punto entre la fuerza y el desplazamiento dr, que es un vector tangente a la
trayectoria en dicho punto P. Dicho producto punto es un niamero real, y lo que queda
es simplemente sumar esos numeros reales a lo largo de la trayectoria. (El siguiente
ejemplo mostrard como proceder en un caso concreto.)

Volvamos a analizar el concepto energia 2
potencial para una particula inmersa en
un campo gravitatorio uniforme. Con- Zo 7
sideremos un objeto de masa m, en un < T
campo gravitatorio constante § = —gZz L I
(el eje Z apuntando hacia arriba), y eva-
luemos el trabajo que debemos realizar o
para trasladarlo (por fijar ideas, con ve- o
locidad constante) desde el origen has-

ta el punto P, (xg, 29) (ver figura 5.4). Figura 5.4

n>
x>
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El primer problema que enfrentamos al hacer este problema en més de una di-
mension es que podemos ir desde el origen a P por distintos caminos. En rigor, esto
siempre fue cierto también en una dimensién: para unir dos puntos A y B podemos
ir en linea recta, pero si a mitad de camino nos devolvemos y luego retomamos el
curso original, eso ya es otro camino. Con los argumentos dados en la seccién anterior
podriamos convencernos de que el trabajo es invariante antes cambios de direccién
dentro de la misma recta, pero ahora, en dos y tres dimensiones, ya no es tan evidente
y necesitamos considerar explicitamente la posibilidad de tomar diferentes caminos
para llegar de un punto a otro.

Supongamos, para comenzar, que usamos el camino I'y, o sea, primero elevamos
el objeto desde z = 0 hasta z = 2y y luego lo trasladamos hacia el lado, hasta llegar
al punto P. Durante el primer tramo la fuerza que debemos realizar para elevar el
objeto (con velocidad uniforme) es F= mgZ, siendo el desplazamiento también a lo
largo del eje Z, es decir, di’ = dz 2. Luego, para este primer tramo, el trabajo que
debemos realizar es

z2=2z0 Z2=Zz0
WO_,Q:/ mgdz:mg/ dz=mgzy .
z=0 z=0

Para el segundo tramo la fuerza sigue siendo F= mgZ; el desplazamiento, sin embar-
go, ahora es a lo largo del eje &, es decir, di = dx Z. El producto punto entre la fuerza
y el desplazamiento es cero (por ser uno ortogonal al otro). Luego, para trasladar el
objeto desde @@ a P no se requiere realizar ningiin trabajo. Concluimos que el trabajo
total, a lo largo del camino I', es

Wplz/ F(7) - di = mgzy .
Iy

Evaluemos ahora el trabajo que debemos realizar para llevar el mismo objeto desde
el origen al punto P a lo largo del camino I's. La fuerza que debemos aplicar sigue
siendo F = mgZ; el desplazamiento, sin embargo, es a lo largo de la direcciéon del
vector unitario §, o sea, dif = ds §. Luego se tiene que

F.di=(mg2)-(ds8) =mgsinads .

Concluimos que el trabajo total, a lo largo del camino I'y, viene dado por

Wr, = [ F(7) - di = mg(sin ) / ds =mgLsina
N} )
donde L es el largo del camino. Pero L sin a = zg, luego los trabajos a lo largo de los
caminos I'; y I'y son iguales.
No es dificil demostrar que también el trabajo que se debe realizar para llevar
el objeto desde el origen al punto P a lo largo del camino I's es igual a mgzy. En
efecto, para trasladar el objeto a lo largo de tramos horizontales no se requiere hacer
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trabajo, mientras que para los tramos verticales el trabajo siempre es mgh, donde h
es la diferencia de altura del tramo vertical.

De hecho, el mismo argumento nos sirve para convencernos de que para cualquier
trayectoria que una el origen con P, el trabajo sera siempre W = mgzy. Para una
trayectoria arbitraria, siempre se podra escribir el vector desplazamiento di* en todo
punto como una componente vertical y otra horizontal. La componente horizontal
siempre dara un trabajo nulo, por ser ortogonal a la fuerza, y la vertical dard simple-
mente la integral unidimensional entre 0 y zp, o sea mgzg.

Por lo tanto, nos damos cuenta de que, igual que en el caso unidimensional, el
trabajo ejercido en presencia de este campo de fuerzas se puede escribir simplemente
como la diferencia de una cierta funcién evaluada en los extremos de la trayectoria. A
dicha funcién la podemos llamar energia potencial, y para una particula en la posicion
¥=uxt+ 22 es

U(z,z) =mgz+ Uy ,

con Uy una constante que depende de doénde se ha escogido el cero de la energia
potencial (usualmente z = 0). La energia potencial es, entonces, independiente del
valor x.

El hecho de que el trabajo realizado sea independiente de la trayectoria escogida
es extremadamente no trivial e importante. De hecho que la razén misma por la cual
podemos definir una energia potencial es que no importa la trayectoria. En efecto, si
vemos una particula a una altura h respecto a cierto nivel de referencia, no tendria ni
siquiera sentido decir que su energia potencial es mgh, porque si la energia potencial
tiene que ver con el trabajo realizado, ;cémo sabemos cuanta energia tiene si no
sabemos por dénde se fue? La tinica respuesta posible es que sélo tiene sentido definir
energia potencial cuando el trabajo es independiente de la trayectoria.

Cuando un campo de fuerza tiene la propiedad de que el trabajo realizado para
llevar una particula entre dos puntos cualesquiera, es independiente del camino usado
para unir tales puntos, entonces se dice que el campo de fuerzas es conservativo. En
el ejemplo anterior hemos mostrado que el campo gravitacional es un ejemplo de un
campo conservativo.

La fuerza de roce es un ejemplo de una fuerza no conservativa. Al empujar un
cajén de masa M por el suelo de una habitacién de un lugar a otro, el trabajo realizado
serd proporcional al largo L del camino que para ello se elige, siendo W = u.MgL. Al
no ser el roce una fuerza conservativa, no se puede introducir una energia potencial
para esta fuerza (ya que no existe una funcién que sélo dependa de los puntos final
e inicial, y cuya diferencia sea igual al trabajo). El trabajo que se realiza contra la
fuerza de roce se transforma en calor. La reconversién de energia calérica a energia
mecanica puede hacerse sélo recurriendo a alguna méquina y, aun asi, no en forma
completa.

Otro modo de ver lo anterior es notar que si una particula parte de una posicién
inicial 7, sigue una cierta trayectoria, y vuelve a 1, el trabajo necesario en un campo
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conservativo es cero. Es decir, para cualquier trayectoria cerrada,

o
W%%:/ F.di=0.
T

—

0

o
En efecto, siendo conservativo, el trabajo no depende de la trayectoria, y por tanto
salir de 7y y volver a 7y es equivalente a la trayectoria consistente en no salir nunca
de 7y, para lo cual evidentemente no hay que hacer ningin trabajo.

Por ejemplo, en un campo gravitatorio, elevar una masa una altura h significa
ejercer un trabajo mgh, y devolverse al nivel inicial implica un trabajo —mgh, de
modo que el trabajo total es cero. Pero al arrastrar un bloque sobre una superficie
horizontal con roce una distancia L, el trabajo a realizar es —u.mgL, y al volver a
la posicién original es nuevamente —u.mglL, ya que tanto la fuerza como el despla-
zamiento cambian de signo, de modo que el trabajo total no es nulo, y por tanto el
campo de roce no es conservativo.

5.3. Potencia

Al trabajo por unidad de tiempo se denomina potencia. En el sistema SI, la unidad de
la potencia se denomina watt [W] y corresponde a 1 Joule por segundo, es decir,

1W:1£.
s

Ejemplo: Considere un motor eléctrico de 0.4 KW (esto corresponde a aproximada-
mente al motor de una juguera). ;Cuédnto tiempo tardaria tal motor, mediante un
sistema de poleas, en levantar un automovil de 600 kg en un metro?

Solucién: El trabajo requerido para levantar el automdévil es

kg m?

W =mgh=2600-981-1 ~ 6000 J .

El motor es capaz de entregar 400 J por segundo (estamos suponiendo una eficiencia
de un 100 %), luego, para realizar un trabajo de 6000 J tardard 6000/400 = 15 s.
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5.4. Ejemplos

A continuacién ilustremos los conceptos anteriores aplicandolos en algunos pro-
blemas concretos.

Ejemplo 1

Considere un bloque de masa M que inci-

de con velocidad vy sobre un resorte (ver : k v,

figura 5.5) y lo comprime. ;Cudl sera la - = M X
maxima compresién que en algin instante g

llega a tener el resorte?

Figura 5.5
El bloque, al comprimir el resorte, realiza trabajo. Este trabajo, que se transforma
en energia potencial del resorte, lo hace a costa de su energia cinética. La maxima
compresién se logra cuando el bloque llega a estar en reposo. En ese caso, toda la
energia cinética se habra transformado en energia potencial, o sea,

En la ecuacion anterior, zy es la maxima compresién que llega a tener el resorte.
Despejando zg se encuentra que

M
Trog = ? vy -

(Insistimos en notar la gran elegancia con la cual podemos resolver este tipo de
problemas al usar la conservacion de la energia. De otro modo, hubiéramos tenido
que escribir la fuerza sobre la masa debida al resorte, integrar una vez la ecuacion de
fuerza para obtener la velocidad, poner la condicién inicial, encontrar el tiempo T" que
tarda el bloque en llegar al reposo, integrar nuevamente para encontrar la posicién en
funcién del tiempo, poner la condicién inicial correspondiente, y evaluar en el tiempo
T para encontrar finalmente la compresién del resorte. . . )

Ejemplo 2

Un bloque de masa m resbala por un
plano inclinado, partiendo del reposo
desde una altura h. Sea « el angulo
de elevacion y p el coeficiente de roce
cinematico entre el bloque y el plano.
i Con qué velocidad llegara el bloque al
pie del plano inclinado?

Figura 5.6
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Inicialmente el bloque tiene sélo una energia potencial U = mgh (el cero de la energia
potencial lo hemos elegido en la base del plano inclinado). Al llegar el bloque abajo,
éste tiene solo energia cinética K = mv]% /2. Usando el principio de conservacién de
la energia se tiene que la energfa cinética final debe ser igual a la energia potencial
inicial menos la energia disipada por el roce. Esta tltima es Q = pmg (cosa) L =
wmgh/tan a. Se tiene

1
5777/0?‘ = mgh — pmgh/tan«

0 sea,

2 1%
—9 h(l— )
s g tan o

La ecuacion anterior es vélida si u < pe < tan a. Sila condicién anterior no se cumple
la particula no resbala. Observe cémo, en el limite a = 90°, la velocidad v tiende al
resultado de la caida libre.

Observemos también que, en ausencia de roce, el resultado es simplemente vy =
V2gh, el mismo resultado que en caida libre. Da lo mismo si el bloque cae vertical-
mente o por un plano inclinado, la velocidad final de caida es, en médulo, la misma.
Esto puede parecer sorprendente, pero no es sino una consecuencia de que el cam-
po sea conservativo, de modo que el trabajo ejercido por el campo gravitatorio no
depende de la trayectoria, sino sélo de la diferencia de elevaciones.

Problema resuelto en clases: 5.5

5.5. Resultados tutiles para sistemas conservativos

FEn esta seccién obtendremos un par de resultados extremadamente ttiles, gene-
rales y poderosos relacionados con sistemas conservativos. Escencialmente, observa-
remos que, para tales sistemas, basta con conocer su energia potencial, y que ella es
suficiente para conocer mucha informacién sobre la dindmica de un sistema conserva-
tivo, ain cuando no podamos resolver sus ecuaciones de movimiento explicitamente.

Supongamos que tenemos un sistema del que sdélo sabemos la energia potencial.
Por supuesto, esto implica de inmediato que el sistema es conservativo, pues de otro
modo ni siquiera podriamos definir una energia potencial.

Por fijar ideas, digamos que la energia potencial de una particula de masa m en
este sistema viene dada por la expresién

U(z) =a Bz?’ — b z] : (5.6)

donde a y b son ciertas constantes positivas. Encuentre el campo de fuerza F(z) que
da origen a tal energia potencial.
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Sea F'(z) la fuerza que el campo ejerce sobre la particula. Para llevar la particula
desde el origen al punto z deberemos ejercer sobre la particula una fuerza de igual
magnitud pero sentido opuesto. Por consiguiente, el trabajo que debemos realizar es

W(z) = —/OZ Flz)dz |

Este trabajo es igual a la diferencia de la energia potencial entre el origen y el lugar
z, 0 sea, U(z) —U(0). Como U(0) = 0, podemos igualar W (z) con U(z), obteniéndose

U(z):—/OZF(z)dz:a Ez?’—bzz}

Como el proceso de integracion es el “inverso” del proceso de derivacién (ver figu-
ra 5.7), se tiene que la fuerza debe ser menos la derivada de la energia potencial, o
sea,

F(z) = —d(fliz) . (5.7)

Usando esta relacién se encuentra que, para el presente problema, el campo de fuerzas
es

F(z)=a[b* - 2*] . (5.8)

La relacién (5.7) es muy importante. Como mencionamos en la introduccién a
este capitulo, la relacién (5.7]) corresponde a la culminacién de un largo proceso, que
comenzamos al comienzo de este curso, por simplificar progresivamente la descripcion
del movimiento, pasando por las ecuaciones de itinerario, el cdlculo diferencial, el dlge-
bra vectorial, las leyes de Newton y luego la conservacién de la energia. Ahora vamos
un paso mas alld. Ya sabfamos que la energia mecéanica contiene toda la informacion
sobre el sistema, pues dE/dt = 0 equivale precisamente a las leyes de Newton. Ahora
nos damos cuenta de que, en realidad, no es necesaria ni siquiera toda la energia
mecanica, sino solo una parte de ella, la energia potencial. Lo cual es evidente, pues
la energia cinética siempre tiene la misma forma, mv?/2, independiente del campo
de fuerzas. De modo que lo que hace realmente diferente a un sistema de otro es
su energia potencial. Y la ecuacién (B.7) dice lo mismo, mateméticamente: basta la
energia potencial para conocer la fuerza, y una vez conocida la fuerza podemos aplicar
toda la maquinaria matematica que ya conocemos para estudiar la evolucién de un
sistema fisico.

Pero el concepto de energia potencial es extremadamente ttil no sélo por lo
anterior. Grafiquemos la energia potencial (5.6]).
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derivacidn derivacion »
posicion I velocidad ——————  aceleracion
(1) = v(t) < alt)

integracion integracion

derivacion
potencial ——= fuerza
U(z) = F(2)

integracion

Figura 5.7
U(z)

Figura 5.8

Una particula en un campo de fuerzas se dice que se encuentra en equilibrio si
la fuerza sobre ella es nula. Para una particula en el campo de fuerzas anterior, la
fuerza F'(z) es nula cuando z = +b [ver Ec. (5.8)]. En la figura 5.8 se han indicado
dichos puntos. Note que esos puntos coinciden con un méaximo y un minimo de la
energia potencial. Esto tenia que ser asi, por (5.7)): siempre los puntos de equilibrio
corresponderan a extremos de la curva de energia potencial. De modo que, aunque
el equilibrio se define en términos de la fuerza, ni siquiera es necesario calcular ésta.
Basta simplemente con mirar la curva de energia potencial, y todos los maximos y
minimos corresponden a puntos de equilibrio.

Se dice que un sistema en equilibrio es estable si al alejarlo levemente del punto
de equilibrio la fuerza que aparece lo acelera nuevamente hacia dicho punto. De lo
contrario, el equilibrio es inestable. En otras palabras, el equilibrio es estable si, en la
vecindad del punto de equilibrio, la fuerza tiene signo opuesto al desplazamiento, y es
inestable si la fuerza tiene el mismo signo que el desplazamiento. Pero, nuevamente,
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esto es evidente simplemente observando la Fig. 5.8. En efecto, consideremos un punto
ligeramente a la derecha de z = b. En ese punto, la derivada de la energia potencial
es positiva, por lo tanto la fuerza es negativa [Eq. (5.1)], es decir, apunta hacia la
izquierda. Asi que efectivamente, la fuerza se opone al desplazamiento, evitando que
el sistema se aleje del punto de equilibrio. Lo mismo sucede si consideramos un punto
ligeramente a la izquierda de z = b. Para z = —b, en cambio, sucede lo opuesto.
Si estamos ligeramente a la derecha, la derivada de la energia potencial es negativa,
luego la fuerza es positiva, apuntando por tanto hacia la derecha. De modo que la
fuerza tiene el mismo signo que el desplazamiento, y hace que el sistema se aleje atin
mas del punto de equilibrio.

Concluimos, asi, que no sélo la informacién sobre puntos de equilibrio, sino toda la
informacién sobre estabilidad e inestabilidad del equilibrio, se encuentra simplemente
observando la curva de la energia potencial.

Mas aun, notemos que, para todos los efectos précticos, la energia potencial
representada en la Fig. 5.8 podria ser perfectamente un riel sobre el cual se desliza
una bolita sometida a un campo gravitatorio constante. Si el riel tiene exactamente la
forma de la figura, entonces la energia potencial de la bolita mientras circula por el riel
serd exactamente igual a (5.6]), y por tanto la fuerza sobre la bolita serd precisamente
(58)). Esto es extraordinario, porque en realidad no sabemos a qué corresponde la
fuerza (5.8]). Podria ser cualquier cosa: la fuerza entre dos moléculas, una fuerza entre
cargas eléctricas distribuidas de alguna manera adecuada, una fuerza gravitacional
resultante por la presencia de cierta distribucién de masas. . . Pero no importa, sea cual
fuere el sistema fisico especifico, todos se comportan en algun sentido de la misma
manera, porque tienen la misma energia potencial. Y ahora dicho comportamiento
es completamente evidente, intuitivo, porque es claro de inmediato que si ponemos
una bolita en el riel de la Fig. 5.8, en los puntos z = +b, la bolita se va a quedar
quieta (equilibrio). Y también es evidente que si la bolita se desplaza ligeramente
respecto a z = b, ésta volverd a su posicién original (equilibrio estable), asi como
también es evidente que si la bolita se desplaza ligeramente respecto a z = —b no lo
hard (equilibrio inestable).

Hemos entonces ganado una intuicion poderosisima. De ahora en adelante, sere-
mos capaces de decir muchas cosas sobre un sistema simplemente observando la curva
de energia potencial. Y ni siquiera sabemos de qué sistema fisico real se trata. En la
préactica, es lo mismo que si fuera una bolita sobre un riel en un campo gravitatorio
constante.

El ejemplo anterior corresponde a una situacién sencilla, donde el sistema evolu-
ciona sélo en una dimensiéon. En mas dimensiones es lo mismo. La energia potencial
ya no serd una curva, sino una superficie, una sabana con cimas y valles, y en cada
uno de esos maximos y minimos sabremos que el sistema quedara en equilibrio, y que
las cimas serdn puntos de equilibrio inestable, y los valles puntos de equilibrio estable.
Sin haber escrito ninguna ecuacién, e independiente del sistema fisico especifico de
que se trate.
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Supongamos ahora que la particula de masa m se encuentra en el punto de equi-
librio estable y que en cierto instante la sacamos levemente de su punto de equilibrio,
para dejar que luego se mueva en el campo de fuerza. Encontremos explicitamente la
fuerza que el campo ejerce sobre la particula.

Si alejamos la particula una distancia +A desde el punto de equilibrio estable
z =b, (con A < b), entonces la fuerza que aparece es

F(b+A)=a[b>— (b+A)? = —a(2bA + A?) ~ —2abA .

Asi, la fuerza en la vecindad del minimo tiene sentido contrario al desplazamiento,
y ademas es proporcional al desplazamiento, con una constante de proporcionalidad
k = 2ab. Pero este tipo de fuerzas, F'(A) = —kA, ya las hemos encontrado antes:
es la ley de Hooke, la misma fuerza de un resorte. Por lo tanto, este sistema fisico
desconocido, que quizas corresponde a moléculas interactuando, quizas corresponde
a estrellas en una galaxia, quizas corresponde a electrones en un campo eléctrico, del
cual lo dnico que conocemos es su energia potencial, este sistema fisico arbitrario se
comporta, en la vecindad de su punto de equilibrio estable, exactamente igual a un
resorte.

Una observacion tremendamente importante, porque de nuevo significa que, sin
tener que resolver ninguna ecuacion, sin ni siquiera saber qué tipo de sistema fisico
estamos estudiando, podemos al menos decir algo: cerca del punto de equilibrio esta-
ble, el sistema es equivalente a un oscilador armdnico. . . jel cual ya resolvimos! O sea,
podemos asegurar que el sistema oscilard en torno al punto de equilibrio estable, que
dicha oscilacién sera independiente de la amplitud inicial, y que tendra un periodo

igual a
/m [ m
T =27 ?—27{' % .

Insistimos en que éste es un resultado independiente del sistema fisico de que se
trate. De hecho z podria ser cualquier cosa: una posicién real, un angulo, un flujo,
una corriente eléctrica, etc. No importa, sea lo que sea, eso oscilard armoénicamente
con periodo T'.

Es mas, podemos mostrar que lo anterior es cierto para un sistema completamente
arbitrario. En efecto, en la vecindad de un punto xg, una funcién f(z) cualquiera,
pero razonablemente bien comportada en dicha regién (continua, todas sus derivadas
existen, etc.), tendrd un desarrollo de Taylor de la forma

1 df 1 d*f

f(@) = flao) + = +5 T2

T 4o (& —a0)?+--  (5.9)

T=x0

(x — x)
T=x0

Ahora bien, si f(x) corresponde ahora a una energia potencial U(x), y z¢ a un punto
de equilibrio estable, la expresién anterior queda, en la vecindad de z(, es decir, para
xr=mx9+ A, con AJxy < 1,

1 d?U

dU
U(l‘)—U(l‘o)—l-— +§W

A? 1

T=x0

T=x0
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despreciando términos de orden superior.

En (&I0), U(xo) es simplemente una constante; dU/dx = —F(x) es la fuerza
sobre la particula, que, siendo x¢ un punto de equilibrio, se anula en dicho punto, y
por lo tanto el segundo término es cero. Y d?U/dx?|,—,, es alguna constante, que de
hecho es la curvatura de la energia potencial en x(. Pero si xg es un minimo, entonces
la curvatura en x( es positiva, de modo que podemos definir

d*U

2
dx R

=k>0.

De este modo, (5.10) se puede reescribir simplemente como
1
U(A) = Ul(zg) + §1<:A2 : (5.11)

que no es sino la energia potencial de un resorte de constante de restitucién k.

Lo anterior, matemdéticamente, no significa otra cosa que, cerca de un minimo,
cualquier curva diferenciable se puede escribir como una parabola. Pero fisicamente,
significa que un sistema completamente arbitrario siempre, en la vecindad de un
punto de equilibrio estable, oscilara armdénicamente. Esta es la razén por la cual el
oscilador arménico, siendo un problema en principio sencillo, es extraordinariamente
importante en toda la Fisica: porque estudiando el oscilador arménico, el cual se
puede resolver analiticamente, se gana intuicién y se obtienen resultados validos para
cualquier otro sistema fisico, incluyendo sistemas (la abrumadora mayoria) que no se
pueden resolver exactamente, bastando para ello que tengan algin punto de equilibrio
estable. Y es la razon también por la cual, méas adelante en este curso, dedicaremos
un capitulo completo a estudiar solamente el oscilador armoénico.

Problema resuelto en clases: 5.16

Problema resuelto en clases: 5.26
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Hemos hecho hincapié en que el concepto de energia potencial tiene toda la informacién
necesaria para describir la dindmica de un sistema conservativo. Sin embargo, hay un detalle
que no hemos abordado: las ecuaciones de Newton son vectoriales, y la conservaciéon de
energia es una ecuacién escalar. En otras palabras, la energia potencial es una funcién
escalar, pero la fuerza es un vector, y por tanto no es evidente que la energia potencial
tenga realmente toda la informacién necesaria. Si el problema es unidimensional, es claro
que (B7) es suficiente, y asf ha sido en los ejemplos que hemos estudiado en este capitulo,
pero ;qué sucede en dos o tres dimensiones? ;Cémo es posible que una funcién escalar
reemplace completamente a una funcién vectorial?

Lo que hay que tener claro es que la expresién (5.7) viene en realidad de (B3], la cual
relaciona una cantidad vectorial (la fuerza) con una escalar (el trabajo). (B corresponde
a la inversién de la ecuacién (B.35]); uno esperarfa, entonces, que sea posible modificar (5.7])
para recuperar una expresion vectorial. Para hacerlo necesitamos matematica que aiin no
hemos visto en este curso, pero podemos contar que, en mas de una dimension, la derivada
en (B.7) debe ser reemplazada por el gradiente, que es una especie de “derivada vectorial”:

— -

F(F)=-VU(7), (5.12)
donde, dada una funcién g(7),
e 09, D9 D
Vyg(7) = s + 8yy+ Pk (5.13)

El operador diferencial dg/dx se denomina derivada parcial de g respecto a la coordenada
x, y significa simplemente lo siguiente: g es una funcién del vector 7, es decir, de las tres
coordenadas z, y y z. dg/0x significa derivar g respecto a & como si fuera la tinica variable,
considerando y y z constantes. Andlogamente para los otros dos operadores, 9g/0y y 0g/0z.
Lo importante es tener presente que, aun en tres dimensiones, es cierto que una unica
funcién escalar (la energia potencial) contiene toda la informacién necesaria, a través de
(BEI2) en el caso general, o (BX1) en el caso unidimensional. Por lo tanto, el concepto
de energia potencial efectivamente nos permite describir un sistema fisico de un modo
muchisimo mas sencillo.

5.6. Problemas

1. Una masa de 2 kg se lleva desde un punto 2
A al punto B. Los vectores de posicion de a
1
los puntos A y B son:
. R R 2
A=(T+32) m o
. A %
I =5 m 0
2 4 B
Todo el sistema estd inmerso en un cam- 2
po gravitatorio constante —gZ. Encuentre -2
el trabajo realizado por la gravedad a lo
largo de cada uno de los tres caminos in- Figura 5.9

dicados en la figura adjunta.
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2. Una bomba de agua debe elevar 200 litros de agua por minuto desde un pozo,
cuyo nivel de agua estd a 6 m de profundidad, para luego lanzarla con una
velocidad de 9 m/s. Suponiendo que no hay pérdidas de energia de ningin tipo,
iqué trabajo por minuto debe realizar el motor que acciona la bomba? ;Cual
es la potencia del motor?

(Una maquina que realiza un trabajo de 1 Joule = 1 kg m?/s? por segundo,
tiene una potencia de 1 Watt = 1 [W].)

3. Sobre una particula de masa m = 0.25 kg, que se mueve a lo largo del eje Z,
actia una fuerza F' = F'(x) %, donde la magnitud F(z) depende de la posicién
x del modo indicado en la figura 5.10.

a) Determine el trabajo realizado por esta fuerza sobre la particula si ella se
traslada desde t =0 a x = 3 m.

b) Si la particula en el instante ¢ = 0 se encuentra en reposo en x = 2 m,
iqué velocidad tendra al llegar a x = 6 m?

AF [N]
2 | R
X [m]
8] ;
Vi 4 5 8 -
-2

Figura 5.10
Respuestas: a) 4 J; b) v=4 m/s.

4. El sistema mostrado en la figura adjunta se “abandona”, partiendo del reposo,
cuando el bloque de masa mj estd a una distancia d por encima del suelo.
Desprecie el roce.
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a) Encuentre la aceleracién de la masa /‘
mayor. (mq > may.)

b) Usando el resultado de la parte (a), my
- -

encuentre la velocidad con que la —

masa mayor llega al suelo. q\

ad

¢) Suponiendo que todo el trabajo rea-
lizado sobre el sistema se transforma
en energia cinética, calcule la veloci-
dad de la masa mayor justo antes de Figura 5.11
que choque contra el suelo.

5. Considere un cuerpo compuesto de N masas m;, situados en los lugares 77,
con j=1,2 3,...,N. Demuestre que la energia potencial de tal cuerpo, en un
campo gravitacional constante, se puede evaluar suponiendo que toda su masa
M =mq+mg+---+mpy estd concentrada en su centro de masas, dado por

" 1 " . "
Tem = 77 (mi™ + mafy + -+ + mNTN)

6. Un bloque cuya masa es m = 6 kg se desliza hacia abajo por un plano inclinado
rugoso, partiendo del reposo. El dangulo de elevacién del plano es o = 60° y los
coeficientes de roce estéatico y cinemético son 0.2 y 0.18, respectivamente.

a) Describa todas las fuerzas que actiian sobre el bloque y determine el trabajo
realizado por cada una de ellas, si el bloque se desliza 2 m (a lo largo del
plano).

b) ;Cudl es el trabajo neto realizado sobre el bloque?

¢) (Cudl es la velocidad del bloque después de recorrer una distancia de 2 m?

Resuelva el problema dos veces: la primera suponga que el sistema consiste sélo
del bloque y, por lo tanto, las fuerzas de roce son parte de las fuerzas externas;
la segunda vez suponga que el sistema consiste del bloque y el plano inclinado,
en cuyo caso la disipacién de energia por las fuerzas de roce deben considerarse
como calor.
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7. Se desea levantar lentamente una masa M
hasta una altura h, usando el sistema de
poleas mostrado en la figura adjunta.

a) ;Cudl es la fuerza que debe aplicar-
se?

b) ;Qué trabajo se realiza?

¢) (Cudl es el cambio en energia poten-

cial de la masa? .
Figura 5.12

8. Un bloque de m = 5 kg se sujeta contra un resorte de constante £ = 1000 N /m,
comprimiéndolo en dy = 8 cm. Al dejar el bloque en libertad, el resorte al
expandirse empuja el bloque a lo largo de una superficie horizontal rugosa con
coeficiente de roce cinemético p = 0.2.

a) ;Cudl es el trabajo realizado por el resorte sobre el bloque mientras el
resorte se extiende desde la posicion comprimida hasta la posicién de equi-
librio?

b) (Cudl es el trabajo realizado por el roce sobre el bloque cuando éste recorre
los 8 cm hasta la posicién de equilibrio?

¢) (Cudl es la velocidad del bloque cuando el resorte pasa por su posicién de
equilibrio?

d) Si al pasar por la posicién de equilibrio el bloque se despega del resorte,
iqué distancia alcanzara a recorrer antes de detenerse?

e) Si el bloque se mantiene sujeto al resorte, jcudl es la extensiéon méxima
que llegard a tener el resorte?
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9.

10.

11.

12.

Un péndulo de masa m colgado de un hilo de largo ¢, se eleva hasta formar un
angulo 8y = 90° con la normal y luego se deja en libertad.

a) Encuentre la energfa cinética de la masa pendular cuando el péndulo pasa
por su posicién de equilibrio.

b) Demuestre que la tensién de la cuerda, para 8 = 0°, es 3 veces el peso de
la masa pendular.

Considere el campo de fuerza dado por

y
ﬁm:E@+%§g. Yo M A
Evalie el trabajo que debe realizarse para r, l
llevar una particula de masa m desde el |
origen hasta el punto A a lo largo de los o x‘ >
dos caminos indicados en la figura adjun- o X
Figura 5.13

ta. El campo de fuerzas ;es conservativo?

Una caja, de masa 10 Kg, descansa sobre la cubierta horizontal de una mesa.
El coeficiente de friccién entre la caja y la superficie de la mesa es 0.4. En
cierto instante se aplica sobre ella una fuerza F= Fy 2, adquiriendo la caja una
aceleracién constante @ = 22 [m/s?].

a) Determine Fj.

b) Determine el trabajo realizado por la fuerza F cuando la caja se ha tras-
ladado una distancia de 5 m.

c¢) Evalte la diferencia entre el trabajo realizado sobre la particula y el calor @
disipado por el roce. Demuestre que esta diferencia coincide con la energia
cinética final de la caja.

Una masa m resbala, sin roce y debido a
la gravedad, por la superficie de una se-
miesfera de radio R. La masa parte desde
la cuspide sin velocidad inicial. Sea P el
punto en el cual la masa se separa de la
semiesfera. Encuentre el angulo de eleva-
cién Oy del punto P.

Respuesta: sinfy =2/3 . Figura 5.1}
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13.

14.

15.

Sobre una cinta transportadora caen 5 kg de material por segundo (A = dm/dt =
5 kg/s). Suponiendo que no hay pérdidas de energia de ninguin tipo en todo el
sistema. que impulsa la cinta transportadora, encuentre la fuerza F' que debe
aplicarse para mantener la cinta trasladandose con una velocidad constante vy =
3 m/s. {Cudl es la minima potencia que debe tener el motor para hacer avanzar
la cinta transportadora?

Figura 5.15

Respuesta: P = T Avd =45 W .

<

Considere dos masas m unidas por una va-
rilla de largo L que no tiene peso. Inicial- ho.
mente el sistema estd apoyado en una pa- ‘ :
red, formando un angulo 6y con la normal 3L
(vea figura 5.16). El sistema comienza a |
resbalar sin roce debido a la gravedad. ;A
qué altura la masa # 1 se separa de la
pared vertical? 0

ke < —
/
%]
"

Respuesta: ~ h = 2hy/3 , donde hy = .
Lsinfy es la altura inicial. Figura 5.16

Una moneda se desliza sobre un tramo —
horizontal pulido. Luego entra en un tra-
mo cilindrico convexo de radio R=1 m. La
moneda pierde contacto con la superficie
cilindrica a un angulo de 30° con respec-
to a la vertical medido desde el vértice del
cilindro. Calcule la rapidez con que se des-
plazaba la moneda en el tramo horizontal. Figura 5.17
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16.

17.

18.

La fuerza electrostatica que ejerce una carga eléctrica () sobre otra carga ¢ viene
dada por la asi llamada Ley de Coulomb:

donde 7= r7 es el vector de posicién de g respecto a (). Notemos que si las
dos cargas tienen el mismo signo la fuerza entre las cargas es repulsiva.
Considere una carga (@) fija en el origen y una carga ¢, que inicialmente se
encuentra en el lugar 7.

a) Encuentre el trabajo que debe realizarse para trasladarla desde 7 hasta
.
b) Repita la parte a) para varios caminos simples y demuestre que siempre

obtiene el mismo resultado (en otras palabras, el campo de fuerzas es
conservativo).

¢) Demuestre que la energia potencial (electrostatica) de la carga g viene dada
por

qQ

JEn qué lugar se ha elegido el cero para la energia potencial?

Considere una carga @ fija en el origen y otra carga ¢, del mismo signo, que
se acerca a () a lo largo de la recta que las une. Si ¢ tiene una energia cinética
K cuando la separacién entre las cargas es muy grande (infinita), encuentre la
minima distancia a la que ¢ se acercara a Q.

Para resolver este problema use el resultado para la energia potencial obtenido
en el problema anterior.

[ f' 1
Considere la configuraciéon de car- f1ja Hie
gas mostrada en la figura 5.18. Las Q\L\‘ 0 +q %Q
cargas +Q estdn fijas en los lugares o ’ hd
xr = +a, y = z = 0 mientras que la | a— = a |
carga +q puede deslizarse sélo a lo
ga T4 b Figura 5.18

largo del eje .

a) Encuentre una expresion para la fuerza F'(x) que actia sobre la carga +q.

b) Encuentre la energia potencial U(x) y grafiquela. (Especifique claramente
dénde eligi6 el cero para la energia potencial.)
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19.

20.

¢) (Se comportara este sistema como un oscilador arménico para pequenos
desplazamientos de ¢ en torno al origen? (Un sistema se comporta como
un oscilador arménico si, al desplazar el sistema de su posiciéon de equi-
librio, aparece una fuerza proporcional al desplazamiento pero de sentido
contrario —ejemplo, ley de Hooke.)

Considere una particula de masa m
y carga —q restringida a moverse a
lo largo del eje . Ademds, dos car-
gas +( se ubican fijamente sobre el N tQ
a
i

D

eje 9 a una distancia a del origen,
tal como lo muestra la figura 5.19.

a) Encuentre la energia potencial T Q
U(z) del sistema de cargas en
funcién de z. Figura 5.19

(b) Encuentre la fuerza electrostatica F'(x) que actia sobre la carga —q.
(c) Evalde la derivada —dU(x)/dz y demuestre que ésta coincide con F(z).

(d) {Con qué velocidad pasard la particula por el origen si parte desde el
infinito con velocidad cero?

(e) {Se comportara este sistema como un oscilador arménico para pequenos
desplazamientos de g en torno al origen? Si su respuesta es afirmativa,
encuentre el periodo del movimiento periddico.

Respuestas: 20 20 10
—2lq o qr A q
W) U= ot ) P =t d ) vy

Un bloque de 2 Kg, situado a una altura de 1 m, se desliza por una rampa curva
y lisa, partiendo del reposo. Al terminarse la rampa, el bloque resbala 6 m sobre
una superficie horizontal rugosa antes de llegar al reposo.

a) ;Cudl es la velocidad del bloque en la parte inferior de la rampa?
b) (Cudl es el trabajo realizado por la fuerza de roce sobre el bloque?

¢) ¢ Cudnto vale el coeficiente de roce cinematico entre el bloque y la superficie
horizontal?

Figura 5.20
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21. En un parque de entretenciones un carro de masa m = 100 kg se desliza (sin

22.

23.

roce) por una rampa desde una altura h, ingresando a un loop de radio R = 3 m.
La altura h es la minima que se requiere para que el carro no se salga de la
via. Emergiendo del loop el carro ingresa a la regién de frenado, donde en un
trayecto de largo L, el coeficiente de roce cinemético es p, = 0,2. Sin embargo,
el carro no alcanza a detenerse durante la primera pasada, sino que pasa de
largo y después de colisionar con un resorte de constante k = 500 N/m, vuelve
a ingresar a la regién de frenado quedando en reposo al centro de ella (o sea, en
el punto C, ver figura 5.21).

m

a) Encuentre la velocidad del
carro en el punto B.

Regicn de
frenado

b) Encuentre h. /
k
¢) Encuentre L. Vo Ny c QQQQQQQJ
<1 >
d) Encuentre la maxima com-
presién que alcanza a tener Figura 5.21

el resorte.

Una particula de masa m se mueve sobre una mesa rugosa a lo largo de un
circulo de radio R. La particula estd amarrada a un extremo de un hilo de largo
R, cuyo otro extremo estd fijo al centro del circulo. La velocidad de la particula
inicialmente es vy. Debido al roce con la mesa, la particula se ira frenando.
Después de completar una vuelta, su velocidad es vy /2.

a) Encuentre el trabajo realizado por la friccién durante una vuelta. Exprese
el resultado en funcién de m, vy y R.

Una masa m se cuelga de dos re-
sortes en serie, de constantes de
restitucién ki y ks, tal como se
muestra en la figura 5.22a. En-
cuentre la frecuencia de oscila-
cién para pequenas vibraciones
(verticales) de la masa m.

Repita el cédlculo para el caso en
que los dos resortes estan en pa-
ralelo (ver figura 5.22b). Figura 5.22

o
UGBTI
=
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24. Supongamos que la funcién energia po-
tencial U(x) en funcién de z, para una
particula que sélo se puede mover a lo lar- Ufx)
go del eje z, viene dada por el grafico mos-
trado en la figura 5.23

a) Identifique los puntos de equilibrio e
indique si son estables o inestables.

b) ;Para qué valor de z la fuerza tiene

su valor (médulo) maximo?

¢) Describa en palabras el movimien-
to, a medida que transcurre el tiem-
po, de una particula de energia total
E;. (Especifique claramente las con- Figura 5.23
diciones iniciales que esta suponien-

do.)

25. Suponga que la energia potencial entre dos atomos de una molécula diatémica
viene aproximadamente dada por la expresion

an 12 an 6
vo-u[(2)*-2(2)]
r r
donde r es la separacion entre los atomos y a y Uy son constantes.

a) Grafique la energia potencial.

b) (Para qué separacion r los atomos estaran en equilibrio? ;El equilibrio es
estable o inestable?

¢) Suponga que los dtomos tienen la misma masa mg. ;Con qué frecuencia
vibrara la molécula al alejar el sistema levemente de su posicién de equili-
brio?

d) Sila molécula estd en su estado de equilibrio, jcudl es la minima energia
que habria que entregarle a la molécula para disociarla, es decir, separarla
en sus dos atomos constituyentes?

26. La fuerza gravitatoria entre dos masas mj y mse viene dada por

= Gmimg

r2 ’

donde G es la asi llamada constante gravitatoria y 7= r7 es el vector que une
los centros de masa de ambas masas. El valor experimental de G es

G =6.6720-10""" m3/s’kg .
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a)

f)

Demuestre que el trabajo que debe hacerse para alejar las dos masas desde
una separacién r1 a una separaciéon ro (rg > r1), viene dado por

1 1
W:Gm1m2 <———> .
e o2

A partir del resultado anterior, demuestre que si el cero de la energia
potencial se elige en r = oo, entonces la energia potencial en funcién de la
distancia entre las dos masas viene dada por

U (T) _ _GTTLle

r

Suponga ahora que m; = Mt es la masa de la Tierra y mo = m es la masa
de un objeto pequeno. Si tal objeto se encuentra sobre la superficie terrestre
y se eleva una pequena distancia h, demuestre que la energia potencial
cambia en AU = mgh. Note que de esta manera usted ha encontrado una
expresion para la aceleracién de gravedad g en términos del radio de la
Tierra Rr, la masa M7 y la constante de gravitacién G.

Encuentre la masa de la Tierra suponiendo que el radio de la Tierra es
aproximadamente 6380 km. (Ignore la rotacién de la Tierra.)

Encuentre la velocidad de escape, es decir, la velocidad minima que debe
impartirse a una masa m (inicialmente en reposo sobre la superficie te-
rrestre) para que ella pueda alejarse del campo gravitatorio de la Tierra.
(Ignore la rotacién de la Tierra.)

. Hasta qué distancia méxima se podra alejar el pequeno objeto si su velo-
cidad inicial es la mitad de la velocidad de escape?

27. Un bloque de masa M se apoya sobre un platillo de masa m sujeto a un resorte
vertical de constante k y largo natural £y. Al colocar el platillo con la masa M
sobre el resorte este se comprime teniendo, en equilibrio, un largo £.

Comprimamos ahora el resorte otro poco de manera que inicialmente se encuen-
tra contraido a un largo ¢ < £. En cierto instante se suelta el resorte, permitiendo
que éste se expanda.



CAPITULO 5. TRABAJO Y ENERGIA 205

28.

a) Evalte /.

b) Demuestre que el si el resorte en
algiin instante supera el largo natu- 2

1‘ I
ral /g, entonces el bloque se separa ED k ﬂg
del platillo. v _ R

¢) :Cudl es ol minimo valor de la con.
traccién (¢ — £) que debe tener el
resorte antes de soltarlo para que el Figura 5.24
bloque alcance a separarse del plati-
llo?

d) Encuentre la altura méxima alcanzada por el bloque (en todos los casos,
cuando se separa y cuando no se separa del platillo).

Respuesta: ¢) (bg —¥¢) = 29(M + m)/k.

En una feria de entretenciones hay un juego que consiste en que los participantes
abordan un carro en el punto P (ver figura 5.25), caen en caida libre una altura
h hasta el punto A, luego recorren un cuarto de circunferencia (AB) de 2 m de
radio y una recta (BC) de 5 m, todo esto sin roce. En el punto C se ingresa
a una zona de 8 m de largo con coeficiente de roce g, = 0.5. Como zona de
seguridad, hay una distancia (DFE) de 5 m sin roce, concluyendo la pista en un
gran resorte cuya constante eldstica es k = 6 x 10* N/m. La masa del carro,
con los pasajeros, es de 500 Kg.

a) Calcule hasta cudntos metros por sobre el punto A se puede dejar caer el
carro para que éste se detenga en la zona de desaceleracién CD.

Suponga ahora que el operador del juego sube el carro hasta 8 m sobre A y lo
deja caer desde alli.
b) Encuentre el lugar en que el carro quedard sin velocidad (por primera vez).
c) Encuentre el lugar en que el carro quedard finalmente en reposo.

d) Calcule el trabajo realizado por la fuerza eldstica del resorte para detener
el carro (por primera vez).

e) Calcule la aceleracién del carro en el instante en que el resorte lo detiene.
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29.

30.

pllm
A-\—
5 —— >

Figura 5.25

Considere el montaje mostrado en
la figura adjunta. Suponga que las
dos masas tienen el mismo valor y
que {y coincide con el largo natural
del resorte cuya constante de res-
titucién es k = 5mg/ly. Suponga
ademas que la masa desliza sin roce
sobre la superficie y que en el instan-
te mostrado en la figura el sistema
se encuentra momentaneamente en
reposo.

Figura 5.26

a) Demuestre que cuando la masa que se desliza por la superficie se haya
desplazado en una cantidad = = 3¢y /4 hacia la derecha, esta se levantard de
la superficie.

b) Demuestre que en el momento en que la masa se separa del plano la velo-

cidad es v = /19g¢y/32.

Considere dos pequenas masas iguales m
unidos mediante cuerdas ideales de longi-
tud £ = 1,5 m, como se indica en la figura
adjunta. El sistema rota con velocidad an-
gular uniforme w. El dngulo que la cuerda
atada al brazo (de longitud L =4 m) for-
ma con la vertical es de 60°. Encuentre
el angulo ¢ que la otra cuerda hace con
la vertical y encuentre la razén entre las ot e e

tensiones de cada cuerda. Figura 5.27
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31.

32.

Dos cuerpos A y B, de masas m y 2m, re-
pectivamente, se unen mediante una cuer-
da ideal. El cuerpo A posa sobre una me-
sa de superficie dspera (coeficiente de roce
lic) mientras que B se deja caer como se
muestra en la figura 5.28. No hay roce en-
tre la cuerda y el punto de contacto con
el borde de la mesa. Calcule el angulo 6
formado por la cuerda que sostiene la ma-
sa B y la horizontal cuando el bloque A
comienza a resbalar. El largo de la cuerda
entre el borde de la mesa y el cuerpo B es
L.

Dos monos, llamados Patin y Logo, de
igual masa m estan agarrados de una cuer-
da que pasa por encima de una polea (sin
roce), frente al Museo del Louvre. Habien-
do escuchado el rumor de que en el museo
hay una famosa pintura de una supues-
ta congénere con una enigmatica sonrisa,
el mono Patin decide subir por la cuerda
hasta una posicién que le permita mirarla
por la ventana. Para ello debe remontar
una altura h.

207

Figura 5.28

O e

h
o o
Logo Patin

Figura 5.29

a) Analice como el movimiento del mono Patin afecta la posicién del mono

Logo.

b) Calcule el trabajo que debe realizar el mono Patin para llevar a cabo su

propdsito.
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33. Considere dos masas m unidas por un hi-
lo de largo 2L, que caen con el hilo esti-
rado en forma horizontal. Después de caer
una distancia L el centro del hilo choca
con un clavo, correspondiendo de ahi en
adelante la trayectoria de las dos masas a
un movimiento circular. Si el hilo se cor-
ta cuando la tensién llega tener el valor
Tmaz = TmMg/2, encuentre el dngulo ¢ que
en ese instante forma el hilo con la hori-
zontal (ver figura 5.30).

Figura 5.50
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34. Un carro de masa m se desliza sobre el riel mostrado en la siguiente figura:

B C D E

El carro parte en el punto A, a una altura h del suelo, y sujeto a un resorte
de constante elastica k, el cual estd comprimido una distancia xq respecto a la
posicién de equilibrio. En cierto instante, el resorte se descomprime, el carro
se suelta de él, y comienza a deslizar por el riel, sin roce, hasta el punto B,
donde comienza a describir una circunferencia de radio R. Luego llega al punto
C, donde comienza el inico sector rugoso del riel, hasta alcanzar el punto D.
El coeficiente de roce cinético del riel en dicho sector es u. Finalmente, el carro
recorre un sector adicional liso hasta llegar al punto F, donde se encuentra con
un segundo resorte de constante eldstica k.

a) Sila distancia h es fija, jcudl debe ser la compresién minima x,,, del primer
resorte para que el carro no se salga de la via? ;Qué condicién debe cumplir
h para que x,, sea distinta de cero?

b) Considere ahora que el primer resorte esta comprimido en dicha distancia
minima z,,. Si al final del trayecto el segundo resorte alcanza una com-
presién maxima x; = ,,/2, jcuél es la longitud L del sector del riel con
roce?

¢) Sizg=xy, vy L estd dado por el valor calculado en la parte anterior, pero
la altura inicial del carro es 2h, ;cudl es la compresion maxima x; del
segundo resorte al final del trayecto?

5.7. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 12

Cuando la masa m haya resbalado hasta formar un angulo 6 con la horizontal, la
energia potencial (gravitatoria) habra cambiado en

AUpot = mg Ah = mg(R — Rsin0) .
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Como no hay roce, este cambio de energia potencial debe coincidir con la energia
cinética que adquiere la masa m, o sea, debe cumplirse la relacién

%mfu2 =mgR (1 —sind) .

Esto nos permite encontrar la velocidad v de la masa en funcién de 6:

v =1/2¢gR(1 —sind) .

La masa m recorre un arco de circulo de radio R, luego la fuerza centripeta (que
apunta en la direccién —7) es

- mv?

Feent = _TT .

(También hay una fuerza tangencial que, sin embargo, aqui no es necesario evaluar.)
Las unicas fuerzas reales que actian sobre m son la normal N7 y el peso —mgZ.
(Nuevamente hemos elegido al eje 2 apuntando hacia arriba.) La componente radial
de la fuerza neta es (N — mgsinf) 7. Esta debe coincidir con la fuerza centripeta, o

sea,
2

muv
——— =N —mgsiné6 .
R g
Despejando N se obtiene
mu? 1

N = mgsinf — &= mgsinf — E2ng(1 —sinf)
= mg (3sinf —2)
La masa m inicia su movimiento en el dpice, en cuyo caso 8 = 90°, siendo la fuerza
normal que ejerce la semiesfera sobre la masa N = mg. A medida que transcurre el

tiempo, # disminuye y luego también N. Cuando sinf = 2/3, la fuerza normal se hace
cero, siendo ese el lugar en que la masa m se separa de la semiesfera.

Solucién al problema 14
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= =

Supongamos por un momento que la =
particula 1 nunca se despega de la pared. h )
Cuando la particula 1 haya bajado desde
ho hasta una altura g, entonces, por con-
servacién de energia

2

1 . 1 .
mg(ho —y) = imy2 + gma” .

=

Sabemos que x2+y? = L%. Derivando esta
relacion se deduce que 2zz + 2yy = 0, o
sea,

g=—iZ. Figura 5.31
Yy
Sustituyendo esto en la ecuacién de con-
servacién de la energia se encuentra la re-
lacién
r . 2 1 2T 2 1, 2 L?
mglhy —y) = —mz"+ -mi*— = =" — .
9(ho =) =3 Mt T ot 2
De esta ultima ecuacién podemos despejar la velocidad de la particula 2 en funcién
de la altura a la que se encuentra la particula 1:

La velocidad de la particula 2 depende de y. Observemos que la rapidez con que se
mueve la particula 2 es nula cuando y = hg y también cuando y = 0, luego en algtin
lugar entremedio debe tener un maximo.

Encontremos el valor y = h para el cual & tiene su méximo. Para ello debemos
encontrar el maximo de la funcién f(y) = (ho — y)y?. Igualando la derivada de f(y)
a cero se encuentra

2hoy — 3y =0.

Despejando y se encuentra y = h = 2hg/3. Es claro que cuando la particula 1 llegue
a esa altura, se desprenderd de la pared (si es que no hay un mecanismo que evite
que eso ocurra). La razén es la siguiente: el dinico elemento que ejerce una fuerza
horizontal sobre el sistema (las dos masas con la varilla) es la pared vertical. Mientras
y > h la particula 2 acelera (la rapidez & aumenta) en la direccién +z, luego la pared
debe ejercer sobre el sistema una fuerza en esa direccion. Cuando y < h entonces
la particula 2 desacelera (& vuelve a disminuir); eso implica que la pared ejerce una
fuerza en la direccién —z sobre el sistema, lo que a su vez sélo es posible si existe
algin mecanismo que sujete a la particula 1 a la pared vertical. Si tal mecanismo no
existe, entonces la particula 1 se separa de la pared.
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Solucion al problema 18

De acuerdo a la ley de Coulomb, las cargas @) de la izquierda y de la derecha ejercen
sobre ¢ una fuerza

F=—99 ;
(a+ x)?
Y Q
— q R
Fy=——T¢
2 (a_x)z"r?

respectivamente. La fuerza total F () que actia sobra la carga ¢ es la suma vectorial
de las dos fuerzas F; y F5, por lo tanto,

o o . 1 1
Fz)=F+F=qQ (a+ x)? B (a — z)2

>

Para encontrar la energia potencial también podemos evaluar primero la energia po-
tencial de ¢ con cada una de las cargas () separadamente, para luego hacer la suma
(escalar) de ellas. La energia potencial de una carga ¢ a una distancia r de otra carga
Q viene dada por (ver problema 14) U(r) = ¢@/r. Usando esta expresion se encuentra
que la energia potencial de la carga ¢, cuando ésta se encuentra en el lugar x, es:

qQ qQ
U(z) =Ui(z) + Us(z) = PR r—_
La energia p . ' T T 1n grafico de
la funcién U : vE
N \
-a 0 a
Figura 5.52

De la figura se deduce que x = 0 es un punto de equilibrio estable del sistema. Para
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pequenos desplazamientos, o sea para |z| < a, se tiene

Ulzx) = qQ[ LI }=§ [(1+§)_1+(1—£>_1]

a+x a—x

2 2
x T T x

~ @[<1——+—2>+<1+—+—2>]
a a a a a

2 2 2
_ 20Q q‘?xz:UOJr qg?
a a a

z? .
De la ecuacién anterior se deduce que, para pequenos desplazamientos de g desde el
origen, la energia potencial es cuadratica (es decir, similar a la expresién que se tenia
para una masa adosada a un resorte).
La fuerza que actia sobre ¢ al desplazarla levemente de su posiciéon de equilibrio es
dU (zx) 49Q
— — T .

F(z) = dr a3

Esta fuerza es anédloga a la ley de Hooke: es proporcional y apunta en sentido contrario
al desplazamiento. El papel de la constante de restitucién k lo juega 4¢Q/a®. Luego, al
desplazar la carga q levemente de su punto de equilibrio, ésta oscilara armonicamente

con un periodo
3
ma
T=2m|——
49Q "

donde m es la masa de la carga q.
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Solucion al problema 25

La figura adjunta muestra el grafico de
la energia potencial. Para r > a la pen-
diende es positiva, para r = a es nu-
la, mientras que para r < a es negati-
va. La fuerza entre los dos dtomos de la
molécula es —dU(r)/dr. Cuando la deri-
vada es nula (para r = a), la fuerza tam-
bién es nula, luego la separacién r = a co-
rresponde a un punto de equilibrio. Para
r > a, dU(r)/dr > 0y, por consiguiente,
F(r) < 0. En palabras: si la separacién
de los dos dtomos de la molécula es ma-
yor que a, entonces la fuerza entre ellas
sera atractiva.

—Uo™
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Figura 5.53

Lo contrario ocurre para r < a: en ese caso dU(r)/dr < 0y por consigiente F(r) >
0, o sea, la fuerza que aparece tratard de alejar a los dos dtomos (aumentar r).
Resumiendo, cada vez que el sistema se desplaza de su posicién de equilibrio, aparece
una fuerza que trata de llevar al sistema nuevamente a su posicién de equilibrio. (Es
precisamente esto ultimo lo que caracteriza a un punto de equilibrio estable.)

Sea flg la fuerza que actia sobre el ato-
mo 1 debido al 4&tomo 2y Fy; la fuerza que
actia sobre el dtomo 2 debido al dtomo 1.
Por supuesto que, de acuerdo al principio
de accién y reaccion (tercera ley de New-
ton) Fiy = —Fy. Sea O un origen y 71 y
75 los vectores de posicién de cada uno de
los dtomos (ver figura 5.34).

Las ecuaciones de movimiento, de acuerdo
a la segunda ley de Newton, son:

mo T = Fi2

moTe = Far .

Restando una de la otra se obtiene

mo (fy — 7)) = Fyy — Fip = 2Fy; .

r

'_j

Figura 5.34

(5.14)
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La fuerza que actia sobre la particula 2 debida a la particula 1 es

- dU(r)
dr "’
donde r = | 7| = |7, — 71 |. Como estamos suponiendo que la molécula no rota, se

tiene que el vector unitario 7, que apunta a lo largo de la linea que une a ambos
atomos, no variard a medida que transcurre el tiempo. Se tiene entonces que

F=Ty—7T1 =717
F=7y—7 =F7.

Sustituyendo la dltima ecuacién en (5.14]) se obtiene

moi # = 2Fy; . (5.15)
Evaluemos ﬁgl. Se tiene:
- dU
o = - (r) 7
dr

S CRICR

Escribamos r de la forma r = a+s. De esta manera, s = 0 correspondera a la molécula
en su posicién de equilibrio. Si los 4tomos se desplazan sélo levemente de su posicion
de equilibrio, entonces |s| << a. En este caso

B 6
F21:12@<a>—1
a—+ s

- e[ ()

12

12%_1—65—1] (1—7f 7
a L a a

1

UO o 2
—72¥ s 74 o(s%) . (5.16)
Sutituyendo este resultado en (5.15]), se obtiene

. 0 .
mot ¥ = —72—s 7 .
a

Cancelando a ambos lados 7 y usando el hecho que # = §, se tiene

§+wis=0, (5.17)
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con U
0

wy =T2—— .

a“myg

La ecuacién diferencial (5.17) corresponde a la de un oscilador arménico. Ya sabemos

que en ese caso, la magnitud s (el alejamiento de un 4&tomo de su posicién de equilibrio)

realizara oscilaciones armonicas, siendo el periodo de tales oscilaciones

T:2—7T:7T a’mo .
wo 18U0

De la figura 5.33 también se deduce que para disociar a la molécula, es decir, para
separar los dtomos a una distancia r — oo, se debe entregar al sistema una energia
al menos igual a Uy.

Solucion al problema 28

a) Si la masa m parte de una altura h, entonces su energia (antes de entrar a la regién
de desaceleracién) es

2

1
Ezimv = mgh .

Al atravezar toda la zona de desaceleracién, la energia disipada en calor es ) =
uemg CD. Para que la masa m quede en reposo en D, toda su energia debe ser
disipada como calor, o sea,

mgh = pemg CD .

Despejamos h: o
h=pu.CD=0,5-8 [m]=4 [m].

c) Ahora h = 8 [m]. La mitad de la energia se disipard durante la primera pasada
por la region de desaceleracién y el resto se disipara en la segunda pasada. El carro
m quedara finalmente en reposo en el punto C.

b) Después de emerger de la regién de desaceleracién por primera vez, la energia del
carro serd By = mgh/2. Esta tendrd que ser la energia potencial del resorte cuando
esté comprimido con el carro detenido:
donde xy es la compresion méxima del resorte. El carro se detendra por primera
vez a una distancia zy a la derecha del punto E. Despejando z( se encuentra (con
g9 =10 [m/s?),

 [mgh  [500-10-8 _ ,
:130—\/ - —\/ e 108 [m] = 0,816 [m] .
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d) El trabajo realizado por la fuerza elastica del resorte para detener el carro es igual
a la energia con que incidié sobre el resorte, mgh/2 = 500 - 10 - 8/2 [J]= 20000 [J].

También podemos encontrarla evaluando la integral

0 1

1
= —kal = 50" 10* - (0,816)2 [J] .

W = / kx dx = ~kz?
0 2 0 2

e) La fuerza que ejerce el resorte cuando estd comprimido es —kxg Z, donde & apunta
hacia la derecha. La aceleracién del carro, por lo tanto, sera

g— -G o709 [mys]
m

aproximadamente 10 veces la aceleracién de gravedad.

Solucion al problema 33

Después de chocar el hilo con el clavo y al formar un dangulo ¢ con la horizontal, la
energia potencial de cada masa habra disminuido en mgL (1 + sin¢). Esta serd la
energia cinética que tendréd cada masa, es decir,

1
imvz =mgL (1 +sin¢) .

Esta relacién nos permite encontrar la velocidad v = v(¢):
v? = 2gL (1 +sin¢) .

Como cada masa esta recorriendo un circulo sabemos que la fuerza radial neta (la
fuerza centripeta) que se esta ejerciendo sobre ella es

- mv?

Feent = - = —2mg (1 4 sin¢) 7 .
Las unicas fuerzas “reales” que estan siendo ejercidas sobre cada masa son la fuerza
debido a la tensién del hilo y la fuerza de gravedad:

—

F

real = —7Tr —mg z .

La componente radial de esta fuerza es —7 4+ mgsin ¢. Esta debe coincidir con la
fuerza centripeta, o sea,

-7+ mgsing = —2mg (1 +sin¢) .

El hilo se corta si el angulo ¢ es tal que 7 = Tmg/2. Llamando ¢ a ese dngulo se
tiene

7
—5mg + mgsin ¢y = —2mg (1 4 singy) .

A partir de esta relacién se encuentra que sin ¢g = 0,5, o sea, ¢g = 30°.



Capitulo 6

Momento lineal y colisiones

versién 26 mayo 2011

6.1. Conservacion del momento lineal

Consideremos N particulas, cuyas masas y vectores de posiciéon vienen dados por
{m;}; vy {7;};, con j = 1,2,...,N. Supongamos que sobre cada particula j algin
agente externo ejerce una fuerza F; Supongamos ademas que las particulas inter-
actuan entre si, siendo f;l la fuerza que ejerce la particula ¢ sobre la particula j. Por

supuesto, debido al principio de accién y reaccién, f;; = — fji, 0, en palabras, la fuerza
que ejerce la particula j sobre la i es la opuesta a la que la particula i ejerce sobre la
j.

Usando la segunda ley de Newton, podemos escribir la ecuacién de movimiento de la
particula j. Se tiene

N
Fy+ " fji=myry .
=1

Al lado izquierdo se tiene la fuerza total que actua sobre la particula j, mientras que
al lado derecho se tiene el producto de la masa por la aceleracion de esa particula.
Sumando las ecuaciones de movimiento de todas las particulas (es decir, sumando

sobre j), se obtiene
DI DO -
J ,J J

Note que, debido al principio de accién y reaccién, ), ; fji = 0, es decir, la suma de

218
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todas las fuerzas internas es nula. Definamos la magnitud

S miTy +mety 4 - A myty 1 iv: (6.2)

Tem
mip+mg+---+mpy

donde M = mq +mg + -+ my es la masa total. Derivando la ultima ecuacién dos
veces respecto al tiempo, queda

N
M?’_‘;m: E m]'T_‘} .
J=1

Sustituyendo esta expresién en (7.1), y usando la relacién ), ; f;l = 0, se obtiene

’111

La suma ) ; F}; corresponde a la fuerza externa total que actia sobre las particulas,

magnitud que denotaremos por Fiy. De esta manera, finalmente

Fiot = Mt . (6.3)

Esta ultima ecuacién no depende de las fuerzas internas que actian entre las distin-
tas particulas. Al vector 7, se le denomina posicion del centro de masas. La ecua-
cién ([6.3]) ensena que la suma de las fuerzas externas que actian sobre un sistema
de particulas acelera al centro de masas como si toda la masa del sistema estuvie-
se centrada alli. Esta es la segunda vez que encontramos que el centro de masas es
un punto privilegiado. Antes, pudimos mostrar que, para efectos de enegia potencial
gravitatoria, un cuerpo se puede considerar efectivamente como una particula, con
toda la masa ubicada en el centro de masas (Problema 5.5). Ahora hemos encontrado
un resultado ain mads general: cuando una fuerza externa cualquiera, no solamente
gravitatoria, actia sobre un sistema de particulas, se puede considerar que toda la
masa estd concentrada en el centro de masas, y el problema se reduce nuevamente a
la evolucién de una tunica particula, dada por ([G.3)).

Si la fuerza (externa) total sobre el sistema de particulas es nula, o sea, si Fioy =
Zj F; = 0, entonces el centro de masas no acelera. En ese caso, la velocidad del

(0)

centro de masas es constante (designemos por Uen; a tal velocidad). Por otra parte, la
velocidad del centro de masas se puede obtener derivando la ecuacién (6.2)) respecto
al tiempo:

N
Tcm:ME F:g
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Introduciendo la definicién de momento lineal p; = m;7; de cada particula, la dltima
ecuacién se puede reescribir de la forma

Pt =p1+ P2+ +pnv = M5O . (6.4)

Es decir, por una parte, es natural definir el momento lineal total del sistema, ]%ot,
como la suma de los momentos lineales de cada particula. Lo interesante es que dicho
momento lineal total es igual al momento lineal de una tinica particula de masa M (la
masa total) moviéndose con la velocidad del centro de masas. Es decir, nuevamente,
esta vez para efectos del momento lineal total del sistema, se puede considerar que
toda la masa del cuerpo estd concentrada en un tinico punto, el centro de masas.

De ([6.3]) y (6.4]), entonces, se sigue que, en ausencia de fuerzas externas,

dﬁi:ot
dt

=0, (6.5)

o bien
P... = constante . (6.6)

Esta ecuacién se conoce con el nombre de Principio de Conservacion del Momento
Lineal. En palabras: cuando la fuerza externa total que actia sobre un sistema de
particulas es cero entonces la suma de los momentos lineales de las distintas particulas
se mantiene constante en el tiempo.

Este principio de conservacién es, como el de la energia, poderoso. Notemos que
podemos tener un sistema arbitrario de particulas, donde todas estan interactuando
entre si y con una fuerza externa. La fuerza individual sobre cada particula no tiene
por qué ser cero en general, y por lo tanto las particulas cambiaran su velocidad, y por
tanto su momento lineal, constantemente. Sin embargo, a pesar de eso, si la fuerza
externa total sobre el sistema es cero, entonces la suma de los momentos lineales de
todas las particulas no varia en el tiempo. A pesar de la evolucién complicada que
puede tener el sistema internamente, hay algo, el momento lineal total que se conserva.
Esto se suma entonces a la conservacién de la energia, que también se satisface para
sistemas cerrados.

Tlustremos los conceptos anteriores con un ejemplo.

Problema: Considere dos masas, m = mg y M = 3my, sobre las cuales no actian
fuerzas externas. Supongamos que en el instante ¢ = 0, la particula m se encuentra
en el origen y en reposo, y que la particula M se encuentra en 73/(0) = 2% [m)]
moviéndose con una velocidad ¥/(0) = 45 [m/s|. Supongamos ademds que existe
cierta interaccién entre las particulas y, como consecuencia de ella, ambas aceleran.
Si en el instante tg = 5 [s] la particula m se encuentra en 7, (tg) = (—2% — 8y) [m],
jen qué lugar se encontrara la otra masa?
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Solucién: Como no hay fuerzas externas, el centro de masas se mueve con velocidad
constante. Encontremos primero la velocidad del centro de masas y la posiciéon de
éste en los instantes t =0y t =5 [s]. En efecto

L M Fn(0) £ My (0)  3mg-28 3.
Tem(0) = M T —— 5% [m]

q m - Uy (0) + M -y (0)  3mg - 49 X
cm O = = = 3 .
Tem(0) m+ M mg + 3mg g [m/s]

Como la velocidad del centro de masas es constante, en el instante to = 5 [s] el centro
de masas se encontrard en

Tem (t0) = Tem (0) + Uerm (0) - tg = Ei +3- 53}] [m] .

Por otra parte, en el instante tg la posicion del centro de masas viene dada por

mFm(to) + MFM(tO)
m+ M
mo (=22 — 89) + 3mo 7a(to)

1
mo + 3mg 4

ch (tO) =

(—2& — 8y + 3rar(to)) [m] .

Igualando las dos ecuaciones para 7, (tg) podemos despejar 7y (to):

i(—2£—8@+3FM(tO)) [m] = E@+3-5z}] (m]

de donde se deduce que

Parlto) = = (8% +683) [m] .

W =

iGrafique en el plano (Z,9) los vectores 7, ¥ar ¥ Tem en los instantes t =0y t = 5 s!

Notemos como hemos sido capaces de resolver este problema poseyendo escasa
informacién. Sabemos que existe alguna interacciéon entre los cuerpos, pero no co-
nocemos el detalle. No importa. En tanto no existan fuerzas externas, el momento
lineal total se conservard, y eso es suficiente para determinar la posicién de la segunda
masa, conociendo la posicién de la primera.

Problema resuelto en clases: 6.10
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6.2. Colisiones

Analicemos primeramente colisiones en una dimensién. Considere dos particulas de
masas m y M, restringidas a moverse (sin roce) a lo largo del eje  y estudiemos
algunos casos particulares.

a) Supongamos que la particula M incide desde la izquierda con velocidad +vg y se
mueve hacia la particula m, que inicialmente se encuentra en reposo. Suponga
que las dos particulas colisionan, quedando una adosada a la otra, formando
una unica particula de masa (M + m). ;Con qué velocidad © se movera esta
nueva particula después de la colisién?

Para resolver este problema usamos el principio de conservacién del momento
lineal. Sobre el sistema no hay fuerzas externas actuando, luego el momento
lineal se conserva. El momento lineal total antes de la colisién es

P = Muvy+m-0= My, ,
mientras que después de la colision es
P =M +m)i .
Estas dos expresiones deben ser iguales, luego

M
M+m

U= vy -

En el limite M > m (el caso de una locomotora chocando con una mosca) la
velocidad después de la colision es v ~ vy (la velocidad de la locomotora). En
el limite M < m (el caso de una mosca chocando contra una locomotora en
reposo) la velocidad después de la colision es 0 ~ 0.

La energia cinética antes y después de la colision no es la misma, siendo la

diferencia
1 o 1 9
Q=K;—K; = §(M+m)v —§MUO
1 m
= ——Muv? )
2 UOM—i—m

A esta diferencia se le suele llamar el valor Q de la reaccion. Cuando, como en el
presente ejemplo, @ # 0, la colisién se dice que es ineldstica. Si Q < 0, la colisién
es endotérmica—parte de la energia que el sistema tenia antes de la colision se
difunde a grados de libertad internos del sistema (por ejemplo, se “pierde” como
calor, que en el fondo es entregar energfa cinética a las moléculas). Si @ > 0 la
colisién (o reaccién) es exotérmica.
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Notemos que es muy interesante el hecho de que en este ejemplo la energia no
se conserva. Y no importa, porque la conservacién de momentum tiene toda la
informacién necesaria para resolver completamente el sistema.

Consideremos ahora el caso de una colision en que se conserva la energia cinéti-
ca (o sea, una colisién con @ = 0) y ademds se conserva la identidad de las
particulas (es decir, el nimero de ellas y sus masas). Tales colisiones se deno-
minan eldsticas. Nuevamente supongamos que la particula M incide desde la
izquierda, a lo largo del eje &, con velocidad +vg y que choca con la particula
m, que inicialmente se encuentra en reposo. Encontremos la velocidad final 7.,
v ¥pr de cada una de las particulas.

Notamos que en este caso, a diferencia del anterior, son dos las incognitas a
encontrar. Si sélo se conservara el momentum, pero “magicamente” en este
caso se conserva también la energia, lo cual nos proporciona precisamente la
ecuacion adicional que necesitamos para resolver completamente el problema.

Invocamos, entonces, la conservacién del momento lineal y de la energia (cinéti-
ca). Se tiene
Muvy = mv,, + Moy

y
1 1 1.
§MUS = §mvfn + §MU%4 .
De estas dos ecuaciones podemos despejar las dos incégnitas 0y, y ¥p7. Se obtiene
. 2M
Uy = ———— )
m M +m 0
y
. M—-m
Uy = ——p .
M=

Analicemos varios casos limites:

i) M > m (o sea, una locomotora con velocidad vy colisionando con una
pelota de tenis en reposo). En este limite, 0y = vg y 0y, = 20 (es decir,
la locomotora seguira como si nada hubiese pasado mientras que la pelota
de tenis sale disparada con una velocidad igual al doble de la velocidad de
la locomotora).

ii) M < m (o sea, una pelota con velocidad vy colisionando con una locomo-
tora en reposo). En este limite, 0, ~ 0y 057 = —vg (es decir, la locomotora
practicamente no se movera y la pelota rebota con una rapidez igual a la
incidente). Que la velocidad 057 en este caso sea negativa significa que la
particula se mueve en la direccion —z.
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iii) M = m (o sea, la colision central de dos bolas de billar de igual masa).
En ese caso 0, = vg y Upr = 0 (es decir, la particula incidente queda en
reposo mientras que la otra particula sale disparada con velocidad vy).

Si la colisién no ocurre a lo largo de una linea recta, sino que ocurre en un plano,
los conceptos involucrados son los mismos y lo tnico que cambia es que la ley de
conservacion del momento lineal, siendo una ecuacién vectorial, nos dara una relacion
para cada una de las componentes.

Observemos, sin embargo, que en el caso bidimensional las ecuaciones de con-
servacién son tres (una para la energia, dos para el momentum —una en cada com-
ponente), pero las incognitas son cuatro (dos componentes de velocidad para cada
particula). El problema, entonces, no tiene solucién dnica. Esto significa, por ejemplo,
que cuando dos bolas de billar colisionan, el angulo en que ellas emergen no se puede
determinar a partir de las ecuaciones de conservacién. Lo cual es natural, porque para
nosotros las bolas son particulas, sin estructura. El angulo con que emergen depende
en realidad del punto exacto en que la superficie de una bola colisiona con la otra.
Resolver este problema es en realidad bastante méas complicado, pero es posible (ver
Sec. [6.6)).

Otro modo de resolver el problema, manteniendo la descripcion en términos de
particulas puntuales, es dar algun tipo de informacién adicional, a fin de eliminar una
incégnita. Demos un ejemplo de ello.

Problema: Considere una masa mq que choca eldsticamente contra una masa mso
originalmente en reposo. Suponga que después del choque la masa incidente my emer-
ge en una direccién perpendicular a su direccién original (ver figura 6.1). Encuentre:

a) El dngulo 6 con que emerge mg, en funcién de my y mao.
b) La velocidad v; con que emerge m;.

c¢) La velocidad vy con que emerge mso.

N
=<
3

Colision vista v |
desde el sistema ] !
de referencia del O— O . 9
labaratorio m m X -
1 2 m
2 O\
v
i 2
Inicial Final

Figura 6.1
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Solucién: La energia y el momento lineal total, antes y después de la colisién son:

1
E;, = §mlvg ,

@l = Mo )
1 2 1 2
Er = 5y + 52V 5

Pf = mv1Z + mavg cos 02 — movy sin 62 .

Debido a que el choque es elastico, se conserva la energia total y el momento lineal
total; esto nos da las ecuaciones:

2 2 2
mivy = mvi + mav;

mivy = Moy cos b

y
mivy — movesingd =0 .

Estas son tres ecuaciones con tres incognitas (vq, v y 6). Resolviendo este sistema

de ecuaciones se encuentra:
mo — MM
U1 = 1o )
mg + my

2m%
ma(ma +my)

U1 mo —my
tan@z—: _ .
LN mo + mq

Note que el problema sélo tiene solucion si mgy > my.

En particular, notemos que si las masas son iguales, 6 = 0. Por lo tanto, el dngulo
relativo entre ambas masas después de la colisién es 7/2. Uno puede demostrar que
esto es un hecho general (ver siguiente ejercicio).

Vg = Vo

Ejercicio: Demostrar que, después de una colisién elastica entre particulas de
igual masa, sus trayectorias finales forman un angulo recto.

Problema resuelto en clases: 6.11
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6.3. Impulso

De acuerdo a la segunda ley de Newton F = dp/dt. Multiplicando por dt e

“integrando” se obtiene
r f L .
/ th:/ dp' = pr —pi,
(2 7

o sea, el cambio de momento que sufre una particula en cierto intervalo de tiempo
es igual a la integral de F dt durante ese intervalo. A la integral [ F dt se le llama
impulso.

Cuando ocurre una colision entre dos objetos, el tiempos de colisién puede ser
muy pequeiio, el momento transferido sin embargo puede ser grande. Por ejemplo,
cuando una bolita de acero, al caer desde una altura h, rebota (eldsticamente) por
una superficie dura. Al llegar a la superficie la bolita tendra la velocidad —v/2ghZ2 y
justo después del rebote 1/2gh 2. El cambio de momento es, por lo tanto,

Ap'= fiy = pi = 2m \/2gh £
Este cambio de momento debe ser igual al impulso transmitido por el suelo a la bolita,
es decir,
I
/ F(t)dt =2m+/2ghz .
(2

Podemos intuir que la interaccién entre la particula y el suelo serd complicada,
y que en cada instante el suelo ejerce una fuerza sobre la particula que depende
del tiempo. En efecto, seguro que dicha fuerza, cuando recién estd empezando el
contacto, y justo cuando estd terminando, es cero; y por tanto debe tener algin
maximo entremedio. Seria interesante poder calcular ese maximo. Sin embargo, el
hacer rebotar una bolita en el suelo sélo nos da informaciéon sobre la integral de
dicha fuerza en el tiempo. A pesar de ello, veremos a continuacién que sélo con
algunas suposiciones razonables podemos obtener bastante informacién acerca de este
problema. ()

Primero, notemos que, de acuerdo a lo que
hemos dicho, durante la colisién, tipica-
mente la fuerza que ejerce un cuerpo sobre
tiene el comportamiento como el mostra-
do en la figura 6.2. Antes de la colisién la
fuerza es nula. En el instante tg — €1 los
cuerpos entran en contacto, la fuerza au-
menta rapidamente llegando a un maximo 0
en cierto instante ty para luego decrecer
nuevamente a cero (instante to + €2). Los
cuerpos estan en contacto durante un in- Figura 6.2
tervalo de tiempo €1 + €3.
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El drea bajo la curva F'(t) es el impulso (momento) transmitido de un cuerpo al
otro.

Observando la curva anterior, notamos que un modelo razonable para la fuerza
es una parabola invertida, centrada en torno a un cierto tiempo %y, que es cuando se
tiene la fuerza méaxima. Como es una curva simétrica, la fuerza serd distinta de cero
en un cierto intervalo de ancho 2¢ en torno a ty. Lo tinico que falta para determinar
completamente la parabola es su valor maximo, que definimos como Fy. La tnica
curva que cumple con las condiciones anteriores es la siguiente:

F(t):{FO [1—5%(t—t0)2] para tog—e <t <tyg+e
0 para t<tg—e y t>tg+e

En este caso, entonces, los cuerpos se mantienen en contacto durante un tiempo
2¢, siendo en el instante t = ¢y la fuerza maxima (Fp) entre los cuerpos. Ahora
que tenemos un modelo razonable para la evolucién temporal de la fuerza, podemos
continuar. El impulso transmitido es

AP— o 0 (|2 d = 0€
— F 1——(t—t t = —Fphe .
/t |: 62( ):| 3

0—€

Con este modelo para F'(t), en el caso de la bolita obtenemos

4
2m~/2gh = §F0€ .

De esta relacion se deduce que la fuerza maxima entre la bolita y la superficie de
la cual rebota depende del tiempo durante el cual los dos cuerpos se mantienen
en contacto. Tanto menor es este intervalo de tiempo, tanto mayor resulta ser Fjy.
Veamos un ejemplo numérico. Supongamos que una bolita de 50 g se hace caer desde
una altura de 1 m. Supongamos ademas que el intervalo de tiempo durante el cual los
dos cuerpos se mantienen en contacto es aproximadamente 10 ms, o sea, 2¢ = 1072 s.
Con g = 10 m/s? se tiene:

Fy = %0.05 +v2-10-1 [N] ~ 67 [N],
fuerza que es més de cien veces mayor que el peso de la bolita. Si la bolita en lugar de
acero es de goma, el tiempo de colision aumenta considerablemente (en un orden de
magnitud y mads), siendo la fuerza Fp, por lo tanto, menor en ese mismo factor. Esto
explica por qué es posible que si se lanza una bolita de acero y una bolita de goma
de iguales masas y con la misma velocidad contra un vidrio, la bolita de acero rompe
el vidrio, mientras que la de goma rebota sin provocar dano. Toda la diferencia tiene
que ver con que el mismo cambio de momentum ocurre en un tiempo menor, y a su
vez el tiempo estd determinado por la rigidez de la bolita.
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6.4.

1.

Problemas

Un muchacho de m; = 40 kg se encuentra sobre una plataforma mévil de
me = 10 kg junto a dos ladrillos de m = 5 kg. La plataforma puede desplazar-
se, sin roce, sobre un terreno horizontal. En cierto instante el muchacho lanza
horizontalmente uno y después el otro ladrillo hacia atras de la plataforma, con
una velocidad vy = 2 m/s respecto a él mismo. ;Qué velocidad v adquirira la
plataforma?

m(2M + 3m)
(M +m)(M + 2m)

v =1y =0,348 m/s,

Respuesta:

con M = mq + ms.

. Se lanza un proyectil con una velocidad inicial de 20 m/s formando un angulo

de 30° respecto a la horizontal. En el transcurso de su vuelo, el proyectil explota
rompiéndose en dos partes, una de las cuales tiene el doble de masa que la otra.
Los dos fragmentos aterrizan simultdneamente. El fragmento més ligero aterriza
a 20 m del punto de lanzamiento y en la direccion y sentido en que se disparo el
proyectil. jDoénde aterrizara el otro fragmento?

Una particula de masa m y velocidad vg
choca contra otra idéntica en reposo. La
particula en reposo tiene un resorte de N T 0 ™
constante de restitucién k, al cual queda

adosada la particula incidente (ver figura
adjunta). Describa el movimiento del sis-
tema después c.le la colisiéon lo més deta- Figura 6.3
lladamente posible.

Un bloque de madera de 1 kg se sujeta
a un resorte de constante de restitucién
k =200 N/m. El conjunto descansa sobre
una superficie lisa, como se ve en la figura.
Se dispara contra el bloque un proyectil de
20 g, quedando adosado al bloque. El re- 209 k
sorte alcanza una compresién maxima de M 1kg
13.3 cm.

a) Encuentre la velocidad del proyectil _
antes del choque. Figura 6.4

b) ;Qué fraccion de la energia mecénica
inicial se pierde en el choque?
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5. Una granada, que se encuentra en reposo, explota partiéndose en dos fragmen-
tos. Sean mq y mo las masas de los dos fragmentos. Demuestre que las energias
cinéticas de los fragmentos vienen dadas por

T = maQ
m1 + ms
y
T,— M9
mi + mo

donde @ es la diferencia entre la energia cinética total del sistema después y
antes de la explosion. (Q es la energia liberada por la explosién de la granada.)

6. Un niicleo de 235U (masa=236 amu), inicialmente en reposo, se divide en dos
fragmentos de masas 146 y 90 amu. El valor @) de la reaccién es de 190 MeV.
Encuentre la velocidad y energia (en MeV) de cada uno de los fragmentos.
(1 amu=1.7 10727 Kg, 1 MeV=1.6-10"13 J.)

7. Un ascensor sube en un pozo a razén de 2 m/s. En el instante en que el ascensor
estd 18 m del extremo superior del pozo, se deja caer una pelota desde la parte
superior del pozo. La pelota rebota elasticamente sobre el techo del ascensor.
iHasta qué altura subird la pelota en relacidon a la parte superior del pozo?
Resuelva el mismo problema suponiendo que el elevador se mueve hacia abajo
a2m/s.

8. Una particula A que inicialmente tiene una velocidad vy choca contra otra que
se encuentra en reposo, desviandose (la particula incidente) en un édngulo ¢. La
velocidad de A después del choque es v. Por otra parte, la segunda particula
se desvia en un angulo 6 respecto a la direccién inicial de la primera particula.
Demuestre que

v sin
tanf = _using .
Vo — U COS ¢
9. Considere una plataforma de ferrocarril de
peso W que puede rodar sin friccién sobre f}i/ .
una via recta y horizontal (ver figura ad- 5 G —°

junta). Inicialmente la plataforma se mue-
ve a la derecha con velocidad vy. Sobre la

plataforma se encuentra de pie un hombre ,
de peso W. Figura 6.5

. Cudl es el cambio de velocidad de la plataforma si el hombre corre a la izquier-
da, de modo que su velocidad con relacién a la plataforma es u cuando esté a
punto de saltar del extremo izquierdo?
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10.

11.

12.

13.

m
Un objeto de masa m = 5 kg, resbala por
una rampa de masa M =10 kg, partiendo
desde una altura h = 2 m. La rampa pue- h
de deslizarse, sin roce, sobre el suelo. Una M
vez que la masa llega abajo, jcon qué ve-

locidad se mueve la rampa?

Figura 6.6

Un satélite, que se mueve en linea recta con una rapidez v respecto a algin
sistema de referencia, recoge particulas (polvo) césmicas (que, supondremos,
se encuentran en reposo en el sistema de referencia en cuestién) a una tasa
dM/dt = kv, donde k es una constante. Si en el instante ¢t = 0 la velocidad del
satélite es vy y su masa es My, encuentre v(t).

Sobre una superficie horizontal sin friccién se encuentran en reposo N bloques
de igual masa m colocados uno al lado del otro en linea recta separados por
una pequena distancia. (Los bloques estdn enumerados de izquierda a derecha
como N, N —1, N —2, ..., 2, 1.) Desde la izquierda incide sobre ellos un
bloque de masa M > m, con velocidad vy. Suponga que todos los choques son
perfectamente elasticos.

Figura 6.7

a) Calcule la velocidad final de cada bloque después que han ocurrido todos
los choques.

b) Muestre explicitamente (realizando los célculos antes y después de todos
los choques) que se conserva el momento lineal y la energia cinética del
sistema.

Aldo y su hermano Pablo han ido a patinar a una laguna helada. Al mediodia
Aldo se detiene para abrir el paquete del almuerzo, cuando observa que Pablo
se aproxima directamente hacia él con una rapidez v. Antes del impacto Aldo
le lanza a su hermano el paquete en direccién horizontal, el cual es atrapado
en el aire por Pablo. Si ambos hermanos tienen la misma masa M, y la masa
del paquete es m, calcule el valor minimo de la rapidez con la cual Aldo debe
lanzar el paquete para que su hermano no choque con él.
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14.

15.

16.

17.

Considere un péndulo consistente de
una masa m colgada de un hilo de mo—
largo L. Suponga que el péndulo ini- :

cialmente parte con el hilo en po-
sicién horizontal. Al llegar la masa
al punto inferior (punto O de la fi-
gura 6.8), choca elasticamente con
una masa M = 2m que se mueve
con velocidad —vgz. El péndulo re-
bota (hacia atras) llegando tener co- Figura 6.8
mo amplitud maxima nuevamente la

horizontal.

a) Encuentre la rapidez inicial vy en funcién de m, M, Ly g.

b) ;Cudl es la velocidad de M después del choque?

Considere la configuracién mostrada oo
en la figura adjunta. Suponga que

en el instante ¢ = 0 todas las ma- #l

sas estdn en reposo. La masa #1, —

después de avanzar una distancia h/2

h/2, colisiona ineldsticamente con la #2

masa m quedando adosada a ella. . . M

) R (zituacion ?|<
. Cual es la velocidad de la masa #1 inicial} b
justo antes de la colisién? ;Cudl es la
velocidad de la masa #2 justo des- ;L
pués de la colisién? ;Con qué velo-
cidad llega la masa #2 al suelo?

Figura 6.9

Un proyectil de masa m = 20 g, ‘ B
que se desplaza con velocidad v, cho- e 512 o HC\}O'S
ca contra un bloque de masa M = —

0,48 kg que se encuentra en reposo
sobre una superficie lisa. El proyectil
queda incrustado en el bloque.

Figura 6.10

A continuacién, el sistema proyectil bloque resbala sobre una zona donde el
coeficiente de roce cinético con el bloque es u. = 0,3. El sistema se detiene
después de haber resbalado 10 m sobre esa zona rugosa. Encuentre la velocidad
inicial del proyectil.

Sobre una plataforma horizontal lisa (sin roce) se colocan en linea recta 99
bloques de igual volumen y masas 2m, 3m, 4m, ..., 99m y 100m, separadas
entre si por una distancia a (ver figura 6.11). Desde la izquierda incide una
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18.

19.

232

particula de masa m con velocidad vg. Todos los choques son perfectamente

elasticos.

a) Calcule la velocidad de la particula de masa 2m inmediatamente después

de la primera colisién.

b) Calcule la velocidad de la particula de masa 2m inmediatamente después
que experimenta el segundo choque.

¢) Después de un tiempo suficientemente largo se observa que ningin bloque
permanece sobre la plataforma. ;Cuantos bloque cayeron al lado izquierdo

y cuantos al lado derecho?
V.oZm 3m 4m

== 000

S9m 100m

RN

Figura 6.11

Sobre un plano liso se encuentran tres
discos iguales (de radio R y masa M).
Al disco A, que incide con velocidad vg
choca simultdnea y elasticamente con
los discos B y C, tal como se muestra
en la figura 6.12. Los discos B y C ini-
cialmente se encuentran en reposo con
los centros separados en una distancia
2R+ 2a. Suponga que no hay roce entre
los bordes de los discos cuando estan
en contacto. Encuentre la velocidad del
disco A después de la colision.

Respuesta:

Un objeto de masa m resbala sobre la
superficie lisa de una “cuna” M. La
cuna reposa sobre una superficie tam-
bién lisa (ver figura). Originalmente el
objeto se encuentra en reposo a una al-
tura h medida desde el tramo horizon-
tal.

Figura 6.12

Figura 6.13
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20.

21.

22.

a) Calcule las velocidades de la cuna y de la masa m una vez que m ha llegado
al tramo horizontal de la cuna y se desplaza hacia la derecha.

b) Posteriormente, la masa m choca eldsticamente con la parte posterior de
la cuna. Calcule la rapidez de m y M después del choque.

Una bola de goma se deja caer sobre
una cupula semiesférica de radio R. La
bola se suelta a una altura H desde el
suelo y a una distancia b con respecto
a la vertical que pasa por el centro de
la cipula. La bola choca elasticamente
con la cupula. Calcule la altura h de
rebote de la bola con respecto al suelo.
Determine el valor maximo de b para
que la respuesta tenga sentido.

En la figura se muestran las direccio-
nes incidente y de rebote de un cuerpo
que choca contra una pared sin roce. El
cuerpo incide con rapidez vy y con una
direccién que forma un angulo 6 con la
normal de la pared. El cuerpo emerge
con rapidez Avg (con A < 1). Determi-
ne la direccién (¢ en la figura) con que
emerge el cuerpo y el vector impulso
que la pared imprime al cuerpo.

Una bala de masa 5 gramos atravieza
un saco de virutas de 1 kg de masa. El
saco cuelga de un cordel de 2 m de lar-
go. A consecuencia del impacto el saco
entra en movimiento y se detiene cuan-
do el cordel forma un angulo de 12° con
la vertical. Calcule la rapidez de la ba-
la una vez que ha emergido del saco
si su velocidad antes de la colisién es
vo = 1000 m/s.

Figura 6.14

Figura 6.16
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23.

24.

Ay B son dos esferitas de igual masa m engarzadas en el eje horizontal. B
estd unida a un resorte ideal de largo natural [y y rigidez (constante de res-
titucién) k. Inicialmente B estd en reposo, el resorte en direccién vertical y
sin deformacién. A se desliza con velocidad v desconocida, choca con B y am-
bas permanecen unidas tras la colisién. Calcular v, si en el instante en que el
conjunto se detiene el angulo 6 tiene un valor de 60°. Suponga que el roce es
despreciable.

Figura 6.17

Dos carros By C, de masas m y 2m respectivamente, se encuentran inicialmente
en reposo sobre una via horizontal recta, separados por una distancia L. Un
tercer carro A, de masa 2m, que se desplaza con velocidad vy hacia la derecha
embiste al carro B desde la izquierda (ver figura). Suponga que todos los choques
que ocurren son elasticos. En estas condiciones,

a) Demuestre que el carro B choca dos veces con el carro A.

b) Calcule el tiempo que media entre estos dos choques.

A B C

)
Omm® Osm®

Figura 6.18
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25. Una cuerda (flexible), de masa M y Cuerda
largo L se deja caer sobre una pesa. /
Inicialmente el extremo inferior de la
cuerda justo toca la pesa y la cuerda
se encuentra en reposo. Demuestre que Pesa
la lectura de la pesa justo antes de que \
caiga sobre ella el ultimo segmento de
la cuerda, sera W = 3Mg.

Figura 6.19

26. Considere nuevamente a los hermanos del Prob. [I3] sobre una pista de hielo.
Los hermanos tienen masa M, y el paquete del almuerzo, masa m. Aldo estd en
reposo con el paquete del almuerzo, y Pablo se mueve con velocidad constante
Up, pero no directamente hacia &l (ver figura). En cierto instante, Aldo lanza el
almuerzo a Pablo, con un angulo « respecto a la direccién en que Pablo viaja.
El almuerzo, luego de avanzar con velocidad constante, llega justo a Pablo.

Pablo muro
T ﬂ/

Aldo

a) Encuentre las velocidades de Aldo y Pablo luego de que Pablo ha atrapado
el paquete del almuerzo.

b) SiPablo sigue avanzando en su direccién original, llegara al final de la pista
tarde o temprano, donde un muro de contencién lo espera (ver figura). ; Con
qué rapidez, respecto a la pista de hielo, debe lanzar el almuerzo Aldo para
que su hermano no choque con el muro de contencién?

¢) Calcule el valor @ de la colisién.

6.5. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 6

Las energias cinéticas totales antes y después del proceso de fisién son

K;=0
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1 2y 1 1
Kf:KJ([)-FK](c) :§m11)%+§m2?}%.

La reaccion es exotérmica, es decir, la energia final es superior a la energia inicial en
@ = 190 MeV. Se tiene entonces que

Ki~Ki=Ki=K"+K?=0q.
La conservacion del momento lineal nos da la relacién
mivy = Mmavy .
Usando esta relacion se deduce que

1
KW Lmge?

K(2) %mgv% mi

De las relaciones
K(l) + K](}) —Q

f
Y (1)
Ky _m
@
K my
se deduce que
m
K =—"2 Q=175 MeV
m1 + mso
Y (2) m1
=———Q="72,5 MeV.
f mq —i—mgQ
De la relacion .
KW= Zmp? = 2
f 1 m1 + ms
se deduce que
2 1462-190-1,6-10713 2
ppome 20 1462:190-1,6 _02 9 46104 (E) ,
mi mq +ms 90 236-1,7-1072" Kg S

0 sea,
m
v =1,57-107 —.
S

Para la velocidad del fragmento mas pesado se obtiene

v = Ty = 0,97-107 2.
meo S
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Solucion al problema 11

Sea v(t) la velocidad y M (t) la masa del cohete (incluyendo la del polvo recolec-
tado). La conservacién del momento lineal nos da la relacién

M (t)v(t) = M(t + dt)o(t + dt) .
Para un intervalo de tiempo dt infinitesimal se tiene que

M
M(t+dt) = M(t) +dd—tdt

v(t +dt) = v(t) + %dt.

Usando estas relaciones se obtiene

M@t)v(t) = M(t+dt)o(t + dt)

= <M(t) + % dt> : (v(t) + % dt>

dv dM dM dv , o
Despreciando el término de orden (dt)?, se obtiene
dM

Pero dM /dt = kv, luego
M(t)dv = —kv*dt .

Multiplicando esta relacién por v = v(t) se obtiene
M(t)v(t) dv = —kv> dt .

Pero como el momento lineal se conserva, se tiene que M (t)v(t) = Myvgy, donde M)
y vg son la masa y velocidad del satélite en el instante ¢ = 0. Usando esto, la ltima

ecuacién queda
()
U3 N M()Uo ’

Integrando la ultima ecuacién desde el instante ¢ = 0 (en que la velocidad es vg) hasta
el instante ¢ (en que la velocidad es v(t)) se obtiene

v 1 k’ /t
—dv = -— dt
/Uo v’ (Movo> 0
v k t
i - _ t
o <M0U0>

L1 1y _ _k
2’[)2’0(2]_M0’U0

0
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Despejando v(t) se obtiene finalmente

Solucion al problema 14

Para que el péndulo vuelva a su posicién inicial, el choque eldstico en la parte inferior
debe ocurrir con momentum total nulo. Luego, después de la colisiéon la masa M
tendra una velocidad vyZ.

La velocidad v; con que la masa m llega abajo, se obtiene de la relacién (conser-
vacion de energia):

1
mgL = —mv% ,
2
de donde
v = ZQL .

Para que la colisiéon ocurra con momento lineal cero la rapidez de la masa M debe
satisfacer la relacion
muv; = My

de donde se obtiene para vy el resultado

m

Vo = —Vy = ZQL .

m
M M
Solucién al problema 15

En todo instante la particula #2 se mueva con la mitad de la velocidad de #1. Justo
antes del choque la velocidad v; de la masa #1 viene dada por (conservacién de la

energia):
h 1 1 v;\2 5
Mg = Z(M)w? —M(i) — 2 Mo?
g3 = oM)vi +5M (5 g
o sea,
2gh
'1)22:?

Mientras ocurre el choque (o sea, durante un brevisimo intervalo de tiempo [0, €])
la cuerda ejerce una gran fuerza sobre la masa #1 y #2 transmitiendo un cambio de
momento lineal Ap:

Ap:/ T(t)dt ,
0
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donde 7(t) es la tensién de la cuerda en funcién del tiempo. Este impulso aumenta el
momento lineal de la masa #1 en la magnitud Ap y disminuye el momento lineal de
la masa #2 en el doble de esa misma magnitud. Si vy es la velocidad de la masa #1
justo después de la colisién, entonces la ecuacion de conservacion del momento lineal
para la particula #1 (junto con la masa m) da la relacién

Muv; = (M 4+ m)vy + Ap .

Para la

MZ = MY _anp
2 2

Despejando vy se obtiene
5M

v————— .
SM + 4m
Para encontrar la velocidad ¥ con que la masa #2 llega al suelo usamos nueva-
mente el principio de conservacién de la energia:

Vo =

1 1. rvp\2 31 1
(M 2 —M<—f) Mg = Z(M 25)2 4+ = Mo? .
2( —I-m)vf—|—2 5 + 97 2( +m)(20) —1—2 ]

Despejando v y usando las expresiones para vy y v; se obtiene

o 2M(5M +3m)
B (5M +4m)?2

FEjercicio: Verifique que tanto para m = 0 como para m — oo, la iltima ecuacién
entrega el valor correcto para v.

Solucién al problema 19

El momento lineal inicial es cero, y como no hay fuerza externa actuando sobre el
sistema, serd nulo siempre. Cuando m llega abajo ( a la parte horizontal), sean vy, y
vy las velocidades de la masa m y de la cuna, respectivamente. La conservacién del
momento lineal y de la energia nos da las relaciones

muy, + Moy =0

1 1
mgh = §mv,2n + §Mv]2\4 .

Despejando vy, de estas dos ecuaciones (con las incégnitas v, y vys) se obtiene

/ M
m = L1/2gh .
v gM—i—m
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El signo + corresponde a la solucién del problema antes de la colisién de m con la
pared mientras que la con el signo — es la velocidad de m después del rebote. La
velocidad de la cuna es

2

m 2gh—
v = —— = .

Solucién al problema 23

La colisién entre las dos esferitas es un proceso no eldstico, por consiguiente, para el
proceso de colisién sélo podemos usar la ley de conservacion del momento lineal. Sea
v1 la velocidad de las dos masas unidas justo despues de la colisiéon. La conservacion
del momento lineal nos da la relacién

mv = (2m)vy

o sea, v = v/2. Luego las dos masas permanecen unidas, el resorte se estira y el
sistema queda en reposo cuando el resorte forma un dngulo 6 con la normal (ver
figura 6.17).

Una vez ocurrida la colisién, la energia se conserva. Aplicando la ley de conser-
vacion de energia al sistema que consiste de las dos esferitas y el resorte se obtiene

1 1
5(27”)”% = §k‘ (AL)?,

donde AL es el alargamiento que sufre el resorte. Este viene dado por

AL:\/E%—I-(EO tan@)z—ﬁngo |:L—1:| .

cos 0

Despejamos v; de las dos ultimas ecuaciones:

k 1
U= %60 <cos€ B 1) ’

Con cos § = cos 60° = 1/2 se obtiene para v

2k
v=2v =¥/ — .
m

Solucion al problema 24
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Usando las relaciones que se encontraron en la seccién 6.2 para el choque eldstico
se deduce inmediatamente que, después de la primera colisién, el carro A (de masa
2m) tendra la velocidad

2m —m 0
Vg = —v) = —
AT omym 0T 3
mientras que la velocidad de B sera
2(2m) 4’[)0
vp=——"—v9= — .
P omym 0T 3
El carro B tardard un tiempo
o L 3L
YT U g

para colisionar con el carro C. Esta colisién también es eldstica. Después de esta
segunda colisién la velocidad de B serd

- m — 2m vB 4y

v = — = —-— = — —

P mtom P 3 9

El signo negativo indica que B ahora se mueve hacia la izquierda, y por consiguiente,
necesariamente debe colisionar denuevo con el carro A (que siguié moviéndose hacia
la derecha con velocidad vy4).

Cuando B colisiona con C, la separacién entre Ay Bes L' = L—vaty = L—L/4 =
3L/4. De ahi en adelante B se mueve hacia la izquiera con velocidad op = —4vy/9,
mientras que A sigue moviéndose hacia la derecha con velocidad vy = vp/3. La
rapidez relativa con que se acercan es v, = v9(4/9 + 1/3) = Tvy/9. La distancia L'
serd cubierta en un tiempo
L 3L 9  27L

t . = —.
2T 0 4 Twy 28w

El tiempo total que transcurre entre las dos colisiones de A con B es t1 + to, es decir,

t =1 —|—t-12L
tot — U1 2—7?}0-

6.6. Colision de dos discos

Un disco de radio R y masa m, que incide con velocidad vy, colisiona elasticamente
con un disco de masa M y radio R, que inicialmente se encuentra en reposo. La
colisién ocurre con un pardmetro de impacto b (ver figura 6.20). Encuentre el angulo
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de dispersién 6 del disco incidente. Suponga que no hay friccién entre los discos y la
superficie sobre la que se deslizan, y que tampoco hay roce entre los bordes de los
discos mientras estos colisionan. En el lado izquierdo de la figura 6.20 se muestra la
situacién (vista por un observador para el cual inicialmente la particula M estd en
reposo) antes de la colisién y al lado derecho la situacién que se tiene después de la

colisién.

Antes

{&n reposo)

Figura 6.20

Solucién analitica:

Al no haber roce entre los bordes de los
dos discos mientras colisionan, la fuerza de
interaccion entre los discos necesariamente
serd perpendicular al perimetro, o sea, en
la direccién radial. Sea Z la direccion defi-
nida por la velocidad del disco incidente.
De la figura 6.21 se desprende que el disco
M, que inicialmente estd en reposo, des-
pués de la colision se moverd formando un
angulo ¢ con respecto a Z, donde ¢ viene

dado por

sin ¢ = % . (6.7)

Despues

Figura 6.21

Sean v,, y vy las rapideces de los dos discos después de la colisién. La conser-
vacion del momento lineal tanto en la direccién g como en la direcciéon Z nos da las
ecuaciones

M vy sing = m oy, sin@ (6.8)

mug = M vy cos ¢+ m vy, cosf . (6.9)
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El principio de la conservacién de la energia (recordemos que el choque es eldstico)
nos entrega la relacién
1 1 1
3 mvg =3 mv%1 + 3 MUJQW . (6.10)

En las ecuaciones (I12]), (IT3]) y (IT.4), las incégnitas son v,,, var y 6.
Despejemos vy de la ecuacién (I1.2) y sustituydmosla en las ecuaciones (IL.3)) y
([I14). De esta manera se obtienen las relaciones

in 6
mug = Mu,, cos O + <mvm &> cos ¢ (6.11)
sin ¢
y
Mmuv} = Mmu?, + ( mo sind\* (6.12)
0~ mn " sin ¢ ’ )

respectivamente. Reordenando las dos ultimas ecuaciones, éstas pueden escribirse de
la forma

., COS
vy = <cos + sin = ¢> (6.13)
y 2
2 _ 2y, msmi0) 14
Y0 = Ym < M S0 g (6.14)

Elevando al cuadrado la peniltima ecuaciéon y luego dividiéndola por la ecuacion

(II7), se obtiene

0+ s ecosqb 2 1+msin29 (6.15)
oS sin = — . .
sin ¢ M sin? ¢
A partir de esta ecuacién, usando relaciones trigonométricas elementales se obtiene
2 -2
cos COS m sin” 6
COS29+QCOSGSin9,—¢—|—SiH29 - 2¢ = 1+ — -5
sin ¢ sin® ¢ M sin” ¢
.2
9 . 9 m sin®6
= cos“0+sin“0+ — ,
M sin? ¢
2 -2
cos COS m sin” 6
ZCOSHSinH,—¢+Sin20 - 2¢:sin20—|—— —5— -
sin ¢ sin® ¢ M sin” ¢

Multiplicando por sin? ¢ y dividiendo por sin? @ queda

., cost 9 . 9 m
2 =7 = s
cosqumquine—l—cos ¢ = sin ¢+M ,
sin(2¢) m
= —cos(2¢) + —
tan 6 cos(2¢) + M’
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de donde finalmente )
sin(2¢)
o —cos(2¢)
La ultima ecuaciéon da el angulo de dispersion de la particula incidente en funcién
de ¢, dngulo que a su vez estd determinado si se conoce el parametro de impacto b

(ver ecuacién (ILT])).

tanf = (6.16)

Analicemos brevemente dos casos limites:
i) Limite M — oc.

Cuando la masa del “blanco” es ex-
tremadamente grande comparada con
la masa del disco incidente, entonces
el disco M no se moverd y la colision
sera especular. Cuando la dispersién es
especular, el dngulo de rebote del dis-
co m respecto a la normal es igual al
angulo incidente. De la figura 6.21 se
observa de inmediato que en ese caso la Figura 6.22
relacién entre el angulo de dispersion y

el dngulo ¢ es

0=m—2¢ . (6.17)

Demostremos que se obtiene el mismo resultado a partir de la ecuacién (6.16]).
Para M — oo ésta queda
tanf = —tan(2¢) . (6.18)
Pero
— tan(2¢) = tan(m — 2¢)
luego
tan @ = tan(m — 2¢) . (6.19)
De la tltima ecuacién se desprende inmediatamente el resultado (G.17).
ii) Limite M = m.

Cuando M = m entonces la ecuacién ([6.16]) queda
sin(2¢)
1 — cos(2¢)
2sin ¢ cos ¢
1 — cos? ¢ + sin? ¢
= coto (6.20)

tan 6
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De esta 1ltima relacién se desprende que

T

0+ ¢ = 5 (6.21)
Este es un resultado general: siempre que colisiona un objeto elasticamente con otro
de igual masa que inicialmente esta en reposo, la suma de los dngulos de dispersién

de ambos objetos sera de 90°.

Solucion grafica

Demostremos ahora el resultado dado por la ecuacién (6.16]) usando un método grafi-
co.

La figura 6.23 muestra los discos antes y después de la colision vistos desde dos
sistemas de referencia distintos: el sistema del laboratorio (en que M inicialmente
estd en reposo) y el sistema de coordenadas fijo al centro de masas. A pesar de que el
concepto de centro de masas se estudiara recien en el siguiente capitulo, para resolver
el presente problema basta con saber que el sistema de referencia del centro de masas
corresponde al referencial de un observador que se mueve con velocidad uniforme
respecto al laboratorio y para el cual el momento lineal total antes de la colisién es
nulo. Tal sistema de referencia es igual al del laboratorio, un sistema de referencia
inercial, es decir, en él también se cumplen las leyes de Newton.

Laboratorio

Antes Despues

Centroc de masas 5

Figura 6.23
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Notacion: Para hacer més transparente lo que sigue, a las magnitudes fisicas, cuando
éstas estén medidas (observadas) desde el sistema de referencia del centro de masas,
le agregaremos una prima. A las magnitudes después de la colisién les agregaremos
adicionalmente una tilde.

El momento lineal se conserva para ambos observadores. En particular, para el
observador en el sistema de referencia del centro de masas, el momento total de las
particulas siempre es nulo (en efecto, ésta serd, como veremos en el siguiente capitulo,
la definicién del sistema de referencia del centro de masas).

Resolvamos primero el problema para el observador del centro de masas. Tal
como se menciond en el parrafo anterior, los momentos lineales de los discos, en todo
instante, en particular antes y después de la colisién, deben ser de igual magnitud
pero apuntar en sentidos contrarios. Si la colisién es eldstica entonces, ademas, las
magnitudes del momento lineal, antes y después de la colisién, deben ser iguales. O
sea, medidos desde el CM, los momentos lineales de los dos discos, antes y después de
la colision, tienen todos la misma magnitud. Si los cuatro vectores tienen la misma
magnitud, las puntas de estos vectores deben estar ubicados todos sobre un circulo
(ver figura 6.24).

Figura 6.2/ Figura 6.25

En el sistema de referencia del centro de masas es facil determinar los angulos de
dispersion de los dos discos. Cuando no hay roce, la fuerza, y por consiguiente, el
cambio de momento lineal de cada disco, debe ser perpendicular a la superficie de
contacto. De la afirmacién anterior es facil deducir que la colisién (vista desde el CM)
serd especular (ver figura 6.25). De las figuras 6.24 y 6.25 se deduce que el dngulo de
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dispersiéon de m viene dado por
0 =m—2¢ , (6.22)
donde sin ¢ = b/(2R).

Volvamos al sistema de referencia del laboratorio. Para pasar del sistema. de referencia
del centro de masas al del laboratorio, debemos sumar a todas las velocidades la
velocidad del movimiento relativo entre los dos observadores (esto es, la velocidad
del centro de masas). Para realizar esto graficamente debemos primero transformar
la figura 6.24, que es un grafico de momentos lineales, a una de velocidades. Pero,
para transformar momentos lineales en velocidades basta con dividir a los vectores
momento lineal correspondientes a cada particula por su masa. Si los dos discos no
tienen la misma masa, entonces los vectores de velocidad de las particulas ya no
quedaran sobre el mismo circulo. Supongamos que M es mayor que m, entonces los
vectores velocidad correspondientes a la masa M serdn menores que los del disco m y,
en este caso, se obtiene una representacién grafica como la mostrada en la figura 6.26).

Figura 6.26 Figura 6.27

Elijamos como unidad de magnitud para medir las rapideces a la rapidez que la
particula m tiene en el sistema de referencia del centro de masas, o sea, la rapidez
(medida desde el sistema de referencia del centro de masas) de la particula m, tanto
antes como después de la colision, es 1. La rapidez de la particula M, en esas unidades,
es m/M.

Como ya hemos mencionado, para pasar del sistema de referencia del centro de ma-
sas al sistema del laboratorio, debemos sumarle a todos los vectores velocidad del
diagrama 6.26, la velocidad relativa de los dos observadores (que es —o},).
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En lugar de sumar un vector constante a todos los vectores de un grafico resul-
ta mas comodo simplemente mover el origen en la direccién contraria en esa misma
magnitud. Trasladdndo el origen en la cantida @), se obtiene la figura 6.27. Cuando
los vectores velocidad se observan desde el sistema de centro de masas debe usar-
se el origen Ocp, mientras que si ésto se realiza desde el sistema de referencia del
laboratorio, hay que usar el origen Oy,y,.

A partir de la figura 6.27 es facil determinar el angulo de dispersién 6. La figu-
ra 6.28 muestra el detalle del tridngulo relevante. Se tiene:

a =1, sin(2¢) = sin(2¢)
b= — 1), cos(2¢) = % — cos(2¢)

a_ sin(2¢)

tan 6 = _—
o b 7 —cos(2¢)

lab

Figura 6.28 Figura 6.29

Esta udltima ecuacion coincide con el resultado que habiamos obtenido anterior-
mente en forma analitica (ver ecuacién (6.14)).

Si M < m, entonces el punto Oy, cae fuera del circulo original (ver figura 6.29).
Note que en este caso el angulo de dispersion 6 siempre serd menor que un valor
maximo dado por

M

sin b0 = — .
m
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Problema:

Considere una particula de masa m y velocidad vy que colisiona con otra particula
de masa m, inicialmente en reposo. La energia cinética de la particula incidente es
Ey = mv% /2. La particula # 2 emerge de manera que su vector velocidad forma un
angulo de 45° (medido en el sistema de referencia del laboratorio) con respecto a la
direccién incidente. Ademaés de esta informacién se sabe que el choque es inelastico,
siendo @ = 0,18 Ej la energia que desaparece del movimiento relativo (iéndose a
los grados de libertad internos del sistema, transformandose, por ejemplo, en calor).
Encuentre graficamente los dngulos (hay dos soluciones) en que emerge la particula

41



Capitulo 7

Torque, centro de masas y
equilibrio

versién 3 enero 2011

Hasta el momento, hemos sido capaces de describir la evolucién de sistemas fisicos
basados exclusivamente en el concepto de particula. De hecho, hemos visto que, en
mas de un sentido, existe un punto especial, el centro de masas, tal que un cuerpo,
por complejo que sea, puede ser considerado como una particula en que toda la masa
estd concentrada en el centro de masas. Pero evidentemente reemplazar un sistema
complicado por una unica particula puede ser correcto en algunos contextos, pero no
en todos. Alguna diferencia debe hacer que tengamos una particula, una esfera o un
elefantes de masa M. En este capitulo comenzaremos a examinar las consecuencias de
que los cuerpos tengan estructura, y no sean sélo particulas puntuales. Una primera
diferencia evidente es que, si colocamos una particula puntual sobre una mesa, por
ejemplo, siempre quedara en reposo. Pero si colocamos un lapiz, no siempre es asi, y
dependerd de hecho de la manera en que coloquemos el 1apiz sobre la mesa. Por tanto,
el primer problema que abordaremos es el del equilibrio de cuerpos con estructura.
Para ello, sin embargo, deberemos introducir nuevos conceptos tales como el torque
y el producto vectorial.

7.1. Producto vectorial

Definamos una nueva operacién entre dos vectores, llamada. producto vectorial o
producto cruz.
Definicion:
Sean A y B dos vectores. Entonces definimos el vector C , que es el producto vectorial
de A y B , por:
C=AxB=|A||B|sinyC, (7.1)

250
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donde v es el dngulo (mds pequeno) entre los dos vectores A y B Y C es un vector
unitario perpendicular al plano engendrado por los vectores A y B.

Hay dos vectores unitarios que son perpendiculares al plano engendrado por los
vectores A y B. Por convenciéon debe usarse el que se obtiene usando la regla de la
mano derecha.

Regla de la mano derecha: Empurtie la mano y estire el dedo pulgar. Oriente los
dedos empunados de manera que apunten a lo largo del dngulo v (desde A hacia é),
entonces el pulgar indica la direccién y sentido del vector C.

De la definicién se desprende que el producto cruz de dos vectores es otro vector.
Notemos que la definiciéon del vector C es independiente de cualquier sistema de
coordenadas. Es inmediato que

IXY=—-9YXT =2,

YXZ=—2X7y=2a
y

ZXT=—TXZ=49

Una caracteristica importante del producto cruz es que no es conmutativo, sino anti-
conmutativo; en efecto, de la definicién se observa inmediatamente que:

AxB=-BxA
El producto cruz es distributivo respecto a la suma de vectores:

Ax(B+C) = Ax Bt AxC

(A+B)yxC=AxC+BxC.
Evaluemos el producto cruz entre los dos vectores A y B en términos de sus coorde-
nadas. Sean A y B dos vectores

A= (Ap, Ay, AL) = At + Ay + A2
B =

(Bz, By, B;) = B2 + Byj + Bz,
entonces se tiene
Ax B = (A& + Ayj+ A.2) X (Byi + Byj + B.2)
= ABpx 2+ ABy Xy + AyB,2 X 2+ AyByy X &+ AyByy X § +
+AB.y X 2+ A B2 x 2+ A,ByZx g+ A.B.2x 2
— (4B, — AB.):+ (A B. — A.B,)i + (A.B, — A,B.)j (7.2)
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Observemos que la expresion anterior se puede calcular rdpidamente notando que
el producto cruz es ciclico, en el siguiente sentido:

X = X = X =
X----= >y —> y----- >Z—> Z----- >X—>

De manera que simplemente tomando el orden alfabético y aplicando permuta-
ciones ciclicas, se obtiene el producto cruz entre dos coordenadas cualesquiera. Si las
coordenadas entre las cuales se calcula el producto cruz no estan en orden ciclico,
entonces el resultado es con signo opuesto.

Lo anterior nos permite calcular rdpidamente una componente cualquiera del
producto cruz entre dos vectores en coordenadas cartesianas. Es evidente, entonces,
que la componente z del producto cruz entre A y B es Ay B, — Ay, B., sin necesidad de
hacer la expansién en coordenadas cartesianas. Se puede asi reobtener (7.2)) de modo
expedito.

Es interesante notar lo siguiente: considere

el paralelégramo engendrado por dos vec-

tores A y B (ver figura 7.1). De (ILI5) B

es claro que el area de tal paralelégramo N

viene dada por A =

Area = |A x B . Figura 7.1

Tlustremos el uso del producto cruz con dos problemas.

Problema 1: Sean P, =(2,1,5), P, =(5,2,8) y P3 =(4,8,2) las coordenadas de los
vértices de un tridngulo. Calcule su area.

Solucién: El vector que une los puntos P; y P, es

—

A=32+7§+3%,

mientras que el vector que une los puntos P; y P5 es

—

B=2+17)—3%.

Ahora observe que el médulo del producto vectorial de los vectores A y Bes igual al
doble de area del triangulo, por lo tanto

Areadel A = Z|Ax B

N =N =

| — 244 + 15j) + 192| ~ 17,04
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Notemos entonces que, dados tres puntos, el producto cruz nos permite deter-
minar réapidamente si tres puntos son colineales (si lo fueran, el producto cruz de
los vectores A y B calculados serfa cero, pues ellos serfan paralelos), y el area del
tridangulo que forman en caso que no lo sean. Ambas preguntas no serian tan sencillas
de responder si no conociéramos el concepto de producto cruz.

Problema 2: Sean A y B dos vectores
unitarios en el plano x,y , que forman
angulos —a y 8 con el eje &, respectiva-
mente (ver figura 7.2). Evalde el produc-
to cruz de estos vectores de dos maneras, 8 ‘
una vez usando la definicién y la segunda o
vez usando la expresién en términos de las
coordenadas cartesianas, y de esta manera
encuentre una expresién para sin(a + f3). Figura 7.2

sing [ ]

Solucion: El angulo entre los vectores A y Besa+ B, luego
|A x B = |A]|B| |sin(a + )| = sin(a + ) .
Por otra parte

IAx B = |(cosa#—sinag) x (cosfB Z+sinfB §)|

= |(cosa sinfB+sina cosfB) 2| = cosa sin B+ sina cos (.
Igualando las dos expresiones anteriores concluimos que

sin(a+ ) = cosa sin B +sina cos .

Ejercicios:
1. Encuentre un vector unitario A que sea simultaneamente perpendicular a los

vectores =2z 4+y—2 y v =z —9y+ 2. ;Cudntos vectores unitarios A
existen con esta propiedad?

2. Sea A = T+ 32 —2y. Encuentre un vector en el plano ,9y que sea perpendicular
a A.

3. Verifique la expansién del producto vectorial triple:
Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B)

por expansién directa en coordenadas cartesianas.
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— —

4. Considere los vectores ffza?—k@, B=g+z2y C=2-2%.

a) Evalte el producto escalar triple A - (B x C).

b) Evalte A x (B x C).

5. Encuentre un vector que sea perpendicular al plano que pasa por los puntos
P = (1’171)7 Py = (17273) y P3= (2,3,1)-

Respuesta: C = o (—44 = 2§ — 2)

Encuentre un vector que apunte a

con « un numero real no nulo.

lo largo de la interseccion de los planos

engendrados por los vectores A = £ +29, B=2—-37 y C=2+2%— 7,

D =g+ 22, respectivamente.

Problema resuelto en clases: 7.2

7.2. Torque

Hasta el momento sabemos describir el movimiento de particulas, y sabemos que
los objetos, aunque sean extendidos, se pueden considerar como particulas. De hecho,
la fuerza total sobre un objeto es igual al cambio de momentum del centro de masas,
como si toda la masa estuviera concentrada en él. Pero evidentemente no puede ser
completamente equivalente un cuerpo extendido que una tinica particula. Analicemos

por ejemplo la siguiente situacion.

Consideremos un objeto (por ejemplo, una
barra) que en cierto instante se encuentra
en reposo. Que la fuerza total sobre la ba-
rra sea nula, y por lo tanto (usando la se-
gunda ley de Newton) su aceleracién sea
nula, no significa que ésta no empezara a
moverse.

Una situacién de ese tipo se muestra en
la figura 7.3. La fuerza total (es decir, la
suma vectorial de la dos fuerzas aplicadas
sobre la barra) es nula y efectivamente la
barra como un todo no se trasladara; sin
embargo, las dos fuerzas paulatinamente
haran que la barra rote.

F

F

Figura 7.3
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De hecho, es claro que no sélo importa la magnitud y direccién de las fuerzas,
sino también donde estan aplicadas. En efecto, si las fuerzas estan aplicadas como se
indica en la Fig. 7.3, la barra comenzara a girar. Pero si las mismas dos fuerzas se
aplican en el centro de la barra, entonces no sélo el centro de masas no acelera, sino
que la barra no gira tampoco.

El ejemplo anterior nos muestra que, para describir completamente el comporta-
miento del objeto, el concepto de fuerza por si sélo no basta, y es necesario introducir
algin concepto nuevo que obviamente depende de la fuerza, pero también del lugar
donde ésta se aplica.

Consideremos ahora la palanca mostrada

en la figura 7.4. Ignoremos por un momen- r

to el peso de la palanca. ;Qué fuerza de- 0 ,F

bemos hacer para mantener la palanca en Ty

equilibrio? Ya en la antigiiedad los griegos Lo . N

conocian la respuesta: L
F=MgZ . Figura 7.4

L

Resultados empiricos como los anteriores se pueden reunir en la asi llamada ley
de las palancas. Lo importante para nosotros, en este caso, es que nuevamente no sélo
importa la fuerza aplicada (el peso de la masa M), sino el punto donde se aplica.

Para describir situaciones como las descritas en los ejemplos anteriores necesita-
mos introducir el concepto de torque.

Definicion: El torque 7 que genera una fuerza F respecto a un punto P es

X F,

,7__’
donde 7 es el vector que va desde el punto P hasta el lugar donde se aplica la fuerza F'.
Para ganar un poco de intuicién acerca de este concepto, consideremos nueva-

mente una situaciéon como la Fig. 7.3. Consideremos una barra, fija a un pivote en su
centro O.
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— F —F

)

! —F
@ (b) ©

Si ponemos el origen del sistema de coordenadas en el punto O, las Unicas fuerzas
que ejercen torque son las fuerzas indicadas, Fo-F segun corresponda. Consideremos
ahora el caso (a) ilustrado en la figura anterior. Cada fuerza ejerce el mismo torque
respecto al punto O (pues tanto la fuerza como el vector posicién cambian de signo,
lo cual deja invariante el producto cruz). La direccién del torque ejercido por cada
fuerza apunta en la direccién que sale del plano de la figura. Notemos, por otro lado,
que en la situacién (a) evidentemente la barra comenzard a girar. Si ponemos los
dedos empunados en el sentido de la rotacion, el pulgar extendido apunta a lo largo
del eje de giro, también en la direccién que sale del plano de la figura. Por tanto, la
direccién del torque coincide con la direccién del eje de giro.

En la situacién (b), en cambio, se aplican las mismas fuerzas en mdédulo, pero
una ha cambiado de direccién. El torque ejercido por cada una de las fuerzas tiene
igual médulo, pero signo opuesto, por tanto el torque total es cero. Y, por cierto, en
(b) evidentemente la barra no deberfa girar.

Finalmente, en (c¢), hemos vuelto a una situacién en que la barra puede girar,
simplemente cambiando el punto de aplicacién de una de las fuerzas, logrando de este
modo que ambos torques tengan el mismo signo.

Todas estas observaciones nos permiten intuir que es el torque la magnitud res-
ponsable de hacer girar a los objetos. No es la fuerza: en los casos (b) y (c) tenemos
las mismas fuerzas, pero aplicadas en puntos distintos, y es ésa la diferencia que hace
que en un caso la barra gire y en el otro no.

Ademads, hemos aprendido que el torque apunta en la direccién del eje de giro y
en el sentido dado por la regla de la mano derecha (si los dedos empunados indican el
sentido de la rotacién entonces el pulgar extendido apunta a lo largo del eje de giro).

Claramente, el torque que ejerce una fuerza depende de la posicién del punto
(digamos @) donde ésta se aplica y del punto (digamos P) respecto al cual estamos
evaluando el torque. Una fuerza F , respecto a puntos distintos, ejerce torques distin-
tos. Y la misma fuerza, calculada respecto al mismo punto, pero aplicada en puntos
distintos [como en los casos (b) y (c) del ejemplo anterior], también ejerce torques
distintos.

Notemos, ademads, que lo unico relevante para efectos de torque es la componente
perpendicular de la fuerza al vector posicion 7. Si las fuerzas en la figura anterior no
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fueran perpendiculares, basta considerar sus componentes perpendiculares a la barra,
y proseguir la discusién sélo en términos de ella.

También es interesante notar que, en ocasiones, es mas util calcular el torque
como el producto de la fuerza por el brazo, como se explica en la siguiente figura.

En el objeto mostrado en la figura 7.5 se N
aplica una fuerza en el punto (). La mag- F
nitud del torque se puede evaluar, como
hemos dicho, multiplicando el tamano de
la fuerza por el brazo. El brazo es la dis-
tancia entre el punto P y recta que indica
la direccién de F que pasa por el punto
Q. Con respecto al punto P; el médulo del
torque producido por la fuerza FesF a,
donde F = |F| y a es el brazo. El vector
7 apunta normal a la hoja de papel en di-
reccién del lector (en la direccién de giro
que tendria el objeto si pudiera girar en Figura 7.5
torno a P, sélo debido a la accién de la

fuerza F ). Respecto al punto P; el torque

generado por la fuerza F es nulo, ya que

el brazo es nulo.

El conocimiento empirico que se tiene sobre palancas, y en general, sobre objetos
en equilibrio (es decir, objetos que no aceleran ni comienzan a rotar) permite enunciar
la siguiente ley:

Si el torque meto ejercido por las fuerzas que actian sobre un cuerpo,
respecto a un punto P, es nulo, entonces el cuerpo no cambiard su estado
rotacional (o sea, si no estaba rotando en torno a P, no comenzard a rotar
en torno a ese punto y si estaba rotando con cierta velocidad angular,
seguird rotando con la misma velocidad angular).

Notemos que el enunciado anterior es andlogo a la segunda ley de Newton, reem-
plazando fuerza por torque y velocidad por velocidad angular.

Ejercicio: Demuestre que para la situacién mostrada en la figura 7.4, el torque neto,
en torno al punto 0, ejercido por las tres fuerzas que actian sobre la palanca, es nulo.
(Ignore el peso de la palanca.)
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7.3. Centro de masas

La evaluacion del torque debido al peso de

un objeto se simplifica considerablemente L,

si se introduce el concepto de centro de —T\ji
masas, ya mencionado en capitulos ante- 7

riores. 1

Consideremos dos masas m1 y msg, unidas - I,
por una barra de masa despreciable, den- D Ly

tro de un campo gravitacional § = —g2.

Evaluemos el torque neto debido al peso Figura 7.6

de las masas en torno al punto P.

Tenemos:
T = 7 X (=m1gZ) + 7 X (—mag?)
(mlf’l + 777,27_”2) .
~ ¥ x (=M
7 (—Mgz)

Sea M = mq + mo y definamos
Tem = i (ma7 + mars)

entonces

O sea, una vez conocido el vector de posicién del centro de masas ey, podemos
evaluar el torque debido a la fuerza de gravedad suponiendo que la masa total del
objeto se encuentra en ese lugar.

El concepto centro de masas ha aperecido en varias oportunidades, y nuevamente
aparece ahora como un punto privilegiado. Analicemos con un poco més de profun-
didad algunas de sus propiedades.

Para N masas discretas {m;}; en los lugares {7;};, la posicién del centro de
masas viene dada por

N
- 1 Z -
Tcm:M' mjrj,
Jj=1
con M =my+mg+---+mpy.

Consideremos ahora el caso de una distribucién continua de masa, por ejemplo,
una lamina:
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dy
dx

v

x>

o (x,y)

Consideremos, como muestra la figura, una lamina ubicada sobre el plano x-y.
Dividamos la lamina en N pequenos cuadraditos de ancho dx y alto dy. Si estos
cuadraditos (técnicamente, elementos de superficie) son suficientemente pequenos,
entonces deberiamos ser capaces de cubrir toda el drea de la ldmina con ellos. Cada
elemento de superficie tiene un area dz dy, y por tanto una masa o(7;) dx dy, donde
o(7;) es la densidad superficial de masa en el punto 7; = (2, yi) Entonces el centro
de masas se puede calcular como:

L SN o) dedy
SN o(F)drdy

En el limite en que los elementos de superficie son infinitamente pequenos, la suma
discreta sobre i se convierte en una integral sobre la variable continua 7. 7 recorre
todos los puntos del espacio necesarios para cubrir toda la ldmina, y podemos por
tanto escribir:

. 1 . .
Tom = 37 (z2 +yj) o(x,y) de dy ,
lamina
donde M es la masa total de la lamina, que se puede calcular como

M = (xz +yy)o(x,y)dxdy .
ldmina
En el caso de un cuerpo sélido, con volumen, de densidad p(z,y,z), podemos
dividirlo en cubos de aristas dz, dy y dz, y el mismo analisis anterior nos indica que
la posicién del centro de masas viene dada por
L 1 L
Tem = i 7 p(x,y,2) dv dy dz

cuerpo

con

M:/ 7p(x,y,z)dedydz .
cuerpo

!Normalmente, se denotan por X a las densidades lineales, o a las densidades superficiales y p a
las densidades volumétricas.
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Las integrales que han aparecido en las expresiones anteriores son integrales en dos y
tres dimensiones, que no hemos encontrado antes. Mas adelante en el curso tendre-
mos que introducir técnicas para calcularlas. De momento, sélo nos interesa dejar el
mensaje de que, si tenemos distribuciones continuas de masa, podemos discretizar la
distribucién y calcular el centro de masas de la nueva distribucién, discreta, de masas.
Las integrales en dos y tres dimensiones que hemos mostrado no son sino una nota-
cién matemadtica conveniente para describir ese proceso, y en la Sec. [[.4] veremos un
ejemplo de cdlculo numérico del centro de masas basado en este proceso limite. Salvo
dicho ejemplo, por ahora bastara con saber calcular el centro de masas de cuerpos
con distribuciones uniformes y ejes de simetria, y para ellos es conveniente revisar los
siguientes ejercicios, que se refieren a importantes propiedades del centro de masas.

Ejercicios:

1. A pesar de que el vector centro de masas e depende del origen que se elija
para evaluarlo, la posicion del centro de masas es independiente de la eleccién
del origen.

Sea Tem €l vector posicién del centro de
masas de un objeto evaluado usando un

sistema de referencia cuyo origen es O y .
Tem €l resultado que se obtiene usando ‘

. . -
otro sistema de coordenadas cuyo origen Lo,
es O'. Demuestre que
- ol =/
Tem = Tem T @
O . 1
R , a ]
donde @ es el vector que une los dos orige-
nes. Figura 7.7

2. Considere un sistema que consiste de dos masas m y M puntuales separadas
por una distancia a. Demuestre que la posicién del centro de masas del sistema
se ubica sobre la recta que las une, encontrandose mas cercano a la masa mayor.

3. Considere tres masas my = mg, me = 3mg y ms = 6mg, ubicadas en los lugares

—

Fl=243), fh=—3+25 y i=5i+3)— 25,

respectivamente. Encuentre la posicién del centro de masas usando los dos pro-
cedimientos siguientes:

a) Usando la férmula
P > il
cm T T —~
Zj m;
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b)

Encontrando primero el centro de masas del subsistema formado por las
particulas 1 y 2 solamente y luego encontrando el centro de masas de este
subsistema con la particula # 3.

Demuestre que, en general, para un sistema de N masas, el centro de masas
se puede encontrar determinando primero el centro de masas de N — 1

(N-1)

masas, Tem , y luego evaluando el centro de masas de dos “particulas”:

lj pal;cl'cula N-ésima, y una “particula” de masa Zf\:ll m,; ubicada en
N-1

Tcm

4. Convénzase de que si un objeto tiene ejes y planos de simetria, entonces el
centro de masas se ubica en tales planos y ejes. Por ejemplo, de acuerdo a este
resultado, en una esfera, un cilindro recto, etc., el centro de masas se ubicaré al

centro de tales objetos.

Problema resuelto en clases: 7.4

7.4. Evaluacion numérica del centro de masas de un se-
micirculo

Problema: Encontrar numéricamente el centro de masas de una ldmina semicircular
de radio R y densidad superficial uniforme oy.

Solucién: Dividamos el semicirculo en N franjas de ancho dz = R/N y luego aproxi-
memos las franjas por rectangulos (ver figura 7.8). El centro de masa del rectangulo
j se encontrard en el lugar

1 ) —1/2

El area del rectdngulo j viene dada por

A; = (ancho)- (largo)
= dz 2z

= 2'§'\/R2—R2(j—1)2/N2

= 2 (%)2 N2 —(j — 1)
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>

Figura 7.8

Encontremos ahora el centro de masas de los centros de masas de todos los rectangu-
los. Se tiene:

>_;Tj - (masa de rectdngulo j)

Rem = (masa del semicirculo)
R(Gj—1/2) . <R>2 , 1
= S s 502 (= NZ_(j-12| ———
; < N A N (] ) o0 %ﬂ'RZ
N
4R . . 5
= 3 ( N2 —(j-1)? (3—1/2)>Z
j=1
= f(N)RZ ,
donde

N
FV) = = S (VIE-G1F (G-1/2)
i=1

El valor exacto para Ecm se obtiene para valores grandes de V.

Para valores de N no demasiado grandes podemos evaluar f(N) con una calcu-
ladora (hégalo para N =1y N = 2 y compare su resultado con el de la tabla). Para
valores grandes de N debemos hacer un pequeno programa y usar una computadora.
Un pequeno programa en BASIC que permite evaluar f(N) (para N = 500) es:

PI = 3.1415926

N = 500

S=0

FOR J =1TON

S =S+ SQR(N*N — (J - 1)*(J -1)) * (J — 0.5)
NEXT J

F = 4*S / (PT*N*N*N)

PRINT N , F
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N f(N) | Error relativo %

1 0.6366 50

2 0.5826 35 .

3 0.5344 26 .

5 0.4972 17 =

10 0.4642 9.4 Is!

20 0.4456 5.0 o

50 0.4334 2.1 5

100 | 0.4390 1.1 5

200 | 0.4268 0.56

500 | 0.4254 0.24 R
1000 | 0.42490 0.12 100 107 102 103
Exacto | 0.4244 N

Figura 7.9

Los resultados que arroja este programa para distintos valores de N, se presentan
en la tabla adjunta. Recurriendo al calculo integral, es posible encontrar el resultado
exacto, es decir, el valor de f(00); éste resulta ser 4/(37) = 0.4244 ... En la figura 7.9
se muestra un grafico del error relativo entre el valor nimerico y el valor exacto en
funcién de N. A partir de N = 100 el error es menor que un 1 %.

Nota: El método numérico empleado aqui para resolver el problema no es el mas
eficiente. La bondad del método empleado radica en su simpleza.

Ejercicio: Use un procedimiento analogo para calcular la posicién del centro de masas
de una semiesfera de radio R y densidad de masa (uniforme) pg.

7.5. Equilibrio

Ahora que consideramos sistemas con estructura, las condiciones de equilibrio
para un cuerpo deben ser reformuladas. En efecto, ya sabemos que un objeto o sis-
tema inicialmente en reposo permanecera en reposo si la fuerza neta sobre él es cero.
Esto es en rigor cierto sélo para particulas puntuales. Cuando tenemos sistemas més
complejos, lo anterior sélo asegura que el centro de masas permanece en reposo [ver
Ec. ([63))]. Pero eso no basta, porque el cuerpo atin podria girar respecto al centro de
masas. Por lo tanto, para que un cuerpo esté en equilibrio debemos exigir, ademas,
que el torque neto sobre él (calculado respecto a cualquier punto) sea también nulo.

Leyes de equilibrio:
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Para que un cuerpo esté en equilibrio es necesario que se cumplan las
siguientes dos condiciones:

i) La fuerza neta sobre el objeto debe ser nula.

ii) El torque neto sobre el objeto debe ser nulo.

Consideremos un objeto (cuerpo rigido)
formado por N masas {m;} ubicadas en
los lugares {7} (respecto a un origen O)
y unidas por barras rigidas sin masas
(ver figura 7.10). Sea 13] la fuerza externa
que actla sobre cada una de las masas m;.

A continuacién, usando esta figura, de-
mostraremos dos resultados importantes:

Figura 7.10

Si la fuerza neta sobre un cuerpo es cero entonces el torque neto es inde-
pendiente del punto respecto del cual se evalia. En particular, si el torque

es nulo repecto a un punto, también lo serd respecto a cualquier otro pun-
to.

Demostracién:

Sein {7} v {7;} los vectores de poiicién de las masas {m;} respecto a un origen @)
y O, respectivamente. Sea ademas R el vector que une los puntos O y O. Entonces

T = Erijj
J

R x j+£ T X Py

J
« SR 4R Rx(47=7
J

Il
T o

El otro resultado importante es el siguiente:

Si la fuerza neta Fior que actia sobre un cuerpo de masa M no es nula,
entonces el punto del cuerpo que es acelerado de acuerdo a la seqgunda ley
de Newton es el centro de masas. O sea, se tiene que:

tht: Mch.
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Demostracion:

En primer lugar notemos que las barras que unen las distintas masas en la figura 7.10
transmiten fuerzas. Sea ﬁij la fuerza que ejerce la masa m; sobre la masa m;. Debido
al principio de accién y reaccién F’], = —F’ij.

Por lo tanto, se cumplen las mismas condiciones del sistema estudiado en la
Sec. [6.1] y por tanto podemos afirmar que (6.3]) es vélida.

En otras palabras, el lugar geométrico que cumple con la segunda ley de Newton
es el centro de masas. O sea, para analizar el movimiento traslacional, toda la masa se
puede pensar como si estuviese concentrada en el centro de masas, siendo ése también
el lugar en que se aplica la fuerza neta. Se sigue entonces que si la fuerza neta que
actia sobre un cuerpo es nula, entonces el centro de masas del cuerpo se traslada con
velocidad uniforme (o nula).

Observemos finalmente que, para estudiar sistemas en equilibrio, no es necesario
especificar el punto respecto al cual se estd evaluando el torque neto, ya que, de
acuerdo a los resultados expuestos anteriormente, si la fuerza neta es nula y el torque
es nulo respecto a un punto, también lo sera con respecto a cualquier otro punto.

Tlustremos el uso de las leyes del equilibrio resolviendo un problema.

Problema:

Una escalera de masa m y largo L se encuentra apoyada contra una pared lisa (o
sea, no hay roce entre la escalera y la pared), formando un éngulo a con ella. Una
persona de masa M se encuentra sobre la escalera. ;Cudl es el minimo coeficiente
de roce estatico que debe existir entre el suelo y la escalera para que la escalera no
resbale, independientemente de la altura a la que se encuentra la persona?
Solucion:

Introduzcamos el sistema de coordenadas mostrado en la figura adjunta. Para que el
sistema se encuentre en equilibrio, la fuerza total sobre la escalera debe ser nula. Hay
cuatro fuerzas actuando sobre la escalera:



CAPITULO 7. TORQUE, CENTRO DE MASAS Y EQUILIBRIO 266

i) El peso de la escalera —mgZ; esta
fuerza se aplica en el centro de masas P

de la escalera. &
ii) El peso de la persona —MgZ2.

iii) La reaccién que ejerce la pared sobre o
la escalera. Como la pared es lisa (no Mg T
hay roce) tal fuerza es perpendicular
a la pared: F, = —F,.

N>
Fr

>

iv) La reaccién del suelo sobre la esca-
lera. Esta es Fy = Fy2+ f,2, donde
Fy es la fuerza normal y f, es la
fuerza de roce.

Figura 7.11

La condicién de que la fuerza total sea nula nos da la relacion:
—mg: — Mg — Fpyi + Fn2+ 2 =0.
De aqui se deducen la ecuaciones

Fny=(m+M)g (7.3)

fr=F,. (7.4)
Evaluemos el torque total en torno al origen. Como la escalera estd en equilibrio, el
torque neto debe ser nulo. Se tiene:

L S
Mga:gj+mg§sina@—Fchosay:O,

0 sea,

g(Mz + m% sin «v)

F, = (7.5)

Lcosa
De las ecuaciones (7.4) y (7.5) se encuentra que la fuerza de roce viene dada por

f = g(2Mx + mLsin a)

El valor méximo de la fuerza de roce se obtiene cuando la persona sube hasta la parte
mas alta de la escalera (z = Lcos ). En ese caso la fuerza de roce es

2L cos o

fT:g<M+%)tana.

La fuerza de roce f, debe ser menor que el maximo posible, que es u.F, o sea, se
debe cumplir la relacién

g (M + %) tana < peFy = pe(M 4+ m)g .
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De aqui se deduce que el menor valor posible que puede tener u. para que la escalera
no resbale es

min __ 2M+m

=—t .
Be = o+ m) ™

Problema resuelto en clases: 7.9 (opcional)

Problema resuelto en clases: 7.10

7.6.

1.

Problemas

Al moverse una carga ¢ con velocidad ¥ en presencia de un campo magnético B ,
actia sobre la particula una fuerza (la asi llamada “Fuerza de Lorentz”) dada
por

F=q@xB).
Supongamos que para determinar la direccién y magnitud de un campo magnéti-
co constante, un investigador realiza dos experimentos, midiendo en cada uno
de ellos la fuerza que actia sobre una carga:

a) Primero hace pasar la carga q a través del campo magnético con velocidad
U = vp 2. El investigador mide una fuerza F' = Fj - (22 — 4y).

b) Luego hace pasar la carga ¢ con velocidad ¥ = vy Z, midiendo una fuerza
F=Fy-(y—21).

A partir de estos resultados encuentre el campo magnético B (en funcién de vy,
Foy q).

Respuesta: B = &(£+2@+42) .
qvo

Considere una particula cuya carga eléctrica y masa es g y m, respectivamente.
La particula se mueve en un campo magnético homogéneo B = Byz. Si en el
instante t = 0 la particula se encuentra en el origen (7(0) = 0) y su velocidad
en ese instante es U(0) = vo&, encuentre el vector de posicién 7(t) en funcién
del tiempo. (La fuerza que el campo magnético ejerce sobre la particula viene
dada por la fuerza de Lorentz ; ver problema anterior.) Indicacién: recuerde lo
que sabe sobre el movimiento circular uniforme.

Demuestre que la posicién del centro de masas de una lamina triangular de
densidad uniforme se ubica en el lugar donde se cortan las tres transversales de
gravedad del triangulo.
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4. En cinco de los seis vértices de un hexdgono regular hay una masa mg. Encuentre
la posicion del centro de masas.

5. Encuentre la posicién del centro de masas :
de una lamina de densidad (de masa) uni- c
forme og y que tiene la forma indicada en '
la figura adjunta.

a

Figura 7.12

6. Encuentre la posicién del centro de masas
de un disco de densidad superficial oy y
que tiene un agujero circular como se in-
dica en la figura adjunta.

Respuesta: El centro de masas del dis-
co con agujero queda al lado opuesto de
la perforacién y a una distancia a =

r2d/(R? —r?) del centro del disco de radio Figure 7.13
R.
7. La figura muestra un letrero luminoso de

masa m que cuelga de una barra (de ma- ] T

sa despreciable) que se mantiene horizon- g . m

tal con la ayuda de una cuerda. Calcule la 37

tension de la cuerda y la fuerza ejercida d=—— 150 cm —>

por la barra contra la pared. |

m=40 kg

Figura 7.15

8. Considere una estructura formada por dos
barras uniformes de largos a y b, unidas
de modo que forman un angulo recto y
que cuelga con hilo desde el cielo (ver fi-
gura adjunta). Determine el dngulo « de
la estructura cuando ella se encuentra en
equilibrio.

Figura 7.14

9. Describa un procedimiento que permita determinar experimentalmente la posi-
cién del centro de masas de una lamina plana irregular con densidad desconocida
(v no necesariamente uniforme).

(Observe que al colgar un cuerpo de un punto P y estar éste en equilibrio, el
centro de masas siempre debe estar sobre la normal que pasa por P.)
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10. Una barra, cuya masa es de 10 Kg y tiene tres metros de largo, se dobla en 45°
a 1 m de uno de los extremos y se cuelga como se indica en la figura adjunta.
La estructura se encuentra en equilibrio gracias a una masa M que se cuelga en

11.

12.

13.

uno de los extremos.

a) Encuentre la tensién 7'y el valor de
M. ;El equilibrio es estable o ines-
table?

b) Conteste nuevamente las mismas
preguntas de la parte a), pero asu-
miendo ahora que la barra al lado
izquierdo, en lugar de estar dobla-
da hacia abajo en 45°, estd doblada
hacia arriba en 45°.

Considere una ldmina triangular unifor-
me, de masa M = 5 Kg, que estd sujeta
a una pared con una articulacién y colga-
da del cielo con una cuerda, tal como se
muestra en la figura adjunta. Encuentre
la tension T' de la cuerda.

Encuentre la posicion de equilibrio de una
varilla de largo L colocada dentro de un
pocillo. Considere al pocillo como una se-
miesfera de radio R y asuma que entre éste
y la varilla no hay roce.

..Se podra fomar una torre con ladrillos
(sueltos), uno encima de otro (ver figu-
ra), de manera que el ladrillo de més
arriba esté desplazado en mas de una
unidad con respecto al de maés abajo,
sin que la torre se desplome 7

Indicacién: Comience el andlisis con los
ladrillos superiores.

Figura 7.17

Figura 7.19
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14. Tres tambores del mismo radio estan
arrumbados como se indica en la figu-
ra adjunta. Encuentre el minimo coefi-
ciente de roce estatico que debe existir
entre los tambores y también entre los
tambores y el suelo de manera que el
sistema no se derrumbe. S

Figura 7.20

15. Un tridngulo equilédtero, de lado a = 10 cm y masa M = 10 kg se sujeta en forma
rigida a una polea de radio R = 4 cm. El tridngulo actia de contrapeso para
mantener en equilibrio a una masa m = 1 kg que cuelga de un hilo enrollado en
la polea (ver figura 7.18)

a) Encuentre el valor del angulo S
que mantiene el sistema en equi-
librio. (/3 es el &ngulo entre la nor-
mal y la altura del tridngulo.)

b) ;Cudl es el maximo valor de m
para el cual el sistema se man-
tendra en equilibrio? Figura 7.21

a

16. De una pieza metélica cuadrada, de
densidad superficial uniforme o, se re-
corta un tridngulo isdsceles de mane-
ra tal que la lamina resultante quede
en equilibrio en cualquier posicion si se
sujeta desde el punto P. ;Cual es la al-
tura del triangulo?

Figura 7.22

17. Una barra de masa M y largo L, que
puede pivotear libremente en torno
a O, se mantiene en equilibrio con
una masa m y una cuerda, tal co-
mo se muestra en la figura adjunta.
Encuentre el dngulo « para el caso
en que m/M = 0.5. ;El equilibrio es
estable o inestable?

" igura 7.29
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18.

19.

20.

21.

Considere un puente cuyo armazon
consiste de 14 soportes de largo a.
(En la figura se observan los 7 so-
portes de uno de los lados.) Asu-
ma que los soportes sélo transmiten
fuerzas a lo largo de ellos, o sea, en
cada unién sélo se transmiten fuer-
zas y no torques. Encuentre la ten-
sién adicional (al generado por el pe-
so del puente) que debe soportar ca-
da soporte si por el centro del puente
pasa un camién de peso W.

Figura 7.24

Especifique en cada caso si la tension es de compresion o de traccion.

Una cadena de masa M y largo L
se encuentra apoyada (en equilibrio)
sobre un cono recto cuyo angulo en-
tre la normal y el manto es a. En-
cuentre la tension de la cadena.
Indicacién: Aplique las leyes de
equilibrio a un pequeno trozo (infi-
nitesimal) de cadena.

Un objeto formado por tres ldminas
cuadradas de lado a, homogéneas y
de igual densidad, descansa sobre
una superficie horizontal apoyado en
dos pivotes colocados en los vérti-
ces del cuadrado inferior (ver figu-
ra 7.26).

a) Encuentre la posicién del cen-
tro de masas.

b) Calcule la razén de la magni-
tud de las fuerzas de reaccion
de cada pivote.

Una regla ‘T’ de masa M, largo a y barra
transversal b posa sobre un plano horizon-
tal pulido como se indica. Calcule las reac-
ciones normales en cada punto de contacto

con el suelo.

cadena

Figura 7.25

a

Q|,

Figura 7.26

 Figura 7.27
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22. Considere wuna semiesfera ho-
mogénea de radio R. Demuestre
que el centro de masas de la semi-
esfera estd ubicado sobre el eje de

simetria y a una distancia b = 3R/8 v

de la base.

23.

24.

Figura 7.28

Considere una semiesfera ho-

mogénea de radio R que se

encuentre sobre un plano inclinado.

Existe un roce estatico que evita

que la semiesfera se deslice por el

plano. Determine el maximo angulo 3
de inclinacién 8 que puede tener el Figura 7.29
plano para que la semiesfera no se

“dé vuelta”.

Considere una semiesfera de radio
R, hecha de un material de densi-
dad pg, que se encuentra con la parte
curva sobre una superficie horizon-
tal (ver figura adjunta). El centro de
masas de una semiesfera homogénea
queda sobre el eje de simetria a una

N>

>

distancia b = 3R/8 de la base. Figura 7.30

a)

Encuentre la magnitud y direccion del torque, respecto al punto de apoyo,
ejercido por la fuerza de gravedad cuando la semiesfera se ladea en un
angulo 5. Observe que el torque que aparece trata de hacer volver a la
semiesfera a su posicién de equilibrio (o sea, la posicién de equilibrio es
estable).

Coloquemos ahora un cilindro homogéneo hecho del mismo material, del
mismo radio R y altura h, sobre el cilindro. Determine la posicién del
centro de masas del sistema compuesto.

Describa en palabras la condicién que debe satisfacer la posicién del centro
de masas para que la posicién de equilibrio del sistema compuesto siga
siendo estable.

Encuentre la altura limite del cilindro para la cual el sistema compuesto
pierde su estabilidad.
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25. Considere una semiesfera de radio R, he-
cha de un material de densidad pg, que se
encuentra sobre una superficie horizontal
y apoyada contra una pared tal como se
muestra en la figura adjunta. El centro de
masas de una semiesfera homogénea que-
da sobre el eje de simetria y a una dis-
tancia b = 3R/8 de la base. Suponga que,
entre la semiesfera y el suelo el coeficien-
te de roce estético es pu = 3/16, mientras

que entre la pared y la semiesfera el roce
es nulo. Figura 7.51

a) Haga un diagrama de cuerpo libre para la semiesfera.

b) Encuentre la magnitud y direccién del torque, respecto al punto de apoyo
P, ejercido por la fuerza de gravedad cuando la semiesfera estd ladeada en
un angulo 5.

¢) Encuentre la fuerza de roce entre la semiesfera y el suelo.

d) Encuentre el 4ngulo de inclinaciéon maximo fmax posible para que la esfera
no resbale.

e) Coloquemos ahora un cilindro homogéneo, hecho del mismo material, del
mismo radio R y de altura h sobre el cilindro. Determine la posicién del
centro de masas del sistema compuesto. (1 punto)

f) Encuentre la altura limite hpax del cilindro a partir de la cual, para h >
hmax, €l sistema compuesto se da vuelta (es decir, pierde su estabilidad).

26. Una semiesfera homogénea de masa M y
radio R se ha cortado en dos mitades. El
sistema se dispone con las dos mitades, ca-
ra a cara, y con la superficie de corte verti-
cal. A fin de que las mitades no se separen,
una cuerda sin roce y con masas iguales en
sus extremos, es dispuesta como se indica
en la figura. Determine las masas minimas
a atar en los extremos de la cuerda para

que las mitades permanezcan juntas. Q Q
m m

Figura 7.52
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27. En los extremos de una barra de masa des-

28.

29.

30.

preciable se adhieren bolas de mas m y
2m, respectivamente. El sistema posa so-
bre un tiesto de fondo esférico resbaloso,
de radio igual al largo de la barra. Cal-
cule el angulo que la barra forma con la
vertical.

Un vaso cilindrico (abierto por arriba), de
radio basal a y altura b, hecho de un mate-
rial de densidad superficial uniforme, posa
sobre un plano inclinado y no resbala gra-
cias a un tope fijo en el plano. Demuestre
que el centro de masas se ubica a lo largo
del eje y a una distancia b2/(a + 2b) de la
base. Determine el angulo de inclinacién
maximo del plano de modo que el vaso no
vuelque.

FEn la figura se muestra un cilindro de ma-
sa M y radio R, el cual se ata a la muralla
mediante una cuerda. Alrededor de un ca-
lado que se le ha hecho al cilindro se enro-
lla una cuerda ideal. De la cuerda cuelga
una masa m por determinar. Si el coefi-
ciente de roce entre el suelo y el cilindro
es i, determine la masa maxima a colgar
para que el cilindro no rote.

Un semicilindro de radio R y peso W se
encuentra en equilibrio estatico sobre un
plano horizontal, con un pequeno bloque
de peso @ sobre él. El bloque esté ligado
mediente un resorte ideal de largo natural
fo = R y constante elastica k£ a un punto
A en el borde (ver figura). Suponga que no
hay roce entre la superficie del cilindro y la
masa de peso (). Determine el dngulo a de
equilibrio. Considere conocida la distancia
D ala que se encuentra el centro de masas
del punto O. Analice con cuidado que pasa
cuando @) es pequeinio.

p

Figura 7.34

Figura 7.56
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31. En un disco homogéneo de densidad superficial de masa ¢ y radio R se hacen dos
perforaciones, una cuadrada de arista a, y otra circular de radio a. La distancia
desde los bordes interiores de ambas perforaciones (puntos P y @) al centro
del disco (punto O) es b. Los centros del disco y de ambas perforaciones son
colineales. La arista de la perforacion cuadrada que pasa por @ es perpendicular
al trazo PQ. ;Para qué valor de b el centro de masas del sistema se encuentra
en el punto Q7

7.7. Solucion a algunos de los problemas

Solucién al problema 12

Elijjamos el origen y los ejes tal como
se muestra en la figura adjunta. Sea «
el dngulo que la varilla forma con la
horizontal, o sea, el angulo ABO es a.
Por ser AOB un tridangulo isésceles, se
tiene que el angulo AOB también es .

Figura 7.57

Como no hay roce entre las superficies de contacto, las fuerzas de reaccién debe ser
perpendiculares a las superficies de contacto. En otras palabras: la fuerza de reaccién
Fi en O serd a lo largo del “radio” OA, mientras que la fuerza de reaccion Fyen B
sera perpendicular a la varilla. Que la fuerza total horizontal sobre la varilla sea cero
nos da la relacién

Fy cos(2a) = Fysina . (7.6)
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La relacion correspondiente para la componente vertical es
Mg = F; cosa+ F; sin(2a) . (7.7)

Para que la varilla esté en equilibrio también el torque total (respecto a O) debe
ser nulo. La fuerza F; no ejerce torque (ya que su brazo es cero); el peso ejerce
un torque 7, = Mg (L/2) cosa 9, mientras que el torque generado por Fyes 7 =
—F52R cos a 3. De esta manera la condicién de que el torque total sea nulo nos da la
relacion

L
Mg§ cosa =2F,Rcosa . (7.8)

Tenemos tres ecuaciones con tres incognitas. De la ultima ecuacién se deduce inme-
diatamente que

MgL
Fo=—. .
, = 2 (79)
De la ecuacién (Z.6) se encuentra
=R (7.10)

27.
2cos?a—1

Usando (7.9) y (ZI0) en (Z7), se tiene
sin 2o sin «

MglL
Mg = J cosa+ ————| ,

AR 2cos?a—1
o sea,
FE§:COSQ+2COSQ(1_C082Q): cos &
L 2cos?a — 1 2cosfa—1"

La ultima relacién es una ecuacién de segundo grado para cos a; resolviéndola se

encuentra finalmente
14+ +/1+ 80?2
41 '

Ccos&x =

Solucion al problema 14

La figura adjunta muestra las fuerzas que
actian sobre los tambores (las flechas con
lineas llenas son fuerzas que actian sobre
el tambor inferior, mientras que las flechas
con lineas segmentadas corresponden a fuer-
zas que actian sobre el tambor superior). Ob-
serve que no hay una fuerza horizontal entre
los dos tambores inferiores. Observe también

que el angulo « entre la horizontal y la rec-
ta que une a los centros de un tambor infe- Figura 7.38
rior con el tambor superior es de 60°, luego

sina =+/3/2y cosa = 1/2.
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La tnicas fuerzas que producen un torque sobre el tambor inferior (respecto a
su centro) son las dos fuerzas de roce. Como el torque total sobre el tambor inferior
debe ser nulo se deduce que ambas fuerzas de roce deben tener la misma magnitud;
llamémosla f,.

La fuerza neta vertical sobre uno de los tambores inferiores debe ser nula; esto
nos da la relacion /3

3

1
— —fr==0.
5 I3
La relacién correspondiente a las fuerzas horizontales es

V3
2

Fy —Mg—F

1
—F==0.

fr’+f7’_ 92

Como 2F; debe ser igual al peso total de los tres tambores se tiene

3

Tenemos tres ecuaciones con tres incognitas (en realidad la tercera ecuacion ya es la
solucién de una de las incégnitas). Para las otras dos incognitas f, y F» se encuentra

fr:<1_§) Mg

1

Si u1 es el coeficiente de roce estético entre el tambor inferior y el suelo, y uo es el
coeficiente de roce entre los tambores inferior y superior, entonces, para que el sistema
no se derrumbe, debe cumplirse

fr <k y Jr < poky .
De estas desigualdades se deduce, finalmente, que

2-V3
3

g1 > y 2 >2—3.
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Solucién al problema 19 % /[\ cadena
El radio del circulo que forma la cadena es
L T« -

Consideremos un trozo de cadena de largo
infinitesimal R df. Debido a la curvatura, la
tension T' ejerce sobre el pequeno trozo de
cadena una fuerza neta Fp hacia el centro O a

(ver figura 7.39a):
vista desde

_ de Lb
Fp = —2T sin <7> P —TdoF . artiba
Figura 7.39a

No hay roce entre la cadena y el cono, luego

la fuerza que el cono ejerce sobre la cadena '\ manto del
i Cono

es perpendicular al manto. Sea Fy la mag-
nitud de esta fuerza. De la la figura 7.39b se
desprende que

ﬁN =Fycosar+ Fy sina 2.
Por tltimo, la otra fuerza que actiia sobre el
trozo de cadena, debido a la gravedad, es

- dé .
Fg:—%Mgz.

vizta lateral

Como el trozo de cuerda estd en reposo, la Figura 7.99b

suma de las tres fuerzas debe ser nula, es de-
cir,

= - - do
Fr+Fy+F,=-Td0r+ Fy cosa 7+ Fy sinaé—i——z— Mgz=0.
s
Tgualando las componentes se obtienen las relaciones
TdO = Fy cos«
do
Mg— = Fy sina .
27
Despejando la tension se encuentra, finalmente
_ My
27 tana
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Solucion al problema 22

N2

Para evaluar la posicién del centro de
masas de la semiesfera, la colocamos
con la cara plana sobre el plano x — y,
haciendo coincidir el eje con 2, y luego
la rebanamos en tajadas de ancho dz z \
(ver figura).

/ \
Evaluemos primero la masa de la reba- If” R \\
nada que se encuentra a la altura z. Su f |
masa es po m(R%—22) dz, donde py es la 0

densidad de masa de la semiesfera. El Figura 7.40

centro de masa de esta rebanada por
supuesto que queda sobre el eje Z a la
altura z.

El centro de masas de la semiesfera serd la suma de los centros de masas de cada
rebanada pesada con la masa de de cada rebanada, es decir,

R

Zem = M/ zpom(R? — 2%) dz = p& ; (zR* — 2%) dz
_  pom R22 124 R_P07T1R4
M 47 ), M4

Pero M = 2pgnR3/3, luego zem = 3R/8.
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Solucion al problema 24

2)

d)

La masa de la semiesfera es M = 2mpgR3/3. El torque en torno al punto de
contacto P viene dado por

T=Mgbsinp t ,

donde Z es un vector unitario que, para la situacién mostrada en la figura
adjunta, apunta hacia el lector.

/P cilindro
h
z \ A
R
N semiesfera
~
o v
Figura 7.41a Figura 7.41.b
Al colocar sobre la semiesfera un cilindro de altura h la posicion del centro de
masas es

1 ) h

donde M, = mR? hpy es la masa del cilindro. Reemplazando las masas de los
cuerpos se obtiene

1 5 o h?
Zcm—% [ER —|—hR—|—7:| .

Mientras el la posicién del centro de masas del sistema compuesto se encuentre
por debajo del centro del semicirculo (punto A), el equilibrio sera estable. (Es
facil convencesrse de que el torque que aparece al ladear el sistema trata de
restituir al cuerpo a su posicién de equilibrio). Por lo contrario, si el centro de
masas del sistema compuesto se encuentra por encima del punto A, el equilibrio
serd inestable.

La altura limite hg se obtiene cuando ze.;, = R. Se tiene

1 5 hd
— R+ hogR+ 2

dem =R =5
o $R+hy [12 2
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Despejando la altura limite se encuentra que ésta viene dada por

R
ho = — .
T2

Solucién al problema 25

a) El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura adjunta.

b) La masa de la semiesfera es M = 2mpgR3/3. El torque en torno al punto de

contacto P viene dado por
T=Mgbsinp t ,

donde Z es un vector unitario que, para la situacién mostrada en la figura
adjunta, apunta hacia el lector.

P

r

Figura 7.42a Figura 7.42.b

La fuerza F), que ejerce la pared sobre la semiesfera es en la direccién horizontal
+g y su magnitud es tal que el torque total respecto a P es nulo. Luego

Mghsin 8 3 . N
= giy: gMgsmﬁ Y .

F
P R
Como la fuerza horizontal total debe ser nula, y la tnica otra fuerza horizontal

es la fuerza de roce, se tiene
- Mghsin g .

= 3 . .
F.=-F= = y:§Mgsmﬁy.
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d) La fuerza de roce no debe sobrepasar el valor uMg, o sea,

3 3
gMgsinﬂ < pMg = 1—6M9

de donde
in B < 1
sin —.
-2
El angulo critico es, por lo tanto, Bmax = 30°.

e) Al colocar sobre la semiesfera un cilindro de altura h la posicién del centro de

masas €s 1 5 h
— M 2r+mMm. (R+2) |,
Sem M+Mc[ gt < +2>}

donde M, = wR? hpy es la masa del cilindro. Reemplazando las masas de los
cuerpos se obtiene

1 5 h?
= —R*+hR+ —| .
/]\ cilindro B /
N
J A
s CIm
S
R l
semiesfera |
|
Figura 7.45a Figura 7.43.b
f) La altura limite hpyax se obtiene cuando s¢y = R. Se tiene
1 5 h?
—R=— - _R2 h R max
Scm %R F hoas |12 + Nmax It + 5

Despejando la altura limite se encuentra que ésta viene dada por

R
hmax = ﬁ .
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Solucion al problema 30

Las figuras 7.44a y 7.44b muestran los diagramas de cuerpo libre de la masa Q)
y el semicilindro, respectivamente. F,. = kx es la fuerza ejercida por el resorte, W el
peso del semicilindro y Q el peso del bloque que se encuentra a una distancia x de O.
La distancia d entre el centro de masas y O la supondremos conocida.

N

X

Figura 7.44a Figura 7.44.b

Debido a que ambos objetos estan en equilibrio se debe tener que la fuerza total
sobre cada uno de ellos debe ser nula, y también el torque total sobre el semicilindro
(en torno a cualquier origen).

Para el bloque () se obtiene la relacién

Fiot = (Frcos0z + Fpsinfz) — Qz+ (NycosfzZ— Nysinfz) =0.

Igualando las componentes de los vectores de la iltima igualdad y usando el hecho
que F,. = kx, se obtienen las ecuaciones,

kr cos = Np sinf (7.11)

kxsinf = Q — Ny cosf . (7.12)

La fuerza total que actia sobre el semicilindro (que también debe ser nula) es
—Wz+ N2+ (—F,cos0% — F,sinfz) + (—Nycosf zZ+ Nysinfz) =0.
Esto nos da las relaciones

— Nycosf — kxsing — W + N =0 (7.13)

Nisinf — kxcosf =0.
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Esta dltima ecuacién no da informacién nueva ya que coincide con (Z.I1]). Por ultimo,
evaluando el torque total (en torno al punto O) que actia sobre el semicilindro, se
obtiene:

Niz—Wdsing =0. (7.14)

De las cuatro equaciones (ZI1I), (Z12), IT.28) y (Z.14)), con las cuatro incégnitas N,

Ny, z y 0, podemos despejar cos 6. Realizando el algebra, se obtiene,

Wdk
Q?

. Que pasa cuando @ es pequeno? Es claro que la solucién obtenida sélo tiene sentido
si Q? > Wkd. Al analizar el problema (jhdgalo!) con més cuidado se encuentra que
6 = 0 (y, por lo tanto, z = 0) también (para todos los valores de @) es una solucién
de este problema de equilibrio. También se encuentra que para 0 < Q% < Wkd, la
solucién 6 = 0 es la tnica, siendo estable. Para Wdk < Q?, hay tres soluciones: § = 0
y 0 = £Acos (Wdk/Q?); siendo la primera de éstas inestable, y estables las otras dos.

Para comprender mejor lo que estd ocurriendo es 1til analizar el problema tam-
bién desde el punto de vista de la energia potencial. Definiendo el origen de la energia
potencial gravitacioneal cuando 6 = 0, se encuentra que

cosf =

U#) =Wd (1—cosf) —Qz sinf + %k‘:ﬁ .

El primer término al lado derecho es el cambio de la energia potencial gravitacional
del semicilindro, el segundo el cambio de la energia potencial gravitacional de la masa
Q y el tercero la energia potencial del resorte. Con kx = @ sin 6 queda

2
U(f) =Wd(1 —cosb) — g_k sin?6 .

Para hacer un estudio gréfico de esta relacién introducimos el pardmetro a = Q?/(kWd)

y definimos U () = U()/(Wd); de esta manera la tiltima ecuacién queda de la forma

U(#) = (1 —cosf) — %Sin20 .

La figura 7.45 muestra el grafico para a = 0; —0,5; 1,0 y 2. Para 0 < o < 1, el
grafico tiene un sélo minimo, para o > 1 el grafico tiene dos minimos (en +6j) y un
méximo (en § = 0). Para encontrar §y debemos evaluar la derivada de U () respecto
a 0 e igualarla a cero:
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du(9)
df

0 sea,

=sinf — @ -2¢inf cosf =0,

sinf (1 —acosf) =0.

Esta ecuacién se satisface si sinf =0 o
(I — acosf) = 0. La primera de estas
condiciones nos da la soluciéon 8 = 0
mientrs que la segunda entrega las so-
luciones 6y = +Acos (1/a), soluciones
que existe sélo si a > 1. Para a = 2, se
obtiene 6y = +60°.

285
1.0
- «a=0
””” «=0,5
-~ =10
s -—- =20
05F
S .
=) N R i P ’
I
\ e ‘ N ’
N P N,
~-05 P R N E R R R
-390 -60 =30 O 30 60 90

0
Figura 7.45



Capitulo 8

Momento angular

versién 19 agosto 2010

En el capitulo anterior comenzamos a estudiar sistemas que ya no son particu-
las puntuales, sino cuerpos con estructura. Aprendimos que la fuerza neta sobre un
objeto, por si sola, no es suficiente para describir el estado de tales sistemas, y que
es necesario introducir una nueva cantidad fisica, el torque. De este modo, la fuerza
describe el estado traslacional de un objeto, mientras que el torque describe su esta-
do rotacional. De momento, sin embargo, s6lo nos hemos preocupado de sistemas en
equilibrio. Ahora debemos estudiar su dindmica. Para ello, serd necesario introducir
otra magnitud fisica, el momento angular, que podemos considerar como el analogo
al momento lineal estudiado en el Cap. [6] pero cuando lo que nos interesa es descri-
bir rotaciones y no traslaciones. En este capitulo sélo pretenderemos enunciar este
concepto, mostrar algunos resultados importantes, y ganar intuicién al respecto, de
manera que mas adelante en el curso podamos estudiar adecuadamente la evolucion
de sistemas con estructura.

8.1. Momento angular de una particula

Consideremos una particula de masa m y cuya posicién (respecto a algun sistema
de referencia inercial) viene dada por el vector 7. Sea F' la fuerza neta que actia sobre
la particula. Entonces, de acuerdo a la 2* ley de Newton, la ecuacion de movimiento
es ~
= dp
F=—.

dt

Tomando el producto cruz con el vector 7 se obtiene

FXF=rx

1S

286
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Observemos que
d . df_ . . df . df
g "X D) = g X DT e =T g

La tultima igualdad se deduce del hecho que los vectores dif/dt = ¥y p’ son paralelos.

Usando (8.2) en (R]) se obtiene

(8.2)

F:FXF:%(FXﬁ).
Observemos que la expresién anterior es analoga a la segunda ley de Newton, donde
en el lado izquierdo la fuerza es reemplazada por el torque (como debe ser, ya que
ahora no sélo interesa la posicién de una particula puntual o del centro de masas), y
en el lado derecho el momento lineal p ha sido reemplazado por 7 x p. Inspirados por
dicha analogia, entonces, definimos el momento angular de una particula por

(=7xp
Entonces o
Lot
T=—
dt

Igual que en el caso del torque, el momento angular de una particula depende del
origen que se use para evaluarlo. Notemos también que si el torque que actia sobre
una particula, medido respecto a cierto origen es nulo, entonces el momento angular de
la particula, respecto al mismo origen, no variara en el tiempo, es decir, se conservara.

Revisemos algunos ejemplos sencillos. Primero, consideremos una particula A (ver
figura) con velocidad constante U = vpZ, moviéndose a lo largo del eje Z:

Vo
_
N
y B
777777777 4.777777,
bl [
O L 2
woooA

De la definicién de momento angular es inmediato que 3 4 =74 xpa = 0.Siahora
consideramos la particula B, de igual masa, moviéndose con igual velocidad, pero a
una distancia b del eje Z, es evidente que 7 B # 0. La misma particula, entonces,
puede tener momento angular distinto simplemente porque se mueve a lo largo de
otra recta. Esto no es sino consecuencia de lo dicho anteriormente, que el momento
angular depende del origen respecto al cual se evalia.
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En el caso recién analizado, la fuerza neta sobre las particulas es cero, luego el
torque es cero, y por lo tanto el momento angular debe ser constante. Para la particula
A ello es evidente. En el caso de la particular B, si 7 B es constante significa que para
evaluarlo podemos usar cualquier punto de la trayectoria, por ejemplo cuando pasa
por el eje g, en cuyo caso ¥ y p son perpendiculares. Es inmediato entonces que
7 B = —mugb2.

Lo anterior, obviamente, también se puede observar en una trayectoria rectilinea
arbitraria, como la indicada en la siguiente figura:

<>

@)

x>

En este caso, si n es la ordenada en que la recta intersecta al eje g, entonces el
momento angular respecto a O es £ = —mugn cos 0z, que es por supuesto constante.

Consideremos ahora una particula que se mantiene en un movimiento circular
uniforme (con velocidad angular wp) mediante un hilo.

Sea R el radio de circulo. El momento an- E
gular de la particula (respecto al centro de
la circunferencia) viene dado por

{=mR>w % .

L
La direccién en que apunta 7 es a lo lar- v
go del eje de giro, y en el sentido dado
por la regla de la mano derecha (los de- K
dos empunados indicando el sentido de la ‘
rotacién; el pulgar extendido da el senti- :ﬁo \-‘\
do del momento angular —la misma regla .
que encontramos para el sentido del tor- -
que). Figura 8.1

El hilo ejerce una fuerza sobre la particula (la fuerza centripeta dada por —me% ),
pero esta fuerza no ejerce un torque respecto al origen ya que F y 7 son paralelos.
Debido a que el torque es nulo, el momento angular de la particula se conserva (o
sea, a medida que transcurre el tiempo no cambia la magnitud ni la orientacién del
vector Z)
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Evaluemos ahora el momento angular para una particula moviéndose de manera
arbitraria en un plano.
Supongamos que una particula de masa m
se mueve en el plano x ,y y sean r(t), (t)

las coordenadas polares del vector de po-
sicion 7(t). La posicién de la particula ~
vendra dada por i\e
s
o . r
r=r,
r(t
donde (t) m
Fan
7 =cosf T +sinfy. ¥ 0
O s
2

Derivando obtenemos la velocidad
) Figura 8.2
T=7r7r+7r7.

P = %(cos@:ﬁ—l—sin@ §) = —sin(0)0 & +cos(d) 0 =00,

luego
v=77+7100.
De esta manera, para el momento angular de la particula se encuentra la expresion

(=FXPF=mrixd=mri?xf+mr20f x0=mr?0%, (8.3)
donde Z es el vector unitario perpendicular al plano (z,y) (cuya direccién en que
apunta se encuentra usando la regla de la mano derecha).

Observe que si la particula se aleja en direccién radial (o sea, 6 =0 y 7 #0)
entonces el momento angular es nulo. Sélo si el angulo 8 del vector de posicién cambia
a medida que transcurre el tiempo, el momento angular es no nulo. jEl momento
angular de una particula esté relacionado con el aspecto rotacional de su movimiento!

Esta conclusién de algiin modo era evidente cuando estudiamos el caso de una
particula en movimiento circular, pero es menos evidente cuando consideramos un
movimiento rectilineo, ya que el momento angular podia o no ser cero. La razén es
la siguiente: cuando la particula se mueve sobre el eje , vista desde el origen la
particula se ve alejarse radialmente, y por lo tanto § = 0, y 7= 0, de acuerdo a
[B3). Pero cuando la particula se mueve a una distancia b del eje z, el dangulo 6 que
forma su vector posicién con el eje  si cambia (se acerca asintéticamente a cero a
medida que la particula se aleja). Por tanto, respecto al origen, si podriamos decir
que la particula gira, en alginsentido. Lo importante entonces es que el momento
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angular serd distinto de cero cuando la variable angular que describe la posicién de la
particula varia. Eso puede o no representar una rotacion o un movimiento curvilineo,
en el sentido convencional.

Problema resuelto en clases: 8.7

8.2. Momento angular de varias particulas

Consideremos ahora N masas {m;} ubicados en los lugares {7;}. Sean {F }la
fuerza externa que actia sobre cada particula y { fﬁ} la fuerza que la masa 4 ejerce
sobre la masa j. Por supuesto que debido al tercer principio de Newton, fjl = fw
Supongamos ademds que la fuerza que una particula ¢ ejerce sobre otra particula j
es a lo largo de la linea que las une (o sea, que la interaccién entre las particulas es
central).

La ecuacién de movimiento (2* ley de Newton) para cada particula es

F +Zfﬂ:dp3.

Tomando el producto cruz con el vector 7; se obtiene

R = =  dp;

Por la misma razon discutida en la seccion anterior

Lo dpy o d oo
Tde—t]:E(Tjij).

Usando esta relaciéon y sumando sobre j, se obtiene
I Loz d . d Lo
DT X Ey+ Y T fu= 3 T By = DT X
J Ji J
Pero
i X fij + 75 % fii = (Fi = 75) X fi; =0,

ya que (75 — ) es paralelo a f” Luego, la doble suma E T X Fﬂ es nula. De esta
manera, usando las definiciones de momento angular y torque, se obtiene

d S
Y= 0 (8.4)
J J

Sea

sz%}-
J
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I=%"7
J

el torque y el momento angular total del sistema de particulas, entonces la ecuacion
B4)) queda

. dL >

T = i L. (8.5)
En palabras: Si el torque total que actia sobre un sistema (respecto a un punto
P) es nulo, entonces el momento angular del sistema (respecto al mismo punto) no
cambiara. Lo anterior se conoce como la ley de conservacion del momento angular. Las
fuerzas internas de un sistema pueden cambiar el momento angular de las particulas
que lo componen, pero no pueden modificar el vector momento angular total.

Tlustremos el uso de la ley de conservacion de momento angular con algunos
ejemplos.

Ejemplo 1

Demuestre que un planeta, que se mueve alrededor del sol, barre areas iguales en
tiempos iguales, es decir, dA/dt =constante.

Coloquemos el origen de nuestro sistema de coordenadas en el lugar donde esté el
sol. La fuerza que el sol ejerce sobre los planetas es a lo largo de la direccion radial,
por lo tanto, la fuerza atractiva de gravitacién no ejerce torque sobre el planeta. De
lo anterior se desprende que el momento angular del planeta debe ser en todos los
instantes el mismo. De hecho, el momento angular se conservard en general, para
cualquier fuerza central (que dependa sélo de 7).
i.Cudl es el drea AA que barre el planeta
en un tiempo At ? La respuesta es

1, . At At
AA—§|TX(UAt)|—%|TXp|—%E
Como ¢ = || se conserva a lo largo de

la trayectoria, se deduce que el area barri-
da en un tiempo At es independiente del
punto de la trayectoria que se considere.

Figura 8.3

Observemos ademds que la conservaciéon del momento angular es vectorial, es
decir, que debe conservarse también su direccién. En particular, para un planeta
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orbitando en torno a una estrella el momento angular es perpendicular al plano orbital,
y por ende la conservacién del momento angular implica que el plano orbital debe ser
constante y el movimiento del planeta es siempre en dos dimensiones.

Ejemplo 2

Considere una masa M colgada de una va- 0 z 0
rilla rigida, de masa despreciable y de lar- & @ gl/
go L, que puede girar libremente en torno

al punto O (ver figura adjunta). En el ins-

tante t = 0 la masa M explota y una parte

M /2 sale disparada con velocidad v en una L
direccién que forma un édngulo 6 con res- ~
pecto a la horizontal. Encuentre la energia

cinética de la parte que quedd adosada a la @ w A8
varilla en el instante inmediatamente pos-
terior a la explosién. inicial final

by >
el

Figura 8.4

Observemos que este problema corresponde a una “colision” ineldstica. Es evi-
dentemente inelastica ya que la energia cinética cambia después de la explosién. Y
como las ecuaciones de Newton no cambian si invertimos el sentido del tiempo, no
pueden distinguir entre el proceso de explosion descrito, o el proceso inverso, de dos
masas acercandose hasta quedar adosadas y en reposo en el extremo del péndulo, de
modo que podemos hablar de una colisiéon en sentido genérico también.

Sobre el sistema (la varilla con la masa colgando) actian las siguientes fuerzas: i)
el peso —MgZz, ii) una fuerza Fy que ejerce el eje de giro sobre la varilla y iii) fuerzas
originadas por la explosion. En el instante t = 0 el peso no ejerce un torque sobre
el sistema respecto a O ya que en ese instante los vectores 7y —M gZ son paralelos.
La fuerza Fo tampoco ejerce un torque ya que el brazo para esta fuerza es nulo.
Las fuerzas originadas por la explosion son fuerzas internas y por consiguiente no
modifican el momento angular total del sistema. Concluimos que el momento angular
total antes y justo después de la explosion deben ser iguales.

Inicialmente el momento angular es cero. Después de la explosién el momento
angular del fragmento que sale disparado es

- M
0 = —7chost9 7.
Si la velocidad angular de la varilla en el instante posterior a la explosién es wy, €l

momento angular de la masa que quedd adosada a la varilla es

LM
62 = 7[?&)0@ .



CAPITULO 8. MOMENTO ANGULAR 293

Como la suma de los dos momentos angulares El y Eg debe ser nula, se tiene que
M M
EL’U cosf = 7L2w0 .

Despejando wy se encuentra
v cos 0

L

Finalmente, conociendo la velocidad angular wy podemos evaluar la energia cinética
del fragmento que quedo6 adosado a la varilla, en el instante inmediatamente posterior
a la explosion:

wo =

1M M
K=_-—IL%}= ZU2 cos? 0 .

Antes de analizar un tercer ejemplo de-
bemos demostrar una proposiciéon im-
portante.

Consideremos nuevamente N particu-
las con masas {m;} ubicadas en los
lugares {r;} y con velocidades {;}.

centro de

WS

Sean Ry, v Ve la posicién y velocidad I,
del ventro de masas. Denotemos por

=/ -/ . e,

7;" y v;' los vectores de posicién y
velocidad de la particula m; respecto

al centro de masas.

Entonces

Figura 8.5

Por otra parte

— 7 -/

U; = Ve + ;.
Sustituyendo estas relaciones en la ecuacién anterior se obtiene
- . -, - -,
L = E nyj(]%mn +*Tj > X (V@nb4—lg >

J
S mT! mad:!
3 75 3Yj

S B % Vo M I M B¢ ZETID S
J J
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Pero

son la posicién y velocidad del centro de masas medidas desde el centro de masas —
luego ambas sumatorias son nulas. De esta manera la ecuaciéon anterior queda

Proposicion:

L= M By 5 Vo + 7 = By x P + L
J
En palabras: El momento angular respecto a cualquier punto O es igual al momento
angular debido a la traslacion del sistema como un todo, es decir, el movimiento del
centro de masas con toda la masa concentrada en ese lugar, més el momento angular
(rotacional intrinseco) del sistema visto desde el centro de masas.

Es importante recalcar que el centro de masas ha aparecido nuevamente como
un punto privilegiado, que nos permite hacer esta descomposicién. Si tomaramos
cualquier otro punto, digamos A, el esta descomposiciéon del momento angular total
en el momento angular de A, méds un momento angular en torno al punto A, no es
posible.

Ejemplo 3

Considere dos particulas de masa m uni- m
das por una barra de masa despreciable
y largo L. Una tercera particula, también
de masa m, colisiona con las anteriores,
quedando adosada a la # 2. Si la veloci-

dad incidente de la masa # 3 es vg, y ésta m V@

incide como se muestra en la figura 8.6, % I
encuentre la posicién de la masa # 1 en

funcién del tiempo. Figura 8.6

Observemos, en primer lugar, que en este problema tenemos tres ecuaciones (dos
de momento lineal, una de momento angular), y, en principio, 4 incégnitas (dos coor-
denadas de velocidad para la masa 1, y dos para la masa 2-3). Pero ambas masas
estdn unidas por una barra, de modo que sus velocidades no son independientes,
y esto resulta en sélo 3 incégnitas (la velocidad traslacional del centro de masas y
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la velocidad angular de rotacién en torno al mismo), consistente con el nimero de
ecuaciones. Asi, el problema se deberia poder resolver exactamente.

Lo haremos de dos maneras.

Primero elegiremos el sistema de coordenadas de manera que el eje & coincida con la
recta a lo largo de la cual se mueve el centro de masas del sistema (ver figura 8.7).

Si t = 0 corresponde al instante en que ocurre la colisién, entonces la posicién
del centro de masas del sistema total (es decir, de las tres masas), tanto antes como
después de la colision, vendra dado por

Pom(t) = 213

Posterior a la colisién, la barra con masas
2m y m en sus extremos, rotara con cierta
velocidad angular wgp en torno al centro ~
de masas. Podemos evaluar wgy usando la v A
ley de conservacién del momento angular. 7

Antes de la colisiéon el momento angular cm

A
X
del sistema es x jp—

L:[L }2. &—= @

— Mg
3

Después de la colision, para el sistema de Figura 8.7

referencia que estamos usando, la varilla

con las masas sélo tiene un momento an-

gular intrinseco:

- 2L 2L L L 2
L= [?m <wo?> + §(2m) <w0§> ] %= gmwoLzé )

Usando la ley de conservacion del momento angular se encuentra que

w_,U_O
0= o ¢

Volveremos a resolver el problema pero eligiendo ahora un sistema de coordenadas
fijo en el laboratorio y con el origen coincidiendo con la posicién de la particula # 2
antes de la colisiéon. Nuevamente elegimos el eje Z a lo largo de la velocidad de la
particula incidente y el eje § a lo largo de la direccién que tiene la barra antes de la
colisién.

En este sistema de coordenadas, el momento angular del sistema, antes de la
colisién, es nulo. Después de la colisién, el momento angular total de la barra con las
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tres masas, también deberd ser nulo. El momento angular de este sistema complejo
que se aleja, se puede evaluar usando la proposicién recién demostrada. Consta de
dos partes: el momento angular del centro de masas y el momento angular rotacional
intrinseco.

Como el centro de masas se mueve con velocidad vy/3, la masa total es 3m y el
brazo (distancia entre el origen y la tangente de la trayectoria del centro de masas)
es L/3, el momento angular del centro de masas sera

El momento angular intrinseco, igual que en el caso anterior, viene dado por

- 2
/ N
L = —mw0L2 Z.
3
La condicién que la suma de los dos momentos angulares anteriores sea nula, nos da
la misma relacién que ya habiamos encontrado:
Vo
Wy = — .
2L

Para la posicién de la masa #1 se obtiene la expresién

0 parat <0
. 2L . N
tT+ - [cos(wot) § — sin(wot) Z] parat >0

2L

Fi(t) = v%

3

Problema resuelto en clases: 8.11 (a)

Problema resuelto en clases: Péndulo simple, resuelto con Ec. (8.5

Problema resuelto en clases: 7.13 (si se dio de tarea anteriormente)

8.3. Problemas

1. Consideremos un satélite artificial, de masa m, que gira en torno a la tierra a
lo largo de una drbita eliptica y las distancias méxima y minima a la superficie
de la tierra son 2555 km y 352 km, respectivamente. La velocidad maxima del
satélite es de 29737 km /h. El radio terrestre es igual a 6382 km. ; Cudles serdn las
velocidades del satélite en el perigeo (rmin) ¥ apogeo (rmax), respectivamente?
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2. Una bala de masa m y velocidad v pasa

a través de la “lenteja” de un péndulo de
masa M, y emerge con velocidad v/2. La
lenteja del péndulo estda colgada de una
cuerda de longitud £. ;Cudl debe ser el
valor de v para que la lenteja del péndulo
describa un circulo completo? ;Cémo se
modifica el problema si, en lugar de una
cuerda, la lenteja estd colgada de una va-
rilla rigida sin masa?

. Una particula de masa m y velocidad vg
incide sobre una barra de largo L y ma-
sa despreciable, que en cada uno de los
extremos tiene una masa m, tal como se
indica en la figura. Suponga que el choque
entre las esferas # 1 y # 2 es elastico y
central (frontal). ;Se moverd la particula
# 1 después del choque? Si su respuesta es
afirmativa evalie su direccién y magnitud.

. Una masa m; se deja caer desde una altura
h sobre un “balancin” (ver figura 8.10). El
balancin puede girar libremente en torno
a O en el sentido contrario al reloj. Sobre
el otro extremo del balancin hay una ma-
sa my. Al chocar la masa m; contra el ba-
lancin, ésta queda adosada a él. ; Qué frac-
cién de la energia total inicial se disipa
en la colision? Desprecie la masa del ba-
lancin.

297
= / P=
s vz

Figura 8.8

Figura 8.9
@m
h eje
| a
o :
FeLl 2= L2 =
Figura 8.10
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5. Considere dos masas m, unidas por una

varilla de largo L. Esta varilla estd sol-
dada en su centro a otra varilla, forman-
do un angulo «. El sistema anterior ro-
ta con una velocidad angular wg en torno
a la segunda varilla (ver figura adjunta).
En cierto instante la soldadura se rompe,
desacoplandose el movimiento de las dos
varillas. Describa, de ahi en adelante, el
movimiento de la varilla con las dos ma-
sas.

. Considere una varilla rigida, pero de ma-
sa despreciable, cuyo largo es L y que
tiene dos masas m, una adosada en uno
de los extremos y la otra al centro (ver
figura). La varilla puede girar libremen-
te en el plano vertical alrededor de un
eje que pasa por el extremo en que no
tiene una masa adosada. Todo el siste-
ma se encuentra en un campo gravita-
cional constante § = —gZ. Suponga que
este sistema inicialmente se encuentra en
reposo en su posicion de equilibrio ines-
table. Una leve perturbacién hace que el
sistema salga de su posicién de equilibrio
y paulatinamente comienza a “caer”.

298

cooQJ m

Figura 8.11

Figura 8.13

a) Encuentre la velocidad angular w = 6 v la aceleraciéon angular o = 6 de la
varilla cuando ésta forme un dngulo 6 con la vertical.

b) Encuentre la fuerza que la varilla ejerce sobre el eje cuando la varilla pasa

por la horizontal (es decir, cuando 6 = 7/2).

. Una masa m realiza un movimiento cir-
cular, con radio Ry, sobre una mesa (sin
friccién), atada a un hilo (ver figura 8.12).
Sea wy la velocidad angular inicial. ;Cual
es el trabajo que debe realizarse (tirando
del hilo) para achicar el radio de giro desde
Rya Ryg/27

Respuesta: W = 3mwiR2/2 .

(vista lateral)

Figura 8.12
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8. Considere un péndulo cdnico (es decir,
una masa m colgada de un hilo ideal de
largo L), que gira en circulos formando o
un angulo g con la vertical.

a) ;Con qué velocidad angular gi-
rard si el hilo se acorta lentamente
hasta llegar a L/27 /s

b) i Que trabajo debe realizarse para
acortar el hilo en esa magnitud?

9. Un alambre (de masa despreciable) de
largo 2L se dobla al centro de manera
que forma un angulo «.. En cada extremo
el alambre tiene una masa m. Este dis-
positivo se “cuelga” de un eje tal como
se muestra en la figura adjunta. Calcule
el periodo de oscilacion del sistema para
pequenas oscilaciones en torno a su posi-
cién de equilibrio estable. Verifique que
la expresién general, en los limites o = 0
y a = 7, da los resultados esperados.

Figura 8.16

Para resolver este problema suponga que el sistema est4 oscilando (con pequenas
oscilaciones) y evaliie para un instante arbitrario el torque y el momento angu-
lar. Luego, usando la ecuacién (8.4) demuestre que la variable a(t) satisface la
ecuacion diferencial de un oscilador arménico.

10. Considere una varilla de largo L que tie- oz RO
ne dos masas M adosadas tal como se
muestra en la figura. Un masa m que L/2
incide con velocidad vy, choca con el h
péndulo quedando adosada a él a una oM
distancia h del eje. Determine el impulso m
trasmitido por el eje al péndulo durante OT} L/2

la colision. ;A qué altura debe impactar

m para que el impulso transmitido por ® M

el eje sea nulo? (en ese caso el eje no se Figura 8.17

percata de la colisién).
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11.

12.

Dos masas m unidas por un hilo de lar-
go L, caen con el hilo horizontal partien-
do desde el reposo. Después de caer una
distancia h, una de ellas choca elastica-
mente con una viga. i

: : o0
a) Determine la velocidad angular
con que giraran las masas en torno
a su centro de masas después de la

h
colisién. \L

b) Encuentre la tensién a la que es- [
tard sometido del hilo después de
que ha ocurrido la colisién. Figura 8.14

Una varilla de largo 2L y masa despreciable se dobla en su punto medio O, de
modo que ambas secciones de la varilla forman un dngulo « entre si (ver figura).
En cada extremo de la varilla hay una masa m. El sistema se coloca sobre una
mesa horizontal, y se fija a la mesa en el punto O, permitiéndole rotar en torno
a él.

Dos masas adicionales, mq y ms, chocan simultdneamente sobre cada una de las
masas anteriores, quedando adosadas a ellas, con velocidades #; y ¥». La masa
myo incide perpendicularmente a uno de los segmentos de la varilla, y la masa
m; incide paralelamente a ese mismo segmento, como indica la figura.

Simg =m,y |U] =|0a| = v, {Con qué frecuencia angular queda girando el
sistema luego de la colision?

i, Cuanto debe valer m para que el sistema no gire después de la colisién?
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8.4. Solucion a algunos de los problemas

Solucién al problema 6

Debido al principio de conservacion de la energia, la energia cinética que tiene el
sistema cuando la varilla forma un angulo 6 con la normal debe ser igual al cambio
de energia potencial, o sea, AK = AU, con

1 (L \° 1
AK = -m | zw| +-m(lw)? = §mL2w2
2 2 2 8

AU = mg(L — Lcos ) +mg <§ —§COSG> = gmgL(l —cosf) .

De esta manera se deduce que

200y = 129 _
w(@)—5L(1 cosf) .

Derivando esta relaciéon encontramos la aceleracion angular, en efecto,

.__g . ;
2w = 5Lsm99.
Pero 6 = w, luego
a—w—ﬁgsine
7 5L '

Demostremos que el mismo resultado se puede obtener usando la “ecuacién de mo-
vimiento” 7 = d¢/dt. Cuando la varilla forma un dngulo 6 con la normal, el torque
respecto a un origen ubicado en el eje es

L 3
T =mgLsind + mgs sinf = §mgL sin6 .
Para el momento angular tenemos

L\NL 5
€-m(Lw)L+m<§w> 5= ZmL w .

Reemplazando estas expresiones en la ecuaciéon de movimiento se obtiene
3 . ) )
§mgL sinf = ZmL2w ,

de donde, nuevamente
a=w= sin 6
5 L ’
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Supongamos ahora que la varilla estd pasando por la horizontal (es decir, § =
7/2). En ese instante el centro de masas (que estd ubicado a una distancia 3L /4 del
eje) acelera con una aceleracién

Gem = —|ag|2 — |acld = —%Laé — w? GL) &= —%g(é +2%) .
(Observe que la componente 2 de la aceleracién de la particula m que esté en el
extremo de la varilla, cuando ésta pasa por la horizontal, es 6g/5, o sea, mayor que
g; convénzase de que asi debia ser). La fuerza neta que actia sobre la varilla (cuando
pasa por la horizontal) es B B
Ftot = Fej — 2777,92 .

Pero Fyop = (2m)dcm, luego

= 9
Foje —2mgz = —2m1—og(73 +2%),

de donde se deduce que

—

1
Feje = =g (2 —18z) .

Solucién al problema

Denotemos por € al &ngulo que el péndulo hace respecto a su posicién de equilibrio
(ver figura 8.18).
El momento angular del péndulo sera

0=2Lm(Lé) &

donde € es la velocidad angular del péndu-
lo (siendo positiva cuando gira en la di-
reccién contraria a los punteros del reloj).
Derivando respecto al tiempo se deduce
que B
L omre s E
dt .

Figura 8.18

El torque de la fuerza gravitacional (respecto a un origen en el eje) es

7 = mgLsin(a/2 —€) & — mgLsin(a/2 + €) &

= —2mgLcos(a/2) sine &
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Sustituyendo las dos relaciones anteriores en la ecuacién de movimiento 7 = de, /dt
encontramos
—2mgL cos(a/2) sine = 2mL% .

Para pequenas oscilaciones en torno de la posicion de equilibrio podemos usar la
aproximacion sin e ~ €. De esta manera obtenemos

€+ <% cos(a/Z)) e=0.

Esta es la ecuacién de movimiento de un oscilador armonico cuyo periodo es

T =2 [ %cos(%)}

Solucién al problema [11]

Al chocar con la viga la velocidad de la masa m serd vy = —+/2ghz. El choque
con la viga es eldstico y el hilo que une ambas masas (que no puede ejercer fuerzas
transversales a su orientacién) no interviene para nada en ese proceso. Luego la masa
m rebotara con la velocidad /2mgZz. La otra masa no modifica su velocidad mientras
ocurre el choque. Por lo tanto, justo después de la colision, la velocidad del centro de
masas (respecto a un observador junto a la viga) serd nula.

Para un observador junto a la viga (en el lugar donde ocurrird la colisién), el
momento angular antes de la colisién es

£; = Lm~/2gh .

Después de la colisién sera
Ef — Lcm + ﬁf 5

donde Lem es el momento angular debido a la traslaciéon del centro de masas y E} es
el momento angular observado desde el centro de masas. Ya que justo después de la
colisién el centro de masas esta en reposo, Ecm = 0. Denotemos por wy la velocidad
angular del hilo después de la colisién, entonces

2

E} =2m <§w0> g = %wo .

Como el impulso que ejerce la viga no cambia el momento angular del sistema respecto
al punto en que se aplica esa fuerza de percusion, se tiene que el momento angular
debe conservarse. Luego
mL?
—5 Wo = Lm\/ZQ—h ,

de donde
V8gh

wO:T.
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En este problema el mismo resultado también se puede obtener usando la conser-
vacion de la energia. Después de la colisién, como el centro de masas estd en reposo,
toda la energia cinética se debe a la rotacién, siendo ésta

1 (L \? 1
K,.=2- im <§w0> = ZmL2w8

Por otra parte, el cambio de energia potencial es
AU = 2mgh .

Igualando ambas expresiones obtenemos nuevamente que

V8gh

wo—T.

Después de ciertos momentos de reflexion, es claro que la caida de las dos masas
en un campo gravitatorio constante, no afecta la tensién del hilo. Por lo tanto, la
tension de la cuerda se debe sélo al movimiento rotacional de las dos masas. El radio
de giro de ellas es L/2. La magnitud de la fuerza centripeta (que es igual a la tensién
del hilo) es
h

L
Feent = mw%g = 4mgz .



Capitulo 9

Rotacion de un cuerpo rigido

versién 2 enero 2012

En los capitulos [ y B hemos introducido conceptos necesarios para estudiar
el comportamiento de cuerpos no puntuales. En efecto, a través de los conceptos
de torque y momento angular, hemos podido formular el equivalente a la Segunda
Ley de Newton para rotaciones, punto de partida para comprender la dindmica de
cuerpos con estructura. Sin embargo, hasta el momento hemos sido o bien demasiado
particulares (estudiando sistemas compuestos por una particula, Sec. 81]) o demasiado
generales (estudiando sistemas compuestos por muchas particulas, sin restricciones
adicionales, Sec. B.2]).

En este capitulo estudiaremos un sistema especifico: rotaciones de un cuerpo rigi-
do, es decir, un sistema compuesto de muchas particulas, tales que las distancias entre
ellas no cambian. En particular, nos restringiremos a estudiar rotaciones de un cuerpo
rigido en torno a un eje fijo (que no cambia su orientaciéon a medida que transcurre
el tiempo), suficiente para obtener una serie de resultados muy importantes. El caso
general, de rotaciones en torno a un eje no fijo, también se puede resolver, pero re-
quiere un formalismo matematico que en este momento no tenemos, y por lo tanto
serd tratado en cursos mas avanzados.

9.1. Las ecuaciones basicas

Estudiar en detalle la dindmica de un sistema de muchas particulas es un pro-
blema demasiado complejo, ya que cada una de las particulas tiene una ecuacién de
movimiento, y éstas en general estan acopladas, de modo que el problema matematico
consiste en resolver, digamos, N ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas,
lo cual puede, o bien no tener solucién analitica, o no ser soluble computacionalmente
en un tiempo razonable.

Por ello, uno podria pensar que estudiar la dindmica de un cuerpo complejo co-
mo, por ejemplo, un lapiz, puede resultar una tarea titanica e inuitil. Sin embargo, si

305
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bien es cierto un lapiz estd compuesto por muchisimas particulas, también es cierto
que una buena aproximacion es considerar que todas esas particulas mantienen dis-
tancias constantes entre si. Es lo que llamamos un sélido rigido. Interesantemente,
esta restriccion simplifica enormemente la descripcién del sistema, como veremos.
En efecto, recordemos primero que, para un sistema arbitrario, la segunda ley
de Newton nos permite, conocidas las fuerzas externas, determinar completamente el
movimiento del centro de masas. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos
considerar que el centro de masas esta en reposo. Esto, para un sistema genérico
como una nube de gas o un fluido puede no ayudar mucho, porque aun las particulas
tendrian una gran libertad de movimiento. Pero para un sélido rigido, la condicién de
que el centro de masas esté en reposo significa que el dnico movimiento posible que
queda son rotaciones en torno al centro de masas, como muestra la siguiente figura:

B

FEn la figura anterior, P representa el centro de masas, y se ha dibujado también
el eje de rotacion. En primer lugar, debe ser claro que existe un eje de rotacién, es
decir, que para una rotacion arbitraria siempre se puede encontrar un eje respecto
a la cual dicha rotacién se realiza. Lo segundo que debe ser claro es que el centro
de masas debe estar sobre dicho eje de rotaciéon. Esto sucede porque el centro de
masas estd en reposo, como ya hemos dicho. Asi que la figura anterior representa
una situacion completamente general. El tercer punto a notar es que si escogemos
un punto arbitrario del cuerpo, digamos A, entonces necesariamente, por tratarse el
movimiento de una rotacién, el punto A describe una trayectoria circular. Mas aun, si
escogemos cualquier otro punto, por ejemplo B, ambas trayectorias deben ser circulos
en planos paralelos entre si. Notemos cémo ésta es una consecuencia de que todas las
particulas mantengan distancias constantes entre si.

Ahora bien, es claro también que si el cuerpo es rigido, no importa cudn lejos
estén del eje de rotacién las particulas A, B, o cualquier otra, todas deben completar
sus respectivas trayectorias circulares en el mismo tiempo. Ninguna puede retrasarse
respecto a las demas. Todo el cuerpo completa un giro en un tiempo dado. Esto
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es muy importante, porque nos permite observar que, no importa qué punto del
cuerpo consideremos, hay una cantidad fisica que es comun a todos: la magnitud
de la frecuencia angular. Cada punto estd a una distancia dada del eje, y por lo
tanto sus radios de giro seran en general diferentes; consecuentemente, sus velocidades
tangenciales seran en general diferentes, ya que deben completar un giro en el mismo
tiempo, y por ende los puntos mas lejanos al eje de rotacién deben desplazarse més
rapido. Pero la frecuencia angular es la misma: todos los puntos deben completar un
giro, es decir, deben barrer un dngulo igual a 27, o una fraccién arbitraria de 27, en
el mismo tiempo.

Pero la frecuencia angular en realidad es un vector. Para un movimiento circular,
recordemos, la direccion de la frecuencia angular se asigna de acuerdo a la regla de
la mano derecha, y es perpendicular al plano de giro de la particula. Y como hemos
observado, todos los puntos del cuerpo describen trayectorias circulares en planos
paralelos entre si, por lo tanto concluimos que no sélo la magnitud de la frecuencia
angular es la misma para todos los puntos, sino también su direccién, que de hecho
es paralela al eje de rotacion.

Este es entonces el primer hecho significativo que podemos afirmar, con completa
generalidad, para el movimiento de un sélido rigido: siempre se puede considerar que
dicho movimiento consiste en una rotacién en torno a un eje que pasa por el centro
de masas; dicha rotacién puede ser caracterizada por una tnica frecuencia angular @,
cuya direccién estd dada por la regla de la mano derecha (para determinarla se puede
utilizar cualquier punto del cuerpo), y es paralela al eje de rotacion.

Todo lo que hemos dicho hasta el momento es completamente general, una vez
que decidimos que estamos trabajando con un sélido rigido, y que el centro de masas
estd en reposo. Sin embargo, el andlisis de este movimiento aun puede ser bastante
complicado, por dos razones: en primer lugar, sélo hemos observado que la trayectoria
de cada punto debe ser circular, pero eso no significa que tenga que ser uniforme. En
otras palabras, el médulo de la frecuencia angular no tiene por qué ser constante.
Nosotros ya sabemos que si hay una aceleraciéon angular, significa que hay un torque,
de modo que, en principio, tenemos las herramientas analiticas para estudiar el caso de
aceleracion angular no nula, y lo haremos en este capitulo, si bien es cierto en muchos
casos consideraremos solo el caso en que la aceleracién angular es cero. En segundo
lugar, la frecuencia angular puede no ser constante no sélo en su magnitud, sino
también en su direccién. Esto significa que el eje de rotacién puede no ser constante.
Cuando esto sucede, es necesario introducir conceptos adicionales como precesién y
nutacion, y el estudio analitico de las rotaciones de un cuerpo rigido se complica
enormemente. Es posible hacerlo, pero ello serd materia de cursos mas avanzados.

En este capitulo, entonces, estudiaremos las rotaciones de un cuerpo rigido en
torno a un eje constante.

Consideremos, pues, un cuerpo solido, que gira con velocidad angular wg en torno
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a un eje fijo que elegiremos como el eje Z. El origen lo elegimos en algin lugar sobre el
eje. (Observar que el origen de coordenadas no tiene que ser necesariamente el centro
de masas.) El vector velocidad angular se puede escribir entonces en la forma:

Wo=wo 2,

donde wy = |WJp|. La direccién de &y se elige usando la regla de la mano derecha:
si los dedos curvados indican la direcciéon de rotacién, entonces el pulgar muestra
la direccién en que apunta Jy. A esa direccién la hemos llamado Z, sin pérdida de
generalidad.

Para ser concretos, supongamos que el séli-

do consta de N masas m; (j = 1,2,...,N),

ubicadas en los puntos 7, unidas por varillas |
rigidas sin masa (ver figura 9.1). ®,
El vector posicién de cada particula se puede

descomponer como sigue:

v =11+ 22 .

La magnitud r ; = || ;| es la distancia de la
masa m; al eje de giro. 0

eje de
T
rotacicn

Figura 9.1

Para determinar la velocidad de cada masa, notamos nuevamente que cada una
describe un movimiento circular en torno al eje Z, con frecuencia angular wg. Por lo
tanto, la rapidez de la masa j es

Vj =T1;wo -

En cuanto a la direccién, notamos que, para la figura anterior, ¥; apunta en la
direccién que entra al plano de la hoja, y que por tanto es perpendicular tanto a &g
como a 7| ;. Se sigue entonces que, en general,

Vj =wo XTj.

Ahora podemos evaluar la energia cinética del sélido y también la componente
del momento angular que apunta a lo largo del eje de rotacién.

La energia cinética (debido a la rotacién del sélido) viene dada por la suma de
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las energias cinéticas de cada una de las masas, o sea:
N
K > L2
= 57717 ’UJ_]'
Jj=1

N

_ 1 L2 2

=3 msri; | Wo
j=1

Observe que las coordenadas z; de las distintas masas no intervienen en la expresién
para la energia cinética. Algo similar ocurre al evaluar la componente z del momento
angular. Para una sola particula, el momento angular es
(= mix7d

= mrx (do X T)

= mdor? — mF (Do - 7)

= mwor’i—mfwyz

= mw0r22—m(22+f’l)woz

= Mmuwo (7’2 — 22) 2 — muwozT |

= mwori 2 — mwozr .
La componente z del momento angular es entonces
0, =mr?w .

La componente z del momento angular de todas las particulas que componen el sélido
es, por lo tanto,

N
2
L, = gm]—rlj wo -
j=1

. . . s N 2 s . s .
En dos ocasiones ya nos ha aparecido la expresién » =1y Es 1til definir explici-
tamente este concepto: Definiremos el momento de inercia del sélido en torno a un

eje por
N
_ Z 2
I = m] le .
j=1

De esta manera la energia cinética y la componente del momento angular paralela al
eje de rotacién vienen dadas por
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Observemos que, gracias al concepto de momento de inercia, es posible escribir la
energia cinética y el momento angular (en torno al eje de rotacién) de modo andlogo a
la energia cinética y el momento lineal de una unica particula de masa m y velocidad
vg, reemplazando la velocidad por velocidad angular, momento lineal por momento
angular, y reemplazando la masa por el momento de inercia. En otras palabras, el mo-
mento de inercia es el equivalente al concepto de masa cuando estudiamos rotaciones
de un cuerpo rigido.

Lo anterior también es cierto cuando la aceleraciéon angular no es cero. En efecto,
si sobre un sistema aplicamos un torque en la direcciéon z, entonces cambiara la
componente z de su momento angular de acuerdo a la relacién
dL, dwo )

=1]—= Iwo .
dt dt
Nuevamente, este resultado es equivalente al de una particula, reemplazando las can-
tidades “lineales” por “rotacionales” (velocidad lineal por velocidad angular, fuerza
por torque, masa por momento de inercia). Y lo importante es que ahora, dado el
momento de inercia (que siempre se puede evaluar conocida la distribucién de las
particulas que forman el cuerpo), conociendo el torque sobre el cuerpo podemos eva-
luar su aceleracién angular.

T, =

En el capitulo anterior demostramos que el momento angular de un sélido que
se mueve en el espacio, respecto a un origen O se puede escribir como una suma de
dos contribuciones: i) el momento angular debido a la traslacién del sistema como un
todo, es decir, el movimiento del centro de masas con toda la masa concentrada en
ese lugar y, ii) el momento angular (rotacional intrinseco) del sistema, L', visto desde
el centro de masas, es decir,

L= Rem X Py + L.

Mostraremos a continuacion que se tiene una expresién analoga para la energia cinéti-
ca. Sea ¥; la velocidad de la particula j medida desde un sistema de referencia O,
U} la velocidad de la misma particula pero vista desde el sistema de referencia fijo al
centro de masas y ‘Z;m la velocidad del centro de masas. Entonces se tiene que

— -/ nyd
Uj = Uj + Ve -

La energia cinética (para el observador O) es

A partir de las dos tltimas ecuaciones se encuentra que

1 N
K = 52:1771]?7]?7]
‘]:
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N
K= 55 m Vo) 5+ Vi)

j=1
1 Y = 12 A Ve =/ 1 Y (72

= §ij'Uj + Y my Vo -7 +§ijvcm
j=1 j=1 j=1
1 Y = 2 7 Y =/ 1 72

= §ijvj Vo - | D> my 7 + 5 MVZ, (9.1)
j=1 Jj=1

El primer término al lado derecho de la iltima ecuacién es la energia cinética del
sélido vista desde el centro de masas, o sea, corresponde a la energia cinética debido
a la rotacion intrinseca del sélido. Como vimos al inicio de la presente seccion, esta
energia cinética la podemos escribir de la forma

K/_ 1 al 2 1[ 2
j=1

El segundo término del lado derecho de la ecuacién (II.I6]) es nulo ya que (3 m; @ ) /M
es la velocidad del centro de masas vista desde el centro de masas. Por ultimo, el ter-
cer término del lado derecho de la ecuacién (I1.10)) es la energia cinética de traslacién
del sélido como un todo. Concluimos que la ecuacién (III6) se puede escribir de la
forma

1, 1
K:§MVC2m+§Iw§.

9.2. Una notacion util

Al calcular el momento angular de una particula apareci la expresion 77X (g X ),
y de hecho aparece habitualmente en el estudio de rotaciones. En este caso particu-
lar, ya habiamos obtenido, en el Cap. Bl una expresién analitica para este producto,
pero recordemos que obtenerla en coordenadas cartesianas fue un proceso bastante
engorroso. Debido a que este tipo de expresiones vectoriales, y otras mas complejas,
aparecen con mucha frecuencia, es conveniente introducir un modo maés expedito de
obtener expresiones analiticas para ellas.

La clave de todo sera introducir una nueva notacién. Para ello, notemos primero
que un vector es conocido si se conocen sus tres coordenadas cartesianas, cada una de
las cuales podemos rotular con un indice 7, donde ¢ = 1 corresponde a la direccion z,
i=2agei=3a 2z Sidesignamos como Z; a los correspondientes vectores unitarios
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(T1 =&, 29 =y y &3 = Z), entonces podemos escribir un vector en la forma:

Lo que proponemos ahora es que, si acordamos que siempre vamos a trabajar en
coordenadas cartesianas, y que siempre trabajaremos en tres dimensiones, entonces
indicar los vectores ; es “redundante” (porque esa informacién ya estd en el subindice
de la coordenada A;), y la suma también es “redundante” (porque siempre se entiende
que un vector es una suma de tres términos, con i = 1, 2'y 3). Por lo tanto, la propuesta
es representar un vector con sus coordenadas, de la siguiente forma:

Un vector, entonces, serd representado como una cantidad con un indice. Esto es
interesante, porque pone de manifiesto que un vector se puede considerar simplemente
como una coleccién de tres numeros, A;, As y As. Pero ademds, permite una gene-
ralizacién inmediata a otros objetos matematicos. Por ejemplo, una matriz sera una
coleccién de nueve nimeros, ordenados en tres filas y tres columnas. En nuestra nueva
notacién, podemos representarlo como un objeto con dos indices, i y j, cada uno de
los cuales va de uno a tres, como en el caso de los vectores:

A A Agg
Ay Agp Agz | — Aij .
Az1 Azz Asg

A la inversa, un objeto con ningun indice representard un tinico nimero, es decir, un
escalar.
En resumen, en esta notacion, tenemos las siguientes asociaciones:

escalar A
vector  A;
matriz ~ A;j

Notemos ahora que el producto escalar se puede escribir:

—

A-EZZA,-B,-.

Aqui, tenemos un indice repetido (i) y una suma sobre él, desde 1 hasta 3. Como
todas las sumas van desde 1 a 3, vamos a simplificar la notaciéon del siguiente modo:

3

i=1

La convencién serd entonces la siguiente:
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Cada vez que aparezcan indices repetidos en una erpresion, se enten-
derd que hay una suma sobre dicho indice, y que en dicha suma el indice
repetido recorre los valores 1, 2 y 8.

Esta convencion puede parecer una trivialidad, pero el hecho es que resulta ex-
traordinariamente 1til para realizar calculos complejos que involucran vectores o ma-
trices. Fue introducida por Einstein, en el contexto de su Teoria de la Relatividad
General, y se conoce por ello como notacion de Einstein o convencion de suma de
FEinstein.

A un indice repetido se dice que es un indice contraido. Asi, la convencién de
suma de Einstein indica simplemente que indices contraidos se suman. A un indice
que no esta repetido se le denomina un indice libre.

Con la notacién de Einstein, entonces, el producto escalar entre dos vectores se
escribe:

A.-B=AB; .

Notemos que el indice de suma (7) podria llamarse de cualquier otra manera, sin
afectar el resultado final (32, 4;B; = >_; A;B;). En notacién de Einstein:

AiBi = Aij .

Técnicamente, se dice que un indice contraido o de suma es mudo, y podemos cam-
biarlo por cualquier otro (mientras el nuevo indice no se esté usando en otra parte de
la misma expresion porque, recordemos, indices repetidos se deben sumar).

Observemos también que la expresiéon A; B; involucra expresiones con un indice
(vectores), pero el resultado es un escalar, un objeto que como sabemos no tiene
indices. jPero esto es perfectamente consistente dentro de nuestra notacién! En efecto,
los dnicos indices vectoriales estdn contraidos (no son libres), y como eso implica que
se debe sumar sobre ellos, pierden su identidad, al punto que podrian llamarse de
cualquier otro modo y no importaria.

Entonces, podemos reformular las asociaciones que hicimos anteriormente:

» Un escalar, en realidad, serd cualquier objeto sin indices libres (a, a;b;, a;bicjd;,
etc.).

» Un vector serd cualquier objeto con sélo un indice libre (a;, a;bjc;, etc.).
» Una matriz serd cualquier objeto con dos indices libres (a;;, a;bj, a;jbjcy, etc.).

Para escribir el producto cruz con notacién de Einstein, necesitamos escribir una
cantidad adicional:
(A X B)Z = eijkAjAk .

€;j, es un objeto con tres indices, uno mas que una matriz. Podemos imaginarlo
como una matriz en tres dimensiones. A estos objetos con tres o mas indices se les
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denomina tensores. El objeto €;;; necesario para definir el producto cruz es el tensor
de Levi-Civita, y se define como:

1 si(4,7,k) es una permutacién ciclica de (1,2, 3)
€jk = § —1 si (4,7, k) es una permutacién anticiclica de (1,2, 3)

0  en otro caso (i.e., si algunos de los indices son iguales entre si)

En general, la denominacién de tensores se puede utilizar para objetos con cual-
quier numero de indices, de modo que escalares, vectores y matrices se pueden con-
siderar como casos particulares de tensores.

Ejercicio: Muestre que con la definicién del tensor de Levi-Civita y la notacién
de Einstein, €;;,A;B; corresponde efectivamente a la coordenada ¢ del producto cruz
Ax B.

El producto de dos tensores de Levi-Civita (contraidos en su primer indice) se
puede escribir de la siguiente forma:
€ijk€itm = 0j00km — OjmOke

donde §;; es la delta de Kronecker:
0i5 = ! S? Z - ] '
0 sii#7j.

Ejercicio: Con las definiciones anteriores, recupere la expresion demostrada en el

Cap. B

Ax(Bx0) =[Bd-c)- (4B

7

9.3. Momento de inercia

Ya hemos observado, en la Sec. [0.1] que el momento de inercia es de vital impor-
tancia para describir las rotaciones de un sélido, ya que equivale al concepto de masa.
Para un sélido constituido de N masas discretas (unidas rigidamente con varillas sin
peso), el momento de inercia viene dado por

N
_E g2
I = ijJ_j.
j=1

Para distribuciones de masa continua, la expresion anterior debe sustituirse por una
con integrales que adecuadamente describa la situacién. Por ejemplo: si un cuerpo
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sélido viene descrito por una densidad de masa p(z,y, z) = p(7), entonces el momento
de inercia en torno al eje Z viene dado por

I= / (z% 4+ 9?) p(7) dr dydz .
Solido

En la tltima expresién (2 + 3?) es el cuadrado de la distancia al eje de la masa del
volumen d3r = dx dy dz ubicado en el lugar 7.

A continuacién evaluaremos algunos momentos de inercia sencillos, para cuerpos ho-
mogéneos y con al menos un eje de simetria. En varios casos, observaremos que po-
demos encontrar el momento de inercia facilmente dividiendo un cuerpo complicado
en cuerpos mas sencillos con momento de inercia conocido.

4’
L
Ejemplo 1:
Evaluemos el momento de inercia de una
varilla de largo L y masa M en torno a un
eje que pasa perpendicularmente por uno 2
_ ML
de sus extremos (ver figura 9.2). T ==
Figura 9.2

La densidad lineal de la varilla es A = M /L. El trozo de varilla de largo dx que se
encuentra a una distancia x del eje tiene una masa igual a Adx y su contribucién al
momento de inercia es 22\ dz. Sumando todas las contribuciones desde z = 0 hasta

x = L se obtiene .
L 3
1 AL
1:/ )\:132d:13:)\<—3:3 )z—,

ML
===

0 sea
I
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Ejemplo 2:

Evaluemos el momento de inercia de un
anillo de radio R y masa M en torno a

un eje que pasa perpendicularmente por R
el centro (ver figura 9.3).

Como toda la masa del anillo esta a la

distancia R del eje, el momento de inercia >
es simplemente I=MR

I=MR?. Figura 9.3
Ejemplo 3:

Evaluemos el momento de inercia de un disco uniforme de radio R y masa M en torno
a un eje que pasa perpendicularmente por el centro (ver figura 9.4). La densidad
superficial del disco viene dada por o = M/(7rR?). Para encontrar el momento de
inercia subdividiremos el disco en anillos infinitesimales.

El momento de inercia dI de un anillo de
radio r y ancho dr viene dado por (ver
ejemplo anterior)

dI = (masa del anillo) - 72 .

Pero la masa de tal anillo es

(masa del anillo) = o 27rdr

luego 1 2
dl =2rorddr. I==MR

Figura 9.4

Sumando la contribucién de todos los anillos desde » = 0 hasta » = R se encuentra

R B o
I:/dI:/ 2nor3dr = 2ro | — =" RY.
0 4 |y 2

Sustituyendo la expresion para o se obtiene finalmente

2
I:MR .
2
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Notemos que el momento de inercia es menor que en el caso del anillo, lo cual
es esperable, ya que ahora la masa se encuentra distribuida a distancias menores o
iguales que R.

Observemos que en todos los ejemplos estudiados, se repite una caracteristica
comun: el momento de inercia siempre resulta tener, al menos para estos cuerpos
sencillos, la siguiente forma: masa, multiplicada por el cuadrado de una longitud
caracteristica del cuerpo (longitud de la barra, radio del aro, etc.), por un factor
numérico (que depende de la geometria del cuerpo).

Ejemplo 4:

Encontremos el momento de inercia de una esfera uniforme de radio R y masa M
alrededor de un eje que pasa por el centro.

La densidad de masa de la esfera viene

dada por
M

%WR3 .

Para encontrar el momento de inercia de
una esfera supongamos que ella estd cons-
tituida por numerosos discos infinitesima-
les de grosor dz (ver figura 9.5). El radio
del disco infinitesimal que se encuentra a
una altura z viene dado por vV R? — 22. El
area de tal disco es por lo tanto Figura 9.5

po =

A=m(R*-2%).

Para la masa dM (que es el volumen del disco infinitesimal multiplicado por su
densidad) se obtiene
dM = po m(R? — 2%) dz .

La contribucién de tal disco al momento de inercia de la esfera es (ver ejemplo 3)

1
dI = SdM (R - %) = % (R2 — 2%)2dz .
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Sumando la contribucion de todos los discos desde z = —R hasta z = R se encuentra
R R
I:/d[::/1dlzgﬂ (R? — 2%)2d>
_R 2 _R
poOT r
= — / (R* —2R%2% + 2%) d=
2 Jor
R
= 2T (Rt gR223 + 125
2 3 5 _R
poT 5 2.5 1.5
= —2(R°—-—=R -R
2 < 3 + 5 >
8
— R —
PO 5

Sustituyendo la expresién para pg se obtiene finalmente

2
I=-MR?.
5

Nuevamente, el momento de inercia tiene la forma observada: la masa, por el
cuadrado de una distancia caracteristica (el radio de la esfera), por un factor numérico.

Ejemplo 5:

Evaluemos el momento de inercia de una esfera hueca de radio interno R; y radio
externo R., hecha de un material de densidad uniforme pg, para un eje que pasa por
el centro.

Es facil resolver este problema si se observa que la esfera hueca se puede pensar
como dos esferas concéntricas sobrepuestas: una de radio R, con densidad pg y otra
de radio R; con densidad negativa —pg.

El momento de inercia de esta superposicién (que coincide con la de la esfera
hueca) viene dado por (ver ejemplo 4)

— é 5 E _ 5 __ E 5 _ pbd

Expresemos el resultado también en términos de la masa de la esfera hueca, que es:

4
Mzgﬁ(Ri—R?)Po-

Sustituyendo esta relacién en la expresion para el momento de inercia se encuentra

5_ RS
L, 2, (R-RY)
50 (RE— RY)
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Para R; — 0, se recupera, tal como debe ser, el resultado del ejemplo anterior.

En este caso, el cuerpo no tiene una tnica longitud caracteristica (hay un radio
interno y uno externo), de modo que el momento de inercia no tiene exactamente la
misma forma observada en los casos anteriores.

Ejemplo 6:

Evaluemos el momento de inercia de una céscara esférica de radio R y masa M,
para un eje que pasa por el centro.

Para resolver este problema usamos el resultado del ejemplo anterior, evaludndolo
en el limite R; — R.. Para encontrar este limite pongamos R; = R. — € con € muy
pequeno. Se tiene:

R} — R} = R}—(R.—¢)’

~ RS _R} (1—3Rie>
~ 3R%.
De la misma manera se encuentra que
R? — R? =5Rle.

Reemplazando estos resultados en la expresién para el momento de inercia, e igua-
lando R. con R, se encuentra (para el momento de inercia de una céscara esférica)

2
I=-MR?.
3
Ejemplo 7:
Evaluemos el momento de inercia de un ay

anillo de radio r y masa M en torno a un
eje que coincide con un didmetro del anillo
(ver figura 9.6). )

Para resolver este problema subdividamos
el anillo en numerosos sectores angulares

infinitesimales. La densidad lineal del ani- \
llo es A = M/(27R). La masa del anillo T =
del sector comprendido entre ¢ y ¢ + do

es Ard¢. Su contribuciéon al momento de Figura 9.6
inercia del anillo es

iMR2
2
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dIl = ARd¢ (Rsin¢)? .

Sumando la contribucién de todos los sectores (desde ¢ = 0 hasta ¢ = 27) se obtiene
2m
I:/dlz AR3sin? ¢ do .
0

Pero
2w
/ sin? ¢ dp =,
0

luego
I =\Rr = %MRQ .

Notemos que, de acuerdo a lo observado anteriormente, el momento de inercia
debia ser proporcional a MR?, igual que en el ejemplo 2. Sin embargo, ahora el eje
en torno al cual se calcula el momento de inercia es distinto, y eso tiene el efecto de
cambiar el factor numérico involucrado. Notemos, ademads, que en el ejemplo 2 toda
la masa estaba a una distancia R del eje, y ahora toda la masa estd a una distancia
menor o igual que R. Por lo tanto, era esperable que el momento de inercia fuese
menor que en el ejemplo 2.

Problema resuelto en clases: 9.1

Problema resuelto en clases: 9.15
(Generalizado para un péndulo fisico arbitrario)

Problema resuelto en clases: 9.10

Problema resuelto en clases: 9.14

(No exactamente, sino discutir el problema del lanzamiento vertical de distintos
objetos rotando, y cémo la energia rotacional crece a expensas de la traslacional.)

Discusién de la técnica de patinadoras y clavadistas para aumentar su velocidad
de rotacién.

Problema resuelto en clases: 9.35
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9.4. Problemas

1. (Teorema de Steiner o teorema de los ejes paralelos.) Demuestre que el momento
de inercia I para las rotaciones de un cuerpo sélido alrededor de un eje L es

I=1I,+MR?

donde Iy es el momento de inercia para rotaciones del sélido alrededor del eje
paralelo a L que pasa por el centro de masas y R es la distancia de separacion
de los dos ejes.

2. Encuentre el momento de inercia de las superficies, de densidad superficial uni-
forme oy, mostrados en la figura 9.7 y en torno a los ejes ahi indicados.

Figura 9.7

3. Considere un sistema de dos masas my y me, separadas por una distancia 7.
Demuestre que el momento de inercia con respecto al eje que pasa por el centro
de masas en forma perpendicular a la linea que los une, viene dado por jur?,
donde p = mymgy/(my + ms) es la masa reducida del sistema.

4. Encuentre el momento de inercia de los alambres, de densidad lineal uniforme
Ao, mostrados en la figura 9.8 y en torno a los ejes ahi indicados.
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s s

circunferencia

4

2

1 =ML I=2MR
12

Figura 9.8

5. La molécula de metano consiste de un
atomo de carbono localizado al centro de
un tetraedro regular cuyos vértices estan
ocupados por 4 atomos de hidrégeno. La
distancia C— H es de 1.08 A. (1 A=
10® cm). ;Cudl es el momento de inercia
de la molécula de metano para una rota-
cién alrededor de un eje C— H? Las masas
de los atomos de hidrégeno y carbono son:
mp=1.68 10727 Kg y mc=19.9 10727 Kg,
respectivamente.

322

-
g

Figura 9.9

6. Una esfera sube rodando un plano inclinado en 30°. Cuando la esfera se en-
cuentra al pie del plano, su centro de masas se traslada con una velocidad de
5 m/s. jHasta dénde subird la esfera por el plano inclinado? ;Cuénto tiempo

tardara en regresar al punto de partida?

7. Se enrolla una cuerda alrededor de la pla-
taforma de un carrusel de radio R = 2 m
para echarlo andar. Durante 10 s se tira
de la cuerda con una fuerza de 200 N. Du-
rante ese tiempo el carrusel da una vuelta
completa. ;Cudl es el momento de inercia
del carrusel?

Respuesta: I =3183 kg m?.

Figura 9.10
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8.

10.

11.

Los dos discos mostrados en la figura ad-
junta tienen masas m y radios R iguales.
El disco superior puede rotar libremente
alrededor de su eje. Una cuerda esta enro-
llada alrededor de ambos discos. Encuen-
tre:

a) La aceleracién del centro de masas
del disco inferior.

b) La tensién de la cuerda.

¢) La aceleracién angular de cada disco
alrededor de su centro de masas.

Una esfera de densidad uniforme pg y ra-
dio 7 rueda sin deslizarse a lo largo de una
via que posee una vuelta circular de radio
R (ver figura 9.12). La esfera inicia su mo-
vimiento partiendo, del reposo, desde una
altura h. ;Cudl es la minima altura h re-
querida para que la esfera no deje la via?
. Cual seria la altura h si la bola en lugar
de rodar se desliza resbalando?

Respuesta: h =27(R —r)/10.

L
!

Figura 9.11

Figura 9.12

Una bola de palitroque, de radio R y masa M, se lanza de manera que inicial-
mente resbale (sin que ruede) con velocidad vg. Si el coeficiente de roce entre
el suelo y la bola es u, ;qué distancia recorrera la bola antes de que ruede sin

resbalar? ;Cudl es su velocidad final?

Respuesta: vy = 5vg/7 .

Considere dos poleas (discos) de masas
mq, my y radios Ry, Ro, respectivamen-
te. Con estas poleas se realiza el montaje
mostrado en la figura adjunta (la cuerda
estd enrollada en torno a la polea # 2).
Encuentre la aceleracién de la masa M.

Respuesta:
P M+ my

_9M+§m1+2m2'

Figura 9.13
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12. Una varilla de largo L y masa M puede rotar libremente alrededor de un pi-
vote A. Una bala de masa m y velocidad v impacta contra la varilla en un

punto P alejado una distancia a desde el pivote, quedando incrustada en ella.
A

a) Encuentre el momento angular alre- N A
dedor del punto A inmediatamente

antes y después de la colisién. M

b) Determine el momento lineal del sis-
tema inmediatemente antes y des- m

pués de la colision. e = YV

c¢) (Cudl es el valor @ de la colision,
es decir, cuanta energia es disipada .
durante el proceso? Figura 9.14

L] Vs

13. Dos ninos, cada uno de masa M, estan sentados en los extremos de una barra
horizontal de largo L y masa m. La barra gira inicialmente con una velocidad
angular wg alrededor de un eje vertical que pasa por su centro.

a) ;Cudl serd la velocidad angular si ca- M

M
W,
da nino se mueve una distancia d ha- i LW 5 0 j
cia el centro de la barra (sin tocar el 2 m 2
[ ]
suelo)?
b) ;En cudnto cambiard la energia
cinética de rotacion del sistema? Figura 9.15

14. Una esfera, un disco y un aro, hechos de materiales homogéneos, tienen el mismo
radio R y la misma masa M. Los tres objetos se dejan libres desde la parte
superior de un plano inclinado. Los tres objetos parten desde el reposo y ruedan
sin resbalar. El plano tiene un largo L y su inclinacién respecto a la horizontal
es .

a) ;Cudles son sus velocidades al llegar al pie del plano inclinado?
b) Encuentre la fuerza de roce f, en cada caso.

¢) (Cudanto tarda cada uno de los objetos en llegar a la parte inferior?

15. Un aro circular de radio R oscila en torno a un eje horizontal que pasa por A
(ver figura). El eje es normal al plano del aro.
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a) ;Cudl seria el largo de un péndulo
simple con igual periodo de oscila-
ci6én que el del aro? (Haga el analisis
s6lo para pequenas oscilaciones.)

b) Se desea que el aro dé una vuelta
completa alrededor de A. ;Cudl es
la minima velocidad angular que de-
be poseer el aro, en la parte inferior,
para que esto sea posible? Figura 9.16

S— 7

16. Un aro circular de masa m y radio R descansa sobre una superficie horizontal sin
roce (ver figura, vista desde arriba). Contra el aro se dispara tangencialmente
una bala con velocidad 7, cuya masa también es m. La bala queda incrustada
en el aro.

a) Describa el movimiento del sistema
después del choque.

b) ;Cudl es la velocidad del centro de
masas del sistema antes y después
del choque?

¢) (Cudl es el momento angular del sis-

tema respecto a su centro de masas 171 TVCT:}

antes del choque? oo T
d) ;Cudl es la velocidad angular con

que gira el sistema después del cho- Figura 9.17

que?

e) (Cudnta energia cinética se pierde
en el choque?

17. Un aro de masa M y radio r, rueda sin res-
balar por la superficie interior de una cinta
circular fija de radio R (ver figura 9.18).
Encuentre el periodo de este movimiento
para pequenas oscilaciones alrededor de la
vertical.

Respuesta:

T =(21)/wo , con wi = R—1) Figura 9.18
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18. Considere la maquina de Atwood mostra-

da en la figura adjunta. La polea consta de
un disco uniforme de masa m (que coin-
cide con el valor de la masa méas pequena
colgada de la méquina) y radio R. El mo-
mento de inercia para rotaciones en torno
al eje de un disco es I = mR?/2. El ro-
ce entre la cuerda y la polea hace que es-
ta ultima gire mientras las masas estén en
movimiento. Suponga que la cuerda no tie-

ne masa y que no desliza sobre la polea. h
La masa 2m parte del reposo desde una @ i/
altura h.

Figura 9.19

a)

b)

Usando el teorema de conservacién de la energia, encuentre la velocidad
de la masa 2m cuando ésta llega al suelo.

Encuentre la tensién de la cuerda a ambos lados de la maquina de Atwood.
Es decir, encuentre 71 y 75 en funcién de m, g y R. (Cuando el momento
de inercia de la polea no se puede despreciar (lo que es el caso del presente
problema) entonces la tensién de la cuerda no es la misma a ambos lados
de la polea.)

Encuentre la tensién de la cuerda que sujeta la polea mientras las masas
estan en movimiento.

Encuentre la tension de la cuerda que sujeta la polea después de que la
masa 2m llegd al suelo (y todas las componentes de la maquina de Atwood
estdn en reposo).

19. Considere dos poleas fijas unidas por una correa (o cadena) de transmisién
tal como se muestra en la figura adjunta. Una masa M colgada por una cuerda
enrollada en la polea #1 pone en movimiento el sistema. Suponga que las poleas
son discos de radio Ry tienen una masa también igual a M (es decir, el momento
de inercia de las dos poleas coinciden, teniéndose I = M R?/2). Note que una
correa (o cadena) de transmisién sélo puede transmitir una fuerza de traccién.
Para el presente problema sélo la parte superior de la correa transmite una
fuerza entre las poleas.
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,)

Correa de
transmisién

Qal

Figura 9.20

a) Encuentre la tensién 7' de la cuerda.
b) Encuentre la aceleraciéon angular de la polea #1.

c¢) Usando la ley de conservacion de la energia, encuentre la velocidad v que
tiene la masa M después de haber bajado una distancia h. (La masa M
parte desde el reposo).

SR
20. Una barra uniforme de largo L apoyada i
contra la pared comienza a resbalar (sin g
roce). Inicialmente el dngulo que forma SO\ L
con la pared es #y. Encuentre la altura z o
para la cual el extremo A de la barra se
separa de la pared vertical. o B

Respuesta: z = %L cos By .
Figura 9.21
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21.

22.

Una carretilla de hilo, formada de dos discos y un cilindro de las dimensiones
indicadas en la figura 9.22a, se tira del hilo que tiene enrollado tal como se
muestra en la figura 9.22b. Encuentre la aceleracién de la carretilla de hilo si
ésta rueda sin resbalar.

carretilla

Figura 9.22

Considere un automovil de masa M, cuya geometria se muestra en la figura
adjunta, y que inicialmente se mueve con velocidad —vghatz. Suponga que en
cierto instante el automévil frena bloqueando las dos ruedas delanteras. En-
cuentre la distancia que el automévil alcanza a recorrer durante el frenado si
el coeficiente de roce cinemético entre el pavimento y las ruedas es p.. Asuma
que durante el frenado, las ruedas traseras, en todo instante, estdn en contacto
con el pavimento, situacién que generalmente se da en la préctica.

Bajo ciertas condiciones extremas de frenado, el automévil podria elevarse por la
parte trasera y tumbarse. Encuentre la condiciéon que debe satisfacerse para que
el automdvil quede, en todo instante, con las cuatro ruedas sobre el pavimento.

Haga también un analisis del proceso de aceleracién del automovil.

Az
: d b —

Figura 9.23
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23.

24.

25.

Considere una varilla rigida (de masa
despreciable), que en cada uno de sus
extremos tiene adosada una masa m.
La varilla se desplaza inicialmente sin
rotar sobre el plano (x,y), con la velo-
cidad del centro de masas ¥ = vgZ y
con la varilla orientada de manera de
formar un éngulo « con el eje &, (ver
figura). En cierto lugar una de las ma-
sas choca elasticamente con una pared
rigida, tal como se muestra en la figu-
ra. Después de la colisién (el centro de
masas de) la varilla con las masas se
trasladara uniformemente, rotando si-
multdneamente con velocidad angular
constante.

Desprecie el roce entre las masas m y el plano y suponga también que la pared
estd pulida, es decir, no hay fuerzas de roce entre la masa m y la pared cuando
entran en contacto.

>

>

(visto desde arriba)

Figura 9.24

a) Determine la velocidad angular de la varilla después de la colision.

b) Encuentre el impulso transmitido al sistema por la pared durante la coli-
sién.

¢) Verifique que el resultado obtenido en la parte b) da los resultados correctos
en los limites a =0y a = /2.

Uno de los extremos de un resorte ideal
de constante eldstica k se fija a una pa-
red. El otro extremo se fija al eje de una
rueda cilindrica de radio R y masa M.
El resorte se comprime una distancia a,
manteniendo su posiciéon horizontal.

Figura 9.25

Estando el cilindro en contacto con el suelo (superficie rugosa) se suelta éste
del reposo. Calcule la velocidad angular del cilindro cuando la elongacion del
resorte es nula. Suponga que el cilindro no resbala.

Cuatro bolitas idénticas, de masa m cada una, se unen mediante varillas de
masa despreciable de largo a de tal forma que las bolas queden ubicadas en los
vértices de un cuadrado.
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a) Calcule el momento de inercia con
respecto a un eje a lo largo de la dia-
gonal del cuadrado.

b) Calcule el momento de inercia con
respecto a un eje paralelo a uno de
los lados y que pasa por el centro de
éste.

¢) Silos dos cuadrados se hacen rotar,
cada uno entorno a los ejes descritos
anteriormente y con la misma veloci-
dad angular, determine cual de ellos
(y en que porcentaje) tiene mayor
energia cinética.

26. Un bloque rectangular y un cilindro se M/2

unen con una varilla como se muestra en
la figura. El cilindro rueda sin resbalar
mienmtras que el bloque desliza sobre el
piso rugoso (u.). Si la masa del cilindro y
del bloque es la misma (M/2) y el radio

M/2

. . M/2
del cilindro es R, calcule el tramo recorri-
do por el sistema desde aquel instante en
que el sistema se desplaza con rapidez vy.
M/2

Compare con el resultado que obtendria si
el cilindro se mantiene fuera de contacto

con el piso.
Figura 9.27
27. Considere un cubo de arista L y masa que v
se desliza von velocidad vy sobre un plano L — 2

horizontal (sin roce). En cierto lugar el cu-
bo se encuentra con un tope.

a) Demuestre que el momento de iner-
cia del cubo respecto a un eje de ro-
tacién que coincide con una de sus Figura 9.28
aristas es I = 2M L?/3.

(b) {Cuél es la minima velocidad que debe tener el cubo para que se vuelque?
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28. Una ardilla de masa m corre (acelerada-
mente) dentro de un cilindro hueco de ra-
dio R y masa M. La ardilla en ningtin mo-
mento resbala y el cilindro posa sobre un
plano rugoso horizontal (sobre el cual rue-
da sin resbalar). A consecuencia de su mo-
vimiento acelerado la ardilla se mantiene
siempre a una altura h del suelo. Deter- S
minar la aceleracién con que se traslada Figura 9.29
el centro de masas del cilindro (que es la

misma con que se traslada la ardilla).

29. Un disco de radio R y masa M, inicial-
mente en reposo, puede girar libremente
alrededor de un eje vertical fijo. Sobre ese
disco se coloca otro disco, de radio r y ma-
sa m que inicialmente rota con una velo-
cidad angular wgy. Debido al roce entre los
dos discos el segundo disco eventualmente
quedard en reposo respecto al primero. Si
la separacion entre los centros entonces es
D, encuentre la velocidad angular final €2
con que giraran los dos disco entorno al
eje.

Figura 9.50

30. Una varilla de masa M y longitud L cuel-
ga con uno de sus extremos fijo al techo.
La varilla puede rotar libremente entorno
a este punto. Sobre el piso un cuerpo pe-
quenio de masa m choca elasticamente con
el extremo inferior de la varilla.

a) Determine la velocidad angular de la
varilla inmediatamente después de la
colisién.

b) Determine la masa de la varilla si Figura 9.31
a consecuencia del choque la masa
incidente queda detenida.
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31.

32.

33.

34.

Una cuerda se enrolla entorno a un cilin-
dro. El cilindro se ubica sobre un plano ho-
rizontal rugoso (i) y en contacto con una
pared vertical del mismo material del pi-
so (ver figura). La cuerda se tira con una
fuerza F hacia abajo. Calcular la razdén
entre las fuerzas normales experimentadas
en el suelo y la pared, respectivamente.

Considere la configuracién experimental
mostrada en la figura adjunta. Suponga
que no hay roce entre la carretilla de hilo
y el plano inclinado. Suponiendo conoci-
dos el momento de inercia I de la carreti-
lla para rotaciones alrededor de su eje, los
radios R y r, el &ngulo de inclinacion a del
plano inclinado, encuentre la aceleracion a
del eje de la carretilla.

Un mono se encuentra sobre una platafor-
ma que puede rotar (sin roce) alrededor
de un eje. Inicialmente la plataforma y el
mono se encuentran en reposo. ;Qué debe
hacer el mono para alcanzar los platanos
que estan al otro lado. No hay nada a la
mano del mono y supondremos que con
sélo soplar no es posible poner en movi-
miento la plataforma.

Considere un péndulo (fisico) formado por
una varilla de largo R y masa M en cuyo
extremo estd adosada una esfera de radio
R y masa 2M. El péndulo cuelga de uno
de los extremos de la varilla.

a) Determine el momento de inercia del
péndulo para rotaciones en torno al
punto de suspension.

b) Determine el periodo de este péndu-
lo para pequenas oscilaciones.

e

F

Finaira Q 29

M, I

mono

L]
pleftanos g( % g

Figura 9.3

gje de
suUspensicn
Z/

Q\L R,M

Figura 9.35
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35. Una rueda de bicicleta se sostiene del eje
con un hilo (amarrado a un solo lado). El
punto de amarre se ubica a D = 20 cm hilo
del centro de la rueda. El neumético y la
llanta pesan M = 4 kg y tienen un ra-
dio R = 30 cm. La rueda se hace girar a
10 rev/s. El eje se orienta (inicialmente)
de manera horizontal.

eje

a) Demuestre que el eje de la rueda
se mantendra en posiciéon horizontal
y que ésta realizard un movimiento
circular (coincidiendo el eje de este
movimiento con el hilo). Este movi-
miento se llama precesion.

o,

Figura 9.536

b) Encuentre la velocidad angular de
precesion.

36. Un cubo, de lado h y masa m, estd colocado sobre una cinta transportadora
en la orientacién que se muestra en la figura adjunta. El coeficiente de roce
estdtico entre el bloque y la cinta es pu. = 0,5 y el coeficiente de roce cinético
es e = 0,4. En t = 0, la cinta comienza a moverse, aumentando linealmente
su aceleracién. En t = 20 s su aceleracién es @ = 3 m/s? & y en t = 60 alcanza
9 m/s? 2. Entre t = 0 y t = 60 s, se observa que el bloque se desplaza en la
direccién & manteniendo su orientacion original (es decir, sin rotar con respecto
a su centro de masa).

a(t)

Figura 9.37

a) Calcule la fuerza de roce que actia sobre el bloque cuando la aceleracién
de la cinta transportadora es 3 m/s?.

b) Haga un gréfico de la aceleracién en funcién del tiempo.

¢) Considere un sistema de coordenadas solidario al bloque, con origen en su
centro de masa y con el eje x paralelo a la direccién en que se mueve la
cinta. ;Cudl es la coordenada x del punto donde actia la “fuerza normal
efectiva” cuando la aceleracién de la cinta transportadora es 6 m/s? & ?
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9.5. Solucion a algunos de los problemas

Solucion al problema 8

Definamos el eje Z apuntando hacia arriba y concentrémonos primeramente en el
disco inferior. Sea @ = —aZ (con a > 0) la aceleracién lineal del disco inferior. Para
tal disco, usando la segunda ley de Newton, se encuentra la ecuacién de movimiento

Fiot = —mgz+TZ%2 =ma,

o sea,
mg—T =ma . (9.2)

Sea @ = w la aceleraciéon angular del disco inferior. El torque ejercido por el peso
(respecto al centro de masas del disco) es nulo mientras que el torque ejercido por la
cuerda es 7 = T'R. Se tiene

¢ d

T:TR:&:E(Iw):Iw:Ia.

Usando el valor del momento de inercia de un disco I = mR?/2, se encuentra

T= %mRa . (9.3)
Siendo los dos discos iguales y siendo que el torque sobre el disco superior (respecto
a su centro de masas) es igual al del disco inferior, se concluye que ambos discos se
desenrollardn con la misma aceleracién y velocidad angular.

La aceleracién lineal a y la aceleracién angular o (que es la misma para ambos
discos) no son magnitudes independientes, sino que estan correlacionadas. En efecto,
se tiene que

2aR=a. (9.4)

A partir de las tres ecuaciones ([0.2)), (O.3) y ([@.4]), con las tres incégnitas T, a y
a, se encuentra a = 4g/5 , T =mg/5 y a =2g/(5R) .

Solucion al problema 15

Para encontrar las ecuaciones de movimiento de un problema en que la energia se
conserva, en muchas ocasiones el método mas facil consiste en escribir una expresion
para la energia y derivar ésta respecto al tiempo.

Por ejemplo, para una masa que cae bajo el efecto de la gravedad: la energia total
viene dada por

1
E:mgz+§m22 .
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Derivando esta expresién respecto al tiempo se encuentra
S
0=mgz+ -m2z%,
2
o sea, la ecuacion de movimiento para la caida libre Z = —g.

Usemos esta idea para resolver el presente problema. Si 6 es el dngulo de desvia-
cién del anillo respecto a la normal y 6 es su velocidad angular, la energia total del
sistema vendra dada por

E =mgR(1 — cosf) + %Ié2 . (9.5)

Aqui m es la masa del aro e I es el momento de inercia respecto al punto de suspension
A. El primer término al lado derecho representa el cambio de energia potencial del aro
(respecto a su posicién de equilibrio) mientras que el segundo es la energia cinética
rotacional en torno a A.

Derivando (0.5]) respecto al tiempo se obtiene

0 = mgRsin 66 + 166 ,

0 sea,

mgR

0+ sinf .

Usando el teorema de Steiner y el resultado del ejemplo 2 de la segunda seccién,
deducimos que el momento de inercia del aro, en torno a A, es I = 2mR2. Usando
esta relacion, y la aproximacién sin f ~ 6 para angulos pequenos, se obtiene

. g

0+ ﬁH =0.
Esta ecuacién de movimiento para el aro corresponde a la de un oscilador arménico
y coincide con la de un péndulo de largo L = 2R. El periodo de oscilacion es

2
T =2my — .
g

Para que el aro dé una vuelta completa la energia cinética en la parte inferior
debe coincidir con 2mgR, que es la diferencia de energia potencial que el aro debe
sobreponer. Si denotamos por wy a la velocidad angular en el minimo, se tiene

1
§Iw8 =2mgR ,

0 sea,
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Solucion al problema 18

a)

El cambio de energia potencial debe ser igual a la energia cinética final. La masa
2m baja una distancia h mientras que la masa m sube una distancia h. Luego

AU = mgh .

Sea vy la rapidez final de la masa 2m, justo antes de chocar con el suelo. Entonces
la energia cinética, en ese instante, es
1 1 1
K = §mvg + 5(2m)vg + 5[@)8 ,

donde wy = vy/R es la velocidad angular final de la polea. Usando el valor
I = mR?/2 para el momento de inercia se encuentra que

K =2muv} .
Igualando K con AU se encuentra

w29t
Los diagramas de cuerpo libre de las dos masas nos dan las ecuaciones de mo-
vimiento

1 —mg = ma
y
(2m)g — 2 = (2m)a ,

donde a es la aceleracién (hacia arriba) de la masa m. Sea fo la aceleracién
angular de la polea. El hecho de que la cuerda no resbale sobre la polea nos da
la relacién

éOR =a.

Finalmente, evaluando el torque total que actia sobre la polea se encuentra la
ecuacién de movimiento para la rotacién

R —1R=1I0.

Tenemos cuatro ecuaciones para las cuatro incognitas 71, 72, a y 6y. Resolviendo
este sistema de ecuaciones se encuentra

2
a==g,
79
9
T = ?mg
Yy
10
T2 = —Mmg
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¢) Mientras las masas estdn cayendo, como la polea no se desplaza, la fuerza total
sobre ella debe ser nula. Por lo tanto, la tensién de la cuerda que sujeta la polea
debe ser

T:T1+T2:7mg.

d) Consideremos la situacién que se tiene cuando la masa 2m ha tocado el suelo
y todo estd detenido. El torque total sobre la polea es nulo y, por lo tanto, la
tensién de la cuerda que pasa por la polea debe ser la misma a ambos lados,
siendo su valor mg. Concluimos que la tension de la cuerda que sujeta la polea,
en este caso, es

T=2mg .

Solucién al problema 19

Solo la parte superior de la correa de transmisién transmite fuerza. Denotemos ésta
por F. La ecuacién de movimiento para la rotacién de la polea #2 es

FR=10,.

Para la polea #1 ésta es

TR—F%zI@.

Fl diagrama de cuerpo libre para la masa M nos da la ecuacion
Mg—T=Ma,

donde a es la aceleracién (hacia abajo) de la masa M. Los dngulos de rotacién de
ambas poleas no son independientes sino que estan relacionados por

R
915292R.

Derivando dos veces respecto al tiempo y cancelando el radio R se obtiene
0y = 26, .

Finalmente, también la aceleracion a estd relacionada con 6. En efecto, a = R6; .
De las ecuaciones anteriores podemos despejar las cinco incégnitas a, T, F', 01 y 0s.
De esta manera se encuentra

a—R91_1_397

5
T2 M
139
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2
F=—Mg.
13
Después de bajar una distancia h la energia potencial disminuye en AU = M gh. Esta
energia debe transformarse en energia cinética.
Si la velocidad de la masa M es v, entonces las velocidades angulares de las poleas #1
son w1 = v/R y we = v/(2R), respectivamente. La energia cinética es, por lo tanto,

1 1 1
K = §MU2 + §wa + §Iw§
1 1 /1 13
= §MU2 +3 <§MR2> (W? +w3) = 1—6MU2 .

Igualando esto con la diferencia de energia potencial se encuentra para v la expresion

16

2o
137

v =

Solucion al problema 21

El momento de inercia de la carretilla, para rotaciones alrededor de su eje de
simetria, es

1 1
I=2 <§m(2R)2> + 5(2m)R2 = 5mR?. (9.6)
El diagrama de cuerpo libre para la masa M nos da la ecuacion
Mg—T = Mayy, (9.7)

donde T es la tensién de la cuerda y aps la aceleracién (hacia abajo) de la masa M.
Aplicando la segunda ley de Newton para el movimiento traslacional horizontal de la
carretilla se encuentra la ecuacion

T - fr = (4m)ac , (9-8)

donde f, es el roce estatico entre la carretilla y la mesa y ac la aceleracion de la
carretilla. (Este roce es el responsable de hacer que la carretilla ruede sin resbalar).
Sea « la aceleracién angular de la carretilla. El torque neto sobre la carretilla debe
ser igual al momento de inercia multiplicado por «, o sea,

#-(2R) = TR = I . (9.9)

Por supuesto que hay una estrecha relacién entre a y ac, que viene dada por el hecho
que la carretilla rueda sin resbalar. Esta relacion es

2Ra = ac . (9.10)
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También existe una relacién que vincula Ay, ac y a: La cuerda es inextensible y por
lo tanto la diferencia entre la aceleracién de la carretilla y la masa M debe coincidir
con la aceleracién con que la cuerda se enrolla, es decir,

ac —ay = aR . (9.11)

Las ecuaciones (@.6), (@.7), @.8), (@.9), (@I0) y (@II) resuelven el problema.

Para la aceleracién de la carretilla se obtiene

2M
e =9 —— .
<=9 ¥ oim

Solucién al problema 22

Introduzcamos el sistema de coordenadas mostrado en la figura 9.23. (El eje g
apunta hacia el interior del papel). Las distintas fuerzas que actian sobre el automévil
durante el frenado son: Las fuerzas Fy = Fy2 y Fy=Fy2 que el pavimento ejerce
sobre las ruedas delanteras y traseras, respectivamente; el peso F,=-M gz yla
fuerza de roce ﬁ =4u 12 .

Como el automévil no se “eleva”, la fuerza total en la direccién Z debe ser nula, es
decir,
OZ(Fl—i-FQ—Mg)ﬁ . (9.12)

Por otra parte, como el automé6vil durante el frenado tampoco “gira” (en torno al
eje 9), el torque total (respecto al centro de masas) debe ser nulo. Los torques que
ejercen las cuatro fuerzas son:

71 = +Fidy
7y = —Fyby
7 =0

Tr = —frhy = —Fipchy .

La suma de estos torques debe ser nulo, condicidon que nos entrega la relacion
Fld—ng—Fl,uch:O. (913)
De las ecuaciones ([@.12]) y (O.13]) se pueden despejar F; y Fb, obteniéndose

b

F=Mg—"2
S R RS
d — pch

Fr=M¢g—-———"— .
2= I YT d— heh
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Las ecuaciones anteriores dejan de ser validas si uc.h > d, ya que en ese caso, la
fuerza F5 se vuelve negativa, lo que significa que las ruedas traseras dejan de estar en
contacto con el suelo. En otras palabras, las ecuaciones anteriores son validas mientras
d > pch, relacién que favorece un disenio (del automévil) en que el centro de masas
se ubica en la parte trasera y cerca del suelo.

Conociendo F; podemos calcular la fuerza de roce f, (que es la fuerza responsable de
la (des)aceleracién del automévil). Para la la aceleracién se obtiene

fr A_Flﬂc N bic
— T = x

M M T T rd—pn T

a=

Finalmente, la distancia D que recorre el automdévil durante su frenado es

v_g_ Qb—i-d—uch.

D= _
0 agbu,

B 2a0

Observe que en este problema la fuerza neta sobre el automévil no es nula y, por
lo tanto, el torque neto respecto a otro origen no es nulo aun cuando lo sea respecto
al centro de masas. Confirme la aseveracion anterior evaluando el torque respecto al
punto de contacto de la rueda delantera con el suelo.

Reiteramos: Para determinar si cambiard el estado rotacional de un cuerpo ace-
lerado, debe evaluarse el torque total respecto al centro de masas (ver también
capitulo siguiente).

Analicemos ahora el proceso de aceleracién. Sea ésta @ = —ag Z. Supongamos que
el motor ejerce la fuerza sobre las ruedas traseras y que estas no resbalan. En ese caso
la fuerza de roce (estética) ﬁ = — f-& actuard sobre las ruedas traseras y en direccién
—2). Mientras el automdvil estd con las cuatro ruedas sobre el suelo, el torque total
respecto al centro de masas debe ser nulo, o sea,

Fid—Fyb+ frh=0.
La fuerza que acelera el automoévil es la fuerza de roce, es decir,
fr=Ma.
En la direcciéon vertical la suma de todas las fuerzas sobre el automévil debe ser nula:
L+ F,=Mg.

Las tres ultimas ecuaciones permiten determinar F; y Fb:

gb — aph
F =ML 9"
! b+d '
Fy = 94+l

b+d
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Observe que Fj es mayor que cero sélo mientras ag < gb/h. Para aceleraciones mayo-
res, las ruedas delanteras del automévil pierden contacto con el suelo. La aceleracion
maxima (si el roce estético lo permite) viene dada por

b

amax = gﬁ .

Solucién al problema 29

El momento angular total debe conservarse. Inicialmente el momento angular es
1
Li = Ile = <§mr2> wo -

El momento angular una vez que el segundo disco este en reposo respecto al primero
es
Ly=1IQ,
donde I es el momento de inercia de la configuracién final para rotaciones alrededor
del eje fijo. Se tiene
1 1

I:h+b:§Mﬁ+<§mﬂ+mDﬁ,
donde para Is hemos usado el teorema de Steiner.
Igualando los dos momentos angulares se deduce

1 1 1

—mrlwy = |=MR*+ [ =mr’+mD?)| Q,

2 2 2
o0 sea,

0 mr2w
 mr2+ MR2 +2mD?

Solucién al problema 35

En la figura 9.38 la rueda gira en el plano N

(z, z), moviéndose la parte superior de la hilo

rueda hacia el lector. El momento angular P

debido al giro de la rueda alrededor de su = ) —

eje, por lo tanto, apunta en la direccién 7. . N

Suponiendo que toda la masa de la rueda z ele
J

estd concentrada en la periferia, su mo-
mento de inercia para rotaciones alrededor X 0 %
de su eje sera

«=—D—>

Io=MR? .

Mg\L

Figura 9.58
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El momento angular asociado a este movimiento (para el instante mostrado en la
figura 9.38), respecto al origen O, sera

Lo=Iwi ,

donde w es la velocidad angular con que gira la rueda alrededor de su eje (esto es,
w=2m-10s71).

El torque total repecto a O es
T=-MgDz.
Pero, por otra parte,
dL
E )
luego el cambio de momento angular (para la situacién mostrada en la figura 9.38)
sera

~

dL N
P —MgD i . (visto desde arriba)
L . y
Observe que L y % son perpendicula— Z0O \L%"
res (ver también figura 9.39). Como Ly ” cje aL

dL estén en el plano (z,y), el vector L / j\ﬁ

seguird en ese plano, pero cambiard su q
orientacién. En otras palabras, el eje de R L
la rueda girara en el plano (x,y), man- \L

teniéndose horizontal.
Figura 9.59

Para deducir la velocidad angular € con la cual el eje de la rueda gira alrededor del
eje z, recordemos algunos aspectos del movimiento circular uniforme: Sea 7 un vector
de largo R que gira en el plano (z,y) con velocidad angular uniforme. En ese caso
¥ = dr/dt es siempre perpendicular a 7. Si conocemos el radio de giro y la rapidez
con que gira podemos determinar la velocidad angular:

v |dr/dt]

O=— =
R |7

La situacién en el presente problema es analoga. Tenemos un vector L que gira en
el plano (z,y). Conocemos L = |L| y la rapidez |dL/dt|, luego podemos encontrar la
velocidad angular de precesion €2 con la que gira L:

0_ [dL/dt| _ MgD _ gD
|L| MR2w R2w’

Tanto mas rapido gira la rueda, tanto méds lenta es la precesién.



Capitulo 10

Fuerzas ficticias

versién 1 noviembre 2010

Desde que introdujimos el concepto de fuerzas, siempre hemos sido cuidadosos
en estudiar cualquier sistema fisico en los llamados sistemas de referencia inerciales.
La razon es clara: un sistema de referencia inercial es aquel en el cual se cumplen las
tres leyes de Newton. En particular, en un sistema inercial los cuerpos aceleran sélo
si sobre ellos actiia una fuerza.

Sin embargo, ya observamos, en el comienzo del Cap. [, que no hay en principio
ninguna razén para evitar describir el universo en un sistema de referencia no inercial.
En el Cap. @ utilizamos el ejemplo de un observador en el interior de un automévil que
acelera. Fn este caso, un arbol en la acera parece acelerar sin que se apliquen fuerzas
sobre él, lo cual es inconsistente con las leyes de Newton. Lo mismo sucederd en
cualquier sistema de referencia acelerado: vistos desde dicho sistema, todos los demas
cuerpos estaran sujetos a aceleraciones que no se deben a ninguna fuerza debida a
ningiin otro cuerpo.

De hecho, nosotros mismos, dia a dia, estamos en esa situacion: recordemos que
estamos sobre la superficie del planeta Tierra, que gira en torno a su eje, y ademas
gira en torno al Sol, el cual ademds gira en torno al centro de masas de la Via
Léactea. . . Nunca hemos vivido en un sistema de referencia inercial, y por lo tanto, en
rigor, no podemos aplicar las leyes de Newton para describir el Universo tal como lo
vemos nosotros.

iSignifica eso que nada de lo que hemos hecho hasta el momento tiene sentido?
No, en absoluto. Primero, porque la Fisica es una ciencia experimental, y si las acele-
raciones son suficientemente pequenas, o si actiian durante un tiempo suficientemente
pequeno, para que la “no inercialidad” de nuestro sistema de referencia no sea me-
dible, entonces la aproximaciéon de que nos encontramos en un sistema de referencia
inercial es valida. Segundo, porque es posible, incluso en sistemas de referencia no
inerciales, considerar que las leyes de Newton siguen siendo validas. El costo es in-

343
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troducir fuerzas “ficticias”, responsables de las aceleraciones “inexplicables” que los
cuerpos tienen cuando son observados desde un sistema no inercial.

Esta segunda opcion es la que exploraremos en el presente capitulo. Las fuerzas
ficticias, entonces, son fuerzas que deben incluirse en la descripcion de un sistema fisico
cuando la observacion se realiza desde un sistema de referencia no inercial y, a pesar
de ello, se insiste en usar las leyes de Newton. Estudiaremos dos casos: un sistema de
referencia uniformemente acelerado (equivalente al caso del automévil mencionado
més arriba) y un sistema de referencia fijo a un cuerpo que rota uniformemente
(equivalente al caso de nosotros sobre la superficie terrestre). El caso general, de
un sistema de referencia sometido a una aceleracién arbitraria es inmanejable con las
herramientas de que disponemos hasta el momento, pero con los dos casos sencillos que
revisaremos podremos encontrar algunos resultados importantes y adquirir algunas
intuiciones bésicas.

10.1. Referencial uniformemente acelerado

Sea S : (&,7, %) un sistema de referencia inercial y S" : (#/,¢, 2') un sistema de
referencia que acelera con aceleracién constante dy respecto a S. El vector que une
los origenes O y O de ambos sistemas de referencia es

_ L1
R(t) = Ry + Vot + 5c‘iozt?

Sean 7 (t) y 7'(t) los vectores de posicién de una masa m en los sistemas de referencia
Sy S’ respectivamente. La relacién entre 7y 7/ es

— N

r=R+T
Derivando dos veces respecto al tiempo se obtiene

F=R+7"=dy+7",
o sea,
mr’ = mi — mdj . (10.1)

Sea F la fuerza real neta que actia sobre la masa m, es decir, la fuerza que genera
la aceleracién 7 de la masa m observada desde un sistema de referencia inercial. En
otras palabras

F=mr.

Si se insiste en usar la segunda ley de Newton, pero con las magnitudes observadas
desde un sistema de referencia acelerado, se tiene



CAPITULO 10. FUERZAS FICTICIAS 345

pero la fuerza F'' ahora ya no es F sino que, de acuerdo con la ecuacién (I0.)),

—

F/:F—mﬁo.

El término —mday = ﬁﬁct es la fuerza ficticia que hay que agregar a la fuerza real F
para poder seguir usando la segunda ley de Newton desde un sistema acelerado con
aceleracion a.

Observe que esta fuerza ficticia actia como un campo gravitacional constante (adi-
cional al campo gravitacional § que pudiese estar presente).

NES

Ejemplo: Consideremos un péndulo sobre un
carro que acelera con aceleracién constante

d = aopZ (ver figura 10.1). Encontremos el ,

angulo « entre la normal y la posicién de 0
equilibrio del péndulo. =
Resolveremos el problema de dos maneras: i) e | } A
usando primero el sistema de referencia iner- M Q _ Q _ *
cial del observador O y ii) el sistema de refe- O
rencia acelerado fijo a O’. Figura 10.1

i) En el sistema de referencia inercial el diagrama de cuerpo libre de la masa m se
muestra en la figura 10.2a. La fuerza neta que actia sobre la masa m es

F=7+4+F,=7cosaz2+7sinaz—-mgt.

En el sistema de referencia inercial la particula acelera con una aceleracion @ = a z,
luego

—

F=r1cosaz+7sinaz—mgzZ=mazt .

Tgualando las componentes de esta ecuacion vectorial se obtiene

T cosa =mg

T sina = ma .

Dividiendo la segunda ecuacién por la primera se deduce finalmente que

a
tana = — .
g
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A
Z
. T
>
—_
a
F
o)
Sistema de Sistema de
referencia inercial referencia acelerado
Figura 10.2a Figura 10.2b

ii) Para un observador sobre el carro la masa m no se mueve. Por eso, para O’ la
fuerza neta sobre la masa m debe ser nula. El diagrama de cuerpo libre en este caso
se muestra en la figura 10.2b. Ademads de la fuerza ejercida por la tension del hilo y
de la gravedad, debemos agregar la fuerza ficticia ﬁﬁct = —ma Z. Tenemos

S, L o= -
F =7+ F;+ Fgey =0,
0 sea
0=7cosazZ+7sinat—mgz—mazi.
Nuevamente, igualando las componentes de esta ecuacién vectorial se deduce que

T COSx = mg

y
T sina = ma ,

o sea, las mismas relaciones encontradas en la parte i).
Para el observador O’ sobre el carro, tam-

bién podriamos haber simplemente conside- S
rado un campo gravitacional efectivo (ver fi-

; -
gura 10.3). Q—Effaﬁ & g
ﬁeﬂ=§—5=—gi—ai. L/“:
Es evidente que el angulo que g hace con la S .
normal cumple con la relacién tana = a/g. =

Si el péndulo realiza pequenas oscilaciones en
torno a su posicién de equilibrio la frecuencia
angular de las oscilaciones sera

donde /£ es el largo del péndulo.
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10.2. Referencial en rotacion uniforme

Sea S : (%,9,2) un sistema de referencia
inercial y 5" : (#/,4/,2') un sistema de refe-
rencia que coincide con el sistema S en cierto
instante (por ejemplo, en t = 0), pero que ro-
ta con velocidad angular 0 = Q2 constante
en torno al eje 2 (ver figura 10.4).

Sea A un vector con componentes A, Ay, A,
en el sistema de referencia S y componentes
AL, Ay, AL en el sistema de referencia ', o

A
z
.
) 7~
sea, ~ ¥
- 2

Aty = A (t) 2+ Ay(t) g+ AL(t) 2 . n,

X

s

At) = AL (6) 2 + AL(6) g + AL(t) 5. Figura 10.4

Los vectores unitarios del sistema de referencia inercial Z, g, Z son fijos, sin embargo,
los vectores unitarios del sistema de referencia rotatorio @', ¢, 2’ rotan, teniéndose

2’ = cos(Q) & + sin(Qt) 9

9 = —sin(Qt) T + cos(Q) §
=3,
Derivando estos vectores respecto al tiempo se encuentra

' = —Q sin(Q) £+ Q cos(QU) j=Q 3

y = —Q cos(Qt) & — Q sin(Qt) § = —Q7/
7=0.

Evaluemos la derivada del vector A en ambos sistemas de referencia. Por una parte
se tiene

A=A i+ Ayy+ A, 2,
y por otra parte
A = AL+ ALd' + Ay + AL + ALY + ALY
= (ALa'+ Ay +AL2)+Q AL § — A, ") .
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Usando las relaciones anteriores y el hecho que

Ox A=Q2 x (AL(t) i + AL(t)§ + AL(t)2) = Q (AL — A7),
podemos escribir

(Aed+ Ayg+ 4. 2) = (A;&:’+Ayg’+A;2’) Y Ox A,

dA dA L
S S/

En la dltima expresion los ejes unitarios no aparecen explicitamente, por consiguiente,
es una expresién que tiene una validez general (es decir, no sélo para rotaciones en
torno al eje 2). La ecuacién (I0.2)) relaciona la derivada temporal de cualquier vector
en el sistema de referencia inercial S con la derivada temporal de ese mismo vector,
pero observada desde un sistema de referencia S’ que rota con velocidad angular O
respecto a S.

Apliquemos la ecuacién ([I0.2]) al vector posicién 7 de una particula de masa m.

Se tiene
d—F = d—F + QO x 7

Ug = Vg + Q X 7.

O sea

0 sea,

Acé Ug es la velocidad de la particula m observada por el observador inercial S y ¥’/
es la velocidad de la misma particula, pero observada desde el sistema de referencia
rotatorio.

Apliquemos nuevamente la ecuacién (I0.2]), pero ahora al vector vs . Se tiene

dig dig =
— = == Q x Uvg . 10.
(dt>s (dt>s'+ s (103)

Usando la ecuacién (I0.3)), se obtiene

<d£> _ (d(vs/+er> L0 x (G 4O x )

- (d”5’> d(s? x + O x Ty + G x (G x7)
dt S/ d S/

= (dﬁs'>S,+2ﬁxﬁsl+ﬁx (ﬁxf) .

dt

El lado izquierdo de la 1ltima ecuacion es la aceleraciéon de la particula observada
por el observador inercial .S, denotémosla por dg. El primer término al lado derecho
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es la aceleracién de la misma particula pero observada desde el sistema de referencia
rotacional S’, denotémosla por dg. De esta manera obtenemos

mas = mag — 2m€ x Ugr — mQ x <Q X F) . (10.4)

Sea F la fuerza real neta que actia sobre la masa m, es decir, la fuerza que genera
la aceleracién dg de la masa m observada desde un sistema de referencia inercial. En
otras palabras

F= mag .
Si se insiste en usar la segunda ley de Newton, pero con las magnitudes observadas
desde un sistema de referencia acelerado, se tiene

—

F' = mdg ,
pero la fuerza F’ ahora ya no es F sino que, de acuerdo con la ecuacién (10.4)),
F—F—2mxig—m x <Q><F>

Los términos
Bt = —2m G x 7y — mS3 x (Q X F) (10.5)

son la fuerza ficticia que hay que agregar a la fuerza real F para poder seguir usando
la segunda ley de Newton desde un sistema de referencia que rota respecto a un
sistema de referencia inercial con velocidad angular 2.

El primer término de la fuerza ficticia dada por la ecuacién (I0LH) es la asf llamada
fuerza de Coriolis
Feoriolis = —2m ) x vgr

mientras el segundo término se llama fuerza centrifuga
Front = —m O (Q x F)

Lo interesante de la fuerza de Coriolis es que ella sélo aparece si, en el sistema
de referencia rotacional S’, la masa se mueve, y en ese caso, es perpendicular a la
direccién de movimiento. Cuando m estd en reposo (es decir, Ug: = 0) entonces la
unica fuerza ficticia que hay que agregar a la fuerza que se observa en un sistema
inercial, es la fuerza centrifuga.

Cuando realizamos experimentos en la tierra (laboratorio) siempre asumimos
que un sistema fijo al laboratorio representa un sistema de referencia inercial. Sin
embargo, la rotacién de la tierra en torno a su propio eje (con una frecuencia Q) =
2m/(24 - 3600) = 7,27 - 107° s~! hace que el sistema de referencia no sea inercial y
que, en la practica, debamos en ocasiones agregar la fuerza ficticia (I0.5]) para obtener
una descripcién correcta del sistema. La fuerza de Coriolis es responsable de muchos
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efectos (a veces sorprendentes) que se observan a nuestro alrededor. Por ejemplo, es
la responsable de la rotacién de los ciclones y de las corrientes marinas o del giro del
plano de oscilacién de un péndulo.

Problema resuelto en clases: 10.1
Problema resuelto en clases: 10.3

Problema resuelto en clases: 10.7
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10.3. Problemas

1. Demuestre que la fuerza centrifuga que
actia sobre una masa m (si ésta es ob-
servada desde un sistema de referencia ro-
tacional que gira con velocidad angular €2

respecto a un sistema de referencia iner-
cial) viene dada por

—

— 2 4
Fcentrl'fuga =mQpp, Eje de
giro ———7

donde p es la distancia entre el eje de rota-
cién y la masa m y p es un vector unitario
que apunta el eje hacia la masa m y es per-
pendicular al eje de giro (ver figura 10.5).
Observe que la fuerza centrifuga tiene la Figura 10.5
misma magnitud y direccién de la fuerza

centripeta sélo que apunta en el sentido

opuesto.

2. En un parque de diversiones, los participantes se sostienen contra la pared de
un cilindro giratorio mientras el suelo se hunde. El radio del cilindro es R = 3m
y el coeficiente de roce entre las personas y la pared del cilindro es p, = 0,4.
Determine el nimero minimo de revoluciones por minuto que se requiere para
que el juego funcione.

Haga el calculo de dos maneras distintas: i) usando un sistema de referencia
inercial y ii) usando un sistema de referencia solidario al cilindro.

3. Considere el efecto de la rotacién terrestre sobre el movimiento de un proyectil
que se lanza desde la superficie terrestre con velocidad . Suponga que el alcan-
ce del proyectil es tal que en todo instante se mueve en un campo gravitacional
constante, es decir, 15; =mg.

a) Demuestre que la velocidad del proyectil viene dada por
T=1t+gt—20x7.
Todas las magnitudes estan medidas respecto a un observador solidario
con la tierra. Acd 7 es el vector posicién del proyectil medido desde el
punto de lanzamiento y €2 es el vector velocidad angular de la tierra.
Al resolver el problema no se debe incluir la fuerza centrifuga ya que ésta
estd incluida en el valor local de § que se estd usando. Al rotar la tierra
no sélo se modifica la magnitud ¢ sino que también su direccion. La fuerza

centrifuga incluso modifica la forma de la tierra; de hecho, la normal a la
superficie terrestre usualmente no pasa por el centro de la tierra.
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b) Demuestre que, al despreciar términos del orden 22, para la aceleracién se
obtiene la ecuacion

G=§—20xgGt—20x .
(Nuevamente todas las magnitudes medidas desde un sistema de referencia
solidario a la tierra). Integre la tltima ecuacién y demuestre que
1 15 -
7(t) :ﬁot+§§t2—§9xg’t3—9xﬁot2.

4. Desde un edificio de altura h = 100 m si-
tuado en el Ecuador terrestre, se suelta
una piedra. Debido a la rotacién terrestre,
la piedra no caerd a lo largo de la normal
sino que se desviara levemente de ella. Una
vez que llega al suelo, encuentre la magni-
tud y direccion de la desviacién. Desprecie .
efectos debido al roce viscoso con el aire.

Indicacién: use el resultado obtenido en el
problema anterior.

ol

Respuesta: La desviacién es hacia el este
y es de magnitud

Fi 10.
oh 1gura 10.6

th — ~2.19 cm .
3 g

5. Desde el Ecuador se lanza un proyectil con velocidad vg = 500 m/s en la direc-
cién este—oeste, con un dngulo de elevacién o = 10°. Encuentre como cambia el
tiempo que el proyectil tarda en volver a chocar con la tierra y el alcance del
proyectil debido a la rotacién terrestre. Para resolver este problema no hay que
incluir la fuerza centrifuga ya que el efecto de ella ya se incluyé en el vector la
aceleracion de gravedad g, que supondremos constante en magnitud y direccién
sobre toda la trayectoria. Ignore cualquier efecto debido al roce con el aire y
desprecie correcciones del orden Q2.

Respuesta: El alcance disminuye en

4u3 Q 1
AD = U02 sin « <§ Sina—cos2a> ~ 62,9 m.
g

. Qué pasa si en lugar de dispararlo de este a oeste se dispara de oeste a este o
de sur a norte?
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6. Considere un canal de ancho a ubicado sobre la tierra a una latitud A > 0,
en direccién paralela al Ecuador. Por el canal fluye agua con una velocidad vy.
Demuestre que, para un observador mirando en la misma direccién del flujo
del canal, el nivel del agua al lado derecho del canal es superior a la del lado
izquierdo en una cantidad

_ 2afvg sin A

Ap = ZE0FR A
g

donde 2 es la velocidad angular de la tierra.

7. Un balde con agua gira en torno a su eje
de simetria con velocidad angular 2. De-
bido a la rotacién, la superficie del agua
no serd plana. Encuentre su forma.

Figura 10.7

8. Considere un péndulo cénico de largo ¢, cuya masa gira en el plano horizontal
en un circulo de radio R. Si se ignora la fuerza de Coriolis, la frecuencia angular
del péndulo conico es wg = \/W , siendo esta independiente del sentido del giro.
Demuestre que al incluir la fuerza de Coriolis, las frecuencias en ambos sentidos
ya no son iguales, teniéndose

wy = \/%—1—(9 sin\)2 — Q sin A

wzz—\/%+(§2 sinA)? — Q sin )\,

donde X es la latitud del lugar en que se encuentra el péndulo.

9. (Péndulo de Foucault)

Al superponer (sumar) las dos soluciones de un péndulo cénico correspondientes
al mismo radio de giro, pero rotando en sentidos opuestos, se obtiene la solucién
de un péndulo simple.

a) Demuestre lo anterior en forma explicita para un péndulo cénico ignorando
la fuerza de Coriolis.

b) Al realizar el mismo célculo, pero ahora incluyendo el efecto de Coriolis
(ver problema anterior), se encuentra que debido a la rotacion terrestre, el
plano de oscilacién del péndulo simple no se mantendra invariante sino que
girard paulatinamente. Demuestre que la velocidad angular con que gira el



CAPITULO 10. FUERZAS FICTICIAS 354

plano de oscilacion del péndulo viene dado por wp = € sin A, donde € es
la velocidad angular de la tierra en torno a su propio eje y A es la latitud
del lugar en que se encuentra el péndulo.

Foucault fue el primero en demostrar experimentalmente, con un péndulo
muy largo, que el plazo de oscilacién efectivamente gira a medida que
transcurre el tiempo. Observe que en el Ecuador el plano de oscilacién no
gira, mientras que en los polos da una vuelta completa en 24 horas (después
de 6 horas el plano de oscilacién habra girado en 90°).

10. Considere una cuna de masa M y angu- @
lo de elevacion a que puede deslizarse
sobre un plano horizontal sin roce. So-
bre el plano inclinado se encuentra otra

M
masa m, que a su vez también puede >
deslizarse sobre el plano sin roce. En- o T
cuentre la aceleracion del plano inclina- 77T
do M. .

Figura 10.8

10.4. Solucion a algunos de los problemas

Solucién al problema 3

Como la tierra esta girando en torno a su propio eje, la fuerza efectiva que actia sobre
el proyectil serd
Fag=mg—2mQ x 7.

(La fuerza centrifuga Fcentrifuga = mQ x (Q x 7) no debe incluirse ya que su
efecto estd considerado en el valor local de la aceleracién de gravedad §). Todas las
magnitudes en la ecuacién anterior se refieren a variables medidas en un sistema fijo a
la Tierra, es decir, respecto a un sistema de referencia que rota con velocidad angular
) respecto a un sistema de referencia inercial. (ﬁ es la velocidad angular de la rotacién
de la Tierra alrededor de su propio eje.)

Al incluir la fuerza efectiva podemos seguir usando la segunda ley de Newton. Se
tiene

— —

-, dv o - dr
Feg:mazmg—2m§2x%,

o sea,
mdi=mgdt —2mQ x dr .

Integrando (sumando) desde un instante inicial a uno final se obtiene

f f . f
/ w:/ wp@Qx/ dr .
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Seat; =0, ty =t, U; = U, Uy = U, 7; = 0y 7y = 7. Entonces, evaluando las integrales
de la dltima ecuacién se obtiene

T—Upg=gt—20 X 7. (10.6)
Derivando esta ecuacion respecto al tiempo se encuentra la aceleracién

A=g—20xv.

Q

Reemplacemos ' en esta ecuacién por la expresién dada por (I0.6]), entonces
i = §—20x (G +gt—20x7)
— G20 xd -2 (ﬁxg) t+0(02?)

Integrando estas expresiones respecto al tiempo se encuentra la velocidad y luego la
posicién en funcion de t:

f f N f . f
/ d‘dt:/ g’dt—2Q><170/ dt—2Qx§/ tdt

T—Ty=gt—20 x gt —Qx gt

f f f . f . !
/17dt:/ ﬁodt+/ g’tdt—2Q><Uo/ tdt—ng’/ 2 dt

(Qxg)t. (10.7)

Wl

1 -
F(t):ﬁot+§§'t2—(§2x170)t2—
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Solucion al problema 5

Definamos los ejes del sistema referencia soli-
dario con la Tierra tal como se muestra en la
figura adjunta. El proyectil se dispara desde
P en la direcciéon este—oeste con un angulo
de elevacién «, luego la velocidad inicial del
proyectil viene dada por

Up = —vg cosa g+ vg sina T .

Los vectores correspondientes a la aceleracion
de gravedad (local) y la velocidad angular de
la Tierra vienen dados por

~

i=-9g

Figura 10.9

el

=0Q2z.

Reemplazando estas relaciones en (I0.7)) se obtiene la posicién del proyectil a medida
que transcurre el tiempo (medido desde el lugar de lanzamiento):

1 1
7(t) = —vot cos a g+ vt sinaﬁ:—ggt2§7+§gt39y—vot29 cosad—uvpt? Q sinag .

Sea t* el instante en que el proyectil vuelve a caer sobre la Tierra. En ese instante se
tiene que
donde D es el alcance del proyectil. Evaluando 7(t) en el instante ¢* e igualando el
resultado con la expresion anterior, se puede despejar t* y D obteniéndose

2y sin« N 2vg

20\ 2
t* = L P ina -0 (22 sina cosa + O(0?) .
g+ 2Quy sina g g

(Estamos despreciando todas las correcciones del orden 92). Para D se obtiene la
expresion

1
D =uv,t" cosa — gt*?’gﬂ—l—vot*zﬂ sin« .

Sustituyendo en esta ecuacién la expresién para t* se encuentra (despreciando nue-
vamente todos los términos de orden O(Q?)) que

202 v3 Q) 1
D==2gna cosa+40—2 sin av <§ sin2a—cos2a> .
g
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El primer término del lado derecho de la tltima ecuacién es el alcance del proyectil
si se ignora la fuerza de Coriolis; el segundo término es la correccién (a primer orden
en ), que sufre el alcance debido a la rotacién terrestre.

Solucién al problema 9

a) La posicién en funcién del tiempo de un
péndulo coénico de largo ¢ que recorre un
circulo de radio R viene dada por

7(t) = R cos(wt) & + R sin(wt) g ,

con w = \/g—/€ Esta solucién corresponde a
un péndulo cénico que gira en la direccién
contraria al reloj. Una solucién que gira en el
mismo sentido que el reloj viene dada por

s

75(t) = R cos(wt) & + R sin(—wt) ¢ .

Figura 10.10

Al ignorar la rotacién de la Tierra (es decir, al despreciar la fuerza de Coriolis) las
frecuencias angulares para ambos sentidos es la misma.

Al sumar las dos soluciones se obtiene la proyeccion sobre el plano z-y de la
solucién correspondiente a un péndulo lineal. En efecto:

p(t) =7m(t) + 72(t) = 2R cos(wt) T .

El lado derecho corresponde al movimiento de un oscilador a lo largo del eje Z con
amplitud 2R (esto es, la proyeccién de la posicién del péndulo sobre el plano horizon-
tal).
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b) Al incluir el efecto de la fuerza de Coriolis,
los vectores posicién (en el plano z-y) de los -
péndulos cénicos, a medida que transcurre el

|
tiempo, vienen dados por N

71(t) = R cos(wit) & + R sin(wit) g,
y

— ~ . A }\‘

72(t) = R cos(wat) & + R sin(wat) § , Eouador
con

wy = +(Q sinA)?2 —Q sin A
S

y
wy = — %—F(Q sinA)?2 —Q sin\, Figura 10.11

N>

OF

=

S

donde X es la latitud del lugar en que se en-
cuentra el péndulo (ver problema 10.8). Al
sumar las dos soluciones y usar las relacio-
nes

cos(wit) + cos(wt) = 2 cos <%(w1 - w2)t> cos <%(w1 4 wg)t>

sin(wit) + sin(wat) = 2 cos <%(w1 - wg)t> sin (%(wl + wg)t>

se encuentra

p(t) = 71(t) +7(t) = 2R cos (, [Q2 sin? \ + %t) -[cos(2t sin \) & — sin(Qtsin ) g] .

La expresion delante del paréntesis cuadrado corresponde a un movimiento oscilato-
rio de amplitud 2R y con esencialmente la frecuencia \/W El término en paréntesis
cuadrado es un vector unitario que indica la direccién de oscilacién. Observe, sin em-
bargo, que ese vector unitario rota lentamente en el plano z-y a medida que transcurre
el tiempo. O sea, la direccién de oscilacién de este oscilador (el plano de oscilacién
del péndulo) rotarda a medida que avanza el tiempo, siendo la velocidad angular de
rotacién de este movimiento
wrp =8 sin\.
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Solucion al problema 10

Resolvamos el problema usando un sistema solidario a la cuna. Sea @ = —az la
aceleracion de la cuna. Al graficar los diagramas de cuerpo libre en el sistema de
referencia acelerado, debemos agregar las fuerzas ficticias. Los diagramas de cuerpo
libre de la masa m y de la cuna se muestran en la figura siguiente.

By E,
A
z
Ma
ma
i
% |
mg By ¢
Mg
Figura 10.12a Figura 10.12b

En el sistema solidario a la cuna, la aceleracién de la masa m es d,, = a,T — a9z,
donde

% _tana , (10.8)

al‘
v la aceleraciéon de la cuna M es nula. De los diagramas de cuerpo libre se deducen
las ecuaciones de movimiento

—mgz+ Fy cosa Z+ Fy sina & +ma T =ma,,

—Fy sinaﬁc—kMaﬁc—Mgz‘—i—FNz‘:O.

De la segunda ecuacion se encuentra que Fy = Ma/ sin «, y de la primera se obtienen
las componentes a, y a, de la aceleracién de m:

a, =mg— Fn cosa

a; =ma-+ Fy sina .
Usando estas relaciones y (I0.8]), se encuentra

mg — Fy cosa

tan o = -
ma+ Fy sina ’
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de donde, finalmente,

a= g
"~ M cotga+ (m+ M) tana




Capitulo 11

Gravitacion

versién 2 enero 2012

Las contribuciones de Isaac Newton a la Fisica y la Matematica son numerosas,
y en los capitulos anteriores y los que siguen exploramos sélo algunas de ellas. La
sistematizacién de conocimientos previamente adquiridos gracias a cuidadosas ob-
servaciones, la formalizacién a través de las herramientas matematicas adecuadas,
muchas de ellas desarrolladas por el propio Newton, como el Céalculo Diferencial, y la
extraccion de nuevas consecuencias y predicciones a partir de dicha formalizacién, son
sin duda logros mayores. Sin embargo, de todas estas contribuciones, probablemente
la que es mayormente reconocida fuera de los circulos cientificos es la Teoria de la
Gravitacién Universal. Gracias a ella, Newton nos entregé un modelo preciso para
explicar una variedad abismante de fenémenos. Fenémenos que durante siglos fueron
considerados completamente desconectados (la caida de una manzana, las mareas, el
movimiento de los planetas), o para los cuales no se tenfa un modelo que los explica-
ra (las érbitas elipticas de los planetas, la aceleracién constante con la que caen los
cuerpos cerca de la superficie terrestre), y otros que ni siquiera se sospechaban (el
retorno de los cometas, la existencia de planetas mds alld de Saturno), todos no eran
sino consecuencia de una sola y simple ecuacién para la fuerza entre dos masas.

La Teoria de la Gravitaciéon Universal de Newton es una de las teorias més im-
portantes con las que contamos, y su inmensa fama es, sin duda, merecida. En este
capitulo estudiaremos algunos aspectos de la misma. Comenzaremos con un comple-
mento matematico sobre elipses, ya que una de las consecuencias de esta teoria es que
los planetas describen, en torno al Sol, 6rbitas elipticas (o, en general, conicas: elipses,
parabolas o hipérbolas). Con estos elementos matemdticos a mano seremos capaces,
en las paginas siguientes, de reconocer rapidamente la prediccién de que las érbitas
debidas a la atraccién gravitacional son siempre cénicas, y podremos caracterizar los
pardametros geométricos de las érbitas en términos de cantidades fisicas (energia, mo-
mento angular). Observaremos también que es posible describir el complejo problema
de la trayectoria de dos cuerpos masivos sujetos a su mutua atraccion gravitacional

361
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como un problema de un solo cuerpo orbitando en torno a un cuerpo en reposo, y
adema&s como un problema unidimensional, lo que permitird realizar muchos andli-
sis de manera muy sencilla. Finalmente, definiremos el campo gravitatorio, nuestro
primer acercamiento al concepto de campo, un concepto fundamental, ampliamente
utilizado en muchas areas de la Fisica.

11.1. Elipses

Como indicamos en la introduccién, una de las predicciones importantes de la
teoria de la gravitacion es que las érbitas de los planetas en torno al Sol seran conicas
(elipses, pardbolas o hipérbolas). Por ello, comenzaremos este capitulo recordando
algunos resultados matematicos relevantes para estas curvas.

Consideremos dos puntos, f1 y fs ubicados en un plano. Consideremos adicio-
nalmente un tercer punto P (en el mismo plano), y denotemos por r y r’ a las
distancias de este punto y fi y fa, respectivamente. Por definicién, una elipse es el
lugar geométrico de todos los puntos del plano para los cuales r +r’ = 2a, en que 2a
es una constante (mayor que la separacién entre f1 y fa).

A
Y

Introduzcamos un sistema de coor-
denadas cartesiano, con el origen en
el centro de la figura geométrica y el
eje = a lo largo de la recta que une
los dos focos f1y fo. Es claro que el

s
semieje mayor de la elipse es a. Sea X
2c¢ la distancia entre los dos focos, £, 0
entonces
b
semieje menor = b = v/a? — 2 . N
Figura 11.1

Elipse en coordenadas cartesianas

De la figura 11.1 se deduce que

20 = r4r'=(cta)?+yt+/(c—a)? +?
V(2 + 22+ y2) + 2cx + /(2 + 22 + y2) — 2cz .

Elevando al cuadrado se obtiene

20 + 22+ ) + 20/(2 + 22+ 92) + 2cx - /(2 + 22 + y2) — 2cx = 4a?



CAPITULO 11. GRAVITACION 363

0 sea,

20 — (P + 22+ 9% = V(R +22+y2)+2cx-\/(E+ 22 +y?) - 2z
V(e + 22+ y2)2 — 4222 |

Elevando nuevamente al cuadrado queda

4(14—4(12(62+l‘2+y2)+(62—|—l‘2+y2)2:(C2+$2 —|—y2)2—4c2:172,

o0 sea,
2 =t — a2 — a2a? — oy

2 — 2 — b2 se deduce finalmente

2 2
? oy
St =1 (11.1)

Usando la relacién ¢

Elipse en coordenadas polares

Otra representacién util y comun de la elipse es en términos de coordenadas
polares (r, ¢), tomando como origen a uno de los focos (ver figura 11.2).
1

>

Se tiene que
T=rcos¢—c,

Yy = rsin ¢

v =712(1 —cos?¢) .

Sustituyendo estas expresiones en la
ecuacién de la elipse en coordena-
das cartesianas dada por la ecuacién

(1)), se obtiene

Figura 11.2

b2 (r cos ¢ — €)% + a®r? (1 — cos? ¢) = a?b? ,
b?r? cos? ¢ — 2b%rccos ¢ + b2 + a*r? — a®r? cos® ¢ = a®b? |
o sea,
a’r’ = (a* — )b + 20%cr cos ¢ + (a® — b?) 12 cos? ¢
= v+ 20°Va2 —b2rcosg + (a* — b?) r?cos’ ¢
= {bQ + Va? —b2rcos¢]2
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Extrayendo la raiz, se deduce que

ar =b%+ Va2 —b2rcosd .

Introduciendo los parametros

b2
TO:—
a
y
c b2
e=—=1\/1—-— .
a a?

la ecuacién (IL2) se puede escribir de la forma

1 1
—=—(l—€cosg) .
r To
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(11.2)

(11.3)

(11.4)

(11.5)

Al parametro € se le denomina ezcentricidad de la elipse. Observemos que siempre
se tiene que € < 1. Un caso particular es la circunferencia, en cuyo caso b = a, es

decir, la circunferencia tiene excentricidad nula.

Resumen: Las dos formas mas usuales para representar una elipse son:

i) Coordenadas cartesianas x,y (con el origen al centro):

332 y2

ate=h

(11.6)

donde los parametros a y b representan a los semi—ejes mayor y menor, respec-

tivamente.

ii) Coordenadas polares r, ¢ (con el origen en uno de los focos):

l:i(l—ecosqﬁ) .

T T0

Las ecuaciones (IL3) y (I1.4) relacionan los pardmetros a,b con ro, €.

(11.7)

Si colocamos ahora el origen en uno de los focos, se denomina perigeo a la dis-
tancia minima entre la elipse y dicho foco, y apogeo a la distancia maxima (jno deben
confundirse con los semiejes menor y mayor de la elipse!). Denominemos 71 y ro al
perigeo y al apogeo, respectivamente. Entonces podemos encontrar relaciones entre
los semiejes menor, mayor, y la excentricidad, por un lado, con el apogeo y el perigeo,

por otro. En efecto:
r=a-—c

rp=a-+c,
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de donde se deduce que
r1+ro=2a

rire =a? — & = b2,
En otras palabras, el semieje mayor es el promedio aritmético

a_Tl—i-Tg
2

y el semieje menor el promedio geométrico

b = \/T17T2

del apogeo y perigeo.

La excentricidad, en términos de r1 y ro, €s

r2—T

7‘1—|—7‘2.

Ejercicio: Conociendo el area de un circulo y las ecuaciones en coordenadas carte-
sianas de un circulo y de una elipse, demuestre que el area A de una elipse viene dada
por

A = mab

donde a y b son sus semiejes.

Una propiedad muy interesante de las elipses es que si desde uno de sus focos
emerge un rayo de luz, y éste se refleja especularmente en la elipse, entonces el rayo
pasa necesariamente por el otro foco.

Para demostrar esta propiedad consideremos dos puntos P y P’ sobre la elipse,
infinitesimalmente cercanos. Sean Ry y R} los rayos que unen los puntos Py P’ con el
foco f1 y Re y R} los rayos que unen los puntos Py P’ con el foco fy (ver figura 11.3).
Como Ry + Re = R} + R}, = 2a, se deduce que PA = P'B. Los tridngulos PAP' y
P’'BP son equivalentes, luego los dngulos 3 y ¢ son iguales. Pero § = «, luego 8 = a.
Esta tltima relacién implica que los rayos Ry y R corresponden a rayos reflejados
en forma especular por la elipse.
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Figura 11.3

Ejercicio: Considere la funcién siguiente (en coordenadas polares):

1
—=1—¢€ cos ¢.
r

Grafique r(¢) para e =0, 0.5, 1.0 y 1.5.

11.2. Las leyes de Kepler

Basiandose en precisas mediciones de la posiciéon de los planetas realizadas por
Tycho Brahe, Johannes Kepler (1571-1630) pudo establecer las siguientes leyes para
describir el movimiento de los planetas alrededor del Sol:

1. Los planetas se mueven alrededor del Sol en érbitas elipticas, estando el Sol en
uno de los focos.

2. Cada planeta “barre” areas iguales en tiempos iguales.

3. El cuadrado del periodo de un planeta alrededor del Sol es proporcional al cubo
del semieje major de su trayectoria.

Estas leyes empiricas se conocen como Leyes de Kepler.
A continuacién mostraremos céomo la ley de gravitacion universal de Newton se
puede deducir a partir de dichas leyes.

Primero, debemos notar que, por lo que sabemos, la primera ley de Kepler no
puede ser completamente correcta. Si dos cuerpos son libres excepto por la fuerza
de interaccion que existe entre ellos, entonces éstos deben moverse de manera que el
centro de masas se mantenga en reposo (o en movimiento uniforme). O sea, el Sol
necesariamente también tiene que estar moviéndose. Sin embargo, siendo la masa del
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Sol muy superior a la de los planetas, el centro de masas Sol-planeta esencialmente
coincide con la posicién del Sol y en ese caso resulta ser una muy buena aproximacién
suponer que el Sol esta en reposo en uno de los focos de la elipse. (La masa del Sol
es de 1.99 - 103 kg mientras que la de la Tierra es de 5.98 - 10%* kg.)

Ahora bien, tal como se demostré en la Sec.[B2] el hecho de que un planeta “barre”
areas iguales en tiempos iguales es equivalente a decir que el momento angular 7 no
varia en funcion del tiempo. Esto a su vez implica que el torque ejercido por el Sol
sobre el planeta es nulo, lo que a su vez implica que la fuerza entre los dos cuerpos
debe ser a lo largo de la linea que los une. En otras palabras, la segunda ley de Kepler
implica que la fuerza entre el Sol y el planeta debe ser radial, en direcciéon 7. Mas
aun, si la energia se conserva, entonces debe existir una energia potencial U(7"), tal
que la fuerza gravitacional es el gradiente de U(7). Por lo tanto, para que la fuerza
esté en la direccion 7, necesariamente U debe depender sélo de r = | 7|, y por lo tanto
la fuerza gravitacional es de la forma

—

F() = ~f0)7

con f(r) alguna funcién que depende sélo de la distancia entre las particulas.

Hasta el momento, hemos usado la segunda ley de Kepler, en conjunto con las
leyes de conservaciéon del momento angular y de la energia, para encontrar la forma
que deberia tener la fuerza de gravedad entre dos cuerpos. Para encontrar la funcion
f(r) debemos fijarnos en més datos observacionales. La tabla adjunta muestra algunos
de los parametros orbitales para los planetas pertenecientes al sistema solar.

Planeta  Semieje mayor Periodo  Excentricidad Inclinacion Masa
u.a. [s] [kg]

Mercurio 0.387 7.60 - 10° 0.205 7° 00’ 3.28 - 10%
Venus 0.723 1.94- 107 0.006 3° 23 4.83 - 10%*
Tierra 1.000 3.16 - 107 0.016 — 5.98 - 1024
Marte 1.523 5.94-107 0.093 1° 51’ 6.37-10%
Jupiter 5.202 3.74 - 108 0.048 1° 18’ 1.90 - 107
Saturno 9.554 9.30 - 108 0.055 2° 29 5.67 - 10%¢
Urano 19.218 2.66 - 10° 0.046 0° 46’ 8.80-10%
Neptuno 30.109 5.20 - 10° 0.008 1° 46’ 1.03-102%6
Plutén 39.60 7.82-10° 0.246 17° 07 5.4-10%

(Los astrénomos, para medir distancias, frecuentemente usan la unidad astronémi-
ca (u.a.). Una unidad astronémica es igual al semieje mayor de la érbita terrestre,
1 wa.= 1,495 - 10" m.)

De la tabla anterior se sigue que la excentricidad € = (r; — r9)/(r1 + r2) de
la mayoria de los planetas es bastante pequena, siendo sus 6rbitas, por lo tanto,
casi circulares. (Al dibujar una elipse con una excentricidad € = 0,05 es dificil, sélo
mirdndola, darse cuenta de que difiere de un circulo.)
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Si suponemos que, en primera aproximacién, las orbitas de los planetas son circu-
lares, entonces, a partir de la tercera ley de Kepler, podemos encontrar una expresion
para la magnitud de la fuerza gravitacional. En efecto:

La tercera ley de Kepler dice que
T? = Kr3

donde K es una constante (la misma para todos los planetas) y r es el radio de la 6rbita
“circular”. El radio r de la érbita, la velocidad v y el periodo T estan relacionados

por

2
T="""
v

Por otra parte la magnitud de la fuerza gravitacional debe coincidir con la fuerza
centripeta, o sea,

donde m es la masa del planeta. Usando estas tres ecuaciones, despejando v y T, se
encuentra 42

£y =T

r

La constante K, de acuerdo a la tercera ley de Kepler, no depende de ninguna pro-
piedad de los planetas, pero si podria depender de alguna propiedad del Sol. Es mas
0 menos evidente, por razones de simetria, que si la fuerza gravitacional depende de
la masa m del planeta, entonces debe tener la misma dependencia de la masa del Sol
M. Esta tultima observacién sugiere escribir

472

=GM
KG’

donde G es una nueva constante que ahora es independiente de las masas del Sol y
del planeta. De esta manera se deduce que la fuerza gravitacional entre dos masas m
y M, separadas por una distancia r, es

) =~
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La 1dltima ecuacion precisamente es la
ley de gravitacion universal de Newton
siendo G la asi llamada constante gra-
vitacional. Usando una balanza de tor-
sién (ver figura 11.4), Cavendish en el
ano 1798 midié G en el laboratorio.

El dispositivo experimental fue el si-
guiente: dos masas m se colocan en los
extremos de una barra rigida y se cuel-
gan desde el centro de un alambre (hilo
de torsién) que se sujeta firmemente del
cielo. El sistema puede girar libremente
en el plano horizontal, pero tiene una
orientacién para la cual estd en equili-
brio.

alambre

Figura 11.4

Si las masas m se sacan del equilibrio, por ejemplo, ddandoles una pequena velocidad
de rotacién, entonces el sistema comenzard a oscilar teniéndose un péndulo de torsion.
A partir del periodo de este movimiento oscilatorio se puede deducir la constante de
restitucién de torsion (o sea, el torque que ejerce el hilo de torsién cuando este se gira
en una magnitud «).

La orientacién del péndulo se dedecta con un rayo de luz que es reflejado por un
pequeno espejo adosado a la varilla.

El experimento mismo se realiza en dos etapas. Primero se colocan dos masas M
en las posiciones A y se registra la orientacién de la varilla. Luego se rotan las masa
M a las posiciones B y se vuelve a registrar la orientacion de la varilla. A partir de
la variacién de la orientacién de la varilla en estas dos mediciones se puede deducir
la fuerza entre m y M.

El experimento es bastante dificil ya que la fuerza de atraccién de las dos masas
es muy pequena. Por ejemplo, una masa m = 20 kg es atraida por otra de masa
M = 150 kg con una fuerza de sélo 2,3.5-107°- g N (esto es, el peso de una masa de
23 milligramos) cuando la separacién de sus centros es de 30 cm.

El valor actualmente aceptado para el valor de G es:

3
G = (6,673 +0,003) - 10711 .
kg s

Ejercicio: Conocidos el periodo y el radio de la érbita terrestre alrededor del Sol y
usando el valor de G recién dado, determine la masa del Sol.
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11.3. Satélites

En esta seccién analizaremos algunos aspectos del movimiento de satélites que
orbitan gravitacionalmente entorno a un objeto masivo. Algo es un satélite si su masa
m es mucho menor que la masa M del objeto alrededor del cual orbita. En particular,
los resultados de la presente seccién podran aplicarse al movimiento de los planetas
alrededor del Sol, de las lunas alrededor de los planetas y de los satélites artificales
alrededor de la Tierra. Las trayectorias de todos estos objetos corresponden a elipses
(y circulos), o sea, a cénicas con excentricidades 0 < e < 1.

En la secciéon 11.1 se relacionaron los parametros rg y € de una elipse con el
semieje mayor a y el semieje menor b y también con el perigeo 71 = i, v el apogeo
ro9 = rmax de ella. A continuacién estudiaremos la dependencia de estos pardmetros
de las constantes de movimiento de la érbita; especificamente del momento angular
orbital £ y de la energia total E.

La condicién m < M implica que la masa mayor esencialmente se matendra en
reposo en uno de los focos de la elipse, lugar en que ubicaremos el origen.

La fuerza sobre la particula m (el satélite) viene dada por

SN
- mM y
F(r)=— 7.
(n=-G"5
Esta fuerza, que es conservativa, da ori-
gen a una energia potencial r
mM %
U(r)=-G .
r f

Si en cierto instante la posicién y velo-

. , N b
cidad de la particula m es 7y ¥, enton-
ces la energia total del sistema sera
a |
1 M
E=K+U:§mv2—Gm .
r Figura 11.1

Sean P; y P, los puntos correspondientes al perigeo y apogeo, respectivamente (ver
figura 11.5). Como la energia total se conserva ésta debe ser igual a E tanto en el
apogeo como en el perigeo, o sea,

1 mM 1 mM
E=_-mv? —G—— = —mvs — G— . (11.8)
2 (&) 2 2
Como la fuerza que actia sobre m es central se tiene que también el momento

angular (respecto al origen) se conserva. Evaluando el momento angular en el apogeo
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y perigeo, se encuentra

{ = mrivy = mrovg . (11.9)
De esta ecuacién se obtiene ’
V] = ——
mry
y
¢
Vg = ——
mro

Sustituyendo esto en (I1.8]) se encuentra

12 M
E=—— G2 (11.10)
2mry 1
Yy 2
1 M
E=—= -G, (11.11)
2m r T9
De estas dos ecuaciones se deduce
2mEr? = (* — 2Gm*Mr,
y
2mEr: = (* — 2Gm*Mr, .
Restandolas se obtiene
E(rg —r1)(ro +1r1) = —GmM (rg — 1)
M M
E=-¢g M - g%
T+ T2 2a
o sea, el semieje mayor de la érbita viene determinado sélo por la energia E:
mM
=-G—. 11.12

Encontremos ahora una relacién entre b (el semieje menor de la 6rbita) y el momento
angular y energia del satélite. Esta se obtiene restando las ecuaciones (IILII) de

([T10):
2 2 mM

M
s~ G L G =0
2mry  2mr; Ty T2
1 1 1 1
(-2 =2amar (2 1)
1 2 L B
2
2Ty — 1 27,71 T2
L 55— = 2Gm”"M
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22N ogm2y
rim2
2a
2 24 _ 2
o sea,
2 2
o atr
b= Gm2?M ~—  2Em (11.13)

La importancia de las ecuaciones (ILI2)) y (IT.I3) radica en que son éstas las que
relacionan las constantes de movimiento de la drbita con su forma geométrica.

Otra relacion importante se obtiene usando la segunda Ley de Kepler: como el
momento angular se conserva se tiene que la particula m “barre” areas iguales en
tiempos iguales. La cantidad de area que el satélite “barre” en un intervalo de tiempo
dt lo podemos evaluar cuando éste se encuentra en el apogeo:

1 l
dA = =rouodt = — dt .
2 272 T am
De esta relacién se deduce que el area total, A = wab, la particula m lo barre en un

tiempo T dado por

l
mTab = % T N
es decir,
o AmPria?h?
T — T .
Usando (II.13) se obtiene, finalmente,
4 2
T2 = GLM a® (11.14)

resultado que no es otro que la tercera ley de Kepler. Pero observe que ahora cono-
cemos la constante de proporcionalidad entre T2 y a®.

Deseamos recalcar que las ecuaciones (IT.13) y (IT.I4]) son sélo validas en el limite
m < M. Cuando las dos masas son del mismo orden las ecuaciones deben corregirse).

Tlustremos el uso de las ecuaciones anteriores resolviendo un problema:

Problema:

Si la Tierra conservara su energia total, pero perdiera la mitad de su cantidad de
momento angular respecto al Sol (por ejemplo, cambidndole bruscamente la direccién
de su velocidad),
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a) (Qué tanto se acercaria al Sol?

b) ;Cudl serfa la distancia de alejamiento méxima (apogeo) de la Tierra en su
nueva érbita?

c) ¢Cuadl seria el largo del afio en ese caso?

d) (Cuadl tendria que ser el angulo en que se varia bruscamente la direccién de la
Tierra?

Suponga que inicialmente la érbita es circular.

Solucién:

Sea R el radio de la 6rbita circular en torno al Sol (estamos suponiendo que el
centro de masas del sistema coincide con la posicién del Sol). La érbita circular es un
caso particular de elipse para la cual @ = b = R. Sean da’ y b’ los semiejes mayor y
menor de la elipse final (después de haberle cambiado bruscamente su direccién).

Como la energfa de la Tierra no cambia, se tiene que ' = a = R. De la ecuacién
([II13) se deduce que el semieje menor disminuird a la mitad, o sea, b’ = b/2 = R/2.
Para el perigeo y apogeo se encuentra

9 _
rm=ad—-+Va?-b2=R—+\/R2-R?/4=R V3

2

rzza'+\/a’2—b’2:R2+\/§.

2

Como el periodo sélo depende de a
(tercera ley de Kepler) y a no cam-
bia, se encuentra que el ano de la
Tierra en su nueva 6rbita seguiria
siendo de 365 dias.

La magnitud del momento angular
viene dada por la magnitud del mo-
mento lineal por el brazo. Como el
momento lineal no cambia, para dis-
minuir el momento angular a la mi-
tad debemos disminuir el brazo a la
mitad. De la figura 11.6 se despren-
de inmediatamente que el &ngulo de- Figura 11.6
be ser a = 60°.
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11.4. Potencial efectivo

Sea 7 el vector posicion de m. La fuerza que actia sobre m es
F(r) = ~G 57, (11.15)
y la energfa potencial asociada a esta fuerza es

Ulr) = _Gm;w . (11.16)

A continuaciéon mostraremos que cuando la energia potencial es central, es decir,
sélo depende de la magnitud del vector 7y no de su direccién, entonces el problema de
determinar la trayectoria del satélite se puede reducir a un problema unidimensional.

Es evidente que si la energia potencial de una particula es central, entonces el
campo de fuerzas generador del potencial, es radial. Por otra parte, una fuerza radial
no ejerce torque respecto al origen. Si el torque respecto al origen es nulo, el momen-
to angular 7 de la particula no puede alterarse, luego el momento angular (para una
particula moviéndose en un potencial central) es una constante de movimiento (igual
que, por ejemplo, la energia total). Que el momento angular sea una constante de mo-
vimiento significa que ni la magnitud ni la direcciéon del momento angular cambian a
medida que transcurre el tiempo. También sabemos que la velocidad de la particula
es siempre perpendicular al momento angular. Como la direccion del momento an-
gular no cambia se concluye que el movimiento de la particula necesariamente debe
transcurrir en un plano.

Debido a la importancia de este resultado lo volvemos a remarcar:

En un potencial central la fuerza siempre es solamente radial. Un potencial
central no ejerce un torque sobre la particula respecto al origen, lo que a
su vez implica que el momento angular de la particula respecto a tal origen
nunca varia (es una constante de movimiento). Una consecuencia de lo
anterior es que el movimiento de una particula en un potencial radial
siempre trancurre en un plano.

El papel que juega el momento angular como constante de movimiento es similar al
papel de constante de movimiento que juega la energia total; ambos son magnitudes
que, de alguna manera, estan determinadas por las condiciones iniciales del problema.
Supongamos, por consiguiente, que conocemos la energia total F, la magnitud del
momento angular ¢ del sistema y el plano en el que transcurre el movimiento.
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Descompongamos la velocidad o(7) de la
particula, cuando ella se encuentra en el lu-
gar 7, en una componente radial y una com-
ponente perpendicular a 7 (ver figura 11.7):

F(F) = v 7 +vsd (11.17)

Acid 7 y ¢ son vectores unitarios; el primero
en la direccién radial, el segundo perpendicu-
lar a 7, pero en el plano de la trayectoria.

Figura 11.7

El médulo del momento angular de la particula es
L=rmuvy ,

o sea, una vez conocido ¢ la velocidad v4 queda determinada por la distancia r de la
particula al centro:

l
vg(r) = — (11.18)
De lo anterior concluimos que el problema queda esencialmente resuelto si logramos
establecer cémo varfa la distancia r en funcién del tiempo. Una vez conocido r(t), no
s6lo se conoce la velocidad radial v, = 7, sino que también, usando la ecuacién (I1.18),
la velocidad vg. A su vez, conocida la velocidad en funcién del tiempo podemos,

integrando, obtener la posicién 7 (t) de la particula en todo instante.

De la discusion anterior se desprende que debemos centrar la atencién en resolver el
movimiento radial de la particula de masa m.

Sabemos que la energia total es la suma de la energia cinética y la energia po-
tencial:

E=K+U . (11.19)
Por otra parte, la energia cinética viene dada por
1 1
K = §mv2 =5m (vf +v3,) , (11.20)
que, usando 7 = v, y la ecuacién (ILIS]), queda de la forma
1, 1 o L2
K= gmvt = gm <r + ol B (11.21)

Sustituyendo este resultado en (I1.19) se obtiene

1, 2
E = gm7 + <2mr2 +U(7’)> . (11.22)
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Esta es una ecuacién que sélo depende del radio r, de la velocidad radial 7 y cons-
tantes de movimiento. Esta ecuacién, por lo tanto, se puede reinterpretar como la
correspondiente al problema de una particula de masa m y energia total E, que se
mueve en una dimensién (dada por la coordenada r) en un potencial dado por

62

Ueit(r) = U () + 5 —

(11.23)

De esta manera hemos reducido el problema original a un problema unidimensional:
el de una particula de masa m afectada por una fuerza

dU .g(r mM 2
Fog(r) = — ili( ) =-G +

Tt (11.24)

Uagg(r) se llama el potencial efectivo, mientras que £2/(2mr?) es el asf llamado poten-
cial centrifugo. Cuando el momento angular es cero, el potencial efectivo coincide con
el potencial original.

La ecuacién (IL.22]) podemos escribirla como
1 5
E= Smr + Uegr(r) .

Derivandola respecto al tiempo se obtiene

d
0=mii+ Zﬁﬁf» , (11.25)

de donde, dividiendo por 7 y usando (I1.24]), encontramos una ecuacién de movimiento
para r(t):

mM 2
Tt

mi =—-G—

— . 11.26
r mr3 ( )
Es esta la ecuacién que resolveremos en la préxima seccién para encontrar las trayec-

torias de los satélites.

De acuerdo a lo discutido mas arriba, para establecer como se comporta el vec-
tor 7, debemos resolver el problema de una particula de masa m moviéndose en el
potencial dado por la ecuacién (I1.23]):

B GMm 2
r 2mr2

Uei(r) =

(11.27)

La energia total E = K + U y el momento angular ¢ son constantes de movimiento,
es decir, para un problema fisico en particular, tienen valores fijos bien determinados.
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A Caso /¢ =0.

Consideremos brevemente el caso de momento angular £ = 0. Este valor para el
momento angular implica que la particula nunca tiene una velocidad tangencial,
o sea, la particula siempre se mueve a lo largo de la recta que une M con m.

La figura 11.8 muestra el potencial U.g(r) que, en este caso, coincide con U(r).
Si la energia de la particula es E' < 0, entonces la méxima distancia a la que se
puede alejar es rg.

I I'o 1
e - > T o
; —
——— T 2
— :—.:’.f.f. __________________________ EF E
—
- " —
K =
.rr‘
S R
f'
AN EEY R
I
I

Figura 11.8 : Potencial efectivo para £ = 0.

Si la particula en un instante estd en rg, entonces su energia total £ coincide
con la energia potencial U(rg) y la energia cinética, por lo tanto, es nula —
la particula se encuentra en reposo. Sin embargo, sobre la particula actia una
fuerza ya que la pendiente de la energia potencial en ry no es nula. De hecho,
la pendiente es positiva, luego sobre m actia una fuerza negativa que la hace
acelerar hacia el origen. A medida que transcurre el tiempo la distancia entre m
y M disminuird progresivamente. La energia cinética de m (y por consiguiente
el médulo de la velocidad radial), como también la fuerza atractiva irdn au-
mentando. Finalmente, después de transcurrido un tiempo finito, la masa m
llegard al origen, teniendo una energia cinética infinita. (No debemos preocu-
parnos demasiado por este infinito que aparecié. Obviamente ningin potencial
fisico es de la forma —GmM /r hasta r = 0. Todos los objetos fisicos tienen un
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tamano, y a mas tardar cuando la distancia entre los objetos es menor que la
suma de sus “radios”, la interaccién cambia de caracter.)

B Caso £ # 0.

La figura 11.9 muestra el potencial U(r), el potencial centrifugo £2/(2mr?) y el
potencial efectivo Ugg(r) para dos valores del momento angular ({1 > f3). Es
este 1ltimo, el potencial efectivo, él que es 1til para analizar el comportamiento
de la variable r = || en funcién del tiempo.

Figura 11.9: Potencial centrifugo y efectivo para dos valores del momento
angular distintos (no nulos).

Consideremos nuevamente una particula con energia £ < 0 (ver figura 11.10).
La particula, en este caso, estd restringida a moverse entre 1 y r9. (Para el caso
del movimiento de la tierra alrededor del sol el vector 7 recorre una trayectoria
eliptica y las magnitudes 1 y ro corresponden a la distancia minima y maxima
de esa elipse). La energia cinética de la particula es K = E — U(r), siendo
K, = E — U,g(r) la energia cinética radial y K; = Uyg(r) — U(r) la energia
cinética tangencial. Cuando la particula se encuentra en el perigeo 71 o en el
apogeo T3, ella no tiene energia cinética radial, pero si tiene una energia cinética
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tangencial. Note que la energia cinética tangencial es mayor en el perigeo que
en el apogeo.

Figura 11.10: Potencial efectivo para £ # 0.

Si la energia es positiva (E > 0), entonces la particula no estd ligada; la particula
se acerca hasta una distancia minima y luego se aleja indefinidamente, para
no volver. (Estas trayectorias corresponden a las soluciones hiperbdlicas del
problema; los cometas que provienen de fuera del sistema solar son un ejemplo de
tales trayectorias.) Cuando la energia total es exactamente cero, la trayectoria
tampoco es acotada y la trayectoria, como veremos en la siguiente seccion,
corresponde a una parabola.

Cuando la energia total es igual al minimo del potencial efectivo, entonces la

particula no tiene energia cinética radial, pero si una energia cinética tangencial;
tal trayectoria corresponde a la solucién circular del problema gravitatorio.

11.5. Trayectorias de los satélites

En esta seccién analizaremos las posibles trayectorias de un satélite de masa m
cuando es atraido gravitacionalmente por un cuerpo masivo de masa M de acuerdo
a la ley de gravitacién universal.
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Del analisis hecho en la seccién anterior (ver ecuacién 11.26) se desprende que
debemos estudiar la ecuacién de movimiento

mM 02
r2 mrd

mit = —G (11.28)
El momento angular ¢ es una constante de movimiento y viene determinada por las
condiciones iniciales del problema, es decir, para un problema en particular no cambia
su valor a medida que transcurre el tiempo.
Sabemos que al menos algunas de las soluciones de esta ecuacién deben ser elipses.
En coordenadas polares la ecuacion de una elipse es
1 1
-—=—(1—€coso) .
r To
Esto sugiere que, en lugar de analizar una ecuaciéon para r en funcién de t, seria
mejor buscar una ecuacién para w = w(¢) = 1/r en funcién de ¢, pues tal ecuacién
probablemente sea simple.
Realicemos esos cambios de variable. Tenemos

d d 1 1 dw(¢) 1 dw dg

"Ta T @ w T w2 dt | wlde dt
Pero
do_,
a7 mr2  om
luego
_ tadw
 m do

Derivando nuevamente respecto al tiempo se obtiene

_L(ddwy_ £ (ddw\db__Ldwdp £ ,duw
m \dtdp)  m \dodo

— = = ——w’— .
dt m d¢? dt m2 d¢?
Sustituyendo esta expresién en (IL28]) y usando que w = 1/r, se obtiene

2 L dPuw , 2
O sea,
d*w 1
— = —. 11.29

En la ecuacién anterior se introdujo rg definido por

€2

0= GMm?
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Tal como sospechdbamos, la ecuacién diferencial para w en funcién de ¢, efectivamente
es muy simple. Si el lado derecho fuese nulo, la solucién seria

w(¢) = Acos(9) ,

donde A es una constante. (Elegir la funcién seno en lugar coseno sélo redefine
el lugar desde el cual estamos midiendo los dngulos.) Es claro que al agregarle la
constante 1/r( a la iltima expresion, se encuentra una solucién de (IT.29]). Por dltimo,
si en lugar de A introducimos ¢ dado por

GZ—AT(),

_ 1 (1 —€cos(e)) . (11.30)
r(¢) 1o
Hemos encontrado una expresiéon para la distancia r en funcién del angulo polar. Como
es usual para ecuaciones diferenciales de segundo grado, la solucién general tiene dos
constantes (en este caso 1o y €) que deben determirse a partir de las condiciones
iniciales.
La ecuacién (II.30]), de acuerdo al valor de épsilon, corresponde a las distintas
secciones conicas:

entonces la expresién para r(¢) = 1/w(¢) queda de la forma
1

e=0 corresponde a un circulo
D<ex1 corresponde a una elipse
e =1 corresponde a una parabola

1 < e corresponde a una hipérbola

11.6. EIl campo y potencial gravitacional

La ley de gravitaciéon universal de Newton nos da la fuerza de atraccién debido a
la gravedad que actia entre dos masas, en efecto,
mM

7

F(F) = ~G—

es la fuerza que actiia sobre la masa m debido a la masa M donde r es la separacion
entre las masas y 7 es un vector unitario que apunta de M a m.

Es conveniente introducir el concepto de campo gravitacional para describir el
efecto que una masa M introduce en su entorno. Definimos el campo gravitacional de
la masa M por

§(F) = —G=7 .
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Si en el lugar 7 de este campo gravitacional generado por la masa M colocamos una
masa m, entonces sobre m actuard una fuerza

F =mj(F) .
Un campo es un ente que esta definido en todos los puntos del espacio que nos interesa.
Como ¢ es un vector, el campo gravitacional se dice que es un campo vectorial.

No sélo existen campos vectoriales, también existen campos escalares, tensoriales,
etc.. Un ejemplo de un campo escalar es la temperatura. Supongamos que en todos los
puntos de una pieza puedo medir la temperatura 7', entonces T'(i") define un campo
escalar (el campo de temperatura) de la pieza. Que un campo sea vectorial significa
que en cada punto no sélo tiene una magnitud sino que también una direccién.

El campo gravitacional satisface el principio de superposicion: si distintas masas
mi, Mma, ...,my ubicados en los lugares 7, 75, ...,y generan campos gravitacionales
Ji, g2, --.,gnN, entonces el campo gravitacional en el punto 7 sera

Zg]r—r] GZ‘T_T’?) ¥ —175) .

Cuando se tiene un campo de fuerzas conservativo, resulta muy conveniente in-
troducir el concepto de energia potencial. El campo gravitacional es conservativo y
en un capitulo anterior demostramos que la energia potencial de dos masas M y m,

separadas por una distancia r, viene dado por
mM
U =-G"E

La constante aditiva arbitraria se ha elegido de manera que la energia potencial sea
nula cuando las dos masas estédn separadas por una distancia infinita (r — 00). La
relacion anterior sugiere definir otro campo, un campo escalar, por

() se llama el potencial gravitatorio de la masa M. Si se coloca una masa m en el
potencial gravitatorio ¢ de una masa M, entonces la energia potencial del sistema es

U(r) = me(r) ,

donde r es la separacion entre las masas my M.
El potencial gravitacional también satisface el principio de superposicién: si dis-

tintas masas mq, mao, ...,my ubicados en los lugares 7, 75, ... ,Fn generan potenciales
gravitacionales ¢1, ¢o, ...,pn, entonces el potencial gravitacional total en el punto 7
sera

)= Y- = -0 =
j J
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Tlustremos los conceptos anteriores con dos problemas.
Problema 1:
Considere dos masas, de valor m y 2m,

que se encuentran separados por una
distancia 2a (ver figura adjunta). a a

a) Calcule el valor de la energia potencial
gravitacional de una masa m’ ubicada en
el punto medio entre las dos.

= @
®

Figura 11.11
b) {Cudl es la fuerza gravitacional ejercida sobre m’ ?

c¢) (Cudl es la velocidad de escape v. 7 jDependera ésta de la direccién ?

Soluciéon

La energia potencial de una masa m’ ubicada en el punto central es

mm/ 2mm/ 3mm/’
U=m'¢=-G -G =-G .
a a a
La fuerza que actia sobre m’ es
~ m 2m mm/
a a

La velocidad de escape es la minima velocidad que debe darse a la particula para que
se aleje llegando hasta infinito (se escape del sistema). Para que la masa m’ escape
su energia debe ser no negativa. La minima energia que debe tener es por lo tanto
E =0, o sea, la energia cinética debe ser de igual magnitud que la energia potencial

pero de signo contrario:

1 3mm’
K = §m'vz =G pa

Finalmente, para la velocidad de escape, que no depende de la direccién, se encuentra

6Gm
Ve = 1/ .
a
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Problema 2:

Considere dos particulas, de masas m y M, que inicialmente estan en reposo y sepa-
radas por una distancia muy grande (infinita). Demuestre que en cualquier instante
su velocidad relativa de acercamiento atribuible a la atraccién gravitacional es

. 2G(m + M)

D

donde D es la distancia que las separa.
Solucion

Situémonos en el sistema del centro de masas. Si en cierto instante las velocidades de
las dos masas (observadas desde el centro de masas) son ¥, y ¥as, estas cumplen con

mffm = —M{fM .

Para la energia cinética de ambas particulas se obtiene

1 1 1 m

K = —muv? + =Muv3;, = —mv? (1 + —) .

g m g M T oM M

Inicialmente tanto la energia potencial (la separacién es grande) como la cinética

son nulas. Como la energia total se conserva, esta debera ser nula en todo instante.
Cuando las particulas estan separadas por una distancia D la energia potencial es

mM
U=-G—0p

y, por lo tanto, la energia cinética debe ser de la misma magnitud pero de signo
contrario: 1 M
m m
K= b, (14 ) =™
2mvm + i D

Despejando v, se obtiene
9 2G M?
v ==
™ D(m+ M)
La velocidad relativa es igual a v = v, + vy, luego
2GM? +m 2GM?  [2G(m+ M)
Dm+M) M\ Dm+ M) D ‘

v =
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El caso eléctrico: la ley de Coulomb

Resulta conveniente, en este punto, mostrar brevemente la gran analogia existen-
te entre la fuerza de gravedad entre dos masas y la fuerza eléctrica entre dos cargas

ar 'y qz.
Caso gravitatorio

La fuerza gravitatoria sobre la masa # 2,
debido a la masa # 1 viene dada por la
ley universal de gravitacion de Newton:

mims
2

F=-@

7
r

donde 7 es un vector unitario que apunta
de la particula # 1 a la # 2.

El campo y potencial gravitacional aso-
ciado a una masa M es

M
27— —a s
g(7) ol
M
) =—-G— .
o) = ~G~
La relacion entre § y ¢ es:
T

wm:¢mﬁ—/gwwm.

0o

Al colocar una masa m en el campo gra-
vitacional de una masa M, entonces la
fuerza sobre m y su energia potencial vie-
nen dadas por

F(7) = mg(r)

U() = mo(i)

Caso electrostatico

La fuerza electrostatica sobre la carga
# 2, debido a la carga # 1 viene dada
por la ley de Coulomb:

Fo_l 0o,

dreg 12

donde 7 es un vector unitario que apunta
de la particula # 1 a la # 2.

El campo y potencial electrostatico aso-
ciado a una carga @) es

B 1 Q
E(T) = —7
() dmeg 2
y 10
o) = dreg T

La relacién entre E y ¢ es:

-

o) = otiv) — [ E(7)-dr.

Al colocar una carga ¢ en el campo gra-
vitacional de una carga (), entonces la
fuerza sobre ¢ y su energia potencial vie-
nen dadas por

Observaciones:

a) Las ecuaciones electrostdticas se han dado en el sistema de unidades MKS. La
unidad de la carga en este sistema de unidades es el Coulomb [C].
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b) En la electrostética el factor 1/(4meg) juega el rol que G juega en la gravitacion.

¢) Una diferencia entre la gravitacién y la electrostética es que la fuerza de gravi-
tacién entre dos masas iguales es atractiva mientras que la de dos cargas iguales
es repulsiva. Esto se refleja en un cambio de signo en algunas de las ecuaciones.

d) Otra diferencia importante e interesante es que en la electrostatica las cargas
pueden ser positivas y negativas. Este hecho da origen a numerosas situaciones y
fenémenos interesantes que no pueden darse en el caso gravitatorio (por ejemplo,
el concepto de dipolo puntual).

11.8. Campo gravitacional de una cascara esférica

Ejercicio: Demuestre que

d b
& (Verhe) = om0

donde a y b son constantes. Como corolario de este ejercicio se tiene que

T2 1 2
———dx = ~Va+bx
/ccl Vva+ bx b

2

2
= [Va+brs — \/a+bai] .

1

Considere una céscara esférica de radio R
de densidad de masa uniforme. Si la ma-
sa total de la cascara es M, entonces su P
densidad superficial de masa serd

M

7= ATR?

Deseamos encontrar el potencial gravita-
cional ¢ en el punto P debido a la césca-
ra esférica. Para ello primero evaluamos
la contribucién de un anillo de ancho R df
que forma un dngulo theta con la linea que
une P con el centro de la esfera. La masa
del anillo es

dm = o (2rRsinf) Rdf .

Figura 11.12
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Todos los puntos del anillo estén a la misma distancia D = /(R sin )2 + (r — R cos 6)?
del punto P, luego la contribucién del anillo al potencial gravitatorio es

dp = -G orGor? sinf df
D V/(Rsin)? + (r — Rcos )2
9rCoR? sin 6 do
= —2rGo

VR2 + 12 = 2rRcosf
Sumando la contribucién de todos los anillos obtenemos el potencial total:
T T sin 0 df
= dp = —2rGo R? / .
¢ /0 ¢ o VRZ+7r2—-2rRcosf

La integral la podemos evaluar con un cambio de variable. Denotemos cos por s.
Entonces

s =cosf
ds
— = —sginf ,
do
0 sea
sinf df = ds .
Observando que si 8 = 0 entonces s = 1 y si § = 7, entonces s = —1, podemos

reescribir la integral:

I:/7r sin 6 df :_/_1 ds

o VR?2+71r2—-2rRcosf 1 VR2+12=2rRs

Usando ahora el resultado del ejercicio propuesto al iniciar la presente seccién (con
a=R2+7r% b=-2rR, 1 =1y 29 = —1), se obtiene

-1 ds
r= _/1 VR? +72 —2rRs
= [VET P R - VR T (2R
= IR+~ |R—7]

Distinguiendo con cuidado los dos casos » > Ry R < r, se obtiene que
% sir<R
I =

3N

sir>R

De esta manera, para el potencial de una cascara esférica de radio R y masa M se
encuentra la expresion
—G% para R > r
o(r) =

—G% parar > R

Algunas observaciones importantes respecto a este resultado:
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a) Para r > R, o sea, cuando el punto P se encuentra fuera de la cascara esférica,
el potencial gravitacional que ésta ejerce es idéntica a la que se hubiese obtenido
si toda la masa de la céscara se ubica en el origen.

b) Si el potencial afuera es el mismo al de una masa puntual, entonces también el
campo gravitacional lo serd, o sea, la fuerza que la cascara esférica ejercera sobre
una masa m (si ésta se encuentra en el exterior) serd

c) En el interior de la cédscara esférica el potencial gravitacional es constante (no
depende de la posicién). Esto significa que el campo gravitacional ahi es nulo,
o sea, si colocamos una masa m en el interior, sobre ella la cdscara esférica no
ejercerd ninguna fuerza gravitacional.

Resumen:

Para una céscara esférica de radio R y masa M se tiene

—%M r (para r > R)

g(r) =
0 (para r < R)
ny[ (para r > R)

o(7) =
—GTM (parar < R)

La figura 11.13 muestra un grafico de la intensidad del campo gravitacional y el
potencial para una cdscara esférica.

()] bir)

R r

Figura 11.13
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A continuacién presentaremos una demostracién alternativa de que una cdscara
esférica no ejerce ningun campo gravitacional al interior de ella.

Algunos preliminares: Al intersectar un
dngulo (infinitesimal) df con un circulo de
radio r, el largo del arco es ds = r df (ver
figura 11.14). Si tal arco se “inclina” en un
angulo (3, el largo del arco (linea segmen-
tada) ahora es ds = rdf/ cos f3.

Estos conceptos se pueden generalizar pa-
ra dngulos solidos en tres dimensiones. Pa-
ra ellos tomemos una esfera de radio r y
consideremos un area A (que puede te-
ner forma irregular) sobre la superficie. Si
unimos todos los puntos del perimetro del
area con el centro obtenemos un dngulo
solido.

En forma andloga a lo que ocurre para
angulos en un plano, definimos el angu-
lo s6lido por 2 = A/r?. El 4ngulo sélido
completo (en el espacio tridimensional) es,
por lo tanto, 47. A la inversa, si tenemos
un angulo sélido infinitesimal df2 e inter-
ceptamos este con una esfera de radio r, el
area definido por la interseccién serd dA =
r2 d§2. Si el 4rea la inclinamos en un 4ngu-

lo B3, su 4rea serd dA = r2 dQ/ cos B.

Volviendo a la cascara esférica de radio R
vy masa M, evaluemos el campo gravita-
cional en un punto P que se encuentra en
su interior (ver figura 11.16).

Consideremos un angulo sélido df2 desde
el punto P y hacia los dos lados. El angu-
lo solido intersecta a la cascara esférica en
los lugares A y B (ver figura 11.16). La in-
clinacionde las dreas en Ay B es en el mis-
mo dngulo 8 ya que ABO es un tridngulo
isésceles. El area que el angulo sélido in-
tersecta en A es r? d)/ cos 3 mientras que
en B es 13 dQ/cos 3. Sea o la densidad
superficial de masa de la cascara esférica.

Figura 11.14

Figura 11.15

Figura 11.16
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El campo gravitacional que el drea A genera en P es

Acéd 7 es un vector unitario que apunta de P a A. En forma andloga se obtiene que
el campo gravitacional que el drea B genera en P es

R 7‘% Q] 1 ~ o df) |

g = |0 3 — (—n) = — ﬁn.

CoS s CoS

Se observa que el campo gravitacional de las dreas A y B se cancela exactamente. Lo
mismo ocurre con cualquier otro angulo sélido. De la discusion anterior se concluye
que al interior, el campo gravitacional generado por una cascara es necesariamente

nulo.

11.9. Campo gravitacional de una esférica sélida

Evaluemos el campo gravitacional en algtin punto al exterior de una esfera sélida
de masa M y radio R. Para ello es conveniente pensar que la esfera estd compuesta de
muchas céscaras esféricas (como una cebolla). Ya sabemos que el campo gravitacional
de cada cascara es el mismo que el que se obtiene al concentrar toda la masa de la
céscara en el centro. La suma de todas las céscaras (que es la esfera sélida), por lo
tanto, generard un campo gravitacional igual al de una masa (equivalente a la suma
de las masas de todas las cdscaras) concentrada en el centro. O sea, si el punto P
estd al exterior de la esfera, a una distancia r del centro, el campo gravitacional serd

Un razonamiento anédlogo permite encontrar el potencial gravitacional (para un punto

en el exterior): ¢(r) = —GM/r.
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Si el punto P se encuentra al interior de
la esfera se puede proceder de una manera
parecida. Dividamos nuevamente la esfe-
ra en numerosas cascaras esféricas. Todas
las céscaras esféricas con un radio mayor
que r no contribuyen al campo gravitacio-
nal en P (pues P estd al interior de ellas).
Las capas con radio menor que r las po-
demos concentrar en el centro. El campo
gravitacional por lo tanto serd

. m.
g(T)Z_Gﬁr7

Figura 11.17

donde m es la masa de las cascaras interiores, esto es,
3

R3 -

De manera analoga se procede para encontrar el potencial gravitatorio al interior de

m=M

una esfera sélida.

Resumen: Para una esfera sélida homogénea, de radio R y masa M, se tiene

—C;i—% 7 (para r > R)
g(r) =
—GR%[T 7 (para r < R)
—% (parar > R)
o) = 2
—%—J}g] <3—%) (parar < R)

La figura 11.18 muestra un grafico de la intensidad del campo gravitacional y el

pnfﬁnpin] nara nna ciccara ecférica

[R]

Figura 11.18
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Densidad media de la Tierra

Problema: Determinar la densidad media de la Tierra suponiendo concocidos el va-
lor de la constante de la gravitacién G, la aceleracion de la gravedad g y el radio
terrestre R.

Solucién: Sobre una masa m colocada en la superficie de la Tierra actia una fuerza
igual a mg. Por otra parte, el campo gravitacional de la Tierra para un punto sobre
su superficie se puede evaluar suponiendo que toda la masa de la Tierra estd en el
centro, es decir,

- GM

R = S

donde M es la masa total de la tierra. Conociendo el campo garvitacional podemos
evaluar la fuerza que actia sobre una masa m; esta es

GMm

Esta ecuacién relaciona la aceleracién de la gravedad ¢g=9,81 m/s? con la constante
gravitacional G y la masa y radio terrestre M y R, respectivamente.

La densidad media de la Tierra viene dada por

B %_ 3M 39

P = VT 4R~ 4GR
_ 3-981,0 ~55i
© 476,67-10786,4-10% ~ 7 cm?

(Para referencia: la densidad del hierro, que es el principal elemento del nicleo te-
rrestre, es de 7,86 g/cm3.)

11.10. Problemas

1. Jupiter tiene doce lunas conocidas, cuatro de las cuales fueron descubiertas por
Galileo. Estos son los radios y periodos de las primeras cuatro:
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R (Km) T (dfas)
180.000 0,498
422.000 1,769
671.000 3,551
1.072.000 7,155

a) ;Obedecen estos cuatro satélites a la tercera ley de Kepler?
b) Con estos datos y el valor de G, encuentre la masa de Jupiter.
c) El didmetro de Jupiter es de 142.900 Km. ;Cudl es su densidad media?

. Las orbitas de dos satélites terrestres A y B son elipticas, siendo R y 4R,
respectivamente, sus ejes mayores.

a) ;Cudl es el cuociente entre sus energias mecédnicas totales?

b) ;Cuadl es el cuociente entre sus periodos?

¢) {Qué puede decirse del cuociente entre sus momentos angulares?

. Un satélite artificial recorre una trayectoria circular 320 Km por encima de la
superficie terrestre.

a) {Cudl serd su velocidad?

b) {Con qué frecuencia girard alrededor de la Tierra?

. Dos satélites artificiales de igual ma-
sa orbitan alrededor de un planeta.
S1 se mueve en una Orbita circu-
lar de radio 10® [m] y periodo de
5 dias, S se mueve en una Oorbita
eliptica de radios i, = 108 [m] y
Tmaz = 2+ 108 [m].

a) A partir de los datos para la 6rbi-
ta circular, calcule la masa del pla-

neta. Figura 11.19
b) Encuentre el periodo de S.

c¢) (Cudl satélite es més veloz al pasar por B? ;Cudl tiene mayor energia?

d) Calcule el cuociente entre las velocidades que Ss tiene en B y en A.

e) ;Qué maniobra deberia ordenar el puesto de mando para poner Sz en la
orbita de S17?

. Un satélite es geoestacionario si para un observador fijo sobre la Tierra este no
se mueve. La érbita de tal satélite necesariamente debera coincidir con el plano
del Ecuador terrestre. Determine el radio de la érbita del satélite.
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10.

Respuesta: R ~ 42.000 km.

A qué distancia de la Tierra debe colocarse un cuerpo en la linea dirigida
hacia el Sol de tal manera que la atraccién gravitacional solar contrarreste a la
atraccién de la Tierra? El Sol estd a 15 - 107 Km de distancia y su masa es de
Mg = 3,24 -10° M7 (Mr es la masa de la Tierra = 5,97 - 10?* Kg). Analice el
problema incluyendo el efecto introducido por la rotacion de la Tierra alrededor
del Sol (o sea, tanto la Tierra como el cuerpo giran alrededor del Sol una vez al
ano).

Para encontrar la solucién (aproximada) use el hecho de que Mp/Mg < 1.

Respuesta: Mr
~R|1-¢{/—
" ( V 305 >

es la solucién que se tiene si el cuerpo se encuentra entre la Tierra y el Sol. Hay
dos soluciones adicionales si se permite que r sea mayor que R. Convénzase de
ésto y encuéntrelas.

Dos satélites A y B giran alrededor de la Tierra en la misma O6rbita circular
(de radio R), pero uno al lado opuesto de la Tierra respecto al otro. Se desea
interceptar el satélite B con un proyectil lanzado desde A. Estudie el problema
e indique velocidad y direcciéon en que debe lanzarse el proyectil para lograr su
objetivo. Dé al menos 3 soluciones distintas.

El perigeo, punto méas proximo de la érbita de un satélite, se halla a 320 Km
de la superficie terrestre, y el apogeo, punto mas alejado, a 2400 Km.

a) ;Cudl es el semieje mayor de la érbita del satélite?

b) (Cudl es la excentricidad de su érbita?

c) Si el satélite tiene una masa de 15 Kg, jcudl es su energia total?

d) {Cuadl es su velocidad en el apogeo?

e) {Cudl es su velocidad en el perigeo?

f) ;Cudl es su momento angular?

Una pequenia masa m cae hacia el Sol partiendo del reposo desde una distancia
igual al radio de la érbita terrestre. Determine el tiempo de caida usando sélo
las leyes de Kepler.

Se dice que la drbita de un satélite es heliosincrdonica si pasa diariamente por
los mismos lugares a la misma hora. Suponiendo que la altura minima de un
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11.

12.

13.

14.

satélite es de 200 km por sobre la superficie terrestre, encuentre los radios de
todas las orbitas heliosincrénicas circulares.

Considere la pardbola y = ax?.

a) Encuentre su foco.

b) Traslade el sistema de coordenadas de manera que el nuevo origen coincida
con el foco calculado en la parte a).

¢) Introduzca coordenadas polares (r,¢), midiendo ¢ desde el minimo de la
pardbola y demuestre que la ecuacién de la parabola queda de la forma

1 1
—=—(1- €ecos ¢)
ro s

con € = 1y s algun valor constante.

Un satélite gira sobre el Ecuador, en el mismo sentido que la Tierra, en una
trayectoria eliptica con 7, = 200 Km y 7,4 = 500 Km. Se desea poner este
satélite en dérbita geoestacionaria. El cohete del satélite es capaz de acelerarlo
con una aceleracién a = 50 m/s%. jEn qué instantes y durante cuanto tiempo
se deben prender los motores para lograr el propdsito?

Calcule el periodo de rotacién de la Luna entorno a la Tierra sabiendo que el
radio de su érbita es 60,3 veces el radio de la Tierra.

Un cometa de masa o« m se di-
rige (“cae”) radialmente ha-

drbita de Venus \

cia el sol. Observaciones as- Venus 5 M

trondmicas permiten estable- ’, R,

cer que la energia mecdnica o /

total del cometa es nula, es de- %ﬂ eta Sol

cir, ¥ = 0. El cometa se es-

trella contra Venus, cuya ma-

sa es m. Supongamos ademas

que la trayectoria de Venus es . .
circular, de radio Ry. A conse- T
cuencia del choque, el cometa
y Venus forman un solo astro
que llamaremos Vennus.

Figura 11.20

a) Calcule la rapidez vy y el periodo de Venus antes de la colisién.

b) Calcule la energia mecénica de Venus en su 6rbita antes de chocar con el
cometa.
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15.

16.

17.

¢) Calcule la velocidad radial y el momento angular de “Vennus” inmediata-
mente después de la colision.

d) Determine la energia mecanica de Vennus y exprésela en términos de m,
oy 9.

e) Demuestre que la 6rbita de Vennus es eliptica y determine el semieje mayor
de la érbita.

f) Determine si el afio para los
causa del choque con el cometa.

“venusianos” se ha acortado o alargado a

Respuesta parte f): La razon del periodo de Vennus y Venus es

T’ [1—1—@]3/2

T |1+4«

Un proyectil de masa m se lanza tangencialmente a la superficie de la Tierra.
Suponiendo que no hay resistencia del aire (como en la Luna), calcular la rapidez
vy con que el proyectil debeser lanzado para que orbite en forma circular y
razante a la Tierra. Compare esta velocidad con la velocidad de escape. Calcule
el momento angular y la energia del proyectil en esta situacién.

El proyectil del problema anterior ahora es lanzado horizo: m

ficie de la Tierra con una rapidez avg, con 1,a < v/2. Calct -adial
. . o h

del perigeo y apogeo y la excentricidad de la ébita.

uper-

Dos particulas de igual masa se unen median-
te una cuerda ideal de longitud h. El par es
atraido gravitacionalmente por un planeta de V
masa M. La distancia entre el planeta y la !
particula mas cercana es R, con h < R.

a) Despreciando la fuerza de atraccién en-
tre las dos particulas, calcule la tensién
de la cuerda si ellas caen sobre el pla-
neta con la cuerda estirada y dispuesta
radialmente.

b) Ahora tome en cuenta la atraccién gra- M O
vitacional entre las dos masas. Demues-
tre que para que la cuerda no esté ten-

sa la masa de cada particula debe ser
m = M(h/R)3. Figura 11.21
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

Marte tiene un didmetro medio de 6.800 Km, la masa de Marte es 0.107 Mr.
a) ;Cudl es la densidad media de Marte comparada con la de la Tierra?

b) ;Cuél es el valor de g en Marte?

c) {Cuadl es la velocidad de escape en Marte?

La estrella enana Sirio B tiene un radio que es 1/50 del radio solar, a pesar de
tener aproximadamente la misma masa que el sol.

a) ;Cudl es el valor de g en la superficie de Sirio B? b) ;Cuadl serd la densidad
media de Sirio B?

Una esfera uniforme de densidad p, y radio
R; tiene una cavidad esférica de radio Rs.
Encuentre el potencial en el punto 7 (ver fi-
gura 11.22).

. Cual seria el peso suyo si el radio de la Tierra
doblara su valor,

a) manteniéndose la masa de la Tierra igual
a la actual?

b) manteniéndose la densidad promedio de la

Fi 11.
Tierra igual a la actual? igura 11.22

Dos esferas de plomo, de 1 m de radio, estdan en contacto.

a) ;Cudl es la magnitud de la fuerza de atracciéon mutua?

b) ;Qué velocidad tendrian en el instante de contacto si partieran de posicio-
nes muy separadas en el espacio y “cayeran” una contra la otra? (ppiome =
11.3 g/em?).

Un satélite de masa m = 5 kg es lanzado a una orbita circular cuyo periodo es
de 120 minutos. Ignore la rotacién de la Tierra y también cualquier efecto del
roce viscoso del satélite con el aire.

a) Calcule la razén ewntre el radio de la drbita del satélite y el radio terrestre.

b) Calcule la energia minima requerida para poner al satélite en dicha 6bita.
De esta energia ;qué fraccién se uso para “subirlo” y que fraccién para
darle la velocidad requerida?
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24. Una nave césmica se dirige hacia la Lu-

25.

26.

27.

\\ drbita

na a lo largo de una trayectoria pa-

71 . . s .
rabdlica que casi toca a la superficie lu- parabolica
nar. En el momento de maxima apro-
ximacién un motor de frenado, en un drbita

breve lapso, modifica la velocidad de la )2 clrcular
nave de manera que esta entre en una
orbita circular alrededor de la Luna.
Encuentre la velocidad de la nave justo
antes y después del frenado. La masa y
el radio lunar son M = 7,34-102 kg y

R =1,74-10% m, respectivamente.

Figura 11.23

Se taladra un tunel liso y recto a través de un planeta esférico cuya densidad de
masa p, es constante. El tinel pasa por el centro del planeta y es perpendicular
al eje de rotacion del mismo. El planeta rota con una velocidad angular deter-
minada de modo que los objetos dentro del tinel no tienen aceleracion relativa
al tinel. Hallar la relacién entre p, y w para que esto sea cierto.

Demuestre que en un conducto excavado en la Tierra, siguiendo una cuerda
cualquiera, (no siguiendo necesariamente un didmetro), el movimiento de un
objeto serd arménico simple. (Desprecie efectos de roce y de la rotacién de la
Tierra). Encuentre el periodo del movimiento.

Discuta el origen de las mareas. ;Por qué se presentan dos mareas y no una
sola?
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28.

29.

30.

Encuentre la 6rbita de una particula
que se mueve en un campo central
que genera una fuerza

Gmy my a?

F(r)y=-— 3 W .
Si o es pequenio con respecto al mo-
mento angular £ muestre que la érbi-
ta corresponde a una elipse cuya
orientacién precesa lentamente. En-
cuentre el dngulo A® en que cam-
bia la orientacién del semi—eje ma-
yor en un periodo. (Indicacién: Re-
pita lo hecho en la seccién 11.5 pero
con la nueva expresion para ﬁ)

AD

399

Figura 11.24

a) Demuestre que para escapar de la atmésfera de un planeta una condicién que
debe cumplir una molécula es que tenga una velocidad tal que v > /2GM/r,
siendo M la masa del planeta y r la distancia de la molécula al centro del

planeta.

b) Determine la velocidad de escape para una particula atmosférica a 1000 Km

sobre la superficie de la Tierra.
c) Haga lo mismo para la Luna.

Considere una esfera de radio a y hecha de materia homogénea y que al interior

tiene una cavidad esférica concéntrica de radio b.

a) Haga un gréfico de la fuerza de gravitacion F ejercida por la esfera sobre
una particula de masa m, localizada a una distancia r del centro de la

esfera.

b) Haga un gréfico de la energia potencial gravitacional U(r) de la masa m

en funcién de 7.

¢) Demuestre que en el limite b — a vuelve a obtener el resultado corres-

pondiente a una cdscara esférica.

d) Demuestre que en el limite b — 0 vuelve a obtener el resultado corres-

pondiente a una esfera solida.
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31. Considere un recipiente (cascardn)
semiesférico. Demuestre que en
cualquier punto del plano que pasa
por el borde del recipiente (a modo
de tapa, region punteada), el campo
gravitatorio es perpendicular a di-
cho plano.

Figura 11.25

32. Considere una semiesfera sélida de masa M y radio R, fija. ;Cuél es el trabajo
que se debe realizar para llevar una pequena masa m desde el centro de la base
hasta el infinito?

33. Una particula de masa m se encuentra situada sobre el eje de simetria de un
anillo de masa M y radio R, a la distancia d del plano del anillo.

a) Encontrar la fuerza con que el anillo atrae a la masa m, en términos de G,
M, m, Ry d.

b) Discuta en particular los casos d = 0 y d — o0, y convénzase de que se
obtiene lo que uno espera intuitivamente.

¢) Si la masa m se mueve a lo largo del eje y parte del infinito (desde una
distancia muy grande) con velocidad nula, jcon que velocidad pasard por
el centro del anillo? (Suponga que el anillo no se mueve, es decir, hay una
fuerza externa que lo mantiene fijo).

34. Considre un satélite de masa m que gira en una drbita circular de radio R an
torno a un planeta de masa M > m.

a) Determine la velocidad del satélite.

b) Suponga que el satélite es interceptado por un proyectil, también de masa
m, que se desplaza radialmente hacia el planeta. Sea v7; = —wvi7 la ve-
locidad del proyectil justo antes del impacto. Suponga que el choque es
completamente ineldstico ( es decir, el proyectil y el satélite forman un
solo cuerpoo después de la colisién). Encuentre la velocidad que tiene el
proyectil-satélite justo después del choque.

¢) Determine la minima rapidez v; que debe tener el proyectil justo antes
del choque para que el cuerpo proyectil-satélite logre escapar del campo
gravitacional del planeta.
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35. Considere un casquete esférico fijo,
muy delgado, de densidad uniforme, ra-
dio R y masa M, que posee dos orifi- R
cions que lo perforan en posiciones dia-
metralmente opuestas. Una masa pun-
tual m se encuentra inicialmente en re-
poso a una distancia 3R de su centro
sobre la linea que une las perforaciones.
Encuentre el tiempo que tarda la masa
m en cruzar el casquete de un extremo Figura 11.26
al otro.

3R

o3

=

36. Dos céascaras esféricas del mismo ra-
dio R y masa M se encuentran sepa-
rados (sus centros) por una distan- r
cia r.

a) Haga un grafico esquemético
de la energia potencial gravi-
tatoria a lo largo de la recta
A, B.

=

b) Si una particula de masa m
se suelta en reposo desde el
centro de la esfera #1, ;con Figura 11.27
qué velocidad llega a la super-
ficie de la esfera #27

(¢) {Cuél es la maxima separacién r a la que pueden estar las esferas para que
la masa m llegue a la superficie de la cdscara esférica #27

11.11. Solucién a algunos de los problemas

Solucion al problema 4

(a) La fuerza gravitacional debe coincidir con la fuerza centripeta. Sea M la masa
del planeta y m la masa del satélite, entonces

Mm mu?
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donde v = 27R/T es la velocidad del satélite en su érbita circular. De las
ecuaciones anteriores se deduce que

AT?R® Am? - 10

GT? ~ 6,67-10-11.(5-24-3600)2

M= kg ~ 3,2-10* kg .

De acuerdo a la tercera ley de Kepler

T, \a ’
donde a; y a2 son los semiejes mayores de las trayectorias elipticas de los satéli-

tes. De acuerdo al enunciado a; = 10® [m] y as = (rmin+7max)/2 = 1,5-10% [m],
luego aj/as = 2/3. Para Ty se obtiene

3/2
Ty =T, <%> = 5.(1,5)1,5 dias ~ 1,19 dfas .
a1

La energia total y el semieje mayor de un satélite estdan relacionados por la
ecuacion
mM

2a
La energia es inversamente proporcional al semieje mayor, pero observe que
debido al signo menos, la 6rbita que tiene el mayor a tiene también mayor
energia (es menos negativa). Concluimos que el satélite Sy es el que tiene mayor
energia. En el punto B ambos satélites tienen la misma energia potencial, luego
la energia cinética de Sy es mayor que la de Sy. El satélite S5 es mas rapido que
S1 cuando pasan por B.

E=-G

Se tiene que (todo evaluado en el punto B)

E2 . al . 2
By ay 3
Por otra parte, para la o6rbita circular U = —2K3, o sea,

u U Mm
El_U+K1_U_5_5__ 2—R2

Se tiene
Es _ U+ Ky 2

B, U/2 3
De aqui se deduce que Ko = —2U/3. Luego
K, —2U/3 4 3
K, -U/2 3 v}’
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(e) Para pasar de la ébita eliptica a la circular, el satélite Sy debe, cuando se
encuentra pasando por el punto B, prender los motores y ”frenar” hasta bajar
la velocidad de vy a v;.

Solucién al problema 9

La trayectoria de la masa m que cae hacia el Sol es el limite de una elipse en que el
semieje menor b tiende a cero. En ese caso la trayectoria es una linea recta estando el
Sol en uno de los extremos. El semieje mayor de tal elipse es a = R/2, donde R = ap
es el radio (igual al semieje mayor) de la trayectoria circular de la Tierra. De acuerdo
a la tercera ley de Kepler

T 3/2
omo_ <i> —273/2 — (), 3536 .
Tr ar

El tiempo tg que demora la masa m en llegar al sol es la mitad del periodo de su

orbita, o sea,

T, T
t0:7m:§-0,3536:64,5d1as.

Solucién al problema 14

(a) Sea M la masa del Sol, entonces, igualando la fuerza gravitacional con la fuerza

centripeta
GMm mv% ~
———g =T
se obtiene
s GM
v = —— .
0 Ro

(b) La energia mednica de Venus (antes de la colisién) es

_GMm2+1 2 GMm

_m'UO = —W .

E; =
‘ Ry 2

(c) Como el cometa (cuando estd lejos) se mueve radialmente hacia el sol, no tiene
momento angular (respecto al origen en el Sol). Luego el momento angular de
Vennus es el mismo que el de Venus

L= Rom’l)o .
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Esto nos permite encontrar la componente 6 de la velocidad de Vennus justo
después de la colision. El momento angular justo despues de la colisién es

L= Ro(m + ozm)vg .

Como el momento angular se conserva se deduce que
Vo
I1+a

Vo

La conservacion del momento lineal en la direccion radial hay que darse cuenta
que la interaccién entre Venus y el cometa son fuerzas internas y, por lo tanto,
para calcular la velocidad del cometa podemos ignorar el efecto introducido por
la interaccién entre el cometa y Venus. El cometa tiene energia nula, luego,
GMam 1
K=-U=+——=_—amvd.
Ry 2 ¢

(v es la velocidad del cometa justo antes de la colisién ignorando el efecto
introducido por Venus). Se deduce que

2GM
Ry

Ve =

Aplicamos ahora la conservacién del momento lineal a lo largo de la direccién
radial
amvce = (m + am)v, ,

donde v, es la velocidad de Vennus justo después de la colisién. Se deduce que

(d) La energia mecanica de Vennus (la evaluamos justo después del choque) es

GMm(l+a) 1

B = U+K=—22T0F9 0 204 a) @2 +02)
Ry 2
GMm 1 o 2 1 GMm
= —(1 —(1 2
(1+a) Ry +2( +a) <1+a> +(1—|—a)2 Ry

B _GMm 1+ 4« _ 5 1+ 4«
N 2R, l+a ) " \l4+a)’
(e) la érbita de Vennus obviamente ya no es un circulo. Como la energia es negativa

debe, por lo tanto, ser eliptica. Se tiene que

E; ay ay
Ef_ai_Ro.
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Aqui a; y ay son los semiejes mayores de las érbitas de Venus y Vennus, respec-
tivamente. Se deduce que
E 1+«

i
L =R .
E; T+4a

CLfZR()

(f) Usando la tercera ley de Kepler podemos calcular la razén del periodo de Vennus

y Venus:
T [ay 3/2 [ 1+« 3/2
T \ro -\ 1 +4a ’

Solucion al problema 17

(a) La fuerza neta que actia sobre la particula més cercana, llamémosla #1, es

- GMm ~
P =— 72 F+T7.

La fuerza neta que actia sobre la otra particula (#2) es

- GMm
Fr=————-7-Tf.
2T T R®yn2
Como el hilo que las une es inextensible, ambas particulas aceleran con la misma
aceleracion @ = —af. Se tiene
— GM
F = —mai = —R—sz +Ti
Y GM
— N m N R
F2 = —mar = —mr —T7.
Despejando la tension del hilo T' se encuentra que
T_ GMm [ 1 1
2 R2 (R+h)?2)
Con h < R se obtiene la expresion

~ GMmh

T IE
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(b) Para que la cuerda no quede tensa la fuerza gravitacional entre las particulas

debe coincidir con T, o sea,
Gmm

12
Despejando m de las dos tltimas ecuaciones se encuentra

e (3

T —

Solucion al problema 32

El trabajo que debemos realizar es independiente del camino que elijamos para llevar
la masa m del centro de la basa de la semiesfera hasta el infinito. Elijamos un camino
recto paralelo a la base. Sea éste el
eje T y denotemos por ¢ al eje que
coincide con el eje de simetria de la
semiesfera (ver figura).

Sea F(z) la fuerza gravitacional que
actia sobre la masa m cuando es-
ta se encuentra sobre el eje T en la
posicién x. Esta fuerza tendrd dos \
componentes M

7
3
>

'ﬂy i

Figura 11.28

La componente y de la fuerza no nos interesa pues al evaluar el trabajo con la expresion
© —
W = —/ F(z)- (dz )
0

se observa que tal componente es perpendicular al desplazamiento y, por lo tanto,
no figura al evaluar el producto punto. Para evaluar F(x) coloquemos una segunda
semiesfera idéntica en la parte inferior (ver figura linea punteada). Por simetria la
fuerza que ejerce esta segunda esfera es

F(z) = —Fy(2)i — Fy(2) ,

o sea, la componente = es la misma, pero la componente y cambia de signo. El efecto
de las dos semiesferas es
F+F = -2F,(2)% .
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Pero, por otra parte, las dos semiesferas forman una esfera completa de masa 2M, y
para ese caso sabemos que la fuerza es (ver seccién 11.9)

G2M)m

= (para > R)

mg(¥) =

— G(%\./;I)m T (para z < R)

Igualando las dos expresiones se encuentra que

GMm
2

(para > R)

b (:E) B GM
R3m

Esto es exactamente el mismo resultado que se tendria para una esfera sélida completa
de masa M y radio R. Podemos entonces usar los resultados que se encontraron en la
seccion 11.9 para la esfera solida. El trabajo lo podemos evaluar usando el potencial
gravitatorio ¢. El potencial gravitatorio (con el cero del potencial en el infinito) al
centro de una esfera sélida es

(para z < R)

3GM
o0 =%
Luego eltrabajo para llevar la masa m del origen al infinito es
3GM
W=msr

Solucién al problema 35

Sobre la particula m no se ejerce ninguna fuerza cuando se encuentra al interior del
casquete. Si vg es la velocidad con que llega a la superficie, entonces el tiempo de
travesia es tg = 2R/vg. Para calcular la velocidad vy hacemos uso del hecho de que
la energia debe conservarse. La energia de m en el punto de partida es

GMm
B =__""
1 3R Y
mientras que cuando llega a la superficie es
GMm 1
Ef = — R + 57711)(2] .
Igualando las dos expresiones se deduce que
5  4AGM
vy = ——— -
3R

Al interior del casquete no hay fuerzas sobre la masa m y, por lo tanto, su velocidad
se mantiene contante. Para el tiempo de travesia se obtiene
3R3

t(]: G—M



Capitulo 12

Fluidos

12.1. Conceptos preliminares

Un fluido es una substancia incapaz de so-
portar fuerzas de cizalla. Es ésta la propiedad
que distingue a un sélido de un fluido. En la
figura M2.1] se muestra una placa, la cual se
intenta deslizar hacia la derecha mediante la
aplicacién de una fuerza F'. Un pasador sélido
evita que esto ocurra. Sin embargo, cuando
el pasador es sustituido por un liquido o un
gas, la placa comenzaria a deslizarse (aun pa-
ra fuerzas F' pequenas). El fluido no es capaz Figura 12.1
de ejercer una fuerza de cizalla para mante-
ner el equilibrio.

pasador

La densidad de una sustancia es la razén entre su masa y volumen: p = m/V.
La densidad del agua, a 4° C, es 1.00 g/cm? (es el valor méximo de la densidad del
agua).

Los fluidos se dividen en dos subclases: los liquidos y los gases. Los liquidos se ca-
racterizan por ocupar un volumen definido independiente del volumen del recipiente
que lo contiene. Un gas, por otra parte, tiende a expandirse y a ocupar todo el vo-
lumen del recipiente que lo contiene. La compresibilidad del fluido es otra propiedad
marcadamente distinta en los liquidos y en los gases. Un liquido es bastante incom-
presible y en la gran mayoria de las aplicaciones se puede suponer que su densidad es
constante. Lo opuesto es cierto para los gases. Estos son sustancias muy compresibles
y generalmente no se puede suponer que su densidad sea constante.

A pesar de que los fluidos estan constituidos por moléculas, en el presente capitulo
se tratan como un medio continuo. El uso de los aspectos macroscépicos de un fluido

408
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estd justificado cuando el camino libre medio (es decir, la distancia media que alcanza
a recorrer una molécula del fluido antes de colisionar con otra) es mucho menor que
las distancias involucradas del sistema bajo consideracion.

Sea F' una fuerza que actia en forma perpendicular sobre un area A. Se define

la presion P por la relacion
F

1

Considere un fluido en reposo (por ejemplo, un vaso de agua, una piscina o
una lago). Al sumergir un objeto en el fluido, éste ejercera una fuerza sobre las
superficies del objeto. La fuerza por unidad de drea (o presion) que ejerce un fluido
sobre los objetos (o superficies) con las que estd en contacto, tiene varias propiedades

importantes:

a) La fuerza que un fluido en reposo ejerce sobre una superficie es siempre perpendi-
cular a ella. Esto estd directamente relacionado con el hecho de que un fluido es
incapaz de ejercer una fuerza de cizalla.

b) Un fluido, en un punto particular, ejerce la misma presién en todas las direcciones
(Principio de Pascal). En otras palabras, la presién es una magnitud escalar. Si
sumergimos en el fluido un cubo infinitesimal, la fuerza sobre todas las caras del
cubito serd la misma, siendo su magnitud F' = PA. Aqui A es el drea de una de
las caras del cubito y P es la presion del fluido en el lugar donde se encuentra el
cubo (estamos despreciando variaciones de la presién sobre distancias del tamafio
del cubito).

c¢) Los lugares isobéricos (de igual presién) en un fluido en reposo (y de densidad
constante) son los planos horizontales. En la figura I2.2] en los puntos A, B, C,
D y E la presién es la misma. También la presiéon es igual en los puntos F, G, H
e I. La presién es mayor en puntos ubicados a mayor profundidad. En el punto J
la presién es menor que en el punto F.

liquido

Figura 12.2
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12.2. La presion atmosférica F,

La presion en la superficie de un fluido que se encuentra en un recipiente abierto
a la atmosfera no es nula, sino igual a la presién atmosférica. Esta dltima se debe a
que estamos inmersos en un fluido (compresible) constituido por el aire. La atmdsfera
de la Tierra ejerce una presién sobre todos los objetos con los que estd en contacto,
en particular sobre otros fluidos. La presion atmosférica sobre la superficie terrestre
la denotaremos por Fy, y es igual a la presion ejercida por el peso de toda la columna
de aire que esta por encima.

Py no es despreciable o insignificante como algunas personas suelen creer. Por el
contrario, la presion atmosférica juega un papel importante en numerosos aparatos y
maquinas de la vida diaria.

Antes de continuar digamos algo sobre las unidades de la presién:

En el sistema ST, la unidad de presién es el Pascal: 1 Pa = 1 N/m?2. A 10° Pa se
le suele llamar bar, o sea 1 bar = 10° Pa. Observe que 1 bar es aproximadamente la
presién que ejerce una masa de 1 kg si ésta estd apoyada sobre un drea de 1 cm?. En

efecto,

81N
1 Kg/cm? = % = 0.981 -10° N/m? = 0.981 bar.

También observe que 1 kg es la masa de una columna de agua de 10 m de altura y
1 cm? de seccién transversal.

Otra unidad frecuentemente usada para medir la presién es la atmdsfera (atm).
1 atm corresponde a la presion promedio que ejerce la atmosfera terrestre a nivel del
mar. Experimentalmente se encuentra que ésta es aproximadamente 1.013- 105 N /m?
= 1.013 bar. Se define la atmdsfera estandar por

1 atm = 1.0135 - 10° N/m? = 1.0135 bar .

O sea, y esto es ttil recordar, 1 atm es aproximadamente igual a un bar e igual a
la presién que ejerce el peso de una masa de 1 kg sobre 1 cm?, que a su vez es igual
a la presién adicional ejercida por una columna de agua a 10 metros de altura.

La palma de una mano tiene un drea de aproximadamente 100 cm?, luego la
fuerza que ejerce la atmdsfera sobre la palma extendida es aproximadamente igual a
la que ejerceria una masa de 100 kg apoyada sobre ella. La fuerza sobre la palma es
balanceada por una fuerza igual y contraria aplicada sobre el dorso de la mano.
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Considere un tubo de 1 m de largo y sec-
cién transversal A, cerrado por uno de los
extremos. Llenemos el tubo con mercurio y vacio — |
coloquemos el tubo, con el extremo abierto presion0 | " —
hacia abajo, en un recipiente con mercurio.
Observaremos que el nivel de mercurio se si-
tuard a aproximadamente 760 mm del nivel
del recipiente (ver figura [[2.3]). El extremo
superior del tubo queda al vacio.

Apliquemos la segunda ley de Newton a la
columna de mercurio (que sobresale de la su-
perficie del liquido en el recipiente). ;Cudles
son las fuerzas que actiian sobre ella?

h =760 mm

presionP

Hg

Figura 12.3

Hay sélo dos: por una parte estd la presion que el fluido que esté en el recipiente
ejerce sobre el mercurio que esta en el tubo: tal fuerza es ﬁl = PyAZ; por otra, estd el
peso del mercurio al interior de la columna, By = —Ahpuggz. Como el fluido estd en
reposo la fuerza neta debe ser nula, o sea

P()A = Athgg .
La densidad del mercurio es pgy = 13.6 g/ cm?. Con esto obtenemos para Py el valor
Py~1.014-10° Pa=1 atm .

iLa fuerza que eleva al mercurio al interior del tubo es la presién atmosférica! El
dispositivo que acabamos de describir es un bardmetro de mercurio. La altura de la
columna de mercurio mide la presién atmosférica. La presién atmosférica promedio a
nivel del mar corresponde a 760 mm de mercurio.

Al repetir el mismo experimento, pero con una columna de agua, la altura
serd 13.6 veces mayor (recuerde que la densidad del mercurio es 13.6 g/cm?® y la
del agua 1 g/cm?). Multiplicando los 76 cm por 13.6 se obtienen 10.34 m. Este dato
es muy importante, ya que interviene en varias aplicaciones tecnolégicas. Por ejemplo,
al intentar elevar agua de un pozo (cuya superficie estd en contacto con el aire que
nos rodea) succionando por el extremo superior de un tubo largo, sélo se tendra éxito
si el nivel de agua no estd a més de 10.34 metros de profundidad (en la préactica
esta altura es menor ya que el agua comienza a hervir bastante antes de llegar a los
10.34 metros).
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12.3. Principio de Arquimedes

Al sumergirnos en un fluido, la presion 7 P A
aumenta. Evaluemos este aumento de presion 0 /
para un fluido incompresible (liquido) de den-
sidad p. para ello consideremos el fluido con-
tenido en un paralelepipedo imaginario de al-
tura h y drea A. Una de las caras de &rea
A la ubicamos de manera que coincida con
la superficie del liquido mientras que la otra
queda a una profundidad h (ver figura [12.4]).
Por lo dicho en la seccién anterior, la presion
P = P(h) es sblo una funcién de la profundi- Figura 12.4

dad h.

Es claro que las fuerzas netas horizontales ejercidas por el fluido externo sobre el
paralelepipedo son nulas, de lo contrario el fluido del paralelepipedo aceleraria —Ilo
que estaria en contradiccién con la suposicién de que el fluido se encuentra en reposo.

Las fuerzas que actian sobre el paralelepipedo en la direccién vertical son: i) la
fuerza que el aire ejerce sobre la cara superior, que es F = —PyAz, ii) la fuerza
que el fluido (exterior) ejerce sobre la cara inferior, que es Fy = P(h)AZ y iii) la
fuerza debida al peso del paralelepipedo con su fluido. Esta fuerza de gravedad es
ﬁg = —(pAh)gz. Como el paralelepipedo estd en equilibrio, la fuerza total debe ser
nula, es decir,

0=F + Fy+ Fy = (—PyA+ P(h)A — pAhg)5 .
De la ecuacion anterior se deduce que
P(h) = Py + pgh

donde P, es la presion atmosférica que actia sobre la superficie del fluido. Observe
que el aumento de la presion con la profundidad es igual a la presion ejercida por el
peso de la columna del fluido que se encuentra por encima.

Estamos en condiciones de demostrar el Principio de Arquimedes:

Al sumergir un cuerpo parcial o totalmente en un fluido aparece una fuer-
za llamada empuje que actia sobre el cuerpo y apunta en la direccion
opuesta a la gravedad. La magnitud del empuje es F, = pgV', donde p es
la densidad del fluido y V es el volumen del fluido que fue desplazado por
el cuerpo.
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Para demostrar este principio observe pri-
meramente que la fuerza que el liquido ejerce
sobre cada parte de la superficie del cuerpo
sumergido o parcialmente sumergido es in-
dependiente del material de que estd hecho.
Por lo tanto, en lo que a empuje respecta,
podemos reemplazar la parte sumergida del
cuerpo A por un liquido igual al liquido que
lo rodea (ver figura [[2.5]). Si p es la densi-
dad del liquido y Vs el volumen de la par-
te sumergida del cuerpo A, entonces el peso
del cuerpo B es W = —pVsgZz. Por supues-
to que el cuerpo B estara en equilibrio, por
consiguiente la fuerza de empuje que el liqui-
do exterior ejerce sobre B debe exactamente
contrarrestar el peso. Luego la fuerza de em-
puje es ﬁe = pVsgZ.

N>

413

Figura 12.5

Maés atn, el cuerpo B estd en equilibrio neutro (es decir, dentro del liquido lo
podemos trasladar a cualquier punto y orientarlo en cualquier direccién, quedando en
reposo), luego la fuerza de empuje debe estar actuando como si estuviera aplicada en
el centro de gravedad de B. Esto es un dato de importancia para analizar el equilibrio

de objetos flotantes o sumergidos.

Ejemplo: Considere tres cubos del mis-
mo tamano, adheridos tal como se muestra en
la figura El material del cual estan he-
chos los dos cubos Ay B es p; = 0.5 g/cm?,
mientras que el cubo C' estd hecho de un ma-
terial de densidad py = 2 g/cm?3. Observe que
la densidad media de los tres cubos es igual
a la del agua (p = 1 g/cm?) y, por lo tanto,
al sumergirlo en agua, la fuerza de empuje
exactamente cancela el peso. ;Cual serd la
orientacién de equilibrio estable que el obje-
to adquirirda cuando esta “flotando” rodeado
de agua?

Figura 12.6

Las tnicas fuerzas que estan actuando sobre el objeto son el peso 174 y el empuje
F.. Ya sabemos que ambas fuerzas tienen la misma magnitud y apuntan en direcciones
opuestas y, por lo tanto, la fuerza neta sobre el objeto es nula. Pero para que se
encuentre en equilibrio también el torque neto debe ser nulo. Esto se logra sélo si
ambas fuerzas son colineales (actian a lo largo de la misma recta). Encontremos los
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puntos en que actuan las dos fuerzas.

La gravedad actia en el centro de masas. B
El centro de masas de los cubos A y B se A
encuentra en a y el centro de masas de C' se
encuentra en b. El centro de masas del obje- a

to completo se encontrara sobre la recta que R %/' L

une a con b. Como el cubo C' tiene el doble
de masa de los dos cubos A + B juntos, el
centro de masas del objeto completo se ubi- 1 B AN

card mas cerca de b que de a. En la figura[I12.7] I
hemos designado el centro de masas del ob-
jeto completo con el nimero 1. Se tiene que

b,1=a,b/3.

La fuerza de empuje, por otra parte, <—L—
actia en el centro de masas que se obtiene
al sustituir los tres cubos por agua (en la fi- Figura 12.7

gura lo hemos designado con el nimero 2).

Nuevamente el centro de masas de los cubos A + B se encuentra en a, mientras
que el de C' se encuentra en b. El centro de masas de los centros de masas nuevamente
se encontrard sobre la recta a, b. Pero ahora los cubos A+ B pesan el doble de lo que
pesa C, luego el centro de masas ahora estara mas cerca de a que de b. De hecho, el
centro de masas cuando los tres cubos estan hechos de agua debe estar sobre el plano
de simetria indicado en la figura con una linea punteada.

En resumen, la fuerza de gravedad actia en 1 y el empuje actiia en 2. Para que
no haya torque sobre el sistema la recta a,b debe orientarse a lo largo de la vertical.
Concluimos que el angulo S8 de la figura[I12.6] debe coincidir con el de la figura[12.7 Se
deduce inmediatamente que tan 3 = 1/2. Convénzase de que el equilibrio es estable
cuando el punto 2 esta sobre el punto 1 e inestable cuando 1 esta sobre 2.

12.4. La formula barométrica

Considere N moléculas de un gas confinadas en un volumen V' y a una tempera-
tura T'. Si la ecuacion de los gases ideales es aplicable se tiene que

PV = NkgT .
Aqui P es la presion del gas y kg = 1.38 - 10716 erg/K es la constante de Boltzmann.
Sea m la masa de cada molécula, entonces
NmkpgT  kpT

P =
V m m

donde p es la densidad de masa del gas. De esta relaciéon se deduce que, mientras
la temperatura se mantenga constante, la presién de un gas es proporcional a su
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densidad. En particular, si pg y Py son la densidad y presién de la atmésfera al nivel
del mar (z = 0) y p(z)y P(z) son las mismas magnitudes, pero a una altura z (por
sobre el nivel del mar), entonces

Py Po

P(z) p(z)

Por otra parte (ver figura[T2.g]), la presién
a una altura z es la misma que la que hay a

una altura z + dz mas la presién ejercida por 2
el peso del gas que hay entre las alturas z y
z+dz, o sea, 7+dz

]

Q)
P
N

P(z) = P(z+dz)+ p(z)gdz .

Esta ecuaciéon se puede reescribir de la forma

= —p(x)g=-p:) . (121)

dz Py Figura 12.8

Esta es la ecuacion diferencial que gobierna el comportamiento de la presion
atmosférica (a temperatura constante). Para resolver esta ecuacién debemos antes
discutir la funcidn exponencial.

La funcién exponencial

La ecuacion diferencial del tipo

fiy =T —rpa (122)

donde I" es una constante (real o compleja), aparece frecuentemente en las ciencias na-
turales (y también en las ciencias econémicas). Es muy importante discutir y analizar
sus soluciones.

Una ecuacién diferencial es una ecuacién que involucra una funcién y sus de-
rivadas (primera, segunda, etc.). La derivada de més alto orden que aparece en la
ecuacién define el orden de la ecuacién diferencial. La ecuacién diferencial (I12.2)) es
de primer orden.

Nos interesa encontrar la solucién més general de (I2.2]). Un resultado importante
de la teorfa de ecuaciones diferencial (y que no demostraremos aqui) es que la solucién
general de una ecuacion diferencial de orden n tiene n constantes arbitrarias. En otras
palabras, sabremos que tenemos la solucién general de la ecuacién (IZ2) si ésta tiene
una constante que se puede elegir arbitrariamente. Una vez que se ha encontrado la
solucién general, la constante arbitraria se elige de manera que la solucién corresponda
a la solucién del problema planteado (o sea, cumpla con las condiciones iniciales).
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Ejemplo: Consideremos la ecuacion diferencial Z = ay. Esta es una ecuacién dife-
rencial de segundo orden. La solucién general es z(t) = 2o 4 vot + agt?/2. La solucién
general tiene dos constantes arbitrarias zg y vg, las que deben elegirse de manera que
la solucién corresponda a la situacion fisica concreta que se esta considerando.

Definamos la funcién exp(t) mediante la serie
t)=1 Lo 12.3
eXp()— +ﬂ+g+§+"'. ( )
Es evidente que su derivada es igual a la funcién, es decir,

%exp(t) = exp(t) .

Ejercicio: Demuestre que la funcién f(t) = Aexp(I't), donde A es una constante
arbitraria, es la solucién general de la ecuacién

f)=TFf(t) .

Como consecuencia del ejercicio anterior concluimos que la soluciéon general de la

ecuacion (I27) es
gpo
Pz)=A -
(2) = Aexp (202

donde la constante arbitraria A se determina exigiendo que la presién en z = 0 sea Fj.
Esto nos da la condicién A = FP,. De esta manera obtenemos la férmula barométrica

P(z) = Pyexp <—@z> .
P

Reiteramos que este resultado, que nos da la presién barométrica en funcién de la
altura, es sdlo aproximadamente correcto ya que, contrariamente a nuestra suposicién,
la temperatura de la atmosfera normalmente disminuye a medida que uno se eleva.

Ejercicio: Demuestre que la funcién f(t) = exp(I'1t) exp(I'at) es una solucién de la
ecuacién diferencial

f)= @1 +T2)f(t) .

Por consiguiente, f(t) = exp(I'1t)exp(I'at) debe poder escribirse de la forma
f(t) = Aexp((T'y + I'2)t). Demuestre que en ese caso A = 1, o sea

exp(['1t) exp(T'at) = exp((T'y 4+ T'a)t) . (12.4)

Observe que esta relacién justifica la introduccién de la notacién

exp(T't) = et .
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t

La funcién e’ = exp(t) se llama funcidn exponencial.

Ejercicio: Evaluando la serie (I2.3]) para t = 1, demuestre que e = 2.718.. ..

Problemas (relacionados con la funcién exponencial)

1. Suponiendo que la atmésfera tiene una temperatura constante, determine la
presién atmosférica a 10 km de altura. (La densidad del aire, en la vecindad de
la superficie terrestre, a 20°C, es aproximadamente pg = 1.29 kg/m?.)

2. Considere un cilindro de radio R sobre el cual se apoya una cuerda. Sea p, el
coeficiente de roce estatico entre la cuerda y el cilindro. Suponga que en uno de
los extremos de la cuerda estd colgando una masa M. ;Cudl es la minima masa
que debe colgarse en el otro extremo para que la cuerda no resbale?

Respuesta: m = Me e,

3. La cantidad de nucleos de un elemento radiactivo que decae en un intervalo
[t,t'] es proporcional al niimero de niicleos no decaidos que se tenfa inicialmente
(en el instante t). Demuestre que la afirmacién anterior implica que

N(t) = Noe ™™ |

donde N(t) es el nimero de ntcleos en el instante ¢t que no ha decaido, Ny la
misma magnitud pero en el instante t = 0 y A es una constante positiva (la
asi llamada constante de desintegracion.)

Para el caso en que A = 0.01 s~!, determine el tiempo que debe transcurrir para
que decaiga la mitad de los ntcleos.

4. Suponga que cierto banco (en el pais de las maravillas) para intereses a una
tasa de 100 % anual sobre los depdsitos, y més atn, los paga en forma continua,
sumando los intereses al capital depositado. Si una persona deposita $1000,
jcuanto le devolvera el banco al cabo de un ano?

Respuesta: $ 2718.28...= e - 1000.
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12.5. Tension superficial

Entre dos moléculas de un fluido actian fuerzas. Estas fuerzas, llamadas fuerzas
de van der Waals o fuerzas cohesivas son de origen eléctrico. Una de las caracteristicas
de estas fuerzas es que su alcance es muy pequeno (rapidamente se desvanecen cuando
la distancia entre las moléculas es dos o tres veces su tamano); otra caracteristica es
que mientras las moléculas no se traslapan, la fuerza es atractiva.

El efecto neto de las fuerzas de cohesion
sobre una molécula que esta en el interior del
liquido es nulo, pero no asi para una molécu- 4
la que se encuentra en la superficie (ver figu-
ra [[2.0). Para poner una molécula en la su-
perficie hay que realizar un trabajo. O sea, la
existencia de una superficie en un fluido in-
troduce una energia potencial. Esta energia
es proporcional a la superficie y se tiene que Figura 12.9

dW =odA .
Aqui o es una constante que depende del fluido y se llama tension superficial
y dA es un elemento (infinitesimal) de superficie. En realidad la tensién superficial
depende de las dos substancias que estdan en contacto. La siguiente tabla da valores
de la tension superficial para algunos casos.

Substancia En contacto con | Temp. °C | o [N/m]
Agua aire 0 0.0756
Agua aire 20 0.07275
Agua aire 80 0.0626
Hg vacio 20 0.475

Hg aire 20 0.436

Alcohol metilico aire 20 0.0227
Glicerol C3HgOg3 aire 20 0.0634
Solucién jabonosa aire 20 ~ 0.025

Para medir la tension superficial se pue- F

de usar el dispositivo mostrado en la figu-

ra [[2.10l Un alambre movible, inicialmente

sumergido, se tira lentamente, extrayéndolo i
del liquido (con una pelicula del liquido ado-

sada). Midiendo la fuerza F' se puede deducir

o. En efecto, al mover el alambre movible a

una altura h a h+dh, el trabajo que se realiza SR
es dW = F dh.

Figura 12.10
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Por otra parte, la superficie de la pelicula aumenta en dA = 2L dh (el factor 2 se
debe a que la pelicula tiene una superficie a cada lado). Se tiene

_dW _ Fdh _F
9T 4A T 2Ldh 2L

Problema: Deseamos encontrar la diferencia de presién entre el interior y exterior
de una pompa de jabén de radio R =1 cm.

Si, soplando con una pajita, aumentamos el radio de la pompa de R a R + dR,
entonces la superficie aumenta en

dA =2 (4r(R+dr)* — 47R?) = 167 RdR .

El factor 2 nuevamente se debe a que hay que considerar tanto la superficie interior
como exterior de la pompa. El cambio de energia debido al aumento de la superficie

es por lo tanto
dW =o0dA =160mRdR .

Por otra parte, podemos evaluar el trabajo directamente, multiplicando el desplaza-
miento dR por la fuerza AP - 47R?, es decir,

dW = AP -47R%dR .

Igualando las dos ultimas expresiones se encuentra la diferencia de presiéon

4o
AP = R
Con o = 0.025 N/m y R = 0.01 m se obtiene AP = 10 N/m?. Si se deja de soplar
por la pajita, la pompa se desinfla.

Observe que la presién al interior de una pompa de jabén es mayor tanto maés
pequeno es su radio. De esta observacién se deduce que al juntarse una pompa de
jabdén grande con una pequena, la pequena inflard a la mas grande. De esta manera
la pompa grande aumentard su tamano mientras que la pequena disminuird: en otras
palabras, la mas grande absorbera a la mas pequena.
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12.6. Capilaridad

La fuerza entre moléculas de dos subs- //
tancias distintas se llama fuerza de adhesion. , / r
Consideremos una pequena cantidad de liqui- a

do (medio #2) en contacto con wna superficie [/

sélida plana (medio #3) y ambos en contac-

to con un gas (medio #1) (ver figura [2.17]).

Sea {05 ;}, con 4,7 =1, 2, 3 las tensiones su-

perficiales para las distintas interfases de la

figura [2.111 h
Si la fuerza de adhesién (entre el liquido

y el sélido) es mucho mayor que la fuerza de g

Z
SIIIIIII 7777777777 7777777 7777777777777 7777777777
Ry

Cohesién (entre las moléculas del liquido) en_ U R R R R R R R R R R R R A
7

tonces el liquido tenderd a esparcirse sobre el

sélido (ver figura[[2Z1Th). En este caso se dice

que el liquido moja al sélido. Figura 12.11

Por otra parte, si la fuerza de adhesion es mucho menor que la fuerza de cohesion,
entonces el liquido tendera a concentrarse, adquiriendo una forma compacta tipo gota
(ver figura I2Z.11b).

Como resultado de esta competencia entre las distintas fuerzas de adhesion y
cohesion, se forma un dngulo de contacto « bien caracteristico entre el liquido y el soli-
do. Experimentalmente se determina que este angulo de contacto para las substancias
agua—vidrio es aproximadamente 0°, mientras que para mercurio—vidrio o = 140°.

Considere la linea I" a lo largo de la cual conviven las tres fases. Conocemos la
magnitud y la direccién de la fuerza sobre I" proveniente de la tensién superficial del
liquido. Por el principio de accién y reaccién, el sélido ejercera sobre el liquido una
fuerza de la misma magnitud pero en direcciéon opuesta. Esta fuerza es la que hace
subir un fluido por un capilar.

Consideremos un tubo fijo, de didmetro
. . ~ —>2r<——
interior muy pequenio 2r y con un extremo
inmerso verticalmente en un liquido cuya ten-
sién superficial es 0. El largo de la linea I en
este caso es 27r. La fuerza que el tubo ejerce
sobre el liquido a través de la tensién super- A
ficial es h

F =0(2nr)cosa ,

donde « es el angulo de contacto del liqui-
do con el material del tubo. Esta fuerza de-
be compensarse exactamente con el peso del
liquido (que esté por sobre el nivel exterior). Figura 12.12




CAPITULO 12. FLUIDOS 421

El peso del liquido que subié por el tubo capilar es
Fy = po(nr°h)g ,

donde pg es la densidad del liquido. Igualando las dos fuerzas se obtiene para la altura
maxima h a la que sube el liquido la expresion
20 cos o

pogr

B =

Ejemplo: Los xilemas que trasportan los nutrientes en una plante tipicamente tienen
un radio de 1073 cm. Evaluemos la altura méxima a la que podrén llegar los nutrientes.
Supondremos que el angulo de contacto & = 0 y para la densidad y tensién superficial
del liquido usaremos la del agua.

Usando la férmula expuesta mas arriba se encuentra que h ~ 1.5 m. La capilari-
dad es efectivamente uno de los mecanismos que las plantas usan para elevar la savia,
sin embargo, no puede ser el mecanismo responsable para elevar el agua de las raices
hasta la punta de los drboles grandes (cuya altura puede superar los 100 metros), ya
que para ello los xilemas tendrian que tener un didmetro 100 veces menor.

12.7. Fluidos en movimiento

Consideraciones preliminares

Los fluidos en movimiento se pueden clasificar con respecto a varios aspectos.
Uno de ellos es la compresibilidad. La hidrodindmica se preocupa de estudiar el flujo
de fluidos incompresibles, mientras que la aerodindmica analiza los flujos de fluidos
compresibles. Notamos, sin embargo, que incluso los gases pueden aproximadamente
como incompresibles mientras su velocidad no supere a la tercera parte de la velocidad
del sonido.

Otro aspecto clasificatorio se introduce respecto al roce interno. Se tiene el flujo
de un fluido ideal si se ignoran todos los efectos debido al roce interno (es decir, se
ignora la wiscosidad del fluido). En caso contrario se estara considerando flujos de
liquidos y gases reales.

La trayectoria de un pequeno elemento de
fluido define una linea de corriente o linea de
flujo. A su vez todo un haz de lineas de flu- Ay
jo define un tubo de flujo (ver figura [2.13]). Py v,
También podemos clasificar los fluidos en mo-
vimiento con respecto al comportamiento de
sus lineas de corriente. Si éstas no varian a v
medida que transcurre el tiempo se tiene un
flujo estacionario o flujo laminar; en caso Figura 12.13
contrario, el flujo es turbulento.

A1
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En un flujo laminar, dos lineas de corriente cercanas entre si en cierto lugar,
se mantendran cercanas en todas partes. También dos lineas de corriente del fluido
nunca se cruzan.

Cuando el flujo es turbulento entonces elementos de fluido que inicialmente estan
infinitesimalmente cerca pueden llegar a estar separados por distancias macroscépicas
a medida que transcurre el tiempo. El flujo del fluido en este caso es cadtico y se
forman remolinos errédticos (llamadas también corrientes pardsitas).

Flujo laminar Flujo turbulento
Figura 12.14

La disipacion de energia es mucho mayor cuando el flujo es turbulento que cuando
es laminar.

Ecuacién de continuidad

Consideremos un tubo de flujo como, por ejemplo, el que se muestra en la figu-
ra [I2Z13l Sean Ai, p1 y vy el drea transversal del tubo, la densidad y velocidad del
fluido en la entrada del tubo y As, p2 v v9 las mismas magnitudes pero a la salida del
tubo. Para un flujo estacionario, la cantidad de fluido que ingresa por el tubo durante
un intervalo de tiempo dt debe coincidir con la que emerge en ese mismo intervalo
por el otro extremo, luego

p1A1v dt = paAgva dt

relacién a la que se denomina ecuacion de continuidad. Cuando el flujo es incompre-
sible, la densidad no cambia (o sea, p1 = p2), luego, para fluidos incompresibles, la
ecuacién de continuidad es

Al’Ul = AQ’L)Q .

Ecuacién de Bernoulli

En lo que sigue consideraremos el flujo estacionario de un fluido ideal incompre-
sible. Sean P; y P, las presiones a la entrada y salida de un tubo de flujo, respecti-
vamente. Evaluemos el trabajo neto en el punto de entrada realizado por la presion
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sobre el fluido que esté al interior del tubo. En un tiempo dt la seccién transversal
inicial avanza una distancia v dt, siendo el trabajo sobre el fluido

Wy = Floidt = PiAjvi dt .
Por otra parte, el fluido que emerge del tubo realiza un trabajo igual a
Wy = Fovgdt = Py Asus dt .
La diferencia es el trabajo neto realizado sobre el fluido:
dW =Wy — Wy = (PyAjv; — PyAgvy) dt .
Este trabajo neto hecho sobre el fluido debe ser igual al cambio de energia (potencial

y cinética) del fluido:
dW =dU + dK .

Si z1 es la altura del fluido a la entrada del tubo y 29 la altura a la salida, el cambio
de energia potencial es

dU = (pAgvg dt)zog — (pAjvy dt)z1g .
El cambio de energia cinética es
1 2 1 2
dK = E(pAgvg dt)vy — §(pA1111 dt)vy .
De las ecuaciones anteriores se obtiene

(P1Ajv1 — PyAqug) dt = [(pAgvg dt)zag — (pAqvy dt)z1 9]
1 1
+ §(pA2fu2 dt)vs — 5(,01411)1 dt)vi .
Usando la ecuacion de continuidad, se encuentra
1
Py — Py = pg(22 — 21) — 50(”% — i),

o sea, para cualquier punto a lo largo de un tubo de flujo,

Lo

P+ pgz + gpv = constante .

Esta ultima relacién, consecuencia directa del teorema de conservacion de la energia,
se conoce con el nombre de ecuacion de Bernoulli. Es importante recalcar que la

ecuacién de Bernoulli recién deducida es sélo valida para fluidos ideales, o sea aplicable
sélo a situaciones en las cuales la viscosidad es despreciable.
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12.8. Aplicaciones del Principio de Bernoulli

Supondremos implicitamente que en todos los casos analizados en la presente
seccién que el fluido bajo consideracién es ideal y que el flujo es estacionario. En la
practica los resultados obtenidos aqui serdn sélo una primera aproximacion al proble-
ma estudiado. Para una descripcién més precisa es necesario incluir en el formalismo
los efectos introducidos por la viscosidad.

Problema 1: Un tambor de altura h y area

A, parado y abierto por la tapa superior (es /A\
decir, en contacto con la atmoésfera), se en- ~ 1
cuentra lleno de agua. Asuma que en la parte —

inferior del manto se abre un tapén de seccién
transversal a. jCudnto tiempo tardara en va-
ciarse el tambor? h

Solucién: Apliquemos la ecuacién de Ber-
noulli en los puntos 1 y 2, en la parte supe- -
rior del fluido en el tambor y una vez que ha QN
emergido del tambor (figura I2.15). En am-
bos lugares la presion del fluido es igual a la
presion atmosférica Py.

Figura 12.15

Elijamos el origen del eje vertical en la base del tambor. De acuerdo a la ecuacion
de Bernoulli se tiene

1
Po+pgh+O:Po+O+§pv2,

donde v es la velocidad del fluido a la salida del tambor. La velocidad, por lo tanto,

es
v =1+/2gh .

Esta 1ltima relacién se llama teorema de Torricelli. Observe que la velocidad del
fluido es la misma que la que adquiere un objeto cuando cae una distancia h.

Supongamos ahora que en cierto instante el fluido dentro del tambor estd a una
altura z. El volumen de fluido que emerge en un tiempo dt es av dt, lo que hace bajar
el nivel del tambor en dz = —av dt/A. Tenemos que

dz a a
@ T AT AvHE

0, escribiéndolo de otra forma,

dz a
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Integrando la 1dltima ecuaciéon desde que se comienza a evacuar el tambor hasta que
esté vacio, se obtiene:

z=0 dz a t=T
- — = —/2 dt
/z:h Ve AV,
0 T
_ 127y _ & g
<22 ‘ >_ A 2gt‘0

h

2Vh = <297 .

El tiempo que demora en evacuarse el tambor es

N
a \ 2g

Problema 2: Considere un sifén consisten-
te de un tubo con un didmetro constante de
10 cm, con el cual se extrae agua de una re-
presa. Con las alturas mostradas en la figu-
ra [I2.16] evalie el flujo que pasa por el tubo.

N>

h1=2m

h2:6m

Solucién: Apliquemos la ecuacién de Ber- agua @
noulli en los puntos 1 y 2. Se tiene que

1 .
Py+ pg(hg —hy) +0=Py+0+ gmﬂ 7 Figura 12.16

donde v es la velocidad del agua al interior del tubo. Como el fluido es incompresible
y el didmetro del tubo no cambia, la velocidad para un fluido ideal al interior del
tubo en todos los lugares es la misma. Para la velocidad v se obtiene

v = \/29(}12 — hl) .

El volumen de agua que pasa por el tubo en un tiempo dt es
dV = Avdt ,

donde A es la seccién transversal del tubo. Sustituyendo los valores del enunciado se

obtiene
A%

dt
. Cudl es la presion en el punto 3 (al interior del tubo, a la altura del nivel de
agua del tranque)?

= 7(0.05)%v2-9.81 - 4 m?®/s ~ 70 litros/s .
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Para responder esta interrogante aplicamos la ecuacién de Bernoulli en los puntos
2 y 3. Tenemos

1 1
Py+0+ 5[)’[)2 = P3+ pg(ho — h1) + §pU2 .
Acéd Ps es la presion del agua en el punto 3. Se obtiene

P3 == PO — pg(hg — hl) .

Una columna de agua de 10 metros corresponde a aproximadamente la presién at-
mosférica Py. Por lo tanto, pg(hy — hy1) = 0.4P,. Luego P53 ~ 0.6 F.

Andlogamente, para la presion en el punto 4 se obtiene
Py = Py — pgho ~ 0.4F,.

Observe que hy no puede sobrepasar los 10 metros, ya que de lo contrario la columna
de agua se corta.

Otras aplicaciones

1) Atomizador:

Al pasar una corriente de aire por en-
cima de un tubo abierto, se reduce la pre-

sién al interior del tubo. Si la velocidad _ Vv
del aire es v, la presién P justo encima del aire  —— e
tubo es
P=ry - Lo

=10 20 . PO
La disminucién de presién provoca que el $
liquido suba por el tubo. Una vez que el
liquido llega a estar en contacto con la co-

rriente de aire, éste se atomiza. Este prin-
cipio es usado en las botellas de perfume
y en los aspersores de pintura.

Figura 12.17

11) Tubo de Venturi:

Al hacer pasar un liquido por una tu-
beria estrechada, en el lugar constrenido
baja la presién. La disminucién de la pre-
sién permite determinar la velocidad del
fluido.

Apliquemos la ecuacién de Bernoulli
en los puntos 1y 2 (figura I2.18]). Figura 12.18
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111)

Si la tuberia es horizontal (o sea, no hay cambios en la energia potencial del
fluido) se tiene que

1 1
P+ —pvi=Py+ —pvi .
2 2
Por otra parte, la ecuacion de continuidad nos da la relacion
Alvl = Ag?)g .

De las ecuaciones anteriores se deduce que

2P — Py)
vy = Ay 2L T2
2N p(A7 - 42

Si el flujo es suficientemente alto, el tubo de Venturi puede usarse para bombear.
Por ejemplo, los extractores de saliva usados por los dentistas se basan en este
principio.

Efecto Magnus:

Consideremos un cilindro (o una esfe- F
ra) en un fluido en movimiento. Si el cilin- 7x

-
dro rota en torno a un eje perpendicular a /\
la corriente del fluido, y ademas hay roce \
viscoso entre el cilindro y el fluido, enton-

ces el cilindro arrastrara al fluido haciendo

que las velocidades del fluido a ambos la-

dos del cilindro no sean iguales. En el caso

mostrado en la figura adjunta, la velocidad Figura 12.19
es mayor arriba que abajo.

De acuerdo a la ecuacién de Bernoulli, la presion en el lugar 1 serd inferior que
en el lado 2 (P, < P,). Esta diferencia de presién genera una fuerza neta sobre
el cilindro hacia arriba.

Es este efecto, llamado efecto Magnus, el responsable de los asi llamados “efec-
tos” que pueden observarse en numerosos juegos de pelota. Justamente para
aumentar el “efecto” las pelotas no deben ser completamente suaves en la su-
perficie (pelusas en la pelota de tenis).
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1v) Bomba de chorro (jet) de agua.

Por una tobera inyectora P se hace in-
gresar agua a alta velocidad en una cama-
ra. De esta manera se genera una dismi-
nucién de la presién en la vecindad de P,
lo que a su vez permite aspirar el aire de aire
un recipiente. El limite inferior a que pue- [
de bombear este dispositivo (usando agua "
y a temperatura ambiente) es de aproxi-
madamente P ~ 2.7 -10% Pa (la 1/40 ava
parte de la presiéon atmosférica).

agua

Figura 12.20
12.9. * Viscosidad

Entre las distintas moléculas de un fluido actian fuerzas de adhesion. Por esta
razén, cuando fluyen y distintas partes del fluido se mueven con velocidades relativas,
aparecen fuerzas de roce interno, también llamada viscosidad. A pesar de que los flui-
dos no manifiestan resistencia a fuerzas de cizalla, la viscosidad hace que si presenten
cierta resistencia al deslizamiento.

Otra consecuencia de la viscosidad es que la velocidad del fluido que estd en
contacto con una superficie (de un sélido) es nula (con respecto a la superficie).

FEn esta seccién sélo analizaremos casos en que el flujo es laminar.

Consideremos dos placas paralelas A Area A
de drea A, separadas por una distan- z Vo ; —
cia D y con un fluido entre ellas. Una -
de las placas la mantenemos fija y la
otra se mueve (paralelamente) con ve-
locidad vy (ver figura [2.21]). El flui- —
do en contacto con la placa superior se
mueve con velocidad vy, mientras que
el que esta en contacto con la placa in- oj
ferior esta en reposo. én repos

Figura 12.21

Newton experimentalmente encontré que para muchos fluidos la fuerza que se
debe realizar para mantener la placa en movimiento es

o) dv
F.=nA— =nA—
r 77 D 77 dZ 9
o sea, es proporcional al drea A y al gradiente (derivada) de la velocidad. La cons-
tante de proporcionalidad 7 es la viscosidad dindmica. Los fluidos que cumplen con
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esta relacion se llaman fluidos newtonianos. La siguiente tabla da la viscosidad para
algunas substancias:

Fluido Temp. °C  viscosidad 7 [Ns/m?]
Agua 0 1.79-1073
Agua 20 1.00-1073
Agua 100 0.28 - 1073
Alcohol etilico 20 1.2-1073
Glicerina 0 12.11
Glicerina 20 1.49

Aire -31.6 1.54-1075

Aire 20 1.83-107°

Aire 230 2.64-107°
Helio 20 1.94-107°

(Otra unidad usada para medir la viscosidad es el poise [P]: 1 [P] = 10 [Ns/m?].)

De la tabla se observa que la viscosidad es mucho mayor para los liquidos que para
los gases. También se observa una fuerte dependencia de la temperatura. Para los
liquidos la viscosidad disminuye al aumentar la temperatura, mientras que para los
gases aumenta.

Flujo laminar en tubos

El efecto de la viscosidad en el flujo de fluidos por tubos de seccién redonda
es de gran importancia en muchas aplicaciones. Consideremos aqui un caso: el flujo
estacionario de un liquido newtoniano por un tubo horizontal de largo L y radio R.
Sean P; y P, las presiones del liquido en los dos extremos del tubo y determinemos el
perfil de velocidad v(r) del fluido al interior del tubo y el flujo por unidad de tiempo.

Sea v(r) la velocidad del fluido al interior del tubo. Sabemos que v(R) = 0, o
sea, el fluido en contacto con el tubo estd en reposo. Consideremos ahora el fluido
encerrado al interior de un cilindro de radio r (ver figura[[2:22]). Llamemos A al fluido
interior y B al fluido que esta ubicado a distancia mayores que r. El area de contacto
del fluido A con B es 2nrL.

Fluido A Fluido B

Figura 12.22
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La fuerza que B ejerce sobre A es, por lo tanto,

ah;(r)j ‘

ﬁr =n(27rL) I

Observe que dv/dr es negativo y, por lo tanto, la fuerza que el fluido exterior ejerce
sobre A es contraria a la direccién del fluido. Como el flujo es estacionario, la fuerza
total sobre el fluido A debe ser nula, o sea, la fuerza ejercida por las presiones P;
y P, sobre el cilindro interno debe cancelar exactamente a la fuerza F. debida a la
viscosidad:

Pirr?s — Porr?d + Fr =0.

De esta manera se deduce que

dv - P1 — PQT

dr 2nL
Integrando sobre r y fijando la constante de integracién de manera que v(R) = 0 se
encuentra el perfil de velocidades al interior del tubo (ecuacion de Poiseuille):

PR

u(r) = 477711(}22 —r?).

Este perfil es de forma parabdlica.

Conocido el perfil de velocidades podemos evaluar el flujo dV/dt (la cantidad
de fluido que atraviesa la seccién transversal del tubo por unidad de tiempo). La
cantidad de fluido que pasa entre dos cilindros concéntricos de radios r y r + dr en
un tiempo dt es (277 dr)v(r) dt. Sumando sobre todos los cilindros (integrando sobre
r) se obtiene la cantidad de fluido dV' que pasa por el tubo en un tiempo dt:

dv = /R(27TT dr)v(r)dt .
0

Se obtiene

dt 4dnL 8nL
Observe que la cantidad de agua que se puede hacer pasar por un tubo aumenta
dramaéticamente cuando se aumenta su didmetro. Aumentar la diferencia de presion
en un factor 2 aumenta el flujo en ese mismo factor; aumentar el didmetro en un
factor 2 (sin aumentar la diferencia de presién) aumenta el flujo en un factor 16.
También podemos escribir la ltima ecuaciéon como sigue:

8nL d_V
TR* dt ’

PP [ P - P
d—V:27r ! 2/ r(R? =¥ dr = —27R* .
0

AP=P — P, =

o sea, la pérdida de presién al pasar un flujo dV//dt por un tubo es proporcional a su
largo L y a la viscosidad e inversamente proporcional a la cuarta potencia de R.
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Flujo laminar alrededor de una esfera

Usando matemdticas mas avanzadas se puede evaluar la fuerza de roce F,. debido
a la viscosidad que actia sobre una esfera de radio R cuando ésta se mueve respecto
a un fluido con velocidad vg. Si el flujo es laminar la fuerza es (ley de Stokes)

F,. =6mnrug .

Esta ecuacién, midiendo la velocidad terminal de esferas cayendo en el fluido, permite
determinar su coeficiente de viscosidad.

12.10. Problemas

1. Elrey Hierén de Siracusa pidié a Arquimedes que examinara una corona maciza
que habia ordenado hacer de oro puro. La corona pesaba 10 kg en el aire y
9.375 kg sumergida en agua. Arquimedes concluyé que la corona no era de puro
oro. Asumiendo que en su interior contenia plata, ;jcuanto oro tenia la corona
de Hierén? La densidad del oro es 19.3 g/cm?; la de la plata, 10.5 g/cm?.

2. Considere un vaso de agua lleno hasta el borde, con un trozo de hielo flotando
en él. Por supuesto que el hielo, al flotar, sobrepasara por encima del borde del
vaso. A medida que el hielo se derrite. ;Se derramard el vaso?

Suponga ahora que en el mismo vaso flota un pequeno barco de juguete hecho
de latén. Suponga ademas que el barquito tiene un pequeno orificio por el cual
penetra agua, haciendo que el barquito lentamente se llene de agua. Durante
este proceso, o sea mientras el barco se llena de agua pero ain no se hunde, el
nivel del agua del vaso ;baja, queda a igual altura o sube? Cuando finalmente
el barquito se hunde, que pasa con el nivel del agua?

3. Considere un cilindro de masa M, drea A y altura h, que flota “parado” en un
liquido de densidad pg.

77777777777
IIIII77

a) ;jHasta qué altura estard sumergido el
cilindro en el liquido?

b) Si el recipiente que contiene el liquido
es muy grande (por ejemplo, un lago),
,qué trabajo debe realizarse para sacar
el cilindro del liquido?

c) (Varfa la respuesta si el recipiente
que contiene el liquido es un tambor

Fi 12.23
cilindrico de drea Aqy? gura
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4. Considere una varilla de madera muy P
liviana, de largo L, seccion transversal \(\l
A y densidad p, que se hace flotar en el
agua (designe la densidad del agua por

Po)-

a) Convénzase de que no es posible
que la varilla flote “parada”.

b) Para lograr que la varilla flote
parada, agreguémosle una masa
puntual m en el extremo inferior.
;,Cudl es la minima masa m que
debe agregarse para lograr el ob-
jetivo?

Figura 12.24

5. Considere un vaso comunicante de
2 cm? de seccién transversal que con-
tiene mercurio (p = 13.6 g/cm?). A un
lado se echan 360 gramos de glicerina -,
(p = 1.2 g/cm3) y en el otro 1/4 de — L
litro de alcohol (p = 0.8 g/cm?). En- glicerina
cuentre el desnivel d que existe entre los
niveles superiores de la glicerina y el al-
cohol. Haga un grafico cualitativo de la
presion “hidrostédtica” en funcién de la
profundidad para cada uno de los dos Figura 12.25
“brazos” del vaso comunicante (grafi-
que las dos curvas en el mismo grafico).

alcohol

mercuric

6. Considere un cilindro de seccién A y
altura h que se encuentra flotando en P,
la interfase de dos fluidos de densida-

des p1 y p2, respectivamente (p1 > pg). 777777 A
Encuentre la densidad p del cilindro si d $ \L h
éste se encuentra sumergido en el flui- o

do 1 en una magnitud d.
Figura 12.26

7. ¢ Qué volumen de helio se requiere si debe elevarse un globo con una carga de
800 kg (incluido el peso del globo vacio)? Las densidades del aire y del helio,
a la presién de una atmosfera, son pape = 1.29 kg/m3 v pge = 0.18 kg/m37
respectivamente.
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8. Una varilla de largo L y densidad p; flo-
ta en un liquido de densidad pg (po >
p1)- Un extremo de la varilla se ama-

rra a un hilo a una profundidad h (ver
figura adjunta). a )

aire

a) Encuentre el dngulo «.

, ;. 0 .
b) ;Cudl es el minimo valor de h pa- fluido
ra el cual la varilla se mantiene en
posicién vertical? S

hilo

¢) Si A es la seccién transversal de Figura 12.27
la varilla, encuentre la tension del
hilo.

9. Considere las tres mediciones mostradas en la figura adjunta:

A A
0055555050505577 150550550550550577
P AT AT AN S VYY) 100000000005000000

Figura 12.28

e P es el peso de un recipiente con agua con un objeto sumergido en él.

e P, es el peso cuando el objeto esta sumergido en el agua, pero colgado de una
cuerda sin que toque el fondo del recipiente.

e Pj; es el peso del recipiente con agua.

Encuentre la densidad promedio del objeto.

10. En un canal horizontal, de ancho b, fluye agua con velocidad v, siendo el nivel
de agua h. Asuma que en cierto lugar el canal se ensancha en una pequena
cantidad db. Demuestre que el nivel del agua cambiard en

hv?

Note que si v? < gh el nivel del agua sube.
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11.

12.

13.

Un corcho cilindrico de masa mj y sec-
cién transversal S7 flota en un liquido
de densidad p. El corcho esté conecta-
do por medio de una cuerda sin masa,
de largo L, a un cilindro de aluminio
de masa msy y seccién transversal So.
El cilindro de aluminio puede deslizar-
se sin roce por un orificio hermético en
el fondo del tiesto. Calcular la profun-
didad h a la que debe hallarse la base
del corcho para que el sistema de los
dos cilindros esté en equilibrio. La pre-
sién atmosférica, jjuega algun rol?

Un prado es regado con un regador he-
chizo que consiste en una botella plasti-
ca, con numerosos agujeros de 1 mm
de didmetro, acostada sobre el prado
y conectada aun a manguera. Asuma
que una bomba de agua se encarga de
generar un flujo de agua constante de
0.2 litros por segundo. ;Cudntos agu-
jeros debe tener la botella para que el
agua llegue a mojar el prado a 8 me-
tros de distancia de la botella? ;Cual
es la presion al interior de la manguera
si ésta tiene una seccién transversal de
4 cm??

Un tubo de largo L, lleno de agua, gi-
ra en el plano horizontal en torno a un
eje vertical que pasa por uno de sus ex-
tremos. En el extremo junto al eje, el
tubo estd abierto, coincidiendo por lo
tanto la presion del fluido con la pre-
sién atmosférica. El tubo gira con ve-
locidad angular constante w. Si en el
otro extremo, en cierto instante, se abre
un pequeno orificio, jcon qué velocidad
emergerd el agua del tubo? (Especifi-
que la rapidez y direccién de la veloci-
dad.)

&

<\\

my

—
F
N
:

ﬁ

S

Figura 12.29

Vista lateral

Vista frontal

//////////////////////////////////////////////

Figura 12.30

Figura 12.51

434
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14. Para abastecer de agua a

15.

16.

una casa de dos pisos se
recurre a un “hidropack”. llave
Este sistema consiste en =
una depdsito subterraneo,

una bomba y un cilindro

con agua y aire. La bom- 5m
ba inyecta agua a presién
al cilindro, que en su par-
te superior queda con ai-
re comprimido. Un medi- im g? aire

dor de presién detiene la deposito T comprimidc
bomba cuando la presi 6n
del cilindro alcanza el valor
deseado (el mismo medidor bomba
vuelve a encender la bom-

ba cuando la presién baja Figura 12.32
de cierto nivel).

Si el nivel del agua en el cilindro se sitia 1 metro por debajo del suelo, calcule la
presién necesaria en el aire comprimido para que una llave de 1 cm? de seccién,
a una altura de 5 metros sobre el suelo, entregue un caudal de 12 litros por
minuto. (La seccién transversal del cilindro es grande respecto a la de la llave.)
También encuentre la presion del aire al interior del cilindro.

La fuerza de sustentacién de un avién
moderno es del orden de 1000 N por
metro cuadrado de ala. Suponiendo que /—/X
el aire es un fluido ideal y que la ve- m
locidad del aire por debajo del ala es

de 100 m/s, jcuél debe ser la velocidad
requerida por sobre el ala para tener la

sustentacién deseada? (La densidad del
aire es 1.3 kg/m3.)

Figura 12.33

Un bombero lanza agua con su manguera hacia un incendio formando un dngulo
de 45° con la horizontal. El agua que emerge del piston penetra horizontalmente
por una ventana del tercer piso que se encuentra a una altura h = 10 metros.
La manguera que transporta el agua desde el carro bomba tiene un didmetro D
de 6 cm y concluye en un pistén cuya abertura tiene un didmetro d de 1.5 cm.

a) ;Cudntos litros de agua emergen del pistén por minuto?

b) (Cudl es la presién P que debe soportar la manguera (en atmoésferas)?
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17.

18.

19.

Considere la tuberia que lleva el agua
de una represa hacia una turbina. Su- L
ponga que la bocatoma se encuentraa ~— | 10 m$

10 metros bajo el nivel de las aguas y L N
que la turbina se encuentra 80 metros

por debajo de ese nivel. Al inicio, es de-

cir a la salida de la represa, la tuberia

tiene un diametro de 40 cm. Suponga

que el fluido se comporta como un flui-

do ideal.

80 m

a) ;Cudl es el didmetro maximo que
puede tener la tuberia en su ex-
tremo inferior para que no se pro-
duzcan cortes de la columna de
agua al interior de la tuberia?

Figura 12.34

b) ;Cudl seria la cantidad de agua que pasaria en ese caso por la tuberfa y
cual la velocidad del agua emergente?

¢) Si el proceso de generacién de energia eléctrica usando la presente tur-
bina fuese 100 % eficiente, ;cudl serfa la potencia de esta central? ;Esto
corresponde al consumo promedio de cuantas casas?

d) Haga un grafico cualitativo de la presién al interior de la tuberia en funcién
de la altura. ;Cémo cambia esta presién si la seccion de la tuberia, en el
punto emergente, se disminuye a la mitad? ;A la centésima parte?

Considere una tuberia de una calefaccién. En el sétano su diametro es de 4.0 cm
y en el segundo piso, b metros mas arriba, la tuberia tiene un diametro de sélo
2.6 cm. Si en el sétano una bomba se encarga de bombear el agua con una
velocidad de 0.5 m/s bajo una presién de 3.0 atmdsferas, jcudl serd la rapidez
de flujo y la presion en el segundo piso?

Suponga que el nivel de un liquido —

(agua) en un tambor tiene una altu- 5

ra h. A una altura b se hace una pe- T .
quena perforacion lateral que permite h T
que el agua emerja horizontalmente. ;A i
qué altura debe hacerse la perforacién {“

para que el alcance d del agua se maxi- — — k—d —f
mo?

Fy 12.
Respuesta: b = h/2. 1gura 12.85
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20. En un torrente de agua se sumerge un tubo doblado, tal como se muestra en la
figura adjunta. La velocidad de la corriente con respecto al tubo es v = 2.5 m/s.
La parte superior del tubo se encuentra a hg = 12 cm sobre el nivel del agua
del torrente y tiene un pequeiio agujero.

A qué altura h subira el chorro de agua que sale por el agujero?

Figura 12.36

21. Considere una masa esférica homogénea en equilibrio hidrostatico. Sea Rp el
radio y po la densidad de masa.

a) Muestre que la presion a una distancia r del centro viene dada por

2w
p= ?PgG(RQ - 7‘2) :
b) Evaliie la presion al centro de la Tierra. Ry = 6.3 - 10% cm y densidad
uniforme promedio py = 5.5 g/cm?.

22. En un balén el gas en su interior se encuentra a una presiéon P. Demuestre que
la velocidad con que escapa el gas, al abrir la valvula, es

2 —
oo 2P
P

donde p es la densidad del gas y Py la presiéon atmosférica. (Esta ecuacién se
conoce por ley de Bunsen.)

23. Considere una prensa hidraulica (ve figura adjunta). Sean Ry =25 cm y Ry =
150 cm los radios de los émbolos de bombeo y de presién, respectivamente.
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Si de la palanca que actia sobre el émbolo de bombeo se tira con una fuerza
Fy = 100 [N] (ver figura), jqué fuerza ejercera el émbolo de presién sobre el

objeto S7
F, L
‘ Fy
smbol [5 } N
émbolo ;
O émbolo estanque
de presion de bombeo de reserva

/

| L |

7 7
valvula valvula

valvula —~
de retorno

Figura 12.37

24. Se quiere confeccionar aluminio poroso (algo asi como queso suizo) que se
mantenga en suspensién en agua. Determine la razén entre el volumen de los
poros y el volumen del aluminio poroso. (La densidad del aluminio sélido es
p = 2700 kg/m3.)

25. * Considere un cuerpo liquido de densidad
uniforme pg, que se mantiene unido debido
a la gravedad y que gira con una velocidad S
angular wg. Si bien el cuerpo es esférico si
wo = 0, cuando wy # 0 (pero no demasiado
grande), el cuerpo adquiere la forma de un
esferoide oblato. Demuestre que si la desvia- R
cién de la esfericidad es pequena, entonces % O

Wo

Rl—Rg_iwg R
R _87'l'p()G7 2

donde R ~ Ry ~ Rs. Evalie (R; — Ry)/R
para la Tierra y compérelo con el valor expe- Figura 12.38
rimental, que es ~ 1/298.4.
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26.

27.

28.

29.

* Considere la situacién mostrada en la figu-
ra Un cilindro de radio R y largo L
evita que el agua de cierto recipiente se re-
base. El cilindro se puede mover libremente.
La densidad del cilindro es tal que, cuando
el agua llega a la parte superior del cilindro,
la posicién del cilindro es la mostrada en la
figura. Encuentre la fuerza que ejerce el agua
sobre el cilindro. Encuentre la densidad del
material del que estd hecho el cilindro.

=1 1 3
Respuesta: Fagua = pongL |:§£ + <Zﬂ- — 1)

* Considere una caja de dimensiones a, by h,
llena de agua. Todos los lados de la caja estan
firmemente unidos entre si, excepto uno de
los lados laterales (de dimensién b-h). Evalie
la magnitud de la fuerza exterior minima con
que debe presionarse ese lado contra el resto
de la caja para que el agua no escurra. Si la
fuerza se aplica en un solo lugar, encuentre la
posicién en la que debe aplicarla.

439
2
n cilindro
X
agua
Po
Figura 12.39
A agua
-
F
éi
b

a

Figura 12.40

Un mol de aire en condiciones normales (a nivel del mar y a 20°C de tempera-
tura) ocupa un volumen de 22.4 litros. Estime la densidad del aire si gran parte
de él estd constituido por nitrégeno. (Resp.: ~ 1.28 kg/m3.)

. Cual es el minimo volumen que debe tener un globo de helio (p = 0.18 kg/m?)

para levantar un vehiculo de 1200 kg?

Dos globos esféricos inflados con aire, ambos
de radio R, se unen mediante una cuerda de
longitud L. Los dos globos se mantienen bajo
el agua con el punto medio de la cuerda fijo
al fondo. Calcular la fuerza de contacto entre
los globos.

Figura 12.41
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30.

31.

32.

Una varilla yace en el fondo de un reci-
piente con agua formando un dngulo de
60° con la vertical. La varilla es de sec-
cién uniforme y estd formada por dos
pedazos iguales en longitud pero de dis-
tinta densidad. La densidad de una de
las porciones de la varilla es la mitad
de la del agua. Determine la densidad
de la otra porcién.

Considere un bloque de hielo (p =
920 kg/m?) en forma de “L”, formado
de tres cubos de 25 cm por lado. Me-
diante un peso se desea sumergir el hie-
lo en agua como se indica en la figura.
Determine la masa del peso y la ubica-
cién en el hielo donde deberia adherirse
de modo que el hielo se mantenga justo
sumergido lo més estable posible.

Considere un sistema de vasos comuni-
cantes formado por dos tubos de sec-
cién transversal de 50 cm? que estan
unidos por un tubito corto de seccién
transversal muy pequena (o sea, para
efectos de este problema podemos des-
preciar la cantidad de fluido que se en-
contrard en el tubito). Inicialmente en
este sistema de vasos comunicantes se
encuentran dos litros de agua.

440

Figura 12.42

Figura 12.43

N

Figura 12.44

a) Encuentre la altura en que se encontraran las interfases entre los liquidos y
el aire en cada uno de los tubos si en uno de los tubos se le agregan 2 litros
de un liquido cuya densidad es p = 0.8 g/cm?3.

b) Para la situacién descrita en la parte a), encuentre la presién en el fondo

de los vasos comunicantes.

¢) Encuentre la altura en que se encontraran las interfases entre los liquidos
y el aire en cada uno de los tubos si en uno de los tubos, en lugar de 2, se
le agregan 3 litros de un liquido cuya densidad es p = 0.8 g/cm?.
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33.

34.

35.

36.

37.

Un tubo horizontal por el que fluye liquido de densidad py a razén de Q m3/s,
se bifurca en dos ramas en el plano vertical, una superior y otra inferior, de
secciones transversales a; = as = a, abiertas a la atmdsfera (ver figura). Si la
distancia entre las ramas es h, determinar:

a) Las cantidades q; y g2 de liquido (en m?/s) que fluyen por ambas ramas.

b) La condicién que debe cumplir ) para que haya flujo en la rama superior.

A1
Q T g
I
—_—
dz

Figura 12.45

Una gotita de agua de 1 mm de radio se pulveriza en gotitas de 10~* mm
de radio. (En qué factor aumenta la energia superficial (debido a la tensién
superficial)?

La figura [[2.46] muestra un tubo de Pi-

tot, instrumento que se usa para medir //i /?

la velocidad del aire. Si el liquido que

indica el nivel es agua y Ah = 12 cm,

encuentre la velocidad del aire. La den- _ L

sidad del aire es pajre = 1.25 kg/m?>. are H CFAh

Respuesta: vg = 43.4 m/s = 156 km/h. B -
agua—| \_/

Nl
Figura 12.46

Considere dos placas planas de vidrio, separadas por una distancia de 0.1 mm,
con un extremo sumergidas en agua en forma vertical. ;Qué distancia se ele-
vard el agua entre las placas debido a la capilaridad?

* Encuentre la velocidad terminal que adquiere una esfera de cobre de 0.5 cm
de didmetro, cuando cae en agua (pcy = 8.92 g/cm?). ;En qué factor disminuye
la velocidad terminal si el didmetro se achica en un factor 10?7
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38. * Considere un oleoducto de 5 km y 50 cm de didmetro por el cual se desea
bombear 1 m? por segundo. Si uno de los extremos estd abierto a la presién
atmosférica, jqué presion P; debe existir en el otro extremo? Suponga que
la densidad del petréleo es p = 950 kg/m3 y el coeficiente de viscosidad es
aproximadamente = 0.2 Pa-s. ;Cuél es la potencia dWW/dt (energia por unidad
de tiempo) disipada por la friccién interna originada por la viscosidad?

Respuesta: P; ~ 7.5 atm; dW/dt ~ 650 kW.

12.11. Solucién a algunos de los problemas

Solucion al problema 8

El largo a de la parte de la varilla

sumergida es a = h/sena. La fuerza P Py Fe )

de empuje se aplica en el lugar a/2 y areaA T aire

la fuerza de gravedad en el lugar L/2 a

(medidos desde O). \/ h
Sea A la seccién transversal de la Fg

varilla. Entonces la fuerza de empuje Po o

viene dada por fluido T hilo

z Y
gz PIIIIIIIIII VI LIV I I IS LIS LIS I LIS LIS I LI I LI 7
. 7z 77777 77777 77777

sen o Y A oy

F, = ppAagz = poA

La fuerza de gravedad es Figura 12.47

—

Fy=—p1LAgZ .

El torque ejercido por ambas fuerzas respecto a O debe ser nulo, o sea,

Feg cosa = Fga cos« .

Simplificando se obtiene
Fea=F,L .

Sustituyendo las expresiones par F, y Fy se deduce que
poAa’g = p1AL%g

O sea
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Despejando se encuentra finalmente que

_ [poh
Ssen o = —_— .

p1L

Si el lado derecho de la 1ltima ecuacién es mayor o igual a uno, la varilla se man-
tendra en posicién vertical. El minimo valor de h para que la varilla esté en posicién

vertical es
/P1
hmin =L,/—.
Po

La tensién del hilo se obtiene exigiendo que la fuerza total sea nula. De esta
manera se obtiene que

h
T=F —F;=pA——g— p1LAg
Sen «

= ALgp: <\/@—1> = My <,/@—1> ;
P1 P1

donde M es la masa de la varilla.

Solucion al problema 16

a) Si v es la velocidad con que emerge el agua del pistén, la velocidad hacia arriba
serd v/+/2. El agua alcanza a subir una altura h, luego su velocidad es

v=2y/gh=20m/s .

La cantidad de agua V que emerge del piston en t = 60 segundos es
d\? 1 5 3 .
V =vtr 5) = 120 -60 - 3.14 - (0.015)* m” = 212 litros .

b) Usemos el teorema de Bernoulli para comparar el flujo del agua justo a la salida
del pistén con el flujo en la manguera justo detras del pistén. No hay cambio en la
energia potencial. Como la seccién transversal de la manguera es 16 veces mayor
que la abertura del pistén, la velocidad del agua en la manguera serd 16 veces
menor que la velocidad emergente v. A la salida del piston la presién es la presion
atmosférica, que ignoraremos en el presente calculo, ya que sdlo estamos interesa-
dos en la presién adicional p que debe soportar la manguera debido al agua que
fluye en su interior. Se tiene

+1 (v)2_1 9
pPT5p016) = 3P0V -
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Ignorando la energia cinética del agua al interior de la manguera (convénzase de
que modifica el resultado final en menos de un 0.5 %), se obtiene

1 5, 1 kg m? 5 kg
= — = —-1000— 400— =2 - 10°—
p 2/00’0 2 mg 82 mS2 5

lo que corresponde a aproximadamente 2 atmosferas.

Solucion al problema 27

Elijamos el eje Z a lo largo de la vertical, con el origen al fondo de la caja sobre
la tapa mévil. La presién a una altura z es P(z) = pog(h — z). Dividamos la tapa
en franjas horizontales de largo b y ancho (altura) dz. La fuerza que ejerce el fluido
sobre la franja que estd a la altura z es

dF = P(2)bdz .

Sumando (integrando) la fuerza que el liquido ejerce sobre cada una de las franjas se
obtiene la fuerza total

h h
1
F = / P(2)bdz = pogb/ (h—2z)dz = Epobgh2 .
0 0

Para encontrar a qué altura hg debemos aplicar esta fuerza sobre la tapa, eva-
luemos el torque que ejerce el fluido sobre la tapa respecto al origen. El torque que
el fluido ejerce sobre la franja que estd a la altura z es

dr = zP(2)bdz .

Sumando (integrando) el torque que el liquido ejerce sobre cada una de las franjas se
obtiene el torque total

h h
T = / zP(2)bdz = pogb/ z(h—2)dz = é,oobgh3 .
0 0

Para que la tapa esté en equilibrio el torque que ejerce la fuerza total externa F' debe
coincidir en magnitud con 7, es decir,

Fh(]:T,

O Sea 1 1
gpobghzho = gﬂobghg :

De esta ecuacién se deduce finalmente que hg = h/3.
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Solucion al problema 33

La relacién de Bernoulli se puede aplicar entre los puntos A y By y también entre
Ay Bs. Por transitividad, la relacién de Bernoulli también es valida entre los puntos
By y Bs. Se tiene

1 1
Py + pghy + 5 pvt = Py + pgha + 5 pv3

Pero P, = P, = Py (la presién atmosférica), hy = 0y hy = h, luego

1 1
Pt = pgh+ Spus .

2
d4q 5
By
%
Q )9
A - h
\g 82 -— 0
_—
p)

Figura 12.48

Los flujos que circulan por la rama superior e inferior vienen dados por ¢; = avy
y g2 = avy, respectivamente. También se tiene que QQ = q1 + ¢2. De las relaciones
anteriores se deduce que

_ Q? — 2a’gh
a1 72@
y
_ Q? + 2a%gh
q2 72@ .

Para que circule liquido por la rama superior se debe tener que

Q > a+/2gh .



Capitulo 13

Oscilador armonico

versién 26 diciembre 2011

13.1. La ecuacién diferencial #(t) + wiz(t) = 0

La ecuacion diferencial que gobierna el comportamiento de un oscilador arménico
simple es
i) +wiz(t)=0. (13.1)

Esta es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden. Comenzaremos este capitulo
exponiendo algunos resultados generales relativos a este tipo de ecuaciones, resultados
que seran de gran utilidad para nuestros propositos.

Sean z1(t) y x2(t) dos soluciones cualesquiera de cierta ecuacion dife-
rencial. Tal ecuacion diferencial es lineal si axi(t) + Bxo(t) también es
solucion, donde o y B son constantes (reales o complejas) arbitrarias.

Ejercicio: Demuestre que la ecuacion diferencial del oscilador armoénico es lineal

El orden de la derivada mds alta da el orden de la ecuacion diferencial. La
solucion general de una ecuacion diferencial de orden n tiene n constantes
arbitrarias (que luego deben ser determinadas usando las condiciones de

borde).

La ecuacién diferencial del oscilador arménico es de segundo orden, por lo tanto,
la solucién general tiene dos constantes arbitrarias. Sean x1(t) y x2(t) dos soluciones
cualesquiera (distintas) de (I3.1]). Como la ecuacién diferencial (I3.]) es lineal, se tiene
que la funcién z4(t) = ax;(t) + fza(t), con a y [ constantes arbitrarias, también es
solucién. Pero observe que la solucién x,4(t) tiene dos constantes arbitrarias y, por

446
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lo tanto, debe ser una solucién general del problema. En otras palabras, todas las
posibles soluciones de (I3.I]) deben ser de la forma z,(t); las distintas soluciones se
diferencian sélo por los valores de oy 5.

En el lenguaje técnico se dice que las soluciones de la ecuacién diferencial (I3.1)
forman un espacio vectorial de 2 dimensiones, siendo x1 y 2 dos “vectores” parti-
culares de ese espacio. Los dos vectores x1(t) y x2(t) (si uno de ellos no es miiltiplo
del otro) forman una base del espacio vectorial. Cualquier otro vector (o sea, solucién
de (I3J]) es una combinacién lineal de los vectores base, es decir, es de la forma
oz:nl(t) + ﬁl‘Q(t).

Sabemos que las funciones

x1(t) = cos(wot) (13.2)

xo(t) = sen(wpt) (13.3)

son dos soluciones particulares de (I3.1]). Estas dos funciones (y de hecho asi se hace
frecuentemente) pueden ser tomadas como los dos vectores base del espacio vectorial
formado por las soluciones de (I31]). Cualquier otra solucién z(t) de la ecuacién
diferencial del oscilador armoénico puede escribirse de la forma

x(t) = a cos(wot) + b sen(wot) .
Las constantes a y b se determinan a partir de las condiciones iniciales.

Observe que no es necesario elegir las funciones (I3.2]) y (I3.3]) como vectores base
del espacio vectorial; de hecho, cualquier otro par de soluciones (mientras una no sea
multiplo de la otra) también habria servido. Lo interesante es que las funciones (I3.2])
y ([I3:3]) no son las funciones més convenientes para usar como base. Existe un par de
soluciones de (I31) que, si se usan como base, simplifican notoriamente los célculos.
FEn lo que sigue de esta seccion introduciremos esta nueva base, estudiaremos algunas
de sus propiedades y la relacionaremos con la base dada por las funciones (I3.2)) y

z3).

Consideremos la funcion
2(t) = 't = exp(I't) .
Al derivar z(t) dos veces se obtiene

A(t) =Telt
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) =T2e =T22(2) .
Observe que esta tultima ecuacién se puede escribir de la forma
3(t) —T22(t) =0 .
Esta ecuacion es idéntica a la del oscilador arménico si se identifica
2= —w% ,
lo que es equivalente a la relacién
I' = +iwg
con i = v/—1. Observe que acabamos de demostrar que las funciones

x1(t) = et (13.4)

zo(t) = e~ ot (13.5)

son dos soluciones particulares de la ecuacion diferencial del oscilador arménico, o sea,
de (13.I). Resulta que éstas son las funciones mds convenientes para generar todas
las demads soluciones de (I3.1]). Cualquier solucién z(t) de (I3.1)) se puede escribir de
la forma

x(t) = et 4 eTiwot

donde las constantes o y 3 se determinan a partir de las condiciones iniciales. (Las
constantes v y 3, generalmente, resultan ser niimeros complejos.)

Determinemos las relaciones entre las dos bases. Como cos(wgt) es solucién de
(I3.1)) debe poder escribirse de la forma

twot

cos(wot) = c1€™08 4 cpe 0t (13.6)

Determinemos las constantes ¢; y c¢a. Derivando (I30]) se encuentra que

—wp sen(wot) = iwger 0t — iwoege 0t
o sea,
sen(wpt) = —i (clei“’ot — cze_iwot) . (13.7)
Evaluando (13.6) y (I3.7)) para ¢t = 0 se obtiene
l=c+oc
y

0= —i(Cl — C2) .
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De estas relaciones se deduce que ¢; = ¢y = 1/2. De esta manera hemos demostrado
que

(eiwot + e—’iwot) (138)

N =

cos(wot) =

% (ot — gmiwol) (13.9)

También podemos escribir exp(iwgt) y exp(—iwpt) en funcién de cos(wpt) y sen(wot).
Usando las relaciones anteriores no es dificil demostrar que

sen(wpt) =

™0t = cos(wot) + i sen(wpt) (13.10)

e 0t — cos(wot) — i sen(wot) . (13.11)

Por tltimo, sustituyendo en (I3.10)) wpt por 7 encontramos una de las més bellas
ecuaciones de la matemética
e"+1=0,

relacion que combina de manera simple los mas importantes ntimeros de esa ciencia:

0,1, m,eet=+—1.

Ejercicio: Demuestre que el médulo de los niimeros complejos exp (iwpt) y exp(—iwot)
es uno, es decir, demuestre que

|eiwot| — |e—iwot| -1

13.2. El oscilador arménico simple

Cada vez que la ecuacion dindamica de un sistema tiene la forma
() Fwia(t) =0,

estaremos en presencia de un oscilador arménico.

Ejemplo: Consideremos un péndulo de largo R. Elijamos el origen en el punto de
suspension. El momento angular y el torque (en torno al origen) vienen dados por
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| = mR(R0)
y
T=—Rmg senf .
Por otra parte
dl 9
= — = 6
= mR“0 |

luego )
mR%*0 = —Rmg senf .

Esta relacién se puede escribir de la forma

é+%sen0:0.

Figura 13.49
Denotando g/R por w% y restringiéndonos a pequenos angulos, de manera que

podamos usar la aproximacién sen f ~ 6, se obtiene

f+wih=0. (13.12)

La constante wq esté relacionada con el periodo T del movimiento por la relacién
on = 27.

Conocer la ecuacién dindmica de un sistema permite, en principio, conocer la
evolucién temporal del mismo. Para encontrar la solucion explicita del problema se
procede generalmente de la siguiente manera: i) se busca la solucién general de la
ecuacién dindmica; ii)las constantes arbitrarias de la ecuacién general se determinan
exigiendo que la solucién cumpla con las condiciones de borde (iniciales) del problema.

Ilustremos el procedimiento con nuestro ejemplo concreto. Supongamos que en
el instante ¢ = 0 el dngulo y la velocidad angular del péndulo son 6y y €, respec-
tivamente. Deseamos encontrar una expresién explicita para 6(t). Resolveremos este
problema de dos maneras:

a) Sabemos que la solucién general de (I3.12]) puede escribirse de la forma
0(t) = acos(wot) + bsen(wpt) .

Determinaremos las constantes a y b. Para ello derivemos primero la iltima ecua-
cién respecto al tiempo. Se obtiene

0(t) = —a wo sen(wot) 4+ bwg cos(wot) -
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Evaluando las dos tltimas ecuaciones para t = 0, y usando las condiciones iniciales,
se obtiene

9(0) :(J,ZHQ

9(0) :wa:Q .

La solucién explicita se obtiene sustituyendo los valores de a y b, que se deducen
de estas relaciones, en la solucién general:

Q
0(t) = 6 cos(wot) + . sen(wot) .
0

Como vimos en la seccién anterior, en lugar de cos(wot) y sen(wpt) también po-
demos usar las soluciones particulares exp(iwgt) y exp(—iwpt) como base. O sea,
otra forma de escribir la solucién general de (I3.12) es

0(t) = a exp(iwot) + S exp(—iwot) .

Determinaremos las constantes a y 8. Para ello, nuevamente, derivemos la solucién
general: .
0(t) = iwo v exp(iwpt) — iwg B exp(—iwpt) .

Evaluando estas dos tltimas ecuaciones para t = 0, y usando las condiciones
iniciales, se obtiene
0 (0) = 90 =a+ ,8

0(0) = Q = iwpa — iwp B .

Despejando a y 3 de estas dos relaciones:

(0-155)

wo

<90 + Zﬂ> .
wo

Sustituyendo estos valores en la solucién general se obtiene

o =

N~ N~

B=a"=

1 Q 1 Q
0(t) = 5 <90 — 1w—0> exp(iwot) + 3 <90 + zw—0> exp(—iwot)

Demostremos ahora que las expresiones encontradas en las partes a) y b) son equiva-
lentes. En efecto, reordenando los términos de la solucién encontrada en la parte b)



CAPITULO 13. OSCILADOR ARMONICO 452

se encuentra que

1 Q1
0(t) = b 3 (exp(iwot) + exp(—iwpt)) — i w—é(exp(iwot) + exp(—iwpt))
0
eiwot + e—iwot QO eiwot _ e—iwot
2 wo 21

= 6 cos(wot) + @ sen(wot) .
wo

Los dos procedimientos dan exactamente el mismo resultado. En el presente ejem-
plo, el segundo método resulté ser mas engorroso, mas largo y menos transparente
y ciertamente no se observa ninguna ventaja al haber introducido la base con expo-
nenciales complejas. Sin embargo, en las secciones siguientes, al estudiar problemas
levemente méas complejos, la ventaja de usar las exponenciales complejas en lugar del
seno y coseno resultara mas evidente.

13.3. El oscilador armodnico atenuado

Ejemplo: Consideremos una masa m ado-
sada a un resorte de constante de restitucién 77/
k. Supongamos que la masa m sélo se pue- 77
de desplazar a lo largo del eje &. Sea z(t) 7/
la posicién de m, siendo x = 0 la posicién 2222 M m
de equilibrio. Supongamos ademéds que sobre /7% 7 -
el sistema actia una fuerza de roce que es (771170004 D
proporcional a la velocidad @ (pero de signo

contrario), o sea Figura 13.50

N
N
N
N
>

fr=—va(t) (con~y >0) .
Usando la segunda ley de Newton se deduce que la posicién z(t) satisface la
siguiente ecuacion diferencial
mi(t) = —kx(t) — vy o(t) .

Introduciendo las constantes wy = y/k/m y n = 7/2m se encuentra que la relacién
dinamica para este oscilador arménico con roce es

F+2mitwir=0. (13.13)

Esta es la ecuacion diferencial del oscilador armdénico atenuado.
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Ejercicio: Demuestre que la ecuacién diferencial (I3.13)) es lineal.

Deseamos encontrar la solucién general de la ecuacién ([I3.13]). Sabemos que, si
encontramos dos soluciones particulares distintas de (I3.13]) (denotémoslas por z1(t)
y x2(t)), entonces la solucién general vendra dada por

x(t) = ax1(t) + Bxa(t) ,

donde las constantes a y 3 se eligen de manera que la solucion satisfaga las condiciones
iniciales.

Procederemos de acuerdo al siguiente esquema: primero encontraremos la solucién
general de (I3.13)) y luego determinaremos las constantes arbitrarias de la solucién ge-
neral de manera de obtener la solucién particular que, en t = 0, satisface las siguientes
condiciones iniciales:

z(0) = xg

i(0) =vy=0.

Ansatz (o hipétesis de trabajo): Busquemos soluciones del tipo z(t) = e!*, donde I’
es una constante por determinar. Derivando el Ansatz dos veces se obtiene

i(t) =Tel,

i) =T2elt .
Sustituimos estas relaciones en (I3.13)),
el +onTe +wiel" =0,

o sea,
M+l +wi=0.

Resolviendo esta ecuacién de segundo grado para I' se encuentra

D=-—nt/n?—wi. (13.14)

Debemos distinguir tres casos:

1) Caso 1 > wq (oscilador arménico supercritico).

En este caso la ecuacién (I3:14]) nos entrega dos soluciones distintas de la ecua-
cién diferencial, éstas son

21 (t) = etV W)t
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1)

xo(t) = eV et

La solucién general, por lo tanto, es
2(t) = a eIV 4 g (P —wg)t

Determinando « y 8 de manera que la solucidn general anterior cumpla con las
condiciones iniciales z(0) = xo y #(0) = 0, se encuentra

(1 . L) = (1 B L) (- nQ—wg)t] |

2(t) = 3

P~ N

La figura [[3.5T] muestra cualitativamente
el comportamiento del oscilador en este ca-
so. En el caso supercritico la friccién es muy %o
grande y la masa m no oscila. Imaginese una
bolita colgada de un resorte sumergida en un
frasco con miel.

x(t)

Caso 1 < wyp (oscilador arménico subcritico). Figura 13.51

En este caso la ecuacién (I3.14) también nos da dos soluciones distintas:

331(75) = e(—WHW)t — oM Wt

xo(t) = e(—"—i\/@)t — oMt pTiwt ’

con

— /.2
w=/wi—n%.

La solucién general viene dada por
z(t)=e " (a et + e_w) )

Evaluando « y 8 de manera que la soluciéon cumpla las condiciones de borde
x2(0) = zo y (0) = 0, se encuentra

o0 = T (14 Y oty (1 1) o]
2 w w
=xpe ™ [cos(wt) + gsen(wt)] . (13.15)



CAPITULO 13. OSCILADOR ARMONICO 455

(1)

Xo [\

La figura [3.52l muestra cualitativamente
el comportamiento del oscilador en este caso. -
En el caso subcritico la friccién es relativa- /\ -

a medida que transcurre el tiempo la ampli-

mente pequena y la masa m oscila. Note que 0 v
tud de la oscilacién decae exponencialmente.

Figura 13.52
111) Caso n = wyp (oscilador arménico critico).

Este caso es levemente més complicado, ya que la ecuacién (I3:14]) nos da sélo
una solucioén:
:El(t) =e M.

Debemos, de alguna manera, encontrar otra solucién para poder construir la
solucién general.

Ejercicio: Demuestre que la otra solucién de la ecuacién diferencial
P2+ ntr=0
es la funcién

:Eg(t) =te M,

Usando el resultado del ejercicio se encuentra que, para un oscilador arménico
atenuado critico, la solucién general viene dada por

z(t) = (a+pt)e ™.

Para que la soluciéon cumpla con las condiciones de borde se determina que ésta
viene dada por
x(t) = zo(1+nt)e ™ . (13.16)

Observe que, independiente de las condiciones iniciales, el oscilador arménico ate-
nuado paulatinamente siempre se acercard a su posicion de equilibrio, es decir, para
t — oo, siempre z(t) — 0.

Ejercicio: Demuestre que la solucién (I3.I6]) también se puede obtener a partir de
(I315) poniendo wy = n + € y realizando el limite e — 0.
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13.4. El oscilador armonico forzado

Agreguémosle al oscilador arménico atenuado una fuerza armonica externa F, de una
frecuencia €2, es decir,
F, = Fy cos(2t) .

Situaciones de este tipo se dan con gran frecuencia en la naturaleza.
La ecuacion diferencial para el oscilador en este caso es

F
4 2mi +wie = =9 cos(0) . (13.17)
m

Ejercicio: Demuestre que la ecuacién diferencial anterior no es lineal, o sea, la suma
de dos soluciones ya no sigue siendo solucion.

Si el lado derecho es nulo (o sea, Fy = 0), entonces la ecuacién coincide con la ana-
lizada en la seccién anterior. En este caso conocemos la solucién general. Denotemos
esta solucién general (de la ecuacion homogénea) por xp(t). Tal solucién tendra dos
constantes arbitrarias.

Sea x,(t) una solucién particular cualquiera de (I3.I7]), entonces la solucién ge-
neral sera

x(t) = xp(t) + xp() .

Efectivamente, es facil demostrar que x(t) es solucién de (I3I7)). De que es la solucién
general se desprende del hecho de que ésta, por ser la ecuacién diferencial de segundo
orden, debe tener dos constantes arbitrarias, las que x(t) efectivamente tiene (las de
la funcién xp(t)).

En general, la solucién x(t) tiene un comportamiento complejo. Sin embargo, pa-
ra tiempos grandes (t — 00) la solucién z,(t) siempre desaparece, quedando sélo la
solucién particular z,(t). Observe que z,(t) es independiente de las condiciones ini-
ciales. Todas las soluciones del problema, para t — oo, terminaran siendo idénticas.
Cuando esto ocurre, se dice que se ha llegado al estado estacionario. Las oscilaciones
iniciales del oscilador, que son altamente irregulares, y que si dependen de las condi-
ciones iniciales, se llama es transiente. Para muchos problemas practicos la solucién
que interesa es la del estado estacionario.

En lo que sigue encontraremos la solucién x,(t) que es la correspondiente al estado
estacionario. Por ser algebraicamente mucho mas simple, usaremos extensivamente
las funciones exponenciales complejas. La fuerza externa la reemplazaremos por la
expresion

Fe = FO eiQt .

En otras palabras, en lo que sigue encontraremos la solucion estacionaria de la ecua-
cién diferencial

Prmi+wdn =", (13.18)
m
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Observe que la parte real de F,, corresponde a la fuerza externa F, = Fy cos(§2t), luego,
al tomar la parte real de esta ecuacién diferencial, obtenemos la ecuaciéon (I3.17); y
a su vez, la parte real de Z(t) corresponderd a la solucién estacionaria de (I317)).

Hagamos el siguiente Ansatz: '
T(t) = A’

o sea, analicemos si (I3.I8]) puede tener una solucién de este tipo. Aqui A es una cons-
tante que eventualmente habria que determinar. Derivamos Z(t) respecto al tiempo:

I(t) = iQA Y

I(t) = -0 A
Sustituyendo esto en (I3.I8]) se obtiene
02 A 1 2iQA e 1 A = 10 i
— A+ MINA F WA=,

o sea, nuestro Ansatz es una solucién sélo si

F()/m
(wg —Q2) +2inQ -

A=

Observe que A es un numero complejo.
Cualquier nimero complejo A se puede escribir de la forma

A=Ar+iA; = |A| e’ = |A|cos ¢+ i|Alsen ¢ ,

donde |A| es el médulo y ¢ la fase del nimero complejo. Conociendo la parte real e
imaginaria de A se pueden encontrar el médulo y la fase usando las relaciones

|A| = \/ A% + A3

Ap
tangp = — .
Apr
Usando las expresiones anteriores para el nimero complejo A se encuentra que éste
puede escribirse de la forma

A= = F02/2n = exXp [z arctan <%>}
V(Q2 — wi)? + 4%Q 02 — wp
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Hemos encontrado una solucién particular de (I3.18):

F, 2
z(t) = b/m exp |2t 4 ¢ arctan 7772
V(9% — wd)? + 4202 02 — w§

La solucién estacionaria de (I3.17)) es la parte real de Z(t), o sea,

Fy/m [ < 20n >]
z(t) = cos |Qt + arctan | ——— | | = |A|cos(Qt + ¢) ,
con
A = Fo/m
\/(Qz _ w(2])2 + 477292
y
2Qn
tan¢ = m .

Observe que la solucién estacionaria, o sea, después de que el transiente ha desapa-
recido, oscila con la misma frecuencia con que la fuerza externa esta forzando el
sistema. Observe, sin embargo, que las dos oscilaciones (la se la fuerza externa y la de
la respuesta del sistema) no van es fase, sino que estédn desfasados en ¢. La amplitud
con que oscila el sistema en el estado estacionario viene dada por |A|.

Resonancias

Analicemos con més detalle la amplitud con que oscila un oscilador arménico forzado
en su estado estacionario. La figura [[3.53(a) muestra la amplitud |A] en funcién de la
frecuencia €2 con que se esta forzando el oscilador. Las distintas curvas corresponden
a distintos pardmetros del coeficiente de roce £ = 2n/wy. cuando el roce es pequeno, la
amplitud llega a ser muy grande cuando la frecuencia €2 con que se fuerza el oscilador
es parecida a la frecuencia natural del oscilador wy. Estas grandes respuestas de un
sistema, de estimulos pequenos se conoce con el nombre de resonancias.

Para n pequeno, la amplitud maxima de la resonancia viene dada por

Foy

Almax = .
[Alma 2mnwy

La fricciéon 7, aun cuando es pequena, no puede despreciarse. De lo contrario se
obtienen resultados absurdos; la amplitud del oscilador se irfa incrementando indefi-
nidamente.
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S-T2F

mo 2|Al/F,

Figura 13.53

La figura[I3.53[(b) muestra el comportamiento de la fase ¢. Observemos que si la
frecuencia §2 con que se fuerza el sistema es mucho menor que la frecuencia natural del
sistema wyq, entonces el estimulo y la respuesta del sistema esencialmente estaran en
fase; cuando ) > wy, las dos magnitudes estaran completamente desfasadas. Cuando
el sistema entra en resonancia wg ~ €2, el desfase entre el estimulo y la respuesta del
sistema es de 90°.

13.5. Osciladores armoénicos acoplados

figura [3.54] Las masas estdn restringidas a

Kk Mk Mk
o . QQQQQ[O\QQQQQ/O\QQQQQH
moverse a lo largo del eje . Analicemos la

. . N
forma en la cual oscila este sistema. X

Figura 13.54
Sean x1 y 2 los desplazamientos de las dos masas respecto a sus posiciones de
equilibrio. Las ecuaciones de movimiento para estas masas son:

Considere la configuracién mostrada en la H

M3, = —kx1 + k(ajg — xl) (13.19)

M{I}Q = —k?l’Q — ]{T(JEQ — l’l) . (13.20)

(Note que (z3 — x1) es el alargamiento neto del resorte central respecto al largo
que tiene cuando el sistema estd en equilibrio.) Las ecuaciones (I3.19) y (I3:20) son
dos ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas (la segunda derivada de x;
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depende no sélo de 1, sino que también de xs, y lo mismo ocurre para la segunda
derivada de x2). Sumando y restando las dos ecuaciones diferenciales obtenemos

M(&1 + @2) = —k(ml + xg)

M(i‘Q — :'151) = —3]43(3)2 — :El) .
Definamos dos nuevas variables £ y & por
S =21+ 2,
§o=my— 11 .

Con estas definiciones las dos ltimas ecuaciones diferenciales se pueden escribir de
la forma

Mé = —k&;

Méy = —3kés .

Observe que estas ecuaciones ya no estan acopladas y que cada una de ellas corres-
ponde a la de un oscilador armoénico simple. Las soluciones generales vienen dadas
por

&1(t) = A cos(wit) + B sen(wit)

y
&2(t) = C cos(wat) + D sen(wat) ,
con
.
VM
y

3k
Wy = M:\/gw:[

Conociendo &1 y & en funcién del tiempo también conocemos el comportamiento de
1y X2

x1(t) = %(51(75) +&(t) = ? cos(wit) + g sen(wit) + % cos(wat) + g sen(wat)
y

xo(t) = %(ﬁl(t) —&(t) = ? cos(wit) + g sen(wit) — % cos(wat) — g sen(wat) .
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Esta solucién general tiene cuatro constantes arbitrarias (4, B, C'y D), las que se
determinan exigiendo que la solucién cumpla con las cuatro condiciones iniciales (la
posicién y velocidad de cada una de las masas). Por ejemplo, si en t = 0, z1(0) =
x2(0) = 0, #1(0) = vy y @2 = 0, entonces las constantes resultan ser A = C' = 0,
B = ?)()/0.)1 y D= —Uo/wg.

Debido a que la razon entre las frecuencias wy y wo no es un ntmero racional, el
sistema, en general, no manifestard un comportamiento peridédico.

Modos normales

Si en el problema anterior hacemos oscilar el sistema de manera que C = D = 0,
entonces la posiciéon de ambas masas vendra dada por

x1(t) = xo(t) = g cos(wit) + g sen(wit) .

Observe que en ese caso ambas masas oscilan juntas (en fase) y que el movimiento de
cada una de ellas es armonico (con periodo 177 = 27 /w).

Algo parecido ocurre cuando el sistema oscila de manera que A = B = 0. En este
caso

x1(t) = —x9(t) = % cos(wat) + g sen(wat) .

Nuevamente ambas masas oscilan juntas, pero en sentido opuestos (en contrafase) y el
movimiento de cada una de ellas es armonico (con periodo Ty = 27 /w9). Estos modos
de oscilacién armonicos del sistema se conocen con el nombre de modos normales.

Un concepto 1til en la discusion de sistemas méas complejos es el de grados de
libertad. Los grados de libertad de un sistema son el ntmero de variables que se
requieren para describir el sistema. Por ejemplo: una masa m restringida a moverse a
lo largo de una recta tiene un grado de libertad. La misma particula, si su movimiento
estd confinado a un plano, tendrd dos grados de libertad. Un sistema consistente de
tres particulas que pueden moverse en un plano, tiene 6 grados de libertad. Dos
particulas en el espacio tridimensional unidas por una barra rigida poseen 5 grados
de libertad.

A continuacién resumiremos, sin demostracién, algunas caracteristicas generales
que presentan todos los sistemas consistentes de osciladores arménicos acoplados.

1) Un sistema de osciladores arménicos acoplados de N grados de libertad se des-
cribe con N funciones {x;(t)}. Las ecuaciones dinamicas son ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden y generalmente estdn acopladas.

11) Siempre es posible introducir nuevas variables {£;(¢)} cuyas ecuaciones diferen-
ciales son de la forma

§Fwie =0,
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111)

V)

VI)

VII)

VIII)

Ejemplo:

Consideremos la configuracién mostrada en
la figura Las tres masas sélo pueden
moverse a lo largo del anillo de radio R. Los
resortes, todos con constante de restitucién
k, también siempre se deforman a lo largo
de la circunferencia. Encontraremos todos los
modos normales con sus frecuencias.

o sea, corresponden a osciladores arménicos simples. Las variables £;(t) son com-
binaciones lineales de las variables {x;(t)}. Los métodos generales para encontrar
estas nuevas variables serdn materia de cursos mas avanzados. Sin embargo, en
muchas situaciones simples no es dificil encontrarlos por simple inspeccion.

Algunas de las frecuencias w; pueden ser nulas, en cuyo caso la ecuacién diferen-
cial es simplemente §; = 0. Los modos normales de frecuencia nula corresponden
a la traslacién o rotacion del sistema como un todo.

Cada una de estas nuevas variables da origen a un modo normal. Un sistema con
N grados de libertad tiene N modos normales (algunos de ellos pueden tener
frecuencia nula).

La solucién de las ecuaciones diferenciales para las variables £;(t) son inmediatas.
En total se tendran 2N constantes arbitrarias.

Siempre es posible despejar z(t) en funcién de las funciones {£;(t)} (en el lengua-
je técnico, el movimiento del sistema, en general, es una suma —superposicién— de
los distintos modos normales). De esta manera se encuentra la solucién general
del problema. Las constantes arbitrarias se determinan exigiendo que la solucién
cumpla con las condiciones iniciales. Hay 2N condiciones iniciales: 2;(0) y 4;(0)
paralos j =1,2,..., N grados de libertad.

Cuando sdlo se excita un tinico modo normal, todas las particulas se moveran
armoénicamente y con la misma frecuencia. Cuando se excitan dos o mas modos
normales es forma simultanea, las particulas no se moveran armonicamente y el
movimiento, en general, ni siquiera serd periddico.

Frecuentemente, en sistemas no demasiado complejos, es posible no sélo identifi-
car algunos o todos los modos normales, sino que también encontrar las frecuen-
cias respectivas por simple inspecciéon del problema.

Figura 13.55

El sistema tiene tres grados de libertad y, por lo tanto, existirdn tres modos
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normales. Uno de ellos tiene frecuencia cero y corresponde a una rotacién (rigida)
uniforme de las tres masas a lo largo del anillo.

Es evidente que otro modo normal de oscilacion del sistema es el mostrado en
la figura una de las tres particulas queda quieta y las otras dos se mueven en
sentidos opuestos.

oreieole

t=0 T/4 T/2 3T/ 4

Figura 13.56

No es dificil encontrar la frecuencia angular de este modo. De los resortes que
unen las particulas que se mueven, uno se acorta en una magnitud a = aR y el otro se
alarga en 2a; la fuerza neta sobre la particula es, por lo tanto, 3ka. Para la frecuencia
de este modo de vibracién se obtiene w = /3k/m.

Otro modo normal se encuentra si la particula 2 se mantiene quieta y las particulas
1 y 3 oscilan moviéndose en direcciones opuestas (ver figura[I3.57]). Por supuesto que
este modo de oscilacién tiene la misma frecuencia que el modo anterior (en el lenguaje
técnico se dice que los dos modos son degenerados).

AOOG

t=0 T/4 T/2 3T/4

Figura 13.57

Pareciera que existe un cuarto modo, en que la particula 3 se mantiene quieta
y las particulas 1 y 2 oscilan, moviéndose en direcciones opuestas (ver figura [[3.58]).
Efectivamente este también es un modo normal, pero no es uno distinto; en efecto, la
superposicion de los modos mostrados en las figuras y 03.57] generan el modo
mostrado en la figura En el lenguaje técnico se dice que el modo de la figura
[13.58 no es un modo independiente sino que es una combinacién lineal de los modos
normales mostrados en las figuras y 1357
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HOOC

t=0 T/4 T/2 3T/4

Figura 13.58

13.6. * Modos normales de una cuerda

Consideremos una cuerda de largo L, sin masa, bajo la tensién 7, que al centro tiene
adosada una masa m y analicemos el movimiento transversal de la masa en ausencia de
gravedad. Sea u(t) el desplazamiento transversal de la masa en funcién del tiempo. En
todo momento supondremos que el angulo de la cuerdo con la horizontal es pequeno,

es decir, que
u(t
— =tana >~ .

L)2

Figura 13.59

Ademas supondremos que la tensién 7 no varia debido a la pequena elongacion
que sufre la cuerda cuando estd deformada. La fuerza transversal neta sobre la masa
m debida a la tension de la cuerda es

U 4T

F=-2rsena~ —21a ~ —2TL—/2 = fu

La segunda ley de Newton nos da la relaciéon
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o sea,
U+ w%u =0,
con 4
2 T
=—. 13.21
“I' = Tm ( )

Concluimos que la masa m oscilard armoénicamente con frecuencia ws.

Consideremos ahora dos masas m adosadas a la cuerda en forma equiespaciada.
Este sistema ahora tiene dos grados de libertad y, por lo tanto, tendrda dos modos
normales de oscilacion: uno en que las dos particulas oscilan en fase y otro en que
oscilan en contrafase (ver figura [I3.60).

Figura 13.60

FEn el modo 1, la fuerza transversal que actiia sobre cada masa es

F sen « « i 57 U
= —T = —T =T = —— .
L/3 L
El desplazamiento de cada masa satisfacerd la ecuacién de movimiento (segunda ley
de Newton)

que es la ecuacion de un oscilador armoénico con frecuencia angular

37

: 13.22
Im (13.22)

W2 =
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En el modo 2, la fuerza transversal que actiia sobre cada masa es

U 2u 9r

F:—TSGHQ—TSGH,B:—T&—T,B:—TL—/?)—TL—/?):—Lu

La ecuacién de movimiento de cada masa (segunda ley de Newton) en este caso es

. 91
mi=——u .
L
Nuevamente es la ecuacion de un oscilador armoénico, pero ahora con la frecuencia

angular
97

T

Generalicemos los resultados anteriores y consideremos N masas m adosadas en
forma equiespaciada a la cuerda. Definamos el eje & a lo largo de la cuerda cuan-
do esta en su posicién de equilibrio y elijamos el cero coincidiendo con el extremo
izquierdo de la cuerda (el otro extremo de la cuerda estard en x = L). La posicién
longitudinal de la masa j serd

= (13.23)

— L
El sistema tiene N grados de libertad y por lo tanto existirdn /N modos normales.
En lo que sigue encontraremos los N modos normales con sus frecuencias respectivas.
Para ello introduzcamos las N funciones

yu(z,t) = u(t) sen (Vfﬂx) , (13.25)

(13.24)

conv=12,3,...,N.

Consideremos un v particular (por ejemplo v = 3) y desplacemos las N particu-
las transversalmente en una distancia u;(t) = y,(x;,t). La figura [3.61] muestra es-
quematicamente la situacién que se tiene en este caso.

y(x) v=3

0

Figura 13.61
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Encontraremos la ecuacién de movimiento de la particula j. Los dngulos que la
cuerda al lado izquierdo y derecho de la particula j forman con la horizontal son

o~ ’LLj — ’LLj_l
 L/(N+1)
B~ Uj+1 — Uj
L/(N+1)’
respectivamente (ver figura [[3.62]).

Figura 13.62

La fuerza transversal neta que actda sobre la particula j es

N+1
F=—-rsena+71senf ~ —7(a—f) ~7(2u; — uj41 — uj_1) ; .

La ecuacion de movimiento para la particula j es, por lo tanto,

N +1
T+l (2uj — ujp1 —uj-1) -

wj1 + uj—1 = u(t) [sen (%) +sen <%—i—_11)>]
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Quj — ujp1 —uj_1 = 2u(t) <1—cos <NV_7;1>> sen <]\I;7_Ti_j1> .

Con estas relaciones la ecuacién de movimiento para la particula j queda

mﬁ——w 1 — cos dl u
N L N+1 '

i+ wiu=0

Wk = % <1 — cos <NV—J7:1>> . (13.26)

Observe que ésta resulta ser la de un oscilador arménico y que es independiente de
j, o sea, todas las masas oscilaran armdnicamente con la misma frecuencia. En otras
palabras, el movimiento serd el de un modo normal de vibracién del sistema. Haciendo
variar v se obtienen los distintos modos de vibracién.

0 sea,

con

Ejercicio: Demuestre que la ecuacién ([I3.26]), para N = 1 (y v = 1) coincide

con (I32I) y que para N = 2 (con v = 1 y 2) coincide con ([3:22)) y (I3:23),

respectivamente.

Ejercicio: Demuestre que para enteros ¥ > N no se obtienen nuevos modos de
oscilacién.

A continuacién estudiaremos el caso de una cuerda de largo L, pero con una
densidad lineal de masa uniforme p. La masa de tal cuerda es Lu.

Para obtener la cuerda con masa tomaremos el limite N — ooy m — 0 de
manera que la masa total de la cuerda sea Lu, o sea,

L — o0 y m — 0 tal que Nm = Lpu

En este limite, para las frecuencias w,,, se tiene
W2 27N? 11— 11/27r2 _ 272
Y L(Nm) 2 N2 Copl?

T [T
Wy =V—y]— .
v L [
Esta tltima ecuacién da las frecuencia de los modos normales de una cuerda de largo
L, densidad lineal p y bajo tensiéon 7. Hay infinitos modos normales, todos ellos

multiplos enteros de una frecuencia fundamental

T T
wl—L ,u'

0 sea,
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13.7. Problemas

1. La aceleracién de la gravedad varia con la posicién sobre la Tierra debido a
su rotacién y a que el globo terraqueo no es exactamente esférico. Esto fue
descubierto por primera vez en el siglo XVII, cuando se observé que un reloj
pendular, cuidadosamente ajustado para marcar el tiempo correcto en Paris,
perdia alrededor de 90 s por dia cerca del Ecuador.

a) Demuestre que una pequena variacién de g produce una pequena modifi-
cacion del periodo del péndulo T dada por
AT  1Ag

T 29
b) (Cudnto deberd variar g para lograr explicar la diferencia del periodo de
un péndulo entre Paris y el Ecuador?

2. Una masa de 2 kg se sujeta a un resorte de constante de fuerza k = 10 N/m
que descansa sobre una superficie horizontal lisa. Otra masa de 1 kg se desliza
a lo largo de la superficie hacia la primera a 6 m/s.

a) Hallar la amplitud de la oscilacién si las masas realizan un choque perfec-
tamente ineldstico y ambas quedan adosadas al resorte. ; Cudl es el periodo
de oscilacion?

b) Hallar la amplitud y periodo de la oscilacién si el choque es perfectamente
elastico.

c¢) En cada caso encuentre una expresion para la posicién x de la masa sujeta
al resorte en funcion del tiempo, admitiendo que el choque se produce en
el instante t = 0.

3. Un resorte de constante de fuerza k =
100 N/m cuelga verticalmente de un sopor-
te. En su extremo inferior (que se encuen- [ ’
tra a una distancia [y del techo) se engancha k o
una masa de 0.5 kg, que luego (en el instante
t = 0) se suelta, desde el reposo. La masa co-
menzara a oscilar en torno a un nuevo punto m
de equilibrio xzg.

Figura 13.63
a) Encuentre el nuevo punto de equilibrio zg.

b) (Con qué periodo oscilard la masa m alrededor de xy?

¢) Encuentre la energia cinética y el potencial en funcién del tiempo. (Espe-
cifique claramente los origenes usados para especificar las energias poten-
ciales.)

d) Encuentre la velocidad méxima que llegard a tener la masa m mientras
oscila.
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4. En una cuenca esférica de radio r se desli-
za una masa mq{ una pequena distancia sq,
siendo s;<r. Una segunda masa mo se des-
plaza en sentido opuesto hasta una distancia
s9 = 3s1 (también so<r).

a) Silas masas se dejan libres en el mismo
instante y resbalan sin roce, jen dénde
se encontraran?

Figura 13.64

b) Si la colisién es eléstica, jcuando vol-
veran las masas nuevamente a estar en
reposo y en qué lugar?

5. Un bloque de madera se desliza sobre una superficie horizontal lisa. El bloque
esta sujeto a un resorte que oscila con periodo de 0.3 s. Un segundo bloque des-
cansa en su parte superior. El coeficiente de roce estatico entre los dos bloques
es u=0.25.

a) Sila amplitud de oscilacién es 1 cm, jse deslizard el bloque situado encima?

b) (Cudl es la mayor amplitud de oscilacién para la cual no se deslizard el
bloque de encima?

6. Una variable x(t) se comporta arménicamente. Si en ¢ = 0, la posicidn, la
velocidad y aceleracién vienen dadas por z(0) = 1 cm, v(0) = 2 em/s y a(0) =
—4 cm/s?, respectivamente. Encuentre la posicién x(t) y la velocidad v(t) para
t=6s.

7. La figura muestra un tubo de sec-
cién constante A y forma de U, abierto a la
atmoésfera. El tubo esta lleno hasta el nivel in-
dicado por una linea a trazos con un liquido
incompresible que fluye a través del tubo con
un rozamiento despreciable. La longitud total
de la columna de liquido es L. Demuestre geu
si se hace descender la superficie del liquido L
en uno de los brazos de la U y luego se deja li- M
bre, el nivel del fluido oscilard armoénicamente
alrededor de su posicién de equilibrio con un

periodo dado por T' = 274/ L/2g.

O
O

Figura 13.65

8. Encuentre (aproximadamente) el menor valor de la frecuencia angular que po-
dria tener un oscilador armoénico z(t), si lo que se conoce es que z(0) = 0,
v(ls)=2cm/sya(2s)=4cm/s?
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9. Suponga que una variable x(t) varfa arménicamente con una frecuencia angular
wo = 2 s

a) Encuentre la posicién z y la velocidad v en el instante ¢ = 3 ssiz(0) = 1 cm
y z(1s)=1 cm.

b) Repita lo mismo pero con las condiciones de borde (1 s) =1 cmy v(1 s) =
4 cm/s.

¢) Repita lo mismo pero ahora con las condiciones de borde z(0) = 2 cm y
v(28) = —4 cm/s.

10. Se cuelga una masa M de un resorte y se pone en movimiento oscilatorio vertical,
con una amplitud de 7 cm. La frecuencia de las oscilaciones es de 4 Hz. Al
llegar M a la posicion mas baja, se le coloca encima una pequena piedrecita.
Supongamos que la masa de la piedrecita es tan pequena que no tiene mayor
efecto sobre la oscilacién.

a) A qué distancia por encima de la posicién de equilibrio perdera contacto
la piedrecita con la masa M?

b) (Cudl es la velocidad de la piedrecita cuando se separa de la masa M?

11. Un péndulo simple de 50 cm de largo cuel-
ga del techo de un vagén que se acelera con
una aceleracién a = 7 m/s? en direccién hori-
zontal. Encuentre el periodo del péndulo para
pequenas oscilaciones en torno a su posicién
de equilibrio.

Figura 13.66

12. Considere una variable x(t) que satisface la ecuacién de un oscilador arménico
atenuado. Suponga que wy = 1 rad/s y que se tienen las siguientes condiciones
iniciales: z(0) = 2 c¢cm, v(0) = 0 cm/s.

a) Encuentre la solucién si n = 2.2wy. Grafique la solucién en el intervalo
0<t<20s.

b) Repita lo mismo de la parte (a), pero con n = wy.

¢) Repita lo anterior, pero ahora con A = 0.5wy.

d) Repita lo de las partes (a), (b) y (c), con las condiciones iniciales x(0) =
0 cm y v(0) =50 cm/s.
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13. Considere dos péndulos idénticos acoplados.
Las ecuaciones de movimiento en ese caso vie-

nen dadas por:

La constante A acopla los dos osciladores
arménicos. Si A = 0 (o sea, si el acoplamien-
to se hace cero) cada péndulo oscila indepen-
dientemente del otro.

)

m€91 = —m991 — )\(91 — 92)
m€92 = —777,992 — )\(91 — 92)

Figura 13.67

Introduzca las nuevas variables

m(t) = 01(t) + 02(2)
m2(t) = 01(t) — Oa(t)

~—

y demuestre que éstas varian armdnicamente con las frecuencias

wo =g/t y wlzy/wg—FF,

respectivamente, donde I' = 2A/(m/f).

Demuestre que la solucién general se puede escribir de la forma

01(t) = %[A cos(wot + @) + B cos(wit + )]
O (t) = %[A cos(wot + ) — B cos(wit + )]

Las constantes A, B, a y 3 se determinan con las condiciones de borde.
Sea wp = 1 rad/s y I' = 0.1 s~2. Encuentre la solucién para el caso en que
01(0) = 6y, 02(0) = 61(0) = 02(0) = 0. Grafique 0;(t) y 0a(t).

Repita lo anterior, pero para el caso en que 01(0) = 62(0) = 6o y 01(0) =
92(0) =0.

Repita lo anterior, pero para el caso en que 61(0) = —02(0) = g y 0,(0) =
62(0) = 0.

Para el caso (c) el movimiento de cada péndulo consiste en un movimiento
oscilatorio cuya amplitud también varia periédicamente. Sea € la frecuen-
cia angular de la variacién periddica de la amplitud. Encuentre Q.
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14.

15.

16.

17.

18.

Péndulo fisico: Considere un objeto de masa M, que puede oscilar alrededor de
un eje que lo atraviesa. Sea I el momento de inercia para rotaciones alrededor
de ese eje y £ la distancia entre el eje y el centro de masas del objeto. Encuentre
el periodo T para pequenas oscilaciones alrededor de su posiciéon de equilibrio.
Demuestre que un péndulo simple equivalente, es decir, uno que tenga el mismo
periodo, tiene un largo

Considere la configuraciéon mostrada en la fi-
gura[I3.68 Las cuatro masas sélo pueden mo-
verse a lo largo del anillo de radio R. (Los re-
sortes también siempre se deforman a lo largo
de la circunferencia.) Encuentre la frecuencia
de los modos normales de oscilacién.

Figura 13.68

Considere una masa m resbalando sin roce (en presencia de la aceleracién de
gravedad —g7) a lo largo de un perfil de la forma

y(‘r) = 041'3 - /8"B2 )

cona =1 m 2y B =3/2m ! Grafique y(z). Si la masa realiza pequefias
oscilaciones en torno al minimo local, encuentre el periodo T' de tal movimiento.

Una masa de 2 kg oscila colgada de un resorte de constante de restitucion k£ =
400 N/m. La constante de amortiguamiento es n = 1 s~!. El sistema es forzado
por una fuerza sinusoidal de amplitud Fy = 10 N y frecuencia angular w = 10
rad/s.

a) ;Cudl es la amplitud de las oscilaciones en el régimen estacionario?

b) Si se varfa la frecuencia de la fuerza impulsora, ja qué frecuencia se pro-
ducira la resonancia?

¢) Encuentre la amplitud de las vibraciones en la resonancia.

Considere una masa m = 50 g que oscila sujeta a un resorte de constante de
restitucion k. Suponga que hay algtin dispositivo que atenta las oscilaciones con
una fuerza que es proporcional a la velocidad (o sea, estamos en presencia de
un oscilador armoénico atenuado). Con un cronémetro se mide el “periodo de
oscilacién”; éste resulta ser igual a 2.1 s.

a) ;Cudnto valen wy y A?

b) (En cuinto disminuird la amplitud maxima de oscilacién entre dos ciclos
consecutivos?
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19.

20.

21.

Una masa m = 1 kg cuelga de un resorte de constante de restitucion k = 200
N/m. La constante de amortiguamiento es = 1 s~'. En el instante ¢t = 0
comienza a actuar sobre la masa una fuerza F' = Fjsin(wt), con Fy =2 Ny w
=10s1.

a) Siz(0) =0y v(0) =0, encuentre z(t) parat =1s,¢t =100 sy t = 1000 s.

b) Encuentre la energia disipada en un ciclo cuando el oscilador se encuentra
en el régimen estacionario.

Una masa m descansa sobre una mesa horizontal lisa (sin roce). El movimiento
de la masa estd restringido a desplazamientos a lo largo del eje . Sobre la masa
actia una fuerza F(t) = Fpsin(wt)z.

a) Encuentre la aceleracién a(t) y la velocidad v(t) de la masa, si en el instante
t = 0 se encontraba detenida.

b) Encuentre la posicién z(t) si ademds se sabe que z(0) = 0. Demuestre que
el movimiento es arménico con una amplitud A = Fy/(mw?).

c) La masa ahora se sujeta adicionalmente a un resorte de constante de res-
titucién k. (La orientacién del resorte también es a lo largo del eje ).
Compare el movimiento que tiene ahora con el que tenia cuando no estaba
unida al resorte.

Péndulo d i6 :
SISIIIIIIII IS IS SIS SIS SIS SIS LSS SIS SIS SIS
( endulo € torSIOn R R R s

Suponga que un extremo de un alambre 0
metélico esta firmemente adosado del cie-
lo de una pieza y del otro cuelgan dos esfe-
ras solidas tal como se mustran en la figura
adjunta. Al girar las esferas con el alambre
en un angulo 6 (alrededor del eje forma- LS
do por el alambre), el alambre ejercerd un
torque 7 que hard que las esferas retornen
a la posicion de equilibrio. El torque que
ejerce el alambre es

T = —7]5
Figura 13.21
donde T es una constante (que depende del
largo, didmetro y material de que esta he-
cho el alambre).

Para este problema suponga que 7 = 1250 g cm?/s%. Si las esferas son de alu-
minio (pa] = 2,7 g/cm?3), ;qué didmetro deben tener las esferas para que el
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periodo sea exactamente de un segundo? (El momento de inercia de una esfera
sélida de masa M y radio R para una rotacion alrededor de un eje que pasa por

su centro es I = 2mR?/5).

Una masa de m = 0.5 kg, después de caer una distancia h = 5 m, se adosa a un
resorte (largo) de constante k = 2 kg/s?. El sistema resultante viene gobernado

por la ecuaciéon de movimiento

3(t) 4+ wiz(t) + 2woz(t) =

0

o sea, corresponde a un oscilador arménico amortiguado critico. La magnitud
z(t) mide la posicién de la masa m respecto al punto de equilibrio y wy = \/k/m

es la frecuencia natural del sistema.

La solucién general esta dada por la relacion

z(t) = (A + Bt)e 0!

donde A y B son constantes que se ajustan con las condiciones iniciales.

(Para los calculos numéricos que siguen, use para la aceleracién de gravedad el

valor g = 10 m/s?)

a) Determine A y B usando las condi-
ciones iniciales.

b) Sea t( el instante en que el resorte
tiene su maxima compresién. Evalie
to. (Elija el cero del tiempo en el ins-
tante en que la masa colisiona con el
resorte).

c) Haga un grafico esquemético de la
funcién z(t).

d) ;Cudl serd la energia total disipada
por el amortiguador?

T @ m

b=

resorte
amortiguadc

SIIIIII LIS IS IS IS
LIPS SIS SIS
LIVILIIIII I 2277272727277

Figura 13.22
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23.

24.

Considere dos cilindros que giran rapida-

mente en sentidos contrarios tal como se M

muestra en la figura adjunta. Sobre estos
cilindros se coloca un tablén de masa M y @

densidad uniforme. Sea d la distancia en- d

tre los dos cilindros y sea pu el coeficiente
de roce cinematico entre el tablén y los ci-
lindros. Demuestre que el movimiento del
tablén es arménico. Encuentre el periodo Figura 13.23
del movimiento.

Considere dos masas mj y meo unidas por un resorte de largo natural ¢, y
constante de restituciéon k. Supongamos que el movimiento de ambas masas
esta restringido a lo largo de la recta que los une.

Sean x1(t) y z2(t) las posiciones de las masas m; y ma, respectivamente.

a) Demuestre que x1(t) y x2(t) satisfacen las ecuaciones diferenciales acopla-
das

mljjl(t) = k[xg (t) — a:l(t) — 60]
mgig(t) = —k[xg(t) — xl(t) — 60]
b) Definamos las variables ng(t) y n1(¢) por

. mlxl(t) + mgxg(t)
no(t) = o —
m(t) = xa(t) — 21(t) — Lo

Demuestre que las variables 1y (t) y n1(t) satisfacen las ecuaciones diferen-
ciales (desacopladas)

1o = 0
i+ w?n =0
con .
mi1+m
W2
mi1mesg

¢) Demuestre que la solucién mas general del problema se puede escribir de
la forma

x1(t) = A+ Bt — %(ﬁo + C cos(wt) + D sin(wt))

x9(t) = A+ Bt + ﬁ(ﬁo + C cos(wt) + D sin(wt))
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d) Definamos wy y a por wyg = y/k/m y a = mg/m;. Exprese w en términos
de wy y a. ;Cuanto vale w en términos de wy si @ — oo? jCoincide esto
con lo que usted intufa? ; Cudanto vale w en términos de wp si o = 17

e) Sea fp =8 cmy wy = 1 rad/sy a =1 (o sea, m; = mg). Encuentre
la solucién que satisface las siguientes condiciones iniciales: z1(0) = 0,
22(0) = 10 cm y v1(0) = v2(0) = 0. Grafique x1(t) y z2(f) en un mismo
grafico para el intervalo 0 <t < 15 s.

f) Repita lo mismo de la parte (e) pero para las condiciones iniciales z1(0) =
0, z2(0) = 8 cm, y v1(0) =4 cm/s y v2(0) = 0.

g) Repita la parte (f) pero con a = 10.

h) Repita la parte (f) pero con o = 0.1.

<y ey >

[
0
25. Considere tres particulas de masa m que

sélo pueden moverse a lo largo del eje &

Lura  y conmtantes de rsstncin . (ve %//}}}Wﬁ

figura).

Figura 13.24
Sean x1(t), x2(t) y x3(t) las posiciones de las tres masas en funcién del tiempo.

a) Demuestre que x1(t), x2(t) y z3(t) satisfacen las ecuaciones diferenciales
acopladas
may = k(xe —x1 — {p)
miq = k(rs + 1 — 222)
mis = k(xe — x3 + {o)
b) Intoduzca las nuevas variables definidas por
o= (z1+r2+23) , m=(r1—23)+b y n=(v1— 2z +13).
Demuestre que estas nuevas variables satisfacen las ecuaciones diferenciales
desacopladas
=0 , ditwin=0 y ip+win=0,
con wy = \/k:/—m y wy = \/gwl. iInterprete!
¢) Demuestre que la solucién general al problema se puede escribir de la forma
z1(t) = A+ Bt+ Ccos(wit + 01) + D cos(wat + d2) — €o
zo(t) = A+ Bt —2D cos(wat + d2)
z1(t) = A+ Bt— Ccos(wit+ 01) + D cos(wat + d2) + £o

Las constantes A, B, C, D, §; y o se eligen de manera que la solucién
satisfaga las condiciones de borde. Convénzase de que, en general, las con-
diciones de borde determinan a las seis constantes.
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26.

27.

d) Suponga que y =5 cm y wy = 1 rad/s. Encuentre la solucién que satisface
las siguientes condiciones iniciales: x1(0) = —8 cm, x2(0) = 0, x3(0) = 8
cm, v1(0) = v2(0) = v3(0) = 0. Grafique en un mismo grafico x;(t), za(t)
y x3(t) en el intervalo 0 < t < 15 s.

e) Repita lo mismo que la parte (d), con las condiciones iniciales x1(0) = —4
cm, z2(0) = —2 cm, x3(0) = 6 cm y v1(0) = v2(0) = v3(0) = 0.

f) Repita lo mismo que la parte (d), con las condiciones iniciales z1(0) = —8
cm, 22(0) = 0 cm, z3(0) = 5 cm y v1(0) = v2(0) = v3(0) = 0.

g) Repita lo mismo que la parte (d), con las condiciones iniciales z1(0) = —5

cm, 22(0) = 0 cm, 23(0) = 5 cm, v1(0) = v2(0) =0y v3(0) = 3 cm/s.

Considere un resorte, de constante de restitucion k, que conecta dos masas,
M y m restringidas a moverse a lo largo del eje . Encuentre la frecuencia de
oscilacién de tal sistema.

* Suponga que la energia potencial de cierta molécula diatémica viene razona-
blemente bien descrita por la expresién

05”26

con Uy = 2 eV (eV es una unidad de energia usada en la fisica atémica llamada
“electron-volt”) y 7o = 0,5 nm (1 nm=10"" m).

a) Demuestre que r = rq es la separacién de equilibrio de la molécula.
b) Grafique U(r) en el rango 0,4 nm < r < 0,7 nm.

c¢) Desarrolle el potencial U(r) en torno a r = r¢, es decir exprese U(r) de la
forma

1
U(T):Co+618+56282+"'

donde s = r — rg y encuentre los coeficientes cg, ¢1 y ¢s.

d) Convénzase de que la fuerza para pequenos desplazamientos de los atomos
respecto a su posicién de equilibrio (que ocurre para s = 0) viene dada por
F(s) = —ks. Evalte k.

e) Si las masas de los dtomos son m; = mg = m, jcudl serd la frecuencia
vibracional de la molécula?
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28.

29.

30.

Considere cuatro masas iguales unidas por
resortes de constante de restitucién k tal
como se muestra en la figura. Las masas
sélo se pueden mover en el plano en que se
ubican. Usando argumentos de simetria,
describa algunos de los modos normales
de vibracién y encuentre la frecuencia de
ellos. ; Cuadntos modos normales tiene es-
te sistema? ;Cuantos de ellos tienen fre-
cuencia cero?

Figura 13.25

Un reloj “de los abuelos” se basa en un péndulo de longitud 1 m. El reloj se
atrasa 1 segundo por dia. jEn cuanto se debe corregir la longitud del péndulo?

Un resorte de constante de resitucién k
= 2 dina/cm y largo en reposo ¢y se en-
cuentra adosado firmemente a la base de
un recipiente (ver figura). El recipiente
esta lleno de agua.

Suponga ahora que en el instante t = 0
se le adosa al extremo superior una esfe-
ra solida homogénea de radio R = 1 cm,
hecha de un material més liviano que el
agua, y que la esfera luego se suelta (o sea,
en el instante ¢ = 0 la longitud del resorte
es {y y la esfera se suelta en reposo). Se
observa que la esfera realiza oscilaciones
armoénicas de amplitud A = 0,8 cm.

a) Encuentre la densidad p de la esfera.

t=0

lo

=~

Figura 13.26

b) Encuentre el periodo 7" del movimiento arménico que la esfera realiza una

vez que se suelta.

(Al desarrollar el problema ignore los efectos debidos al roce viscoso entre la

esfera y el agua).
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31.

32.

33.

34.

El péndulo de la figura estda formado por
una barra de masa despreciable y longitud
L. La masa del extremo inferior se mantie-
ne unido a un resorte de constante k dis-
puesto horizontalmente y fijo, por su otro
extremo a una pared. Cuando el péndulo
se encuentra en posicion vertical la longi-
tud del resorte es la de su largo natural.
Calcule la frecuencia w del sistema. Veri-
fique su resultado analizando el limite de
algunos sistemas conocidos.

Considere un cilindro de radio R y den-
sidad p, con una perforacién cilindrica de
radio R/2, tal como se muestra en la figu-
ra. El cilindro rueda sin resbalar sobre una
superficie horizontal realizando pequenas
oscilaciones en torno a su posicion de equi-
librio. Encuentre el periodo de las oscila-
ciones.

480

R R R R N R N A Ay s
R R R R N A e s
VPSS SIS/ 77777

|
:
|
/77
|
|
i

7 L

Figura 13.27

LSS SIS S S S
U R R A N Ay
LSS SIS SIS S S S S
U R A S N A N R N s

Figura 13.28

Considere el siguiente sistema de dos masas iguales M y tres resortes, con

extremos fijos, como se muestra en la figura:

A
X

El resorte central tiene constante de restitucién k, y los laterales constante de

restitucién k.

Encuentre la ecuacién de movimiento para cada una de las masas, desacéplelas
para encontrar los modos normales, y encuentre la frecuencia de cada uno de

ellos. Dibuje los modos normales.

El péndulo de la figura estda formado por una barra de masa despreciable y
longitud L. La masa del extremo inferior se mantiene unida a un resorte de
constante k dispuesto horizontalmente y fijo, por su otro extremo, a una pared.
Cuando el péndulo se encuentra en posicién vertical la longitud del resorte
es la de su largo natural. Calcule la frecuencia w del sistema. Muestre que se
recuperan los limites conocidos en ausencia del resorte y en ausencia de la barra.
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S m
7’777
/777
/7 7

Resuelva nuevamente el problema anterior, si se agrega una segunda masa m,
ubicada en el punto medio de la barra, y unida a la pared con un resorte de
constante k. Ambos resortes se encuentran en su largo natural cuando el péndulo
esta en posicién vertical.

%

13.8. Solucion a algunos de los problemas

Solucién al problema 8

La forma general de la soluciéon para un oscilador armdnico simple es
x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt).
La condicién x(0) = 0 implica que A = 0, luego queda
z(t) = Bsin(wt).

Derivando se obtiene

v(t) = wBecos(wt) y a(t) = —w?Bsin(wt)
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Aplicando las condiciones de borde se encuentra que

v(1) = wB cos(w) =2

a(2) = —w?Bsin(2w) = —2w?Bsin(w) cos(w) = 4.
Formando el cuociente entre las dos ultimas ecuaciones obtenemos

1
sin(w) = ——
w

La figura 13.29 muestra un grafico del lado izquierdo y derecho de esta ecuacién.
La interseccién de menor frecuencia ocurre para w ~ 3,43 s™1.

1t sin(w)

bl 325 33 335 34 345 35 355 36 5

Figura 13.29
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Solucion al problema 15

El sistema tiene 4 grados de libertad y por lo tanto existen cuatro modos normales.
Sean 0,7 =1, 2, 3, 4 los cuatro dngulos de las cuatro masas respecto a sus posiciones
de “equilibrio”. Los cuatro modos normales se encuentran por simple inspeccién del
problema.

i) Uno de los modos normales tiene frecuencia nula (w; = 0) y corresponde a la
rotaciéon uniforme y simultdnea de las cuatro masas a lo largo del anillo, o sea,
Hl(t) = 92(7f) = 93(75) = 94(t) = wt.

ii) Otro modo normal se obtiene si las particulas 1 y 3 se mantienen en reposo y
las particulas 2 y 4 oscilan con la misma amplitud pero en sentido contrario, o
sea 01(t) = 03(t) = 0, O2(t) = —04(t), Vt. Al desplazar la masa 2 en un édngulo
a uno de los resortes se comprime y el otro se alarga en una magnitud Ra. La
fuerza sobre la masa serd igual a 2k R, luego la frecuencia de este modo normal

serd we = \/2k/m.

iii) Otro modo normal se obtiene si las particulas 2 y 4 se mantienen en reposo y
las particulas 1 y 3 oscilan con la misma amplitud pero en sentido contrario.
Por simetria este modo tiene la misma frecuencia que el modo normal anterior

(CU3 = \/Zk‘/m).

stelelels
-
0
OO
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iv) El cuarto modo normal se obtiene si las cuatro masas oscilan con la misma
amplitud, 1 y 3 en la misma direccién y 2 y 4 en la direccién contraria, es decir,
01(t) = 03(t) = —02(t) = —04(t), Vt. Al desplazarse una masa en un angulo «,
uno de los resortes se acorta y el otro se alarga en una magnitud 2Ra. La fuerza
sobre la masa serd, por lo tanto, igual a 4k Ra. Luego la frecuencia de oscilacién
es wo = \/4k/m.

La figura 13.30 muestra esquematicamente el movimiento de las cuatro masas
para los cuatro modos normales.

Solucién al problema 21

Al girar el alambre con las esferas en un angulo 0=0z el torque es

T=-nbz.

El torque genera un cambio del momento angular del sistema. Se tiene

al  d
dt — dt
donde I es el momento de inercia de las dos esferas para rotaciones alrededor del eje
%z (que coincide con el alambre).

De las dos ecuaciones anteriores se deduce que

7‘_"

([é) s — 163

16 = —nb

0 sea, )
0+wid =0

con w3 = n/I. Para el perfodo T se obtiene

I
T =2my/— .
n

Usando el teorema de Steiner, para el momento de inercia se encuentra la expre-
sién
14 144 56
—mR* = —-7R*pR* = —mpR’.
5 53 P T

Usando esto en la expresién anterior para el periodo y despejando R se encuentra

2
I=2 [ngz + mzﬂ =

15 T2 g
R = ——~=0,99986 cm®.
56478 p o
O sea, con esferas de didmetro igual a 1 cm, este péndulo tendra un periodo de

1 segundo.
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Solucion al problema 22
a) Sea z( la magnitud que el resorte se comprimird respecto a su largo natural una
vez que llegue al equilibrio. Se tiene que

kxg = mg

0 sea,
@_0.5-10
k2

La velocidad vy de la masa cuando choca con el resorte viene dada por

vo = \/2gh = v/2-10- 5 ?:10?.

m=2.)5 m.

g =

Por consiguiente, las condiciones iniciales son
. m
z(0)=2p=25 m y &(0)=—vy=-10 <

La frecuencia angular natural del sistema es wg = \/k/m = 2%. Derivando la
expresion
2(t) = (A + Bt)e o

se obtiene
#(t) = (B — Awg — Buwot)e “!,

Evaluando estas expresiones en ¢ = 0 se obtiene
2(00=A y 2(0) =B — Awp.
Usando las condiciones iniciales se encuentra para A y B los valores

A=20=25m

B = Awy+2(0) = (25-2-10) = = -5 2.
S S

b) La velocidad 2(t) es nula cuando (B — Awg — Bwot) = 0. De esta relacién se
deduce que ello ocurre en el instante

° w B \2 (-5)) 7

c) La figura 13.31 muestra el grafico de la posicién z(t) en funcién del tiempo.
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0.6
0.5
0.4
0.3
0.2~
0.1

z(t)

-0.1-
-0.2-
-0.3-

0.4+

Figura 13.31

d) Del cambio de energia potencial AU = mg(h + z),

1
5]%’,['3

queda como energia potencial del resorte; el resto se disipa. Por lo tanto, la
energia disipada es

1
Q = mgh+mgxy— 51@3:3

1
= mgh+ Ek:x%

1 1
= |510:5+5-2 (2.5)%| Joule = 31.25 Joule

Solucién al problema 30

Una vez que se adosa la esfera al resorte el nuevo punto de equilibrio del resorte
sube en una magnitud D que se puede evaluar de la relacién

4
kD = 2R (po — p)g

donde pg = 1 g/cm? es la densidad del agua. Observe que la amplitud de la oscilacién
coincidird con D, o sea, D = A = 0.8 cm. Despejando p se encuentra
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3kA
AT R3g
Ahora k/g = 2 dina/g = 2 gramos, luego

p=po—

3:-2-0.8
p= [1 — T} g/cm® = 0.618 g/cm?.
T

El periodo del movimiento viene dado por

m
T =2m /=
T k’

donde m = 47R3p/3 = 47 0.618/3 g = 25.9 g. Para el perfodo se encuentra T =
1.75 s.



Capitulo 14

Ondas

versién 2 enero 2012

14.1. La ecuacion de ondas

Considere una cuerda de densidad lineal p, muy larga, bajo tensién 7. Sea u(zx,t)
la deformacién de la cuerda en el lugar x e instante ¢, es decir, u(x,t) es la desviacién
transversal de la cuerda, en el lugar z e instante ¢, respecto a su posicién de equilibrio.
Demostraremos a continuacién que la funcion u, para desviaciones pequenas, satisface
la ecuacion de ondas ) )

0°u 907U

— =
ot? Ox?
donde v = /7 /p. (Estamos considerando la oscilacién de la cuerda en ausencia de
gravedad y suponiendo que sélo se desplaza transversalmente.)
Definamos el eje & a lo largo de la cuerda cuando ésta estd en su posiciéon de
equilibrio y llamemos a esta direccién “horizontal”.

=0,

u(x,t)

x>

Figura 14.69

Consideremos un pedazo infinitesimal de la cuerda entre z y z+dx y evaluemos la
fuerza que actia sobre él. En cada extremo, la magnitud de la fuerza es 7 y la direccion

488
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es tangente a la cuerda (ver figura [[4.70] que es una ampliacién del sector entre x y
x + dz de la figura [14.69)). (Estamos suponiendo que la tensién de la cuerda no varia
si ella se deforma; esto es cierto sélo si las deformaciones son suaves y pequenas.)

Sea O(x) el dngulo entre la tangente a la cuerda en el lugar x y el eje &. La
componente horizontal de la fuerza en el extremo izquierdo es F, = —7 cos(f(x)).
Por deformaciones suaves y pequenas entendemos aquellas para las cuales, en todo
instante, 6(z) < 1, V 2. Despreciando términos de segundo orden en 6 se tiene que
cosf =1, luego F, = —7. Usando la misma argumentacion se encuentra que la fuerza
que sobre el extremo derecho del trozo ejerce el resto de la cuerda es F, = 7. La
fuerza total en la direccién x que actia sobre el trozo es, por lo tanto, cero. O sea, el
trozo de cuerda (entre x y x + dz) no acelerard horizontalmente y por consiguiente el
movimiento serd sélo en la direccién “transversal” (vertical).

N>

u(x) u(x+dx)

Vi

X x+dx
Figura 14.70

La fuerza en la direccién vertical sobre el extremo izquierdo del trozo de cuerda

es F, = —7sen(f(x)). A primer orden en 6, el seno y la tangente de 6 son iguales, o
sea,
ou(z,t
sin(f(x)) ~ tan(0(x)) = Ou(z, ) .
ox
De esta manera, para la fuerza vertical en el extremo izquierdo del trozo, se obtiene
Ou(x,t)
F. =77
(@) T ox

De manera anéloga, para la fuerza sobre el extremo derecho se encuentra

Ou(x + dx,t)
T .
ox

La fuerza neta en la direccién vertical, por lo tanto, es

F,(z+dz) = —

u(x +dx,t)  Ou(z,t)

Fi° = F,(z) 4+ Fy(z +dz) =1 e 52
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Usando la segunda ley de Newton se obtiene

0u(z,t)

(Md:E)T; =F"=F.(2)+ F(v+dz) =7 [OU(:E +dv.t)  dulz,t)

ox Ox

Dividiendo por dx se obtiene

o2 T dz Oz Oz

Pu(z,t) 1 [Ou(w + dw,t) 8u(3:,t)] B 7_82u(3:,t)
B B oz 7

y finalmente la

0u(z,t) 5 0%u(x,t)
oz " a2
con v = +/7/p. La ecuacion de ondas ([I41) es una ecuacion de derivadas parciales
de segundo orden.

La importancia del estudio de esta ecuacion y sus soluciones se debe a que aparece
en numerosas areas de la fisica: Electromagnetismo (ondas electromagnéticas, luz,
ondas de radio, radar, etc.), Actstica (ondas sonoras), Sismologia (ondas sismicas),
etc.

~0, (14.1)

14.2. Solucién de la ecuacion de ondas

En esta secciéon analizaremos las soluciones de la ecuacion de ondas para una
cuerda de largo infinito.

Proposicién: Sea f(z) una funcién arbitraria pero continua, con derivada continua
y acotada. Entonces f(x — vt) es solucién de la ecuacién de ondas.

Demostracién: Denotemos por f'y f” la primera y segunda derivada de f (respecto
a su argumento). Entonces

8f(:g; Ut) :f/(ZE—’Ut)

Pf(x—ot) Of (x—ovt "
f((;:x2v): f(ng):f(x_vt)
0 _
Ot e vty ()

O f(x — vt) _Uﬁf’(aj—vt)

972 v = —vf"(x —vt) - (—v) = 02 f"(x — vt)

De las ecuaciones anteriores se deduce que efectivamente f(x—uwt) satisface la ecuacién
de ondas.
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Ejercicio: Sea g(z) una funcién arbitraria pero continua, con derivada continua y
acotada. Demuestre que g(z + vt) también es una solucién de la ecuacién de ondas.

Sea f(x) la funcién mostrada en la figura[IZ.71l Observe que el grafico de f(x—uvt)
es igual al de f(z), excepto que se ha trasladado una cantidad vt hacia la derecha.
En otras palabras, f(x — vt) corresponde a un pulso u onda que se traslada hacia
la derecha. Observe que no es la cuerda la que se traslada, sino que el pulso—Ila
deformacién. Andlogamente g(z + vt) corresponde a una onda o pulso que se traslada
hacia la izquierda (hacia —2).

f(x) DR | S
\ ; '/f(x—vt)

Figura 14.71

Voo

La velocidad con que estos pulsos se propagan a lo largo de la cuera es v = /7 /p.

Principio de superposicén

La ecuacién de ondas[I4.]es lineal, es de- VRN
cir, si fi(z,t) y fa(z,t) son soluciones, en-
tonces también u(z,t) = af; + Sf2, con o'y J!\/k
B arbitrarios es solucién (demuéstrelo como N

ejercicio). /\I
La figura 0472 muestra la deformacion

de la cuerda al “encontrarse” dos pulsos que ﬁ—/!

viajan en direccién contraria.

odwai]

s

Figura 14.72

Ejercicio: Como caso particular, suponga que v = 1 cm/s, que las funciones f1y fa
vienen dadas por fi(s) = 1/(1 +s%) y fa(s) = 5/(1 + 5?), y que a = 8 = 1. Grafique
u(z,t) = fi(x —vt) + fo(z + vt) en el intervalo z € [-10,10] cm para t = —5, —1, 0,
+1y +5s.

Proposicion: Sea ug(z) la deformacién de la cuerda en el instante ¢ = 0. Si la
velocidad transversal de la cuerda en todos los lugares en ese instante es nula, entonces
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la solucién de la ecuacién de onda que cumple estas condiciones iniciales es
1
u(z,t) = §[u0(az — vt) + up(z + vt)] .

Demostracién: Es inmediato que u(z,0) = ug(z). Por otra parte, derivando respecto
al tiempo se tiene

Qulz, ) ! Duo(z — vt) + Guo(z + vi) = %[—vuﬁ(:n — vt) +vug(z + vt)]

ot 2 ot ot
de donde se deduce que u(x,0) = 0.

Proposicién: (demuéstrela como ejercicio)

Sea up(x) la deformacién y vg(z) la velocidad transversal de la cuerda en el ins-
tante t = 0. Entonces la solucién de la ecuacién de onda que cumple estas condiciones
iniciales es

u(z, 1) = 5 (ol — vt) +o(w +v1) + - (f( + o) — flz —vH))

donde f(s) es una funcién tal que

df (s)
ds

= vp(s) .

Ondas viajeras sinusoidales

De particular importancia practica son las ondas viajeras sinusoidales: cos(kz +
wt) y sen(kx + wt), donde k = w/v. Las ondas electromagnéticas emitidas por una
estacién de radio o las ondas superficiales en el mar, la onda actustica emitida por un
diapason, etc., en primera aproximacion, esencialmente son ondas viajeras sinusoida-
les. En este capitulo sdlo analizaremos la situaciéon de ondas sinusoidales viajando a
lo largo de una cuerda.

La constante k es el numero de onda y w es la frecuencia angular. La frecuencia
angular esta relacionada con el periodo T' con que se repite la oscilaciéon en un lugar
fijo: T = 27 /w. Es claro que vT' = Ay, por lo tanto, el niimero de onda esté relacionado
con la longitud de onda A por k = 27 /\. La onda viajera sinusoidal también la
podemos escribir de la forma

cos(kx £ wt) = cos(k(z £ vt)) .

Las ondas con el signo — viajan hacia la derecha, mientras que las con el signo +
hacia la izquierda.



CAPITULO 14. ONDAS 493

Analicemos ahora lo que pasa cuando la cuerda, digamos en el lugar =z = 0,
cambia de densidad. Como las densidades son distintas, también lo seran las veloci-
dades de propagacién. Sean éstas vy y v2, a la izquierda y a la derecha de x = 0,
respectivamente.

Supongamos que una onda viajera sinusoidal, de amplitud 1 y frecuencia wy,
se acerca de la izquierda al punt ox = 0. Tal onda vendra dada por la expresion
cos(ki1x — wot), con k1 = wp/v1.

Una vez que la onda llega al punto de interfase, lo que sucede es que parte de la
onda es transmitida y parte es reflejada. En el regimen estacionario, la cuerda en el
lado izquierdo (—) y en el lado derecho (+), serdn de la forma

u_(z,t) = cos(kiz — wt) + Acos(—(k1z + wot))

ut(x,t) = Bcos(kax — wot) ,

donde A es la amplitud de la onda reflejada, mientras que B es la amplitud de la
onda transmitida. Note que la frecuencia de la onda no cambia al pasar de un medio
a otro; lo que cambia es el vector de onda (o equivalentemente, la longitud de onda).
Evaluemos A y B.
En todo instante las deformaciones de la cuerda w_ y uy, para x = 0, deben
coincidir, o sea,
u_(0,t) = uy(0,1) .

A partir de esta ecuacién se encuentra que
1+A=B. (14.2)

Otra condicién que debe cumplirse es que en ningiin punto (en particular en z = 0)
la cuerda puede tener una “punta”, es decir, en todas partes la derivada espacial de
la cuerda debe ser continua:

Ou_(t)|  _ dut—(x.t)
Ox =0 N oz =0
Pero
Gu_(z,t)|  _ [—kl sen(k1z — wot) + Aky sen(— (k12 + wot)) }
Y 9
%ﬂz’t) . = Bkysen(wot) .

Luego la exigencia de que la cuerda no tenga una punta en z = 0 nos da la relacién

k(1 — A) = ko B . (14.3)
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De las ecuaciones (I4.2) y (I4.3]) se encuentra que

A:kl—k‘2:v2—vlz\/ﬂ_l_m
ki+ko we—wv1 a1+ /pe

B— 2k‘1 o 2’[)2 . 21 /1
ki+ke vodvr i+ B2
FEn las expresiones anteriores, p1 y po son las densidades de la cuerda a la izquierda
y derecha del punto x = 0, respectivamente.




CAPITULO 14. ONDAS 495

Casos particulares:

1) up = po. En este caso la densidad no sufre variaciones y nada ocurren en z =
0. La magnitud de la onda reflejada es nula (A = 0), mientras que la onda
transmitida tiene la magnitud de la onda incidente (B = 1).

1) po > p1. En este caso la amplitud de la onda transmitida es casi nula (B ~ 0),
mientras que la onda reflejada tiene practicamente la misma magnitud que la
onda incidente, pero con un cambio de fase de 180° (A ~ —1).

1) g = 0. Esta es la situacién que se tiene si la cuerda estd empotrada en x = 0.
En ese caso no hay ona transmitida y la amplitud de la reflejada es A = —1.

1V) mug < p. En este caso la amplitud de la onda transmitida es B ~ 2, mien-
tras que la onda reflejada tiene practicamente la misma magnitud que la onda
incidente.

V) mug = 0. En este caso a la derecha de = 0 no hay nada, es decir la cuerda de la
ezquierda tiene un extremo libre en x = 0 (eso si, debe haber algiin mecanismo
que mantenga la tensién de la cuerda). Como no hay cuerda a la derecha, no
existe onda transmitida; sélo hay una onda reflejada de magnitud A = 1.

Energia transportada por una onda viajera sinusoidal

Si una masas m oscila arménicamente con una frecuencia angular w y amplitud
A, su energia total (cinética mas potencial) viene dad por
1

E = §mw2A2 .

Ejercicio: Demuestre explicitamente que el resultado anterior se cumple para las
oscilaciones de una masa colgada de un resorte y para un péndulo.

Supongamos que a lo largo de una cuerda de densidad p se desplaza una onda
viajera del tipo u(z,t) = Acos(kr £+ wt). Consideremos un segmetno de la cuerda
de largo df. La masa de tal segmento es udf. Cada segmento de la cuerda realiza un
movimiento armonico simple de amplitud A, luego su contribucién a la energia total
es

dE = %(,ud@)w2A2 .

La energia total de un sector de la cuerda, de longitud igual a la longitud de onda, es

1
Ey = §,u)\w2A2 .



CAPITULO 14. ONDAS 496

Como la onda avanza aprecisamente una distancia A en un intervalo de tiempo igual
al periodo T, se deduce que la potencia, o sea, la energia por unidad de tiempo,
transmitida por la onda es

_dE By

Ex _pX oo 1 9.9
S 7 T—szA—2/wwA.

Reflexion en un extremo fijo

Consideremos una cuerda tensa de densidad pu que va desde —oo ahsta z = 0,
punto en el cual estd empotradad. Que la cuerda en x = 0 significa que u(0,t) = 0, Vt.
Supongamos que un pulso f(z — vt) viaja a lo largo de la cuerda hacia x = 0. (Para
t < 0 el pulso estd a la izquierda de x = 0 y avanza hacia el origen; si la cuera no
estuviese empotrada, en el instante ¢ = 0 el pulso pasaria por el origen.) ;Qué pasa
con el pulso cuando éste se acerca al origen? ;Cémo evoluciona el pulso para t > 07

Para contestar estas preguntas consideremos el siguiente problema: Una cuerda
que va desde —oo hasta oo con dos pulsos convergiendo hacia x = 0, uno desde la
derecha y otro desde la izquierda (ver figura [[4.73]):

u(z,t) = f(x —vt) — f(—(x +vt)) .

¥ <>

Figura 14.73

Note que la cuerda en x = 0 nunca se mueve; la superposiciéon de los dos pulsos,
en todo instante, da un desplazamiento total nulo en el origen. El lado izquierdo de
la cuerda del segundo problema es idéntico al problema original: ambas satisfacen la
misma ecuacién de movimiento, tienen la misma condicién inicial para t — —oo (un
pulso f(z — vt)) y ambas cuerdas tienen las mismas restricciones (u(0,t) = 0 Vt).
Como la solucion es dnica, sabemos cémo se movera la cuerda del problema original
en todo instante: igual a la de la parte izquierda del segundo problema. para t > 0,
a lo largo de la parte izquierda viajard un pulso invertido (—f(—(x + vt))) hacia la
izquierda.

Consideremos nuevamente la cuerda tensa de densidad p empotrada en x = 0.
Pero ahora, en lugar de un pulso, supongamos que una onda viajera u(z,t) = cos(kx—
wt) viaja continuamente desde la izquierda hacia = = 0. La onda viajera sinusoidal,
en x = 0, se reflejard, invirtiendo su amplitud. La deformaciéon de la cuerda, por lo
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tanto, sera
u(z,t) = cos(kx — wt) — cos(—(kz + wt)) = 2sen(wt) sen(kz) .

Esta tltima ecuacién ya no corresponde a una onda viajera, sino que a una onda
estacionaria: estamos en presencia de una onda sinusoidal sen(kz), cuya amplitud
2sen(wt) oscila en el tiempo. Para una onda estacionaria las crestas de las ondas no
se trasladan. Una onda estacionaria tiene nodos, que son los lugares de la cuerda que
se mantienen en reposo mientras transcurre le tiempo. La separacion entre dos nodos
es igual a la mitad de la longitud de la onda.

Reflexién en un extremo libre

Consideremos una cuerda tensa de densidad p que va desde —oo hasta z = 0,
punto en el cual tiene un extremo libre. Aunque el extremo sea libre, debe existir
algin mecanismo que mantenga la tension de la cuerda, por ejemplo, mediante un
hilo extremadamente fino (de densidad despreciable) e infinitamente largo. Que la
cuerda esté libre en z = 0 significa que ella puede desplazarse verticalmente en z = 0,
pero debe cumplir la relacién

ou(z,t)

— =0, WVt
ax 2—0 ) Y

o sea, en todo instante la tangente a la cuerda en z = 0 debe ser horizontal. Si esta
condicién no se cumpliera, sobre un pedazo de cuerda infinitesimal en el extremo x = 0
actuaria una fuerza transversal infinita, lo que generaria aceleraciones inifinitamente
grandes.

Supongamos que un pulso f(z — vt) viaja a lo largo de la cuerda hacia x = 0.
. Qué pasa con el pulso cuando éste se acerca al extremo libre? ; Como evoluciona el
pulso para t > 07

Para contestar estas preguntas consideremos nuevamente una cuerda que va desde
—oo hasta oo, con dos pulsos convergiendo hacia x = 0, uno desde la derecha y otro
desde la izquierda, tal como se muestra en la figura I4.74

u(z,t) = f(x —vt) + f(—(z+ vt)) .

V<>

Figura 14.7)
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Observe que la pendiente de la cuerda en x = 0 de esta superposicién de pulsos
siempre es horizontal. También observe que el lado izquierdo de la cuerda del segundo
problema es idéntico al problema original: ambas satisfacen la misma ecuacién de
movimiento, tienen la misma condicién inicial para ¢ — —oo (un pulso f(z — vt)), y
ambas cuerdas tienen las mismas restricciones (pendiente horizontal en z = 0). Como
la solucién es tinica, sabemos como debe moverse la cuerda del problema original: igual
que la parte izquierda de la cuerda del segundo problema. En particular concluimos
que para t > 0, a lo largo de la parte izquierda viajard un pulso f(—(x 4 vt)) hacia
la izquierda.

Repitamos lo anterior, pero ahora con una onda viajera u(z,t) = cos(kx — wt)
que incide continuamente desde la izquierda sobre el extremo libre. La onda viajera
snusoidal, en z = 0, se reflejara manteniendo la misma amplitud. La deformacion de
la cuerda, por lo tanto, serd

u(z,t) = cos(kzx — wt) + cos(—(kz — wt))
= 2 cos(wt) cos(kzx) .

Esta ecuacién corresponde nuevamente a una onda estacionaria: una onda sinusoidal
cos(kx), cuya amplitud 2 cos(wt) oscila en el tiempo.

14.3. Ondas estacionarias en una cuerda de largo L

Consideremos una cuerda de largo L, bajo tensién 7, cuyos extremos se encuen-
tran empotrados en t =0y x = L.

Una caracteristica de las ondas estacionarias es que poseen nodos, que son los
lugares de la cuerda que siempre estdn en reposo. Al empotrar la cuerda en dos de
sus nodos, obtenemos las ondas estacionarias posibles en tal cuerda.

La distancia entre dos nodos siempre es A/2, luego no todas las longitudes de
onda son posibles, sino que sélo las que cumplen con

A
L=n-
ng

donde n es un entero positivo. Por otra parte, la longitud de onda y la frecuencia
v =1/T con que oscila la onda estacionaria estén relacionadas por

)\:vT:E:%rE.
v w

De las relaciones anteriores se deduce que las frecuencias angulares posibles son:

v m™m
Wy =2r— = —v

An L
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Acé v es la velocidad con que se propaga una onda transversal por la cuerda, magnitud
relacionada con la tension 7 y la densidad lineal de masa p por

\F
v = — .
"

La desviacién transversal de la cuerda cuando oscila en el modo estacionario
correspondiente al entero n es

un(x,t) = Ay sen(kyx) cos(wpt) |

donde A,, es la amplitud maxima de la oscilacion, k,, es el nimero de onda

2 ™

kyp =

Ao L

y wy, es la frecuencia angular

v s T
wp=n—=n|—,/— ) =nw
n 3 L L 1,

T T
1= 7 0

Observemos que el origen del tiempo se ha elegido en un instante en que la
cuerda tenia su deformacién maxima y, por consiguiente, estaba momentaneamente
en reposo. La expresién mas general para la desviacién transvesal de la cuerda cuando
oscila en el modo estacionario correspondiente al entero n es

con

un(x,t) = sen(k,x) (A, cos(wnt) + By, sen(wpt)).

Puesto que todas las partes de la cuerda oscilan armoénicamente, los distintos
estados estacionarios corresponden a distintos modos normales del sistema. El modo
con n = 1 se llama modo fundamental y el modo correspondiente al entero n se llama
n-éstimo modo normal.

Resumen:: Para una cuerda de largo L con extremos fijosen z =0y z = L, los
modos normales vienen dados por:

up(z,t) = Ay sen(mnx /L) cos(nwit) , n=123,...,

T [T
Wy = —4/—.
1= 7 p

Ejercicio: Demuestre que para una cuerda de largo L con un extremo fijo en x =0

y un extremo libre en x = L, los modos normales de oscilacién vienen dados por

m(2n — 1)z
2L

con

up(z,t) = Ay, sen < > cos((2n — 1w t) , n=123 ...,
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con
™ T

W1:E ;

Ejercicio: Demuestre que para una cuerda de largo L con extremos libres en x =0
y * = L, los modos normales de oscilacién vienen dados por

up(z,t) = Ay, sen (n_zx) cos(nwit) , n=1,23,...

con

La figura muestra esquematicamente la forma en la cual oscila una cuerda
en los distintos modos normales. La tabla [[4.1] da un resumen de las frecuencias de
los distintos modos normales de una cuerda de largo L para las tres situaciones que
pueden presentarse: ambos extremos fijos, ambos extremos libres, y un extremo fijo
y el otro libre.

Extremos fijos en x=0 y x=L Extremo fijo en x=0 Extremos libres en x=0y x=L
y libre en x=L

n=1
n=2
n=3
n=4

Figura 14.75
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Cuadro 14.1Frecuencias de los distintos modos de oscilacién de una cuerda de largo L.

Modo de oscilacion | n | Extremos fijos | Extremos fijo — libre | Extremos libres
Fundamental 1 2] 1 1
2° arménico 2 211 311 211
3" armonico 3 311 511 311
4° armonico 4 411 iz 41
5° armoénico 5) 51 911 o1
Frecuencia del 1 vy =v/2L v =v/4L v =v/2L
modo fundamental
Frecuencia del 0 v, = niy vn = (2n — iy U = niy
modo n

14.4. * Desarrollo de Fourier

La ecuacién de ondas es lineal, esdecir, una superposicién (suma) de soluciones
también es una solucién. En particular, una superposicion de los distintosmodos nor-
males también serd un modo de oscilacién de la cuerda. Més atn, todo movimiento
posible de una cuerda se puede describir como una superposicién de los distintos mo-
dos normales. Por ejemplo, para una cuerda de largo L con extremos fijos, cualquier
solucién se puede escribir de la forma

u(z,t) = Z(An cos(nwit) + By, sen(nwit)) sen(mnx/L) . (14.4)

n=1

Observe que las frecuencias de los distintos modos son multiplos enteros de la fre-
cuencia fundamental wq y, por lo tanto, el movimiento resultante de la superposicién
necesariamente serd periddico. Los coeficientes A,, y B,, se determinan de manera que
la soluciéon cumpla con las condiciones iniciales. Ilustremos este procedimientos con
un ejemplo.

Supongamos que se toma la cuerda desde el centro, se la desplaza una distancia
h y luego se suelta. En ese caso las condiciones iniciales son

2h
= 0 L/2
u(w,0) = T pEal=es / (14.5)
2h — Fx para L/2 <z <L
' 0
Quz,t)| (14.6)
L P
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Derivando (I4.4)) se obtiene

Ou(x,t)
ot

= Z nwi (— Ay sen(nwit) + By, cos(nwit)) sen(rnz /L) .

n=1
Evaluandola en ¢ = 0 se encuentra

_ ou(z,t)

0 ot

o0
= Z nwi By, sen(mnx /L) .
t=0 n=1

La tnica forma de satisfacer esta relacion para todo x es que todos los coeficientes
B,, sean cero. De esta manera queda

u(z,t) = Z Ay, cos(nwit) sen(mnax /L) .

n=1
Para t = 0 se tiene -
u(z,0) = Z Ay sen(mnz /L) .
n=1

Multipliquemos ambos lados por sen(nfiz/L) e integremos sobre x entre © = 0 y
x = L. De esta manera se obtiene

L B o0 L B
/0 u(z,0)sen(nnz/L) de = ;An/o sen(mnx /L) sen(nnz/L) dx .

Pero

L
/ sen(mnx /L) sen(nnz/L) dx = génﬁ .
0

Ejercicio: Demuestre la ltima relacién. Indicacién: escriba las funciones seno en
término de exponenciales complejas e integre.

Tenemos, pues:

L _ — , L L
u(z,0)sen(nmz/L) dx = ZAnaénﬁ = EAﬁ .
0 n=1

Despejando A,, se encuentra

L
A, = %/ u(z,0)sen(mnz/L) dz .
0

Asi, conociendo u(zx,0) podemos evaluar los coeficientes A,,.
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Ejercicio: Demuestre que si u(z,0) viene dado por (IZ35]), entonces

0 si n es par
Ap = sk n=1 . . .
—z(—1) 2 sin esimpar

Usando los resultados anteriores se encuentra geu el desplazamiento de la cuerda
vendra dado por

n—1

8h
u(x,t) = Z W(_l)T cos(nwit) sen (%:E)
n impar

8h T 1 3T 1 om
= [cos(wlt) sen (Ex) ~35 cos(3wyt) sen <f$> + % cos(bwit) sen (Tx> — .. ]

Esta serie nos da el desplazamiento de la cuerda en todos los lugares y en todos los
instantes.

La serie converge rapidamente, es decir,
bastan unos pocos términos para obtener
un resultado relativamente preciso. La figu-
ra muestra el resultado que se obtiene
con 8 términos. De la figura se desprende que
después de un periodo T' = 27/wy la cuer-
da volvera a su posicién inicial. La situacion
mostrada en la figura corresponde al
movimiento de una cuerda de guitarra si ésta
se pulsa exactamente al centro.

En el problema 1422] se pide resolver es-
te mismo problema pero usando el método
grafico introducido en la seccién

Figura 14.76

14.5. Problemas

1. Sabemos que si una onda viajera sinusoidal, que se propaga a lo largo de una
cuerda, llega a un punto donde cambia de densidad, entonces parte de la onda
es reflejada y parte es transmitida. Demuestre que la energfa transportada (por
unidad de tiempo) por la onda reflejada més la energia de la onda transmitida
coincide con la energia de la onda incidente.
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2. La figura [[Z.77 muestra la forma de un pulso
que en t = 0 viaja en una cuerda en el senti-

do positivo del eje = con rapidez v = 1 m/s. v
Dibuje la forma de la cuerda en los instan- /\
test =1, 2, 3,4, 5, y 6 segundos. En todos ‘ * 3 :

5 4 1

los casos indique el sentido de la velocidad
transversal de todos los puntos de la cuerda.
En cada uno de los instantes, ;qué puntos del
pulso tienen velocidad nula?

Figura 14.77

3. Una cuerda homogénea, de densidad p y largo L, esta fija en el extremo x =0
y libre en el extremo x = L. Sea 7 la tensién de la cuerda.

Usando tres alfileres se clava la cuerda a una pared vertical de manera de pro-
ducir una deformacién triangular centrada en z = L/2, tal como se muestra en
la figura adjunta.

alfiler

t=0 é >0

= =
— ~ v
= o =
S b = < —
= — U
N b = v
§ § b/2
§ <~ 2a — T § <~ 2a — <~ 2a — T
S S
= =

Figura 14.78
En t = — se liberan simultdneamente los tres alfileres e inmediatamente se obser-

va que la perturbacion original se desdobla en dos pulsos triangulares idénticos,
que viajan en sentidos opuestos con velocidad v = /7/u. La amplitud méxima
de cada pulso es b/2 y su extensién 2a.

(a) Grafique la forma de la perturbacién en ¢ty = L/v y en to = 2L /v.

(b) Haga un gréfico que indique la magnitud y direccién de la velocidad trans-
versal de cada segmento de la cuerda en t; = L/v y en to = 2L /v.
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4. Suponga que la funcién
u(x,t) = ugsen[2m(lz — 5t)]

representa la deformaciéon de una cuerda, con ug = 0.3 cm, y donde x se mide
en centimetros y ¢t en segundos. Encuentre la longitud de onda, el periodo, la
velocidad, la direccién de propagacion, la amplitud de la onda y la energia
trasportada por la onda.

5. Entre dos torres de un andarivel, separadas por 100 metros, cuelga un cable de
acero cuyo peso es de 25 kg. Al recibir un golpe transversal cerca de uno de los
extremos, el pulso creado demora 3 s en volver. ;Cudl es la tensién del cable?

6. Una cuerda de acero de longitud 80 cm y masa 10 g estd fija en ambos extremos
y sometida a una tensién de 500 N.

Considere que la cuerda oscila en el modo fundamental y que la amplitud en el
punto medio es 0.3 cm.

(a) Encuentre la frecuencia con que oscila la cuerda. (Debido a que el acero
ofrece resistencia a las deformaciones, las frecuencias deducidas con las ex-
presiones deducidas para cuerdas flexibles no corresponderan exactamente
a las de la cuerda de acero. ;Serdn levemente mayores o menores?

(b) Escriba la funcién que describe la forma de la cuerda para todo valor de x
y para todo tiempo t. Suponga que en t = 0 todos los puntos de la cuerda
se encuentran en la posicién de maxima amplitud.

(c) Calcule la velocidad transversal de la porcién de la cuerda ubicada a 20 cm
de uno de sus extremos, en el instante en que la cuerda pasa por la posicion
de equilibrio.

7. Una cuerda de largo L y masa M cuelga del cielo.

(a) Muestre que un pulso transversal tarda un tiempo 2./L/g para recorrer
toda la cuerda.

(b) Usando el resultado de la parte (a), encuentre el tiempo que tarda el pulso
en viajar la mitad inferior de la cuerda.

(c) ¢Cémo se modifica el resultado si en el extremo inferior de la cuerda se
cuelga una masa m?

8. Un alambre de acero usado para confeccionar las cuerdas de un piano es capaz de
sostener un peso de aproximadamente 25.000 kg por cm? de seccién transversal.
i, Cual es el maximo largo que podria tener la cuerda correspondiente al Do
central del piano? ;Dependerd este largo del grosor de la cuerda? Si la cuerda
tiene un didmetro de 0.8 mm, jcudl es la tensién de la cuerda? (La frecuencia
del Do central es de 262 Hz.)
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9. Seav = \/% la velocidad de propagacién de ondas transversales en una cuerda,
donde 7 es la tensién y p la densidad lineal de la cuerda. ; Cuéles de las siguientes
expresiones corresponden a un movimiento posible de una cuerda con extremos
fijosenz =0y xz=L"?

10.

u(x,t) = ugsen(kx) sen(wt), con k =27 /Ly w = kv.

u(z,t) = upsen(kaox)sen(wat) + 2ugsen(kyz)sen(wqt), con w, = nw; =
nurw /Ly ky = wy/v.

u(x,t) = ugsen(kox)sen(wsat) + 2ug sen(ksx) sen(wst), con w, = nw; =
nurw /Ly ky = wy/v.

u(z,t) = wox(L — x) sen(wt), con w = vr /L.

(z,t) = Up _ Uuo
Y =TT —ut)? 1+ (@ tut)?
u(z,t) = Z [f(2nL+xz—uvt)— f(2nL—z—vt)], donde f(s) es una funcién

continua y derivable arbitraria (pero que para argumentos grandes decaoe
a cero).

En los casos en geu el movimiento sea periddico, indique el periodo.

La ecuacion A\v = v relaciona la longitud de onda A de una perturbacion armoni-
ca con su frecuencia v y su velocidad v. Esta relaciéon también es valida para
las ondas electromagnéticas que se propagan en el vacio. La velocidad con que
se propagan las ondas electromagnéticas es de ¢ = 3 - 108 m/s.

(a)
(b)
()

,,Cudl es la longitud de onda de las ondas electromagnéticas emitidas por
la radio Beethoven? La frecuencia de esa estacién de radio es de 96.6 MHz.

. Cual es la frecuencia de las ondas electromagnéticas de longitud de onda
de 3 cm (microondas)?

Para estudiar la estructura cristalina de los sélidos frecuentemente se usan
rayos X (que también son ondas electromagnéticas). La razén del uso
de tales ondas electromagnéticas se debe a que su longitud de onda es
del orden de la separacién entre dtomos vecinos del cristal. Sabiendo que
la separacién entre dtomos vecnios en un cristal es de aproximadamente
2A =2-107% cm = 0.2 nm, encuentre la frecuencia tipica de una onda
electromagnética correspondiente a un rayo X.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

El pulso mostrado en la figura IT4.79 se pro-
paga hacia la derecha donde la cuerda tiene
un extremo libre. La velocidad del pulso es

de 1 m/s. Grafique la forma de la cuerda en m

los instantes t = 1, 2, 3, 4, 5 y 6 s. Haga un 5 4 3 2 1
grafico de la velocidad del extremo libre en
funcion del tiempo. Figura 14.79

Las frecuencias propias (o de resonancia) de tres modos normales de oscilacién
sucesivos de una cuerda flexible son 60, 100 y 140 Hz, respectivamente.

(a) La cuerda jtiene extremos fijos, libres o uno fijo y uno libre?

(b) (A qué armoénicos (o sea, especifique los valores de n) corresponden estas
frecuencias de resonancia?

Una cuerda con ambos extremos fijos tiene modos de resonancia (normales)
sucesivos, cuyas longitudes de onda son 0.54 m y 0.48 m.

(a) ;Cudl es el n de estos arménicos?

(b) ¢Cuél es la longitud de la cuerda?

Un oscilador (por ejemplo diapasén) unido al extremo de una cuerda tensa,
genera en ella ondas transversales con una frecuencia de 500 Ha. La potencia
entregada a la cuerda por el oscilador es de 0.3 Watts. La densidad lineal de
masa de la cuerda es = 0.01 kg/m y estd sometida a una tensién de 1000 N.
Encuentre la velocidad de propagacion, la longitud de onda y el niimero de
onda de la perturbacion generada. Encuentre la expresion que describe a la
perturbacién en la cuerda. Exprese la amplitud de la perturbacién en términos
de las magnitudes numéricas conocidas.

Dos cuerdas flexibles de diferente densidad lineal estdn unidad extremo con
extremo y sometidas a la misma tensiéon 7. La velocidad de propagaciéon para
ondas transversales en la primera cuerda es el doble que en la segunda. Cuando
una onda arménica que viaja en la primera cuerda es reflejada en el punto de
unién entre ambas, la onda reflejada tiene la mitad de la amplitud de la onda
transmitida. Si la amplitud de la onda incidente es A, jcudl es la amplitud de
las ondas reflejada y transmitida? ;Qué fraccién de la potencia incidente es
transmitida?

Considere una cuerda de masa M y largo L, que se sujeta en un extremo y
se hace girar (como un aspa de helicéptero) con una frecuencia angular wy.
Demuestre que la velocidad de propagacién para ondas transversales a lo largo

de la cuerda es wo
v(z) = =V L% — 22,
(=) V2
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17.

18.

19.

20.

donde x es la distancia a lo largo de la cuerda medida desde el eje de rotacién.

Una cuerda de 4 m de largo, con ambos extremos fijos, oscila en una super-
posicién del tercer, cuarto y sexto modo normal de oscilacién. La velocidad de
propagacién para ondas transversales es de 20 m/s.

(a) ;/Cual es el periodo de las oscilaciones de la cuerda?

(b) {Cémo se podria eliminar el cuarto modo de oscilacién sin afectar a los
otros dos modos normales?

(¢) (Cuanto vale el periodo de oscilacién de la cuerda una vez que quede osci-
lando sélo en una superposicion del tercer y sexto modo normal?

Demuestre que la velocidad de una onda transversal a lo largo de un resorte de
constante de restitucion k y estirado hasta tener un largo L, viene dada por

yo JHE— L)L

M

donde M es la masa del resorte y Ly su largo natural.

Considere una onda viajera que se propaga a lo largo de una cuerda de densidad
de masa p y bajo tension 7. Debido a procesos de disipacién, paulatinamente las
amplitudes de la oscilacién disminuiran en tamano. Suponga que la deformacién
de la cuerda viene dada por la relacion

u(z,t) = Ae™ " cos(kx — wt) .

Encuentre la potencia transportada por esta onda en el punto xz y comparela
con la potencia en el lugar x = 0.

Considere una cuerda de densidad p y largo
L, sometida a una tensién 7, que en el instan-
te t = 0 tiene la forma mostrada en la figura
y la velocidad transversal de cada porcion de
ella es nula. A medida que el tiempo avan-
za, la forma de la perturbacion cambia, pero
se observa que el movimiento es periddico.
.,Cual es el periodo del movimiento? Justifi-
que su respuesta.

w
-

i,

VU

Figura 14.80
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21. Tres segmentos de cuerda de densidad p estan
atados tal como se muestra en la figura[I4.8T]
Suponga que se conocen las distancias L y
Lo y el dangulo o. Un pulso que parte de A
tarda un tiempo Tp para llegar a B y un
tiempo T¢ para llegar a C. Encuentre la lon-
gitud de la cuerda L3. Encuentre la tensién
de la cuerda L;.

,_
w
(e}
T
T

Figura 14.81

22. Considere una cuerda de largo L que inicial-
mente tiene la forma mostrada en la figu-
ra[I4.82]y cuya velocidad transversal es nula.

Determine graficamente la forma de la cuerda §‘ §
en los instantes t = 0, t = 0.17T y t = 0.2T, §‘ §
donde T es el periodo del movimiento de la )

cuerda. Figura 14.82

23. Suponga que cierta onda (armoénica) se propaga a lo largo de una cuerda con una
velocidad v = 12 m/s (en la direccién +%). La longitud de onda es A = 0.4 m.
La densidad lineal de masa de la cuerda es py = 15 g/cm. La amplitud de la
onda es de 3 cm.

Determine la frecuencia v de la onda.
b

)
) Determine la tensién de la cuerda.
(¢) Determine la méxima velocidad transversal de un punto de la cuerda.
)
)

(a
(

(d
(e

Determine la potencia propagada a lo largo de la cuerda.

Determine la funcién u(z,t) que representa la deformacién de la cuerda en
el lugar = e instante t.

24. Considere una cuerda horizontal de longitud L, fija en ambos extremos, some-
tida a una tensién 7. En dicha cuerda, la densidad de masa a una distancia x
de uno de los extremos es

xr ~
pw(x) = NOE + to

donde pg, jig son constantes.
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25.

26.

H(x)

| Vi |

Encuentre el tiempo Tj que tarda un pulso en llegar desde un extremo de la
cuerda al otro.

Encuentre una expresién para Ty vélida para po/fig < 1, y usando dicha expre-
sién, muestre que en el limite pg — 0 se recupera el resultado esperado.

Considere una cuerda de largo L, densidad lineal de masa p y sometida a una
tensién 7, libre por ambos extremos. Inicialmente, se le da a la cuerda una
deformacién gaussiana centrada a una distancia 2L/3 del extremo izquierdo,
como muestra la figura:

2L/3 L/3
Es decir, la deformacién de la cuerda estd dada por:

u(x,0) = Ae~(@2L/3)*/o?

)

donde z es la distancia desde el extremo izquierdo, y A y o son ciertas constan-
tes.

En ¢ = 0 se suelta la cuerda. Encuentre la deformacién de la cuerda para todo
tiempo ¢ > 0, en términos de la velocidad v de propagacién de ondas en la
cuerda.

Haga una representacion esquematica de la forma de la cuerda parat = L/v y
t=2L/v.

Determine el desarrollo de Fourier para un pulso cuadrado de altura 1 y ancho
1/2, sobre una cuerda de largo 1, fija en ambos extremos, como se muestra en
la figura:
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f(x)

1/4 3/4 1 X

Grafique, en un mismo grafico, el desarrollo de Fourier usando los primeros N
términos de la serie, con N =1, N=3, N =5y N = 15.
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14.6. Solucion a algunos de los problemas

Solucién al problema [3]

Después de transcurrido un tiempo t; = L/v, tanto el pulso que viaja hacia la
izquierda como el que viaja hacia la derecha son reflejados (por el extremo fijo y libre
respectivamente), estando de nuevo en el punto de partida. Sin embargo, el reflejado
por el extremo fijo se habra invertido mientras que el reflejado por el extremo libre
no. La suma (superposicién) de los dos pulsos, en el instante ¢1, dard una deformacién
nula de la cuerda.

Después de un tiempo ty (medio periodo para una cuerda con un extremo libre
y otro fijo) el pulso serd el inverso del pulso inicial. La figura adjunta muestra la
deformacion de la cuerda y su velocidad transversal para varios instantes.

Deformacion Tiempo Velocidad
| | =0 | |
<« - ~ >
| | t=L/(8v) T
e
~—— t=3L/(4v) H1r——
- - <«
| | L — 1L
<~ —
~ t=5L1/(4v) H1r——
- <«
— <~
~——— t=7L/(4v) H1r——
— <~
| | t=2L/v | |

Figura 14.83
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Solucién al problema

La densidad lineal del cable es pg = 25/100 kg/m = 0.25 kg/m. Si el pulso

demora 3 s en viajar 200 m, entonces la velocidad de propagacién es v = 200/3m/s =
66.6 m/s. Conocidos pg y v podemos encontrar la tensién:

7= pv? =0.25-(66.6)> N~ 1109 N .

Solucién al problema

Sea Z el eje vertical con z = 0 y z = L correspondiendo a los extremos inferior y

superior de la cuerda, respectivamente.

a)

La tensién de la cuerda, que se debe a su propio peso, no es constante siendo, por
lo tanto, también la velocidad del pulso a lo largo de la cuerda no constante. Para
la tensién y densidad lineal de la cuerda se tiene 7(z) = Mgz/L y p= M/L. De
esta manera, para la velocidad del pulso, cuando se encuentra a una altura z, se

obtiene
=
o(z) = \/% — V.

El tiempo dt que tarda el pulso en recorrer la distancia entre z y z + dz es dt =
dz/v(z). Sumando sobre todos los dz de la cuerda se encuentra

to L 1
/ dt = / —dz,
0 0 VY7
z

1 (L L L
toz—/ 7 V2qy=2 /2] =2 -,
V39 Jo 9o g

donde tg es el tiempo que tarda el pulso en recorrer toda la extension de la cuerda.

o sea,

Usando la expresién anterior con L — L/2 se encuentra el tiempo que tarda el
pulso en recorrer la mitad inferior. Observe que esto no es la mitad del tiempo
evaluado en la parte a).

Cuando a la cuerda se le agrega una masa m en su extremo la respuesta es

BB

Demuestre que si la masa de la cuerda M es despreciable en comparacién con la
masa m que se le cuelga, entonces de la ecuacion anterior se obtiene el resultado
esperado tg = L\/u/79, donde 79 = mg es, en ese caso, la tensién constante.
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Solucién al problema

Los requisitos que debe cumplir una funcién u(z,t) para que ella describa la

deformacion de una cuerda con extremos fijos en z =0y x = L son:

I

a)

1) u(z,t) debe ser solucién de la ecuacién de onda

O*u(w,t) 2 O*u(x,t)

ot? 9r? 0.

1) u(0,t) =u(L,t) =0 Vt.
Analicemos si cada na de las funciones propuestas cumple con estos requisitos.

u(z,t) = upsen(kx) sen(wt), con k = 27 /L y w = kv, cumple con ambos requisitos
y porlo tanto corresponde aun movimiento posible de la cuerda. El periodo del
movimiento es 7' = L/v (la mitad del modo fundamental); la cuerda oscila en su
segundo armoénico (n = 2).

u(z,t) = ugsen(kox)sen(wat) + 2ug sen(kqx) sen(wat), con wy, = nwy; = nvr/L y
kn, = wp/v, cumple con ambos requisitos y por lo tanto corresponde a un movi-
miento posible de la cuerda. En este caso la cuerda oscila en una superposicion del
segundo (n = 2) y cuarto (n = 4) arménicos. El periodo es nuevamente T' = L/v.

u(x,t) = ugsen(kox) sen(wat) + 2ug sen(ksx) sen(wst), con w, = nw; = nuw/L y
k, = wy /v, cumple con ambos requisitos y por lo tanto corresponde a un movi-
miento posible de la cuerda. En este caso la cuerda oscila en una superposicién
del segundo (n = 2) y tercer (n = 3) armonicos. El periodo ahora es el del modo
fundamental T' = 2L /v.

u(z,t) = uox(L — x)sen(wt), con w = vmw/L, cumple con el requisito ii), pero no
es solucion de la ecuacién de ondas, por lo tanto no corresponde a un movimiento
posible de la cuerda.

(2, 1) U U

u(z,t) = —

’ 1+ (z—vt)? 14 (x+wot)?’

es solucién de la ecuacién de onda y cumple con la condicién u(0,t) =0 V¢, pero
no cumple con u(L,t) = 0 para t # 0, luego no corresponde a un movimiento
posible de la cuerda.

w(x,t) =32 _[f(2nL + 2 —vt) — f(2nL — x — vt)], donde f(s) es una funcién

n=—oo
continua y derivable arbitraria, es solucién de la ecuacién de ondas. También es
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evidente que cumple con u(0,t) = 0 V¢. Demostremos que también u(L,t) =
0 Vt. En efecto,

w(L,t)= Y fl@n+1)L—vt] = > fl2n— 1)L —ut] .

n=—oo n=—oo

Cambiando en la segunda sumatoria el indice mudo n — 1 = n’/ se observa que
ambas sumatorias efectivamente son iguales. Dejaremos al lector que demuestre
que u(z,t +T) = u(z,t) con T = 2L /v.

Solucién al problema

Del hecho de que las frecuencias 60, 100 y 140 no son multiplos de enteros su-
cesivos de cierta frecuencia fundamental, se deduce geu la cuerda tiene un extremo
libre y otro fijo. Planteando las relaciones (2n — 1)vy = 60 Hz, (2n+ 1)1y = 100 Hz y
(2n + 3)vy = 140 Hz, se encuentra que vy = 20 Hz y n = 2. Los modos normales que
corresponden a estas frecuencias son los con n = 2, 3 y 4, siendo sus frecuencias 3vy,
Sy y vy, respectivamente.



Capitulo 15

Ondas sonoras

versién 30 diciembre 2008

Se conoce como “sonido” a la sensacion que, percibida por el oido, tiene su origen
en el movimiento vibratorio de los cuerpos, el cual es transmitido por un medio, por
ejemplo, el aire. En el vacio no hay propagacion de sonido: para su propagacién, el
sonido requiere de un medio.

15.1. Propagacion del sonido

La figura [[5.84] muestra en forma esquemética la distribucién, para varios ins-
tantes, de las moléculas del aire en una regién del espacio por la que atraviesa una
onda sonora. Los lugares en que el aire estd comprimido (alta densidad de puntos) se
alternan con regiones en las que el aire estd enrarecido (baja densidad de puntos).

Si en un instante observamos la densidad de aire (o sea, centramos nuestra aten-
cién en una franja en particular) notaremos que ésta varia espacialmente en forma
periddica. La distancia entre dos maximos sucesivos de la densidad es la longitud de
onda.

Por otra parte, si en un lugar fijo observamos las variaciones temporales de la
densidad del aire (o sea, en algin lugar realizamos un corte vertical de la figura 15.1),
observaremos que ésta también variard periddicamente. El tiempo que transcurre
entre dos maximos sucesivos de la densidad es lo que se denomina periodo de la onda.
Las siete franjas de la figura [5.84] corresponden a siete instantes equiespaciados
dentro de un periodo.

Es importante comprender que al propagarse una onda de sonido, las particulas
del aire realizan sélo un pequenisimo movimiento oscilatorio. En la figura [[5.84] se
han destacado tres moléculas con un pequeno circulo. Notemos que a medida que
transcurre el tiempo, las tres moléculas oscilan, volviendo despu’es de un periodo a
la posicién original. De hecho, la tltima franja de la figura [[5.84] (correspondiente al
instante t = T') es idéntica a la primera (¢ = 0). Mds atn, fijindose en la figura [I5.84]

516
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con mayor detencién es posible seguir las oscilaciones de todo un grupo de moléculas y
observar como el grupo oscila como un todo y es comprimido y luego descomprimido
al paso de una onda sonora. Esto es un efecto general y sucede en todos los lugares
de cualquier medio que transmite sonido.

Figura 15.84

En presencia de sonido, las particulas del aire, en promedio, no se desplazan
una distancia neta, aun cuando el sonido continia alejandose a 340 m/s de la fuente
sonora. Algo andlogo ocurre con las olas en el agua: una gaviota que flota en el mar
sélo describe un pequenio movimiento de ascenso y descenso a lpaso de una ola; aunque
la ola se propaga, ésta no arrastra la gaviota con ella.

iDe qué tamafio son las oscilaciones de las moléculas de aire al paso de una onda
sonora? Para un sonido de 100 dB (decibeles) que, como veremos, corresponde apro-
ximadamente a la intensidad del sonido de una orquesta sinfénica tocando fortisimo,
la amplitud de las oscilaciones es de sélo aproximadamente 0.01 mm.

Es bien sabido que el sonido se propaga no sélo a través del aire, sino también
a través de todos los cuerpos sélidos y sustancias liquidas y gaseosas. De hecho, la
mayoria de los sélidos y liquidos son buenos transmisores del sonido.

No todas las sustancias propagan el sonido con la misma facilidad: existen uenos
y malos transmisores del sonido. Los gases y las sustancias porosas y sueltas, como el
algodon y la lana, son malos conductores del sonido, razén por la cual se usan como
aislantes acusticos. Por su parte, las sustancias poco compresibles, como el acero y el
agua, son buenas conductoras del sonido.

15.2. Velocidad del sonido

Numerosas experiencias de la vida cotidiana ensenan que el sonido se propaga a
una velocidad menor que la de la luz. Por ejmplo, el ruido producido por un avién a
turbina que pasa a gran altura, pareciera no provenir del lugar donde se ve el avién,
sino de uno ya superado. Otro ejemplo se presenta durante las tempestades eléctricas.
Después de caer un rayo, transcurre un lapso antes de que se escuche el trueno. De
hecho, es usual medir el tiempo que transcurre entre la observacién del relampago y
el trueno, para estimar la distancia a que se encuentra la tormenta.

Los ejemplos anteriores muestran claramente que el sonido se propaga en el aire
con una velocidad finita. En el aire, a una temperatura de 15° C, el sonido se pro-
paga con una velocidad de 340 m/s. Hemos indicado la temperatura del aire, porque
experimentalmente se encuentra que la velocidad de propagacién del sonido depen-
de ligeramente de ella —por encima de los 0° CV, por cada grado que aumente la
temperatura, la velocidad se acrecienta en aproximadamente 0.6 m/s.
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Hidrégeno (0° C) 1260
Aire (0° C) 331
Aire (100° C) 387
Anhidrido carbénido 254
Oxigeno (0° C) 316
Vapor de agua (130° C) 450
Agua (20° C) 1480
Alcohol 1168
Glicerina 1950
Madera ~4500
Hielo 3200
Cobre (20° C) 3560
Aluminio 5040
Plomo 1200
Vidrio hasta 5300
Acero ~5200
Goma vulcanizada ~35

Cuadro 15.1Velocidad del sonido en m/s.

La tabla [I5. Tl recopila la velociad de propagacién del sonido en varias sustancias.
De ella inferimos que, en general, la velocidad del sonido es bastante mayor en los
liquidos y sélidos que en los gases, siendo una excepcién el gas de hidrogeno.

En el caso de los gases se observa que, a medida que aumenta su peso especifico,
disminuye la velocidad de propagacién del sonido.

No es tan sencillo encontrar una relacién similar para la velocidad de propaga-
cién del sonido en sdlidos. Ademas de la densidad p, el otro factor que determina la
velocidad del sonido es la elasticidad e del medio. Mientras mas rigido el material,
tanto mayor es e. Se puede demostrar que la velocidad del sonido (la cual en el pre-
sente capiculo denotaremos con la letra ¢) en un medio viene dada por la relacién
c= \/e/—p. A grandes rasgos: a medida que la densidad del sélido aumenta, la ve-
locidad del sonido tiende a disminuir; sin embargo, ésta no es una caracteristica de
validez universal.

En la seccién anterior hemos visto que en el aire el sonido se propaga en forma
de una onda de compresion y rarefaccién. Lo mismo es cierto para la propagacién del
sonido en todos los demés medios. Al paso de un sonido, el (usualmente pequeno)
desplazamiento oscilatorio de una particula del medio coincide con la direcciéon de
propagacién de la onda. A este tipo de ondas se las conoce por el nombre de ondas
longitudinales.
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15.3. La ecuacion de ondas

En esta seccién determinaremos la ecuacién dindmica que gobierna el comporta-
miento de las ondas sonoras en un gas. Para ello usaremos algunas relaciones termo-
dindmicas de los gases, que aqui presentaremos sin demostracion. La relacion

PV = NkgT (15.1)

es la asi llamada ecuacion de estado de los gases ideales, y relaciona el volumen V

que ocupan N moléculas, con la temperatura T" en (Kelvin) y la presién del gas P. kp

es una constante (la constante de Boltzmann) y su valor es kg = 1.3807 - 10723 J/K.
Sea m la masa de cada molécula, entonces

Nm kB kB
= =T =)p"21 15.2
% p ) ( )

P
donde p es la densidad de masa del gas. Esta ultima ecuacién muestra que para un
gas, a temperatura constante, la presiéon es proporcional a su densidad.

Al comprimir rédpidamente un gas, su temperatura aumenta (es facil observar esto
al usar un bombin de bicicleta). Cuando la compresién de un gas ocurre rapidamente
de manera que éste no alcance a termalizarse con su entorno, entonces las magnitudes
p v P no son proporcionales sino qu ecumplen la relacién

Pp~7 = constante , (15.3)

donde v es una constante que depende de la naturaleza del gas. A temperatura am-
biente, para el aire como también para el Oy y el No, v = 1.40.

A continuacién, usando las ecuaciones anteriores, deduciremos la ecuacién dindmi-
ca para las ondas sonoras. Supongamos que en cierto lugar del espacio, el aire es
perturbado levemente por una onda sonora que avanza a lo largo del eje x. La presion
del aire y su densidad seran entonces funciones de la posicién z y del tiempo ¢, que
designaremos por P(z,t) y p(z,t), respectivamente.

Como la onda sonora genera compresiones y rarefacciones rapidas del aire, éste
no alcanza a termalizarse y, por lo tanto, se tiene que

P(z,t)p~ @Y = constante .

Derivando respecto a = se obtiene

oP  Pop

— == . 15.4
ox 7p(‘)az (154)

Cuando las variaciones son pequenias, como lo es en el caso del sonido, podemos

escribir
oP N Po 8p



CAPITULO 15. ONDAS SONORAS 520

donde Py y po son la presién y densidad media del aire (los valores en ausencia de
sonido).

Consideremos ahora un tubo imaginario de aire, de drea A orientado a lo largo de
la direcciéon de propagacion del sonido. Cuando no hay sonido, las moléculas de aire
estardn en “reposo”’, es decir, no realizardan movimiento colectivo alguno. Por otra
parte, cuando hay sonido, las moléculas de aire si realizaran un movimiento colectivo.
Sea u(z,t) el desplazamiento en el instante ¢ de las moléculas que estén en el plano
transversal que pasa por x, respecto a la posicién que tenian en ausencia de sonido
(ver también la figura [I5.85]).

Figura 15.85

Apliquemos la segunda ley de Newton a un segmento de grosor dx. La masa del
aire del segmento es (Adz)pg, su aceleracion d?u(x,t)/0t?, mientras que la fuerza
neta (ejercida por la presion atmosférica) es

F = P(2)A — P(z + dz)A = A‘?P(;i ) g
La segunda ley de Newton nos da la relacién
0%u OP(x,t)
Apy=—5dr = —A—"+
P g or
o0 sea,
82u P(] 8,0
Z dr = — 15.
PO 52 dz po axd (15.6)
Pero
N = poAdzx = p(x,t)Aldr + u(x + dz,t) — u(z,t)] ,
luego
Po
1) = .
plat) = 7 T

Como |0u/0x| < 1, tenemos que

p(2,1) = po (1—%) |

Derivando respecto a x se obtiene

0 _ o
9z o2
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Reemplazando este resultado en (I5.6]), se obtiene

0%u ) 0%u
Po 8t2 - ’YpO Poaxg 9

O sea

*u  ,0%u

o2~ 92

[vR
c=,/ 120 (15.8)
Po

La ecuacién (I5.7) es la ecuacién dindmica que estdbamos buscando: jes la ecuacién
de ondas! Esta ecuacién es formalmente idéntica a la ecuacién que obtuvimos en
el capitulo anterior para los desplazamientos transversales en una cuerda tensa. La
magnitud ¢, por lo tanto, es la velocidad de propagacién de las ondas de compresion
en el aire. Usando la ecuacién (I5.2)) podemos reescribirla de la forma

c= \/WmBT . (15.9)

Con esta relacién es posible entender algunas cosas. Por ejemplo, una molécula
de oxigeno pesa 16 veces mas que una molécula de hidrégeno y para el hidrégeno
~v = 1.41, valor casi idéntico al del oxigeno. Luego, de acuerdo a (I5.9]), la velocidad
del sonido en el hidrégeno deberia ser 4 veces mayor que en el oxigeno. Esto se cumple
extraordinariamente bien (ver tabla [I5.1]).

Conociendo la masa de una molécula de oxigeno, y midiendo v podemos encontrar
la velocidad del sonido. La masa de un protén es 1.6725 - 10724 g, y por lo tanto, la
masa de una molécula de hidrégeno aproximadamante

=0, (15.7)

con

mu, ~3.34-107% g .

Usando (I5.9]), para la velocidad del sonido (en hidrégeno) a una temperatura T =
0° C =273 K, se obtiene

141-138-10-23-273 m m
_ M 96 2
¢ \/ 334-10-27 s s’

resultado que practicamente coincide con el valor experimental.

15.4. Frecuencia

Llamaremos tono al sonido producido por fuentes sonoras que oscilan de manera
regular (oscilaciones sinusoidales). Lo més caracteristico de un tono es su bien definido
grado de “elevacion” o “altura”, facilmente identificable.
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La elevacién de un tono depende de la prefuencia de la perturbacion periddica
introducida por la fuente sonora en el medio en que el sonido se propaga. Los tonos
agudos corresponden a frecuencias mayores que los tonos graves.

Hay varias maneras de represen-
tar graficamente una onda sonora. Una
consiste en medir, en un lugar fijo y Figura 15.86
a medida que transcurre el tiempo, las
fluctuaciones de la densidad del aire in-
ducidas por un sonido. Por ejemplo, si
en el lugar en que se realiza la medi- Figura 15.87
cién se escucha un tono de una frecuen-
cia v bien definida, se encontrard que la
densidad del aire variara periédicamen-
te alrededor del valor de equilibrio pg.
Son estas reiterativas fluctuaciones las
que se muestran esquematicamente en
la figura

Una representacion grafica distinta
se obtiene si las mediciones de la den-
sidad se realizan en un unico instan-
te, pero en lugares distintos (a lo lar-
go de la direccién de propagacién). En
ese caso, un sonido de frecuencia bien
definida también correspondera a fluc-
tuaciones regulares de la densidad, fluc-
tuaciones que e repiten después de una
distancia A (la longitud de onda). La fi-
gura [[5.87] muestra esta representacion
para dos tonos de frecuencias distintas,
el sonido de frecuencia mayor se mues-
tra en la parte inferior. A medida que la
frecuencia del sonido aumenta, la lon-
gitud de onda disminuye.

Para estudiar experimentalmente los sonidos y obtener un registro de ellos se
usa generalmente un micréfono, dispositivo que transforma las variaciones de presion
(que son proporcionales a las variaciones de densidad) en variaciones de una corriente
eléctrica. Al amplificarlas, estas corrientes pueden ser desplegadas en un osciloscopio
o ser escuchadas con un parlante.

., Como varia la presiéon del aire, en funcién del tiempo, para distintos tipos de
sonidos? En la figura[I5.86] se mostré en forma esquematica como varia la densidad del
aire (el gréfico para la presion es idéntico pues ambas magnitudes son proporcionales),
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a medida que trascurre el tiempo, para un tono de frecuencia bien definida.

Por otra parte, un ruido —por
ejemplo, el ruido producido al llenar
una banera— genera fluctuaciones de Figura 15.88
la presién, que varia, en este caso, irre-
gularmente (ver figura [I5.88]).
Llamaremos tono puro o tono sim-
ple a un sonido para el cual el grafico Figura 15.89
de presion en funcién del tiempo viene
dado por una funcién sinusoidal; esto
significa que la presién P varia, a medi-
da que transcurre el tiempo, de acuerdo
a la expresién

P(t) = Py + P cos(2nvt) .

(Denotaremos por P a la amplitud de
la oscilacién; P es un escalar y Nno un
vector unitario.)

La figura muestra un gréfico
presién-tiempo para un tono puro.

Cuando el tono no es simple y es,
por ejemplo, como el mostrado en la
figura [I5.86], entonces se habla de tono
compuesto.

Es claro que la longitud de onda de un sonido es igual al producto de la velocidad
con que se propaga por su periodo, o sea, es la distancia que alcanza a recorrer un
maximo de densidad en un periodo:

1
A=cT = e (15.10)

La elevacion de un tono que escuchamos depende de la frecuencia con que vibra
la fuente sonora. El oido humano es capaz de percibir tonos cuyas frecuencias varian
entre 16 Hz y aproximadamente 20.000 Hz —o sea, 20 kHz (kilohertz). Con la edad,
la posibilidad de escuchar frecuencias altas disminuye de manera significativa, siendo
el limite superior para varones de edad avanzada de s6lo unos 5.000 Hz.

La figura muestra el teclado completo de un piano moderno, indicando el
nombre que se da a las distintas notas, la frecuencia del sonido por ellas generadas
(en Hz) y la notacién musical que se usa para representarlas en un pentagrama.

Figura 15.90
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Fuente de sonido Presion Nivel de Potencia actstica
intensidad L relativa
Umbral de sonido 0.00002 Pa 0dB 1
Respiracién 0.000063 Pa 10 dB 10*
Ruido de hojas 0.0002 Pa 20 dB 102
Cuchicheo 0.00063 Pa 20 dB 103
Conversacién (separacién 1 m) 0.002 Pa 40 dB  10*
Violin (pianisimo) 0.0036 Pa 45 dB 100
Ruido en sala de clase 0.0063 Pa 50 dB  10°
Altoparlante (fuerte) 0.02 Pa 60 dB 106
Ruido callejero fuerte 0.063 Pa 70 dB 107
Grito fuerte 0.2 Pa 80 dB 108
Orquesta sinfénica (fortisimo) 2.0 Pa 100 dB  10'0
Discoteca 6.3 Pa 110 dB 10
Bocina de camién (a 1 m) 6.3 Pa 110 dB 10!
Turbina de avién 20.0 Pa 120 dB  10'2
Martillo neumatico 20.0 Pa 120 dB  10'2
Umbral del dolor 63.0 Pa 130 dB  10'3

Cuadro 15.2Intensidad del sonido producido por varias fuentes.

15.5. Intensidad

Hemos definido un tono como el sonido producido por una fuente sonora que
realiza oscilaciones periddicas. Ademds de la frecuencia hay otras dos propiedades
bésicas que caracterizan a un tono; éstas son su intensidad y su timbre. En la presente
seccion analizaremos algunos aspectos relacionados con la intensidad.

Como sabemos, un sonido puede tener un amplio rango de intensidades. Un sonido
débil puede ser no audible; por otro lado, un sonido intenso puede producir dolor, e
incluso lelgar a romper el timpano.

., Cémo podriamos medir la intensidad de un sonido? Es bien sabido que un au-
mento de la presién del aire conlleva un aumento de su densidad. Esto permite usar
las variaciones de la presion del aire generadas por una onda sonora para caracteri-
zar su intensidad. En la practica se usa el valor efectivo (dado por la raiz del valor
cuadrdtico medio)

APu(z) = ﬁ /OT(P(:n,t) _ P2t .

Para un tono puro P(z,t) = Py + pcos(kx — wt), el valor de la presién efectiva es
APeﬁ"(:L') = p/\/§

En el sistema de unidades M K .S, la unidad de presion es el Pascal. Recordemos
que un Pascal equivale a proximadamente un cien milésimo de la presién atmosférica.
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Cuando se escucha un tono, la presién atmosférica que actia sobre el timpano
no es uniforme, sino que varia periddicamente. Experimentalmente se encuentra que,
para que el oido sea capaz de percibir un sonido, la variacién de la presién efectiva
debe ser al menos de unos 0.00002 Pa. Esta presion umbral es pequenisima —de sélo
2. 10710 atmdsferas— y muestra la extraordinaria sensibilidad de nuestro sistema
auditivo.

Otra unidad usada comunmente para caracterizar el nivel de intensidad de un
sonido es el decibel (dB). La tabla ?? muestra la magnitud de las variaciones de presién
atmosférica generadas por varias fuentes de sonido, como también su equivalencia en
dB. El nivel de intensidad (para designarlo usaremos la letra L) viene definido por

AP,

u

donde P, = 0.00002 Pa es la presion efectiva para el umbral de sonido.
La potencia actstica, por unidad de drea, viene dada por
2
(o) = et
poc
donde c es la velocidad del sonido y pg la densidad de masa del medio en que éste
se propaga. (La densidad del aire, en la vecindad de la superficie terrestre, a 20°C es
aproximadamente pg = 1.29 kg/m3).
También se muestra en la tabla la potencia acustica relativa de los distintos
sonidos.
Evaluemos A P,g para una suma de dos perturbaciones sinusoidales:

P(z,t) =Py + P cos(kix —wit) + b, cos(kox — wat) .

Para esta magnitud al cuadrado se tiene

(APg? =1 / (P, t) — Py)? dt
0

T

1 (7 4 -
== / [P; cos(k1x — wit) 4+ Py cos(kax — wot)]? dt
T Jo
1 (7 4 1 (7 4
=— / P? cos?(kyx — wit) dt + — / P cos? (kyx — wot) dt
T Jo T Jo

2 [T ~ 4
+ = / Py P cos(kyz — wt) cos(kox — wot) dt
T Jo
= (APeﬁ‘71)2 + (Apeﬁ‘72)2 + término de interferencia

Si las frecuencias son diferentes, el término de interferencia no contribuye ya que el
integrando es oscilatorio. De esta manera se obtiene que

(AP.g)* = (AP 1)? + (APug0)? .



CAPITULO 15. ONDAS SONORAS 526

Como la intensidad por unidad de drea de un sonido es proporcional a (AP.g)?, se
obtiene que la intensidad de dos sonidos superpuestos es simplemente la suma de la
intensidad de cada uno de ellos por separado.

El rango dindmico del oido es enorme: Entre el umbral de audibilidad y el um-
bral del dolor, las ondas sonoras difieren en un factor 10'3, en cuanto a la energia
transportada por unidad de tiempo.

Cabe senalar que la sensibilidad del oido depende fuertemente de la frecuencia
del sonido (ver figura ?7?), sienod maxima para frecuencias de entre 500 y 6.000 Hz. El
oido es relativamente sordo para frecuencias mucho mas altas o mucho maés bajas que
éstas. Por ejemplo, para un sonido de 20 Hz, la variacién minima de presién requerida
para ofrlo es casi 10% veces mayor que para un sonido de 1000 Hz. Las lineas continuas
en la figura 7?7 unen puntos correspondientes a estimulos sonoros de tonos puros que
el oido humano percibe como de la misma intensidad. Asi, un sonido de 20 Hz debe
tener una intensidad de alrededor de 90 dB para que se peciba como si tuviera la
misma intensidad que un sonido de 1000 Hz a 30 dB.

Lo expuesto en los parrafos anteriores corresponde a resultados que pueden obte-
nerse experimentalmente, midiendo las propiedades de los sonidos con instrumentos
fisicos. Esto, sin embargo, no siembpre coincide necesariamente con lo que una per-
sona percibe. Analicemos entonces lo que subjetivamente tal persona escucha en lo
que a intensidad del sonido se refiere.

Si consideramos un sonido de 1000 Hz, para un humano, la intensidad del sonido
aumenta aproximadamente al doble cada vez que hay un aumento de intensidad de
10 dB. O sea: de dos sonidos que difieren en 20 decibeles, uno es percibido como si
fuera cuatro veces mas intenso que el otro; si difieren en 30 decibeles, uno parece ser
ocho veces més intenso que el otro. jLa sensacién de intensidad es proporcional al
logaritmo del estimulo!

15.6. Propagacion del sonido

Reflexion y absorcion
Volvamos a las ondas sonoras y analicemos algunos fenémenos que pueden modifi-
carlas en su trayecto desde la fuente sonora hasta su deteccién por nuestro sistema
auditivo. Uno de ellos es la reflexién. Una onda de sonido se refleja especularmente a
Ichocar con un objeto de al menos el tamano de su longitud de onda, interpuesto en
su camino. El sonido se refleja bien en superficies duras y rigidas, y mal en superficies
porosas, blandas y deformables. Al incidir el sonido sobre, por ejemplo, un cortinaje,
hay varios fenémenos que causan que se absorba la energia de la onda sonora, siendo
el mas importante el debido al roce viscoso con el aire.

Para vislumbrar lo que ocurre en el interior del cortinaje ilustremos primero el
efecto del roce en un caso més familiar. Consideremos un rio no muy turbulento.
A pesar de que el rio fluye y en el centro su velocidad puede llegar a ser de varios
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Material Frecuencia (Hz)

125 250 500 1000 2000 4000
Pared de ladrillos 0.02 0.03 0.03 0.04 0.05 0.06
Pared de ladrillos estucada y pintada 0.01 0.01 0.01 0.01 0.02 0.02
Paneles de madera terciada 0.60 0.30 0.10 0.09 0.09 0.09
Piso de madera 0.15 0.11 0.10 0.07 0.06 0.07
Cortinaje grueso 0.14 0.35 055 0.72 0.70 0.66
Alfombra gruesa sobre piso de concreto 0.02 0.06 0.15 0.40 0.60 0.60
Vidrio de una ventana 0.30 0.20 0.20 0.10 0.07 0.04
Butaca (sin ocupar) 0.20 040 0.60 0.70 0.60 0.60
Butaca ocupada 0.40 0.60 0.80 0.90 0.90 0.90
Silla metélica o de madera 0.02 0.03 0.03 0.06 0.06 0.05

Cuadro 15.3Coeficiente de absorcion de sonido para algunos materiales. Un coeficiente
de absorcion igual a 1 significa absorcion total.

metros por segundo, cerca de la orilla el agua estard practicamente en reposo. Se tiene
pues que en distintos sectores del rio el agua avanza con distintas velocidades. Este
movimiento relativio de aguas vecinas ocasiona roce y disipa energia de movimiento.
(Si no fuera por este roce, el agua de un rio deberia correr cada vez més répido a
medida que se acerca al mar.) Algo andlogo ocurre con el aire del cortinaje. El aire
muy cercano a las fibras estd siempre practicamente en reposo. El sonido que incide
sobre el cortinaje sélo puede inducir a moverse a las moléculas del aire que no estan
muy cerca de las fibras. Por consiguiente, en el interior del corinaje hay distintos
sectores del aire con distintas velocidades; la friccién, consecuencia de la viscosidad
del aire, se encarga de disipar la energia de la onda sonora.

Existen ademads otros mecanismos que contribuyen a la atenuaciéon de una onda
sonora cuando es reflejada por una superficie. Sin entrar en mas detalles, mencionamos
algunos de ellos:

a) La transmisién térmica de energia desde la onda sonora a la superficie reflectora.
b) La conduccién de sonido desde el reflector hacia otras estructura y ambientes.
c¢) La deformacién no eldstica que la onda sonora refleja en el “reflector”.

La tabla [I5.4] muestra la fraccién de la energia de un sonido que es absorbida al
reflejarse en diversos materiales. Se observa que, para un sonido de 1000 Hz, una
pared sélida de ladrillos refleja del orden de un 98 % del sonido que incide sobre ella,
mientras que un cortinaje grueso absorbe cerca de un 72%. Por ello en una sala
de conciertos hay que evitar exagerar en felpas y alfombras para disminuir el ruido
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ambiente, ya que esto podria causar serios problemas de actstica, al eliminarse, en
muy alto grado, los rebotes de los sonidos en la sala.

Observemos cémo distintos materiales absorben de manera distinta a los sonidos.
Por ejemplo, una pared de madera terciada absrobe eficientemente los sonidos de
frecuencia baja y s6lo en un grado mucho menor los de frecuencias altas. Lo contrario
ocurre con un cortinaje grueso: éste es un absorbente mas efectivo para sonidos de
frecuencias altas.

Acustica de salas

Volvamos a la reflexién de las ondas sonoras. Como es facil imaginarse, tal reflexion
juega un papel importante en la acistica de salas y piezas. La percepcién sonora en
una sala de conciertos depende de la intensidad y de la relacién temporal entre el
sonido directo —el que viaja en linea recta desde la fuente sonora hasta el receptor—
y el sonido indirecto —el reflejado por las paredes de la sala.

Empiricamente, una diferencia de tiempo entre el sonido directo y el indirecto
menor que 0.05 s resulta ser actisticamente favorable. Las reflexiones en este caso no
son molestas para entender la voz hablada, todo lo contraio, aumentan la intensidad
del sonido que llega al oido y, en el caso de la musica, favorecen la amalgamacion de
los sonidos, contribuyendo al colorido musical.

Por otra parte, diferencias de tiempo entre el sonido directo y el indirecto apro-
ximadamente mayores que 0.05 s son perjudiciales para entender la voz hablada y
para la 6ptima percepcion de la musica, si ambos tienen intensidades similares. En
efecto, 0.05 segundos es aproximadamente el tiempo minimo que requiere el oido para
percibir el sonido original y el reflejado como dos sonidos diferentes. Si el tiempo es
menor, los dos sonidos, el directo y el indirecto, se confunden y el oido los acepta
como uno solo.

Ejercicio
Demuestre que lo expuesto en el parrafo anterior limita el radio de las conchas acusti-
cas a aproximadamente ocho metros.

Cuando el sonido es reflejado en forma reiterativa se tiene lo que se conoce como
reverberacion. Paredes paralelas que reflejan bien el sonido favorecen este fenémeno.
La reverberacién en las salas de conciertos se puede minimizar recurriendo a su-
perficies inclinadas o absorbentes. Cuando la reverberacion es excesiva, situacion que
ocurre en la mayoria de las grandes iglesias, los distintos tonos de una melodia comien-
zan a confundirse y si, por ejemplo, hay un coro cantando, al publico le parecerd que
la ejecucién es poco precisa. La reverberacion puede incluso llegar a ser tan seria que
termina por desorientar a los mismos musicos.

La figura [5.9T] muestra un caso tipico de la evolucién temporal a la que estd ex-
puesto un oyente en una sala de conciertos cuando en el escenario algin musico toca
con su instrumento un sonido continuo durante el intervalo temporal [t;,t¢].
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Figura 15.91

A pesar de que el sonido comienza a emitirse en el instante ¢;, éste llega recién en
el instante t4 hasta el oyente. El producto de la velocidad del sonido ¢ por la diferencia
de tiempo (tq — t;) es igual a la distancia L que separa al oyente del misico con su
instrumento, o sea, L = ¢ - (tg — t;).

Analicemos detalladamente la figura [I5.91] Durane el intervalo de tiempo [t;, t4],
el oyente sélo escucha el ruido de fondo, que necesariamente siempre estd presente.
Para el caso mostrado en la figura, éste es de unos 30 dB. En el instante tg4, el
oyente percibe el sonido directo del instrumento; supondremos que la intensidad del
sonido directo corresponde a unos 70 decibeles. Si la sala no tuviese paredes o un
cielo, el nivel de intensidad se mantendria en ese valor. En una sala, sin embargo,
las sucesivas reflexiones incrementaran paulatinamente la intensidad del sonido. En
el instante ¢, llega al oyente el primer sonido reflejado. Tal como ya se senald, es
importante que el lapso transcurrido entre t4 y t, no sea superior a 1/20 de segundo,
para que el oyente no perciba el “escalén”. Para el ejemplo mostrado en la figura,
la primera reflexién aumenta la intensidad del sonido en unos 3 decibeles (lo que
equivale a aproximadamente un factor 2 en la energia sonora). Sucesivas reflexiones
multiples siguen aumentando la intensidad hasta que la energia por unidad de tiempo
del sonido absorbido por las paredes, el alhajamiento y las personas presentes en la
sala iguale a la potencia sonora que emana del instrumento. Para nuestro ejemplo,
esto ocurre cuando la intensidad del sonido (en el lugar en que se encuentra el oyente)
llega a los 80 decibeles. Nétese que la energia sonora en este nivel de intensidad es 10
veces mayor que la del sonido directo (que sélo era de 70 dB), en otras palabras, las
multiples reflexiones del sonido son fundamentales para incrementar su intensidad.

De acuerdo aon nuestras supsciciones, el musico deja de tocar su instrumento el
instante ¢¢. Sin embargo, recién en el instante ty deja de llegar el sonido directo hasta
el oyente, percibiendo éste una pequenia dsiminucién en la intensidda (recordemos
que para el ejemplo mostrado en el gréifico, el sonido directo es sélo un 10% de la
intensidad total). Posteriormente, el el instante #,, deja de llegar la primera reflexién
produciéndose una nueva disminucién de la intensidad. El sonido seguira siendo to-
davia bastante intenso ya que (como se ha indicado) la mayor parte de la intensidad
proviene de las reflexiones miiltiples (la reverberacién). El decaimiento del sonido es
relativamente lento.

Es usual caracterizar la reverberacion por el tiempo T™ que tarda la intensidad de
un sonido en decaer 60 dB una vez que se apaga la fuente de sonido. Para el ejemplo
mostrado en la figura [5.91], 7% = t* — {4, o sea, aun cuando la intensidad no puede
disminuir en 60 decibeles debido al ruido de fondo, para determinar el tiempo de
reverberacién se extrapola el decaimiento de la intensidad como si el ruido de fondo
no existiese, hasta que la disminucién es de 60 dB.
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En contraposicion a lo que ocurre en una sala, al aire libre, la ausencia de reflexio-
nes multiples hace que el sonido que se esxcucha sea mucho menos intenso. También,
una vez que el misco ha dejado de tocar y el sonido directo deja de llegar al oyente
(o sea, para instantes posteriores a fg), la intensidad del sonido abruptamente baja
hasta coincidir con el ruido de fondo.

Hoy en dia, las salas de conciertos son disenadas para que tengan cierta determi-
nada reverberacién (un valor considerado éptimo para el tipo de espect’aculos para
el que se estd disenando la sala). El valor éptimo para musica de cdmara es menor
que para una gran orquesta u épera. Naturalmente, la cantidad de publico presente
en la sala también afecta a este valor. Una reverberaciéon éptima ayuda a que los
distintos ejecutantes de una pieza musical se escuchen mutuamente. Cuando no hay
reverberacién, el sonido parece no tener vida, se desvanece rapidamente y los distintos
ejecutantes pueden tener dificultades para escucharse mutuamente, haciéndose dificil
una 6ptima presentacién (situacion usual en conciertos realizados al aire libre).

Se ha determinado que, para frecuencias de entre 500 Hz y 1000 Hz, el valor
optimo de T* para una sala de conciertos es de entre 1.6 y 2 segundos. El valor tipico
de T* para una sala de clases es de 0.5 s; para la faosa sala de 6peras Alla Scala de
Milan, T* ~ 1.5 s; para la del Teatro Colon de Buenos Aires, considerada entre las
cinco mejores salas de conciertos del mundo, 7% ~ 1.8 s; y para la inmensa Catedral
de Colonia, este valor es T* ~ 13 s.

Es claro que el tamano de una sala afecta directamente el tiempo T™: cuando més
grande la sala, tanto m’as demora el sonido en viajar entre las paredes y, por lo tanto,
el tiempo de reverberacién T™ aumenta. Una sala para musica de caAmara, que para
su Optima ejecucién requiere tiempos de reverberacion del orden de 1 s, debe tener
un volumen de entre 500 y 5000 m®. Para la representacién de una 6pera, el tiempo
de reverberacién 6ptimo es de alrededor de 1.6 s, lo que se logra en salas con un
volumen de entre 10000 y 30000 m?. En salas grandes jhay que cuidar que el tiempo
transcurrido entre el sonido directo y la primera reflexién no sea mayor que 1/20 s (de
otro modo, los dos sonidos no se amalgaman sino que se escuchan como dos sonidos
separados). Esto usualmente se logra suspendiendo desde los cielos de la sala y del
escenario, grandes paneles reflectores. Los paneles ubidcados sobre el escenario son
ademds fundamentales para que los musicos se escuchen bien unos a otros. Si estos
panesles se encuentran suspendidos a mas de 6 m, se hace muy dificil ejecutar una
obra musical en forma completamente coordinada.

Atenuacion del sonido
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La experiencia cotidiana muestra que, a

medida que nos alejamos de una fuente de
sonido, su intensidad disminuye. La princi- Figura 15.92
pal razén de esto es puramente geométrica.
Si rodeamos la fuetne sonora con céscaras
esféricas concéntricas imaginarias (ver figu-
ra[[5.92] una de radio R y otra de radio 2R,
observamos que la onda sonora, al llegar a
la cédscara exterior, debe repartirse sobre una
superficie mucho mayor que sobre la cascara
interior.

Como el area de la esfera exterior es cuatro veces el area de la interior, la razén
de la potencia sonora por unidad de ’area entre ambas esferas, tambi’en sera cuatro.
Como 3 decibeles corresponden a un factor 2 en la potencia acustica, un factor 4
corresponderd a 6 dB. O sea, al alejarnos de la fuente sonora aumentando la distancia
al dobrle, la intensidad del sonido, por razones puramente geométricas, disminuye en
6 decibeles.

En general, para una fuente puntual, en ausencia de reflexiones yrefracciones, la
intensidad del sonido diminuye, por razones geométricas,s en forma proporcional al
inverso de la distancia al cuadrado.

La viscosidad del aire también afecta a la intensidad de la onda sonora en su
propagacion libre. Como ya sabemos, un sonido genera pequeiias oscilaciones de frac-
ciones de un milimietro de las moléculas del aire (recordemos las oscilaciones de las
tres moléculas mostradas en la figura[I5.84]). Al analizar cuidadosamente esa figura se
observa que laas moléculas no oscilan en la misma direccién en el mismo instante; de
hecho, moléuclas ubicadas en regiones separadas por media longitud de onda siempre
tienen velociades opuesta. Esto significa que también durante la propagacién libre de
una onda sonora hay, entre distintos sectores del medio, velocidades relativas. Pero,
como ya hemos visto, cuando distintos sectores de aire se mueven unos respecto a los
otros, debido a la viscosidad habra necesariamente disipacién de energia (roce).

Afortunadamente para sonidos de interés musical, estas regiones o sectores en
movimiento relativo estdn relativamente distantes unas de las otras (separados por
media longitud de onda) y, por consiguiente, el efecto de la viscosidad es mucho
menor que en el caso del cortinaje mencionado anteriormente, donde las distancias
involucradas eran las que hay entre fibras vecinas. Sin embargo, cuando la longitud
de onda es pequena (como ocurre en los sonidos de altas frecuencias), la absorcién de
la intensidad debida a la viscosidad del aire es importante.
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Frecuencia del Sonido Distancia

L bla adi | 1 kHz 22.2 km
N a .ta a a i]unta muestra la 10 kHz 290 m
1stan.01a que a?anza a recorrer 60 kHz 6.14 m
el sonido en el aire antes de per-
. ) . 100 kHz 2.2 m
der la mitad de su intensidad de-
1 MHz 2.2 cm

bido al roce viscoso (en la tabla
no esté considerado el efecto de la
disminucion de la intensidad del
sonido debido al factor geométri-
Co).

Notemos cémo la distancia disminuye rapidamente a medida que aumenta la
frecuencia del sonido. Esto explica por qué sélo se percibe el retumbar grave como
efecto de una fuerte explosién ocurrida lejos.

Superposiciéon de ondas sonoras

El hecho que la ecuacién de ondas sea lineal, significa que una combinacién lineal
de soluciones también serd solucién. Esto se conoce con el nombre de principio de
superposicion.

El principio de superposicion permite en-
tender un fenémeno interesante. En la figu-
ra 7?7 se muestra la representacién grafica de
la presién de dos sonidos que tienen la mis-
ma amplitud y casi la misma frecuencia (si-
tuacion que se presenta a menudo al afinar
un piano o una guitarra). ;Cémo percibe el
oido el sonido de ambas cuerdas pulsadas si-
multdneamente?

De acuerdo al principio de superposicion, debemos sumar ambas perturbaciones.
También se muestra tal suma en la figura. Obserbamos que la suma consiste en osci-
laciones con esencialmente la misma frecuencia que las ondas originales, moduladas
por una oscilacién de frecuencia mucho menor. La amplitud de la onda-suma no es
constante sino que varia periddicamente.

Ejercicio:

Muestre que la suma de ambas ondas consiste en rapidas oscilaciones con fre-
cuencia v = (v1 + 12)/2, cuya amplitud viene modulada por una frecuencia mucho
més lenta, igual a (2 — v1).

Estas variaciones de amplitud de la onda suma originan una variacién en la
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intensidad del sonido que es facil de percibir y se conoce con el nombre de pulsaciones
o batimentos. Al afinar una guitarra, dos cuerdas estaran bien afinadas si al hacer
sonar con ellas simultdneamente la misma nota, no se escuchan pulsaciones. Si, por
ejemplo, se perciben pulsaciones de 2 Hz, serd porque la frecuencia de las dos cuerdas
difieren en esa magnitud.

15.7. Timbre

Una de las caracteristicas de un tono que atin no hemos abordado es el timbre, la
propiedad que permite distinguir, por ejemplo, entre una nota tocada por una flauta
y la misma nota ejecutada por un violin.

Al pulsar, por ejemplo, una cuerda de guitarra, el movimiento resultante no co-
rresponderd al asociado a un modo normal puro, sino que sera el resultado de una
superposicién de numerosos arménicos. Aun cuando el movimiento de la cuerda se de-
ba a una suma de distintos modos de oscilacién (de frecuencias vy, 2v4, 3vy, 4v1, ete.),
el movimiento resultante tendrd la frecuencia vy, siendo, por consiguiente, también
ésa la frecuencia del tono generado por ella.

i.Serd posible invertit la argumentacién anterior? Al observar un movimiento pe-
riédico complejo de frecuencia vy, ;jpodrd descomponerse este movimiento en una
superposicion de modos normales que tengan frecuencias que sean multiplos enteros
de 11?7 La respuesta es si, procedimiento que se conoce con el nombre andlisis de
Fourier. (Esencialmente coincide con lo realizado en la seccién 16.5).

Mostremos algunos ejemplos concretos. En las figuras 7?7, 77 y 7?7 se presenta la
descomposicién de Fourier (o descomposicion espectral) de tres movimientos periédi-
cos compuestos (por ejemplo, la presién de tonos musicales en funcién del tiempo).

En cada caso, en la parte superior se despliegan las variaciones de la presién (en
funcién del tiempo) generadas por los tonos y en la parte inferior, su descomposicién
en armonicos. En todos los casos se grafica la funcién original sobre un intervalo tem-
poral que abarca cuatro periodos completos. Para simplificar la discusién, nos hemos
restringido a mostrar ejemplos para los cuales la variable original es una superposi-
cién de a lo sumo los cuatro primeros arménicos. Al lado derecho de cada uno de los
armonicos, se indica la amplitud con que contribuye al tono original.

Observe que:

= El tono compuesto resultante de la superposicion de los arménicos es siempre un
tono cuya frecuencia coincide con la del primer arménico (ambos tienen la misma
periodicidad). Lo anterior es incluso cierto cuando el 1¢* armonico esta ausente,
es decir, cuando contribuye con una amplitud nula (ver figura 77).

= Las amplitudes de los distintos armdnicos mostrados en las figuras 7?7 y 77 son
iguales. A pesar de ello, la superposicién da origen a tonos compuestos que
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en ambos casos tienen una evolucién temporal bastante distinta. La diferencia
entre los dos ejemplos radica en que el segundo armonico en la figura 77, se ha
desplazado en 1/4 de longitud de onda respecto al caso mostrado en la figura ?7?.

Los tonos compuestos mostrados en las figuras anteriores, por tener todos la mis-
ma frecuencia, los escuchamos como teniendo todos la misma altura. Sin embargo, no
todos ellos tendran el mismo timbre. ;Cudl es la propiedad de un tono que permite
que exista una amplia gama de timbres? La respuesta a este interrogante fue descu-
bierta por Hermann von Helmholtz (1821-1894):

Para sonidos continuos, el timbre de un tono depende sélo de la
amplitud de los distintos armdnicos que lo componen.

El oido es bastante sensible a la intensidad (o amplitud) de los distintos arméni-
cos de un tono compuesto, siendo, por otra parte, esencialmente insensible a la fase
(o “corrimiento”) con que ellos aparecen en su descomposicién. De acuerdo a este
notable descubrimiento de von Helmholtz, deducimos que los tonos mostrados en las
figuras 7?7 y 7?7 tienen el mismo timbre. Los sonidos generados por la onda mostrada
en la figura 77 y 7?7, difieren en el timbre, pues, en su descomposicién espectral, los
distintos armonicos que lo componen aparecen con intensidades distintas.

La elevacion o altura de un tono resulta determinada sélo por su

frecuencia v. Lo anterior sigue siendo valido aun cuando en la

descomposicion espectral del tono, el armdnico fundamental de fre-

cuencia v esté ausente.

En la caracterizacién del timbre de un sonido continuo, lo tnico relevante para
el oido humano son las amplitudes de los distintos armoénicos de su descomposicién
espectral. Por esta razén, para analizar el timbre, en lugar de mostrar el comporta-
miento temporal de un tono compuesto, basta graficar las amplitudes de los distintos
arménicos que lo configuran.

La figura ?? muestra la intensidad rela-
tiva (en decibeles) de los distintos arméni-
cos en que se descompone un sonido tipico
de un clarinete. En este ejemplo se observan
26 armonicos distintos. Para los arménicos de
orden bajo, dominan los con n impar; lo que
da origen al caracteristico sonido “aterciope-
lado” del clarinete.

15.8. Consonancia y disonancia

El descubrimiento de las relaciones existentes entre la musica, la matematica y
la fisica se remonta al siglo VI antes de Cristo, época en que la Fscuela de Pitdgoras
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realizé un exhaustivo estudio de la cuerda vibrante (monocuerda). Los descubrimien-
tos de Pitdgoras y sus discipulos fueron el punto de partida de todos los estudios
posteriores de la armonia en la musica y, sin lugar a dudas, influyeron en forma
importante en lo que hoy dfa conocemos como la musica del mundo occidental.

Pitagoras se dio cuenta de que si una cuerda tensa se acortaba a la mitad, entonces
la frecuencia del sonido aumentaba al doble, elevandose su sonido en una octava. Si,
por ejemplo, el tono de la cuerda entera corresponde a un Do, las oscilaciones de la
mitad de la cuerda generan el Do’ siguiente, una octava mas agudo (para distinguirlo
del primer Do, le hemos agregado una comilla).

El descubrimiento importante de la escuela de Pitdgoras consistié en percatarse
de que los intervalos musicales més consonantes con respecto a la cuerda total—es decir,
los que suenan maéas agradables al oido al sonar conjuntamente—se obtienen cuando,
al acortarla, el pedazo de cuerda que oscila corresponde a una fraccién (irreductible)
n/m de la cuerda completa, en la que tanto el numerador n como el denominador m
son enteros pequenos. Cuanto mas pequenos son estos enteros, tanto més consonante
se percibe el sonido simultaneo de los dos sonidos.

Al permitir que vibre la mitad de la cuerda, la frecuencia aumenta en un factor
2/1, siendo el intervalo entre los dos sonidos lo que se conoce con el nombre de octava.

Algunas notas de la escala natural mayor

Al permitir que vibren 2/3 de la longitud de una cuerda, la frecuencia aumenta
en un factor 3/2. El intervalo entre los sonidos nuevo y original se denomina quinta
justa o quinta perfecta. El intervalo Do-Sol corresponde a una quinta justa, y por lo
tanto se tiene

VSol 3

VDo 2 '
Esta ultima ecuacién permite, conociendo la frecuencia del Do, determinar la
frecuencia del Sol.
Continuando de la misma manera, el cuociente que sigue en complejidad es 3/4.
Al acortar una cuerda a 3/4 de su longitud original, la frecuencia del sonido emitido
aumenta en un factor 4/3. En este caso, el intervalo musical entre el tono original
y el nuevo se denomina cuarta justa. El intervalo Do-Fa, como también el Sol-Do’,
corresponden a cuartas justas. En este caso se tiene
Vpa 4

VDo 3.
Si las frecuencias de dos sonidos estan en la razén 1:1, entonces tienen la misma
frecuencia, y se dice que estan al unisono.
El unisono, la octava, la quinta y la cuarta justa, son los intervalos musicales
més consonantes y tienen su origen en las fracciones mds simples: 1/1, 1/2, 2/3 y
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3/4, respectivamente. Estos intervalos desempenan un papel especial en la armonia
musical.

En la mayor parte de la musica del mundo occidental, el desarrollo armoénico y
melddico de las piezas musicales transcurre en una tonalidad y en torno a una nota
central o eje, la asi llamada tdnica. La iltima nota de la melodia de una pieza musical
coincide, generalmente, con la ténica.

Las notas musicales a las que se llega partiendo de la ténica por medio de un
intervalo de quinta y cuarta justa tienen nombres especiales: se llaman dominante
y subdominante de la tonalidad, respectivamente. Si la tonica es el Do, entonces la
dominante corresponde a la nota Sol y la subdominante al Fa.

Evaluemos la razén entre las frecuencias de las notas Sol y Fa. Usando algebra
elemental se encuentra que

vsol _ Sol  Sol Do
vea Fa  DoFa 2 4 8
(Observe que hemos usado la razén de dos notas para referirnos en realidad al cuo-
ciente de sus frecuencias.) Los enteros que intervienen en la dltima fraccién ya no son
tan pequenos y tal intervalo (que se llama segunda mayor) suena disonante.
Volvamos a la monocuerda y acortémosla ahora a 4/5 de su longitud original. La
frecuencia de la cuerda aumentara en un factor 5/4. Esta fraccién atin estd constituida
por enteros relativamente pequenios y los dos sonidos, separados por un intervalo
que se suele llamar tercera mayor, efectivamente se perciben como consonantes. El
intervalo Do-Mi corresponde a una tercera mayor y, por supuesto, se tiene que

_3 3.9

VDo 9

UMi 4 '

El acorde perfecto mayor

Hasta aqui hemos establecido las frecuencias (relativas) de las notas Do, Mi, Fa, Sol
y Do'. {Cémo podemos obtener las demds notas de la escala musical?

Para ello introduzcamos la nocién de acorde. El acorde mas importante de la
musica occidental es el acorde perfecto mayor; por ejemplo, el dado por las notas
Do — Mi — Sol. El placer producido al escucharlo se debe a que la razén entre las
frecuencias, 4:5:6, sélo involucra nimeros enteros pequeﬁo@.

1Se podria argumentar que un acorde formado por tres notas cuyas frecuencias est4n en la razén
3:4:5, debe producir un sonido atin mas placentero que el acorde perfecto mayor. Esto es efectivamente
asi. Pero observemos que ese acorde es esencialmente el mismo que el acorde perfecto mayor: al
trasladar la nota més grave del acorde 3:4:5 a la octava superior (el 3 se transforma en 6), se obtiene
un acorde cuyas frecuencias estdn en la razén 4:5:6. El acorde Sol — Do’ — Mi’ estd compuesto por
notas cuyas frecuencias estdn en la razén 3:4:5 — tal acorde es simplemente una “variacién” (en el
lenguaje técnico, la segunda inversién) del acorde perfecto mayor Do, Mi, Sol. Cuando las notas
estdn en la razén 1:2:3 no se tiene realmente un acorde, ya que la segunda nota es esencialmente la
misma nota que la primera, sélo que trasladada en una octava. Lo mismo sucede con notas en la
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Los acordes perfectos mayores, basados en la ténica, subdominante y dominante,
permiten encontrar las frecuencias de las deméas notas de la escala musical mayor
(ver problemas de las seccién 15.11). La figura 7?7 muestra las razones para las notas
sucesivas de la escala Do mayor en la afinacion natural o justa.

15.9. Oscilaciones de una columna de aire

Las oscilaciones de una columna de aire cilindrica completamente encerrada son
en muchos aspectos andlogas a las oscilaciones de una cuerda con ambos extremos
fijos. Recordemos que ambos movimientos satisfacen la misma ecuacién diferencial —
la ecuacion de ondas. La diferencia més importante entre estos dos sistemas es que,
en un caso, la cuerda realiza oscilaciones transversales, mientras que, en el otro caso
la masa de aire realiza oscilaciones longitudinales.

FEn los demés aspectos, las oscilaciones de una columna de aire cerrada en ambos
extremos, que denotaremos por ¢—c, y las oscilaciones de una cuerda con ambos
extremos fijos, tienen muchas semejanzas. En efecto:

1. Tanto en la cuerda como en la columna de aire, el movimiento es nulo en los
extremos.

2. Ambos sistemas poseen varios modos de oscilacién, llamados modos normales o
armonicos. Estos modos tienen frecuencias miiltiplos de la del modo de oscila-
cién fundamental (o primer arménico). La figura 7?7 da una idea de cémo oscila
el aire en el interior de la columna en el modo fundamental y en el segundo
modo.

3. Lalongitud de onda de la oscilacion correspondiente al n-ésimo modo, en ambos
casos viene dada por

4. La relacién que existe entre la frecuencia v y la longitud de onda A, en ambos
casos, es

c
A=—. 15.11
’ (15.11)
Para la columnda de aire, ¢ es la velocidad del sonido en ese medio.

A partir de las dos dltimas ecuaciones, deducimos que

<
2L’

relacién 2:3:4; en este caso, la tercera nota esencialmente coincide con la primera.

Up="n

(15.12)
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es decir, la frecuencia es inversamente proporcional al largo del tubo.

FEn la figura 7?7 se muestra la presién del aire en el interior de la columna cuando
ésta oscila en el modo fundamental y en el segundo armonico. La presion es alta
(por encima de la presién ambiental pg) si el aire estd comprimido, y baja, cuando
estd enrarecido.

La velocidad del aire para una columna de aire c—c siempre es nula en los ex-
tremos. En la figura 77, velocidades positivas indican que el aire se mueve hacia la
derecha; velocidades negativas, que se mueve hacia la izquierda. Cuando la presién
alcanza uno de sus valores extremos (es decir, es minima o maxima), el aire se encon-
trard momentdneamente en reposo. Algo similar ocurre con las oscilaciones de una
cuerda (o las oscilaciones de un columpio): cuando el desplazamiento desde su posicién
de equilibrio es maximo, el sistema se encontrard momentaneamente en reposo.

Columna de aire abierta por un extremo

Analicemos las oscilaciones que pueden generarse en una columna de aire cilindri-
ca, cerrada en un extremo y abierta en el otro, que denotaremos por c—a.

La clave para poder analizar este problema consiste en darse cuenta de que el
aire ubicado en la vecindad del extremo abierto del cilindro, por estar en contacto con
el exterior, estard (en primera aproximacién) sometido en todo instante a la presién
atmosférica.

Ahora notemos que en la columna de aire c—c¢, cuando la columna de aire oscila
en el modo fundamental, la presién en el centro nunca varia, coincidiendo siempre
con la presién atmosférica pg. Esto significa que, si la columna c¢—c oscila en su modo
fundamental, la podemos cortar por la mitad, y alejar una de las mitades sin que se
modifique el modo de oscilacion de la parte restante. En particular, para el pedazo de
cilindro ¢—a de longitud L' = L/2 que queda, no hay cambio de la longitud de onda
y, por consiguiente, tampoco en la frecuencia. Ahora bien, en la columna de aire c—c
la longitud de onda del modo fundamental es el doble del largo L. Al acortarla por
la mitad, la longitud de onda del modo fundamental resulta ser cuatro veces el largo
L' del cilindro que queda, es decir, A = 4L/.

Reiteramos que la columna de aire c—c cercenada al centro es precisamente un
cilindro c—a. De esta manera, hemos encontrado la frecuencia v de las oscilaciones
correspondientes al modo fundamental (n = 1) de tal sistema:

_c
=1

La figura ?? muestra la velocidad del aire y la presién en el interior del tubo
(cerrado en el extremo O y abierto en L’). Notemos que estas figuras coinciden exac-
tamente con la mitad izquierda de las correspondientes al modo fundamental de la
columna c—c, mostradas en las figuras 7?7 y ?7.

Para obtener el segundo arménico del sistema c—a podemos usar un “truco”
parecido. Notemos que la columna de aire c—c, al oscilar en el segundo arménico, en

41
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los lugares L/4 y 3L /4, la presién nunca varia, coincidiendo siempre con la atmosféri-
ca. Luego, podemos cortar el tubo en el lugar 3L/4 y descartar la parte més corta,
sin modificar las vibraciones del aire en el interior de la parte méas larga. De esta
manera, encontramos la frecuencia de oscilacion para el segundo arménico de una
columna cilindrica de aire c—a. Designemos su longitud con la letra L’. Se deduce
que 3\/4 = L. La frecuencia de este segundo arménico es, por lo tanto,

VQZX:E:3V1.

Continuando del mismo modo, se encuentran las frecuencias de todos los demas
modos de oscilacién de una columna de aire ¢—a. Las frecuencias posibles resultan
ser los multiplos impares de la frecuencia del modo fundamental vy = v)(4L), es decir:

c

vp = (2n — 1)4L = (2n — 1)y, (15.13)

conn=1,23...
La figura 7?7 muestra la presion y la velocidad del aire dentro del cilindro cuando la
columna oscila en el segundo (n = 2) y tercer (n = 3) modo normal, respectivamente.

Columna de aire abierta por ambos extremos

Analicemos ahora las oscilaciones que pueden generarse en una columna de aire
cilindrica a—a (abierta por ambos extremos).

En este caso, en la vecindad de ambos extremos (abiertos) del cilindro, la presién
del aire serd en todo instante igual a la presién atmosférica pg. Nuevamente podemos
descubrir cudles seran los modos de oscilacién en este caso, cortando el cilindro c—c
en lugares apropiados (donde la presién es py).

En la figura 77 se observa que el modo fundamental del cilindro ¢—c no posee
dos nodos de presion, es decir, lugares en que la presion del aire no varie, pero que
el segundo arménico si los tiene. Cortemos el cilindro c—c (al oscilar en el segundo
armoénico) en los lugares © = L/4 y x = 3L/4. De este modo, la seccién central
dar4 el modo fundamental de un tubo cilindrico a—a de largo L = L/2. Notemos que
A = 2L, o sea, la longitud de onda es dos veces el largo L. La frecuencia del modo
fundamental para un tubo abierto en ambos lados sera dada por

Y

resultado que coincide con el obtenido del tubo cilindrico c—c. La figura 7?7 muestra
la presion y la velocidad del aire para el modo de oscilacién fundamental en el interior
de una columna cilindrica a—a.

Para obtener el segundo arménico, es casi evidente que la columna de aire tendra un
nodo de presién adicional al centro. La figura 7?7 muestra como se comportan la pre-
sién y la velocidad del aire en este caso. La longitud de onda del segundo arménico
coincide con el largo L del tubo, siendo la frecuencia vy = 2u;.
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Modo de Oscilacién | n | Cilindro ¢—c | Cilindro ¢—a | Cilindro a—a
Fundamental 1 1z V1 2]
2° modo 2 211 31 21
3" modo 3 311 511 311
4° modo 4 41 T 417
5° modo 5 511 91y 511
Frecuencia del 1 Yy = c b = < V= <
modo fundamental 2L 4L 2L
Frecuencia del
modo n n Uy = nuy vp = (2n — 1)1y vp = Ny

Cuadro 15.4Frecuencias de los modos normales de oscilacion de una columna de aire.

Continuando de esta manera se encuentra que, para el caso de un cilindro abierto
en ambos extremos, las frecuencias de los distintos modos de oscilacién son expresadas
por

Cc
Vp = N—= = nly, 15.14
<, (15,14

conn =1,2,3... La tabla adjunta recapitula los resultados de esta seccion. Compére-
la con la tabla andloga para las oscilaciones de una cuerda tensa mostrada en el
capitulo anterior.

15.10. Efecto Doppler

Considere un observador que escucha el sonido de una fuente sonora. Supongamos
que la fuente sonora genera un sonido continuo de frecuencia vg. Si la separacién
entre la fuente y el observador varia en funcién del tiempo, entonces la frecuencia que
escuchard el observador no sera vy. Este fendmeno se conoce por efecto Doppler.

Supongamos que una fuente de sonido fija emite un sonido de frecuencia vy y que
el observador se observa con velocidad v. (Suponemos ademés que no corre viento, es
decir, el aire estd en reposo para la fuente). La separacién de dos maximos de presién
sucesivos de la onda sonora es A\g = ¢/1g, donde ¢ es la velocidad del sonido. Pero
como el observador va al encuentro de ellos, el tiempo que tarda en recibir a dos
mAaximos sucesivos serd menor, y por lo tanto la frecuencia mayor (ver figura ??7). Un
simple andlisis muestra que la frecuencia que escucha el observador sera

ctv

V=1p- . (fuente fija, observador se acerca).
C

Si en lugar de acercarse, el observador se aleja de la fuente, se debe cambiar el signo
de v. En tal caso la frecuencia resulta ser



CAPITULO 15. ONDAS SONORAS 541

v=1: (fuente fija, observador se aleja).

c

Consideremos el otro caso. Supongamos que el observador se encuentra fijo y que
la fuente de sonido, que emite un sonido de frecuencia v, se mueve hacia el observador
con una velocidad v (ver figura ?77?). En este caso, debido a que la fuente se acerca,
la longitud de onda (es decir, la distancia entre dos maximos sucesivos de la presion)
no serd ¢/vy, sino que algo menor. Un andlisis simple muestra que la frecuencia que
escucha el observador en este caso sera

Cc

vV=1y: (observador fijo, fuente se acerca).

c—v’
Si en lugar de acercarse, la fuente se aleja, entonces se debe cambiar el signo de v.
En tal caso, la frecuencia resulta ser

c

V=1 (observador fijo, fuente se aleja).

et

Cono de Mach

Al propagarse un objeto con velocidad supersonica, la envolvente de las ondas sonoras
que emite el objeto formardan un cono (llamado cono de Mach). No hay sonido en el
exterior del cono. La envolvente se mueve con la velocidad del sonido. Cuando la
envolvente llega a un observador, este escuchara la tipica explosién supersénica. El
angulo del cono de Mach viene dado por

) c
sing = —.
v

15.11. Problemas

1. El oido humano puede escuchar sonidos cuyas frecuencias varfan entre 16 y
20000 Hz. Encuentre la longitud de onda de estas ondas sonoras.

2. Las variaciones de presion para el umbral del sonido son de sélo 0,00002 Pa. Para
comprender lo que significa en la practica esta pequenisima magnitud, recuerde
cémo se tapan los oidos al descender rapidamente en un ascensor o bajar en
automovil una cuesta; basta descender verticalmente unos veinte metros para
sentirlo. Demuestre que el cambio de presién de 2 x 107'%atm ya se produce al
descender sélo 1,6 milésimo de un milimetro!

3. a) Demuestre que la suma de dos sonidos de 0 dB tiene un nivel de intensidad
de 3dB.
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b)

Tres sonidos por separado, en cierto lugar, tienen un nivel de intensidad de
40, 70 y 80 decibeles, respectivamente. Encuentre el nivel de intensidad que
se sentiia en ese lugar si las tres fuentes de sonido sonaran simultaneamente.

4. Suponga que en una orquesta, 30 violinistas tocan su violin con la misma in-
tensidad. El nivel de intensidad del sonido que se escucha en cierto lugar de la
sala es de 66 dB. ;Cuél seria la intensidad en ese lugar si sélo tocara un violin?

5. Considere una onda sonora (plana) sinusoidal:

P(x,t) = Py 4+ Pcos(kz — wt).

(Denotaremos por P a la amplitud de la oscilacién: en este problema, a serd un
escalar y no un vector unitario.)

a)

Demuestre que la amplitud @ de las oscilaciones de las moléculas del medio,
al paso de la onda sonora viene dada por

. P
U= —-,
Pocw

donde c es la velocidad del sonido y pg su densidad de masa.

Demuestre que la potencia actstica [ transmitida por unidad de area, viene
dada por
1 2

I== 242,
2cp0wu

(Note la similitud de esta expresién con la ecuacién para la energia trans-
portada por una onda sinusoidal en una cuerda, deducida en el capitulo
anterior.)

Demuestre que otra expresion alternativa para la potencia acustica por
unidad de &rea es

2
=
2ppc

Las notas musicales Fa - La - Do’ corresponden a un acorde perfecto
mayor. Usando este hecho, demuestre que la razén entre las frecuencias de
las notas La y Do es 5:3.

También el acorde Sol - Si - Re’ es un acorde perfecto mayor. Determine
la razén de frecuencias entre el Re y el Do.

Determine la razén de frecuencias entre el Mi y el Re. (En la escala mayor,
con afinacién natural, jno todos los intervales sequnda mayor son iguales!)
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7. Determine el valor de la velocidad del sonido en gas de nitrogeno si este se
encuentra a una temperatura de —30°C.

8. Considere las oscilaciones de la columna de aire al interior de un tubo. Demues-
tre que la frecuencia de un modo normal particular de oscilacién varia con un
cambio de temperatura de acuerdo a la relacién

AV_AT

v 2T
9. a) Encuentre una expresién para el desplazamiento u(z,t) de las moléculas
de aire al interior de un tubo c—a, cuando este estd oscilando en su tercer
modo normal.

b) Derivando con respecto al tiempo, encuentre una expresiéon para la veloci-
dad de las moléculas al interior del tubo.

¢) Usando la relacion

ou
p(x,t) = po (1 - %> ,

encuentre una expresién para la presién p(x,t).

d) Convénzase de que los resultados anteriores estdn en concordancia con lo
mostrado en la figura 77.

10. Un automovil, cuyo chofer toca la bocina, se acerca con velocidad v a una pared.
El eco que escucha el chofer es una tercera mayor méas agudo que el sonido de
la bocina. Encuentre la velocidad v.

11. Una persona A genera sonido induciendo oscilaciones en el aire encerrado en el
interior de un tubo cilindrico c—a de 20 cm de largo.

a) Si las oscilaciones inducidas corresponden al segundo modo normal de os-
cilacién, determine la frecuencia del sonido emitido.

b) Supongamos que la persona A se encuentra sobre un carrito abierto que
se mueve con velocidad v hacia una gran pared. ;Cudl es la frecuencia del
eco que escucha A?. (Suponga que no corre viento).

¢) Una persona B se encuentra entre el carrito y la pared. ; Con qué frecuencia
escuchard B el sonido directamente emitido por A y el eco que rebota en
la pared?

12. Un plomero debe destapar un tubo que se encuentra obstruido. Al soplar por
encima de la apertura del tubo, escucha un sonido de 200 Hz. ;A qué distancia
de la apertura se encuentra la obstruccion?



CAPITULO 15. ONDAS SONORAS 544

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Demuestre que una onda sinusoidal de 1000 Hz, con vibraciones de presion
AP.g = P, = 0.00002 Pa, corresponde aproximadamente a una intensidad de
I~10712 W/m?.

Para un sonido de 1000 Hz, la sensibilidad del oido humano es de aproximada-
mente 10712 W/m?. Encuentre la amplitud de las oscilaciones de las moléculas
de aire para un sonido de esa intensidad. Observe que las amplitudes de las
oscilaciones son menores que el tamano de las moléculas de aire.

. Cudl serd la intensidad del sonido (en decibeles) de una bocina de camién cuya
potencia acustica es de 5 Watt, si se la escucha a 5 m de distancia? Desprecie
los efectos (refraccién, difraccién, etc.) que modifican a la onda sonora durante
su propagacion.

Un dia de verano, en que corre un viento sur de 30 km/hora, un automovilista
viaja a 100 km/h hacia el norte. Al hacer sonar la bocina, el chofer al interior
del automovil la escucha emitiendo un sonido de 440 Hz. ;Con qué frecuencia
percibe el sonido una persona, parada junto a la carretera, antes y después de
que haya pasado el automovil?

Una persona escucha el sonido de una campana de una iglesia que estd a 2 km
de distancia. La campana emite un sonido de 500 Hz. Ademés corre un viento
de 50 km /hora, transversal a la linea que une a la persona con la iglesia.

a) ;Cudnto tarda el sonido para propagarse desde la iglesia hasta la persona?

b) (Con qué frecuencia escuchara la persona el sonido?

Un automévil se mueve con velocidad v hacia un observador A fijo. Se hace
sonar la bocina del automévil, cuya frecuencia es vy. Encuentre la frecuencia
del sonido detectado por A, si corre un viento con velocidad ¥ en la misma
direccién en que avanza el automévil.

Una persona observa un avion supersénico que vuela horizontalmente con velo-
cidad constante. 10 segundos después de pasar por encima de su cabeza, escucha
la “explosion supersénica” del cono de Mach. Si en ese instante el aviéon forma
un angulo de 30° con la normal, ;cudl es la velocidad del avién y a qué altura
esta volando?

Dos fuentes de sonido puntuales, separadas por una distancia D = 4 m, se perci-
ben separadamente, en el punto medio entre las dos, como teniendo intensidades
sonoras L de 70 y 50 decibeles, respectivamente.

a) ;Qué intensidad sonora L (en decibeles) tendra el sonido si se escuchan
ambas fuentes en forma simultdnea?
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b) (En qué lugar entre ambas fuentes uno debe ubicarse para escuchar las
dos fuentes con la misma intensidad? (Para resolver este problema, sélo
considere los aspectos geométricos del problema, despreciando efectos como
la reflexién, refraccion, absorcién del sonido por objetos en el entorno, y
también la atenuacién del sonido por mecanismos disipativos.)

21. Un observador A deja caer una fuente sonora desde la azotea de un edificio. Sea

g la frecuencia del sonido que emite la fuente.

Sea t = 0 el instante en que la fuente sonora comienza a caer. Determine la
frecuencia v(t) con que A percibe el sonido. (Observe que hay un tiempo que
transcurre entre el instante en que se emite el sonido y el instante en que A lo
escucha.)

15.12. Solucién a algunos de los problemas

Solucion al problema 2

La férmula barométrica que nos da la presién de la atmésfera en funcién de la altura
es

donde Py es la presién atmosférica y pp = 1.29 kg/m? es la densidad del aire a nivel
del mar. Derivando esta expresién se obtiene

apth) (9P,

Evaluando en h = 0 (esto es en la superficie terrestre), se encuentra que

dP = —gpg dh.

Usando esta relacién se deduce finalmente que la altura dh para la cual la presion
cambia en dP = 2-107° Pa es

dP 2.107°

dh=—=_°"""_
gpo 9,81-1,29

[m] ~ 1.6 - 1075[m] = 0,0016[mm].

Solucién al problema 5

a) Derivando P(z,t) respecto a x se obtiene



CAPITULO 15. ONDAS SONORAS 546

OP(x,t)
ox

Pero (de acuerdo a la ecuacién (I5.5]))

= —kPsin(kx — wt).

or  Boop
or fy,oo ox "’
luego
@ —_Pup sin(kx — wt) . (15.15)
ox ’)/P(]

De esta relaciéon deducimos que
p(x,t) = po+ 20 p cos(kx — wt) ,
7Py

o sea, la amplitud de las variaciones de densidad es

Py
0—=-
vFo

p=p (15.16)

También sabemos que (ver deduccién de la ecuacién de ondas presentada en la

seccién [15.3))

p(z,t) = po - <1— %)

Combinando las ecuaciones (I5.15]) y (I5.I6]) se obtiene que

ou(x,t)
or ok cos(kx — wt) .

Integrando se encuentra la funcién u(x,t) que describe el desplazamiento de las
moléculas

La amplitud de estas oscilaciones de las moléculas de aire es, por lo tanto,

A

P
k”}/PO '

U =
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b)

Pero k = w/cy ¢?py = v Py, luego

A

P

pocw

U =

Consideremos ahora un cilindro (imaginario) de seccién transversal A y longitud
L = ¢T' = )X, con el gje del cilindro orientado a lo largo de la direccién de
propagaciéon del sonido. La masa del aire encerrado en ese cilindro es m =
AMpg. Cada molécula realiza un movimiento armoénico de frecuencia angular w
y amplitud 4. Por lo tanto, la energia total (debido al sonido) de las moléculas
encerradas por el cilindro es

L 5

E=_ 2
2mw

u” .
Esta energfa, en un tiempo 7' = 27 /w avanza en una distancia A (que es justa-

mente el largo del cilindro), luego la potencia actistica propagada a lo largo del
cilindro es

E 1 1 1 1 1
f = §mw2ﬁ2T = 514)\,000)2712T = §ACPOW2712 .

De esta manera se encuentra que la potencia actustica por unidad de area viene
dada por

1
_ 1 2
I = 5 CPOw

2.

Usando los resultados de la parte (a) y (b) encontramos
p2

I=-—.
2pc

Por dltimo, recordemos que una onda sinusoidal para AP.g = ]5/ V2, luego
también se puede escribir

[ AP 7
pc

que es precisamente la expresién que se usé en la seccién [15.5]

Solucién al problema 10



CAPITULO 15. ONDAS SONORAS 548

Sea 1 la frecuencia con la que la bocina emite el sonido. Al acercarse el automovil
con velocidad v a la pared, un observador junto a ella escuchara el sonido de la bocina
con una frecuencia

C

V=1 .
c—

Con esa misma frecuencia la pared hace rebotar el sonido. La persona en el
automévil que ahora se acerca a una fuente de sonido (v1) con velocidad v lo escu-
chara con frecuencia

c+v c+v

Vy = 11 =1 .
C cC—v

De acuerdo al enunciado, la razon entre las frecuencias de los sonidos 15 y 1 es
5/4 (corresponde a un intervalo de tercera mayor), luego,

5 c+vo

4 c—v’

Despejando, se encuentra que la velocidad del automévil es v = ¢/9 ~ 136 km/h.

Solucion al problema 20

a) El nivel de intensidad sonora L y la intensidad (potencia) por unidad de drea I
estan relacionadas por

AP,
L =20 loglo < P f

u

) (db] = 1010g,, Iio dB] .

Recordemos que cuando hay dos (o mas) sonidos, la magnitud aditiva es la
potencia I y no el nivel de intensidad L. Para un sonido

I
L, = 50[dB] = 10log,, 1_1 [dB)
0

se encuentra que I; = Iy-10°. Anédlogamente para el sonido de 70 dB se encuentra
que Iy = Ip-107. Al escuchar ambas fuentes conjuntamente, intensidad serd I =
I + I, = 1.01 - Iy - 107, lo que correspondera a un nivel de intensidad

1
L =10log A [dB] =10 (7 + log; 1.01) [dB] ~ 70.04 [dB]
0
b) Para una fuente sonora puntual se tiene que I(r) = P/(4nr?), donde P es la
potencia aciustica de la fuente. Conociendo las intensidades I de las fuentes en
el punto medio r = D /2, podemos deducir la potencia de ellas:
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D2
P = 47r11T = 71,10° D?

D2
Py = 47r12T = 711,10"D? .

Sea x la distancia de la fuente #1 a la que debemos situarnos para escuchar
ambas con la misma intensidad sonora (en ese caso la distancia a la fuente
sonora #2 es (D — x)). Para que las dos fuentes sonoras se escuchen con el
mismo nivel sonoro, debe cumplirse

o B
22 (D—x)%’

Despejando x se encuentra

T _

D  1-T"
donde I' = P»/P; = 100, o sea,

z  1+10

D —99 °

Tenemos dos soluciones: 1 = +D/11 corresponde a una solucién en que el
observador se encuentra entre las dos fuentes (m

as cerca de la fuente #1) y x5 = —D/9, solucién es que el observador se en-
cuentra al lado izquierdo de la fuente #1 (ver figura ?7.

Solucion al problema 21

Sea t = 0 el instante en que se suelta la fuente sonora desde la azotea. Des-
pués de transcurrido un tiempo ¢, la fuente habré caido una distancia x(t) = gt%/2
y tendrd una rapidez v(t) = gt. El sonido que la fuente emite en ese instante, el
observador en la azotea eventualmente lo escuchard teniendo una frecuencia

c
c+gt’

Es importante, sin embargo, darse cuenta que tal sonido el observador no lo escu-
chard en el instante t, sino que en un instante levemente posterior (ya que el sonido

UV =1
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aun debe recorrer la distancia x). En efecto, el sonido emitido en el instante ¢, el ob-

servador recién lo escuchard en el instante ¢/ =t + t*,

donde t* = x(t)/c es el tiempo

que el sonido tarda en recorrer la distancia x(t). La relacién entre ¢ y ¢’ es

t t2
' =t+ () _ i+
& 2c
Despejando ¢ se encuentra
t 2gt!
Lo y14 2
c

Sustituyendo esta expresién en la expresion para v se obtiene finalmente

C 140

v(t) =y

i
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